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Notazioni

Simboli logici

= esiste

v per ogni

= implica

& se e solo se

Simboli insiemistici

reA x appartiene all'insieme A
x ¢ A x non appartiene all’insieme A
ACB A € un sottoinsieme di B
AUB unione degli insiemi A e B
ANB intersezione degli insiemi A e B
A\ B insieme A meno l'insieme B
{z} insieme costituito dal solo elemento x

{re A: P(x)} insieme costituito dagli elementi z € A
che verificano la proprieta P(z)

Insiemi numerici

N=1{0,1,2,3,...} insieme dei numeri naturali
Z=A{0,£1,+£2,4+3, ...} insieme dei numeri interi
Q=A{p/q:p,q€Z,q+#0} insieme dei numeri razionali
R insieme dei numeri reali
C={z+iy:z,y e R} insieme dei numeri complessi






CAPITOLO 1

Cardinalita

1. Insiemi e funzioni. Introduzione informale

1.1. Insiemi e operazioni elementari sugli insiemi. Non diamo una definizio-
ne di “insieme”. Diremo intuitivamente che un insieme ¢ una collezione o famiglia di
elementi scelti da un preassegnato “insieme ambiente”, che indicheremo con X. Se un
elemento = di X appartiene ad un insieme A scriveremo = € A. Se x non appartiene
ad A scriveremo = ¢ A. Con A C B si intende 'inclusione di insiemi, ovvero

ACB seesolose € A= z¢c B.

Il simbolo C viene talvolta indicato con C. Se A C B e B C A gli insiemi A e B
contengono gli stessi elementi, ovvero sono uguali, A = B.

L’unione e l'intersezione di due insiemi A e B si definiscono, rispettivamente, nel
seguente modo:

AUB:{xEX:xEAoppurexEB},
AHB:{xeX:xeAexeB}.

L’insieme che non contiene alcun elemento, 1'insieme vuoto, si indica con (). Chia-
ramente, si ha ) C A per ogni insieme A. Due insiemi A e B si dicono disgiunti se
ANB=0.
La differenza di insiemi A \ B (leggi “A meno B”) ¢ definita nel seguente modo:
A\B={ze€A:z¢ B}.

Talvolta la differenza A\ B & indicata con A — B.

Il complementare di un insieme A in X ¢ l'insieme A’ = X \ A. Talvolta il
complementare ¢ indicato con A°. Con tale notazione si ha A\ B = AN B'. Le
formule di De Morgan legano unione, intersezione e complementare:

(AUB) =A'nB,
(AnB) =A"UB.
Piu in generale, sia A una famiglia di indici e siano A, insiemi indicizzati da \ € A.
Allora 'unione e intersezione della famiglia (Ay)xea sono:
U Ay = {x € X :esiste A € A tale che x € A)\},
AEA
ﬂA,\:{xEX:xGA,\perogni)\EA}.
AEA
Le formule di De Morgan sono

(Ua) =Na (Na) =Ua

AEA AEA AEA AEA
7



8 1. CARDINALITA

che forniscono anche le formule per la differenza

X\ (JA =X \A4,

AEA AEA
X\ A= x\4.
AEA AEA

1.2. Funzioni fra insiemi. Una funzione f : A — B dall’insieme A all’insieme
B & un’applicazione che associa ad ogni elemento x € A un elemento f(z) € B.
L’insieme A si dice dominio e I'insieme B si dice codominio della funzione.

Il prodotto cartesiano di due insiemi A e B e 'insieme

AxB={(z,y) :x €A, ye B}.

Con (z,y) si indica la coppia ordinata formata da x e y, nell’ordine. 11 grafico di una
funzione f : A — B e il seguente sottoinsieme di A x B:

gr(f) ={(z, f(z)) e Ax B:x € A}.

OSSERVAZIONE 1.1. La definizione formale di funzione ¢ la seguente. Una funzione
da A a B ¢ una terna ordinata (A, B, G) dove G C Ax B ¢ un sottoinsieme che verifica
la seguente proprieta: per ogni x € A esiste un unico y € B tale che (z,y) € G.
L’insieme G = gr(f) ¢ il grafico della funzione. Noi useremo sempre la notazione
f + A — B per indicare una funzione.

DEFINIZIONE 1.2 (Immagine ed antimmagine). Sia f : A — B una funzione.
Dato un insieme C' C A, 'insieme

f(C):{f(a:)EB:xEC}
= {y € B :esiste x € C tale che f(z) =y}

si dice immagine di C rispetto ad f.
Dato in insieme D C B, l'insieme

fHD)={zre A: f(z) € D}

si dice antimmagine o immagine inversa di D ripetto ad f. Nel libro di G. De Marco,
'antimmagine viene indicata con la notazione f< (D) = f~1(D).

Immagine ed antimmagine commutano con unione e intersezione come descritto
nella proposizione seguente.

PROPOSIZIONE 1.3. Per ogni Ay C Ae By, C B, con XA € A, si ha:

f(UA/\>:Uf<A)\)a f(ﬂz‘h)Cﬂf(AA):

AEA

f_1< U BA) = r's, f_1< N BA) = () (B,

A€A A€A AEA

(1.1)
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DiM. Proviamo l'identita in alto a sinistra:

Yy € f(UA,\> & esiste z € UA,\ tale che f(z) =y

AEA AEA
esiste = ed esiste A € A tale che x € Ay e f(x) =y

esiste A € A ed esiste x € A, tale che f(z) =y
esiste A € A tale che y € f(A))
ye U J(AN).

AEA

r ¢

Nell’equivalenza centrale abbiamo usato il fatto che dx3\--- < dXJz---.
Proviamo l'identita in basso a destra:

xef*(ﬂBA) &  fl@)e()Bs

AEA AeA
< perogni A € Asiha f(x) € By

& perogni A€ Asihaxe fHB))
=% S ﬂ f71<B)\).

AEA
Proviamo l'inclusione in alto a destra:

y € f(ﬂAQ & esiste x € ﬂA,\ tale che f(z) =y

AEA AEA
esiste x tale che per ogni A € Asihax € Ay e f(z) =y

per ogni A € A esiste x € A, tale che f(z) =y
per ogni A € A si hay e f(A))

ye ﬂf(A)\)-

AEA

T ¢4

O

OSSERVAZIONE 1.4. Nell’ultimo argomento della dimostrazione precedente si han-
no tutte equivalenze tranne I'implicazione centrale, che ¢ del tipo

JzVA @ Az, \) e vera = VAJx : Az, \) € vera,

dove A(z, A) & un’affermazione che riguarda x e A. Tale implicazione non puo essere
invertita. Infatti, nell’antecendente c¢’e una = che rende vera I'affermazione per ogni
A. Nella conseguente, invece, per ogni A ¢’¢ una x (che quindi dipende da \) che
rende vera ’affermazione.

EseEmpIO 1.5. Sia A = {0,1} un insieme formato da due elementi e sia B = {0}.
L’unica funzione f : A — B ¢ f(0) = f(1) = 0. Detti Ag = {0} e A; = {1}, si ha
AgNA; =0 e quindi f(AoN Ay) =0, mentre f(Ag) N f(A;) = {0} # 0.

DEFINIZIONE 1.6. Una funzione f : A — B si dice:

i) iniettiva (1-1) se f(x) = f(y) implica = y (equivalentemente se z # y

implica f(z) # f(y));
ii) suriettiva (su) se per ogni y € B esiste z € A tale che f(x) = y;
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iii) biiettiva o corrispondenza biunivoca (1-1 e su) se ¢ iniettiva e suriettiva.
Talvolta useremo la seguente notazione:

1-1 ) s
f: A—— B funzione iniettiva,
f:AZ B funzione suriettiva,

1-1 : s o
f: A—= B funzione iniettiva e suriettiva.
su

DEFINIZIONE 1.7 (Funzione inversa e composta). Se f : A — B ¢ una funzione
iniettiva, allora f : A — f(A) ¢ iniettiva e suriettiva. Si puo allora definire la funzione
inversa f~1: f(A) — A ponendo

f'y)=x seesolose f(z)=y.

Siano f : A — B e g: C — D due funzioni tali che f(A) C C. Allora ¢ ben definita
la funzione composta go f : A — D

go f(z) =g(f(x)).
Chiaramente, se f : A =% B allora si ha:

flof=1Id4 funzione identita su A,
fof'=1dp funzione identitd su B.

DEFINIZIONE 1.8. Sia f : A — B una funzione. Una funzione g : B — A si dice
inversa sinistra di f se go f = Idy. Una funzione h : B — A si dice inversa destra

di fse foh=Idg.

OSSERVAZIONE 1.9. Se f: A — B e suriettiva, allora per ogni y € B la “fibra”
*{y}) # 0 & non vuota. Con I’Assioma della Scelta, per ogni y € B si pud
selezionare un elemento x € f~!'({y}) e definire una funzione h : B — A ponendo
h(y) = x. Dunque, si ha f o h(y) = f(h(y)) = y per ogni y € B. La funzione h ¢
un’inversa destra di f.

2. Cardinalita

Definiremo la cardinalita di un insieme in modo relativo, dichiarando cosa significa
che un insieme ha cardinalita minore della o uguale alla cardinalita di un secondo
insieme.

DEFINIZIONE 1.10. Siano A e B insiemi. Diremo che:

i) Card(A) < Card(B) se esiste una funzione iniettiva f : A — B;
ii) Card(A) = Card(B) se esiste una funzione iniettiva e suriettiva f : A — B;
iii) Card(A) < Card(B) se Card(A) < Card(B) ma non esiste alcuna funzione
suriettiva f : A — B.

Se Card(A) = Card(B) diremo che gli insiemi A e B sono equipotenti. Due insiemi
hanno sempre cardinalita confrontabile.

TEOREMA 1.11 (Tricotomia dei cardinali). Vale sempre una delle seguenti tre
possibilita: Card(A) < Card(B), oppure Card(A) = Card(B), oppure Card(B) <
Card(A).
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La dimostrazione di questo teorema richiede I’Assioma della Scelta ed ¢ omessa.
Proveremo invece che I'affermazione Card(A) = Card(B) equivale all’esistenza di una
funzione iniettiva f : A — B e di una funzione iniettiva g : B — A.

L’insieme potenza di un insieme A e I'insieme costituito da tutti i sottoinsiemi di
A:

P(A)={E: EC A}.
Nella Teoria degli insiemi, ’esistenza di tale insieme viene garantita con un apposito
assioma. L’insieme P(A) contiene sempre 1’elemento ().

TEOREMA 1.12 (Cantor-Schroder-Bernstein). Siano A e B due insiemi, e siano
f:A— Beg:B — A due funzioni iniettive. Allora esiste una funzione iniettiva e
suriettiva h : A — B.

DiM. Premettiamo un argomento preparatorio. Consideriamo una funzione 7' :
P(A) — P(A) che preserva le inclusioni:

(1.2) ECF = T(E)CT(F).

Affermiamo che esiste F' € P(A) tale che F' = T'(F) (punto fisso).
Si consideri la famiglia di insiemi A = {E € P(A) : E C T(E)}. E certamente
A # () in quanto ) € A. Formiamo l'insieme unione

F=|JE
EcA
Verifichiamo che T'(F') = F. Infatti, usando le proprieta (1.1) e (1.2) si trova
F=|JECJ T(E):T( U E) — T(F).
EeA EcA EcA
D’altra parte, applicando T" all’inclusione F' C T'(F') si ottiene T(F) C T(T(F)) e
quindi T'(F) € A, da cui segue I'inclusione opposta T'(F') C F. La conclusione ¢ che
T(F)=F.
Veniamo alla dimostrazione del teorema. Sia T': P(A) — P(A) la funzione
T(E)=A\g(B\ f(E)).
Con una verifica elementare si controlla che T" preserva le inclusioni:
ECF = f(E)Cf(F)
= B\ [f(F)C B\ f(E)
= 9B\ f(F)) Cyg(B\ f(E))
= A\g(B\ f(E)) C A\ g(B\ f(F)).

Dunque, per le considerazioni precedenti esiste un punto fisso A; € P(A) di T’
ovvero un insieme tale che T'(A;) = A;. Definiamo i seguenti ulteriori insiemi

AQZA\Al, Blzf(Al), BQZB\Bl

Abbiamo chiaramente A = A; U Ay e B = By U By con unioni disgiunte. La funzione
f: Ay — Bj ¢ iniettiva e suriettiva. Controlliamo che g(By) = A,. Infatti, si ha

Ay =T(A) = A\ g(B\ f(A1)) = A\ g(Ba) = Ay =g(DBs).
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Dunque, g : By — Ay ¢ iniettiva e suriettiva. Si puo allora definire la funzione
iniettiva e suriettiva h : A — B nel seguente modo:

h(x)—{ flz)  sexei

gl (z) sewe A,

PROPOSIZIONE 1.13. Per ogni insieme A risulta Card(A) < Card(P(A)).
DiM. Certamente Card(A) < Card(P(A)) in quanto la funzione f : A — P(A),

f(z) = {z} ¢ iniettiva. Supponiamo per assurdo che esista una funzione suriettiva
f:+ A — P(A). La dimostrazione si basa sul “paradosso di Russell”. Si consideri
I'insieme
Ay={zcA:a¢ f(x)}.
Poiche f ¢ suriettiva, esiste 2o € A tale che f(xg) = Ag. Ci sono due casi:
Caso 1: xg € Ag. Allora: zy ¢ f(zo) = Ay, assurdo.
Caso 2: xg ¢ Ag. Allora: zg € f(xg) = Ay, assurdo.

3. Insiemi finiti, infiniti e numerabili

I numeri naturali sono 'insieme
N={0,1,2,...}.

Scegliamo la convenzione di far partire i numeri naturali da 0. Scriveremo n € N con
n > 1 per escludere lo 0.

1. Insieme finito. Un insieme A si dice finito se esistono n € N ed una funzione
f:A{l,...,n} — A iniettiva e suriettiva. Diremo in questo caso che Card(A) = n.
Se A non ¢ finito, diremo che A ¢ infinito (contiene infiniti elementi) e scriveremo
Card(A) = oo. Infine, per l'insieme vuoto la convenzione naturale & Card()) = 0.

PROPOSIZIONE 1.14. Se A € un insieme finito ed f : A — A € una funzione, sono
equivalenti le seguenti affermazioni:

1) f ¢ iniettiva;

2) f & suriettiva;

3) f e biiettiva.

La prova di questa affermazione e lasciata come esercizio e si puo fare per induzione
sulla cardinalita di A.

ESEMPIO 1.15. L’insieme dei numeri pari 2N = {0,2,...,2n,...} & infinito ed &
equipotente con N. Infatti, la funzione f : N — 2N, f(n) = 2n ¢ iniettiva e suriettiva.
In particolare, un insieme puo essere equipotente ad un suo sottoinsieme proprio.
Questa osservazione ¢ di Galileo.

L’osservazione di Galileo suggerisce la seguente definizione equivalente di insieme
infinito.

DEFINIZIONE 1.16 (Dedekind). Un insieme ¢ infinito se ¢ equipotente ad un suo
sottoinsieme proprio.
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2. Insieme numerabile. Un insieme A si dice numerabile se esiste una funzione
iniettiva e suriettiva f : N — A. Diremo in questo caso che:

Card(A) = Card(N) =8, (Alef zero).

Il cardinale R e il piu piccolo cardinale infinito. Infatti, se A & un insieme infinito
allora esiste una funzione iniettiva f : N — A. La costruzione di f e induttiva:

i) Si definisce f(0) € A a piacere;

ii) Definiti f(0),..., f(n) € A distinti, si osserva che I'insieme A\ {f(0),..., f(n)}
non ¢ vuoto, altrimenti A sarebbe finito. Quindi si puo scegliere un elemento f(n +
1) € A\{f(0),..., f(n)}. Ne risulta una funzione f : N — A iniettiva.

Gli elementi di un insieme numerabile A possono essere enumerati, ovvero scritti
come successione di elementi indicizzati da n € N:

A ={ag,a,...a,,...}.

3. Z & numerabile. L’insieme Z = {0, £1,42,...} dei numeri interi ¢ numera-
bile. Infatti, la funzione f : N — Z cosi definita

n . .
— se n € un numero pari,
fm =1
n+1 . . .
5 se n e un numero dispari

¢ iniettiva e suriettiva.

4. NxN e numerabile. Proviamo che il prodotto cartesiano N x N ¢ numerabile,
ovvero che
Card(N x N) = Card(N).
Infatti, la funzione f : N — NxN, f(n) = (n, 1) ¢ iniettiva. D’altra parte, la funzione
g:NXxN =N, g(n,m) =2"3"™ ¢ pure iniettiva, per la rappresentazione unica degli
interi in fattori primi. Dunque, per il Teorema 1.12 esiste una funzione iniettiva e
suriettiva h : N — N x N.

EsErc1zio 1.17. Controllare che la funzione A : N x N — N cosl definita
h(n,m)=2"2n+1)—1, m,n,eN,

¢ una biiezione.

5. A x A & numerabile se A € numerabile. Se A & numerabile, anche il
prodotto cartesiano A x A ¢ numerabile. Sia f : N — A iniettiva e suriettiva. Allora
F:NxN—= AxA, F(n,m)=(f(n), f(m)) & iniettiva e suriettiva. La composizione
G=Foh!':N— Ax A ¢ allora iniettiva e suriettiva. Qui h ¢ la funzione definita
sopra.

6. Q & numerabile. L’insieme dei numeri razionali
Q= {Z—? . p,q € Z relativamente primi con g > 0}
q

¢ numerabile. Infatti N C Q e quindi I'inclusione e iniettiva da N in Q. Si consideri
la funzione g : Q - Z X Z

g(x) = (p,q) sex= g,con p,q € Z rel. primi e ¢ > 0.
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La funzione g e iniettiva. Siccome Z X Z ¢ numerabile, esiste h : Z x Z — N iniettiva
e suriettiva. Dunque ho g : Q — N ¢ iniettiva.

7. Unione numerabile di insiemi numerabili & numerabile.

PROPOSIZIONE 1.18. Siano A,, n € N con n > 1, insiemi finiti o numerabili.
Allora 'unione A = J;7; A, ¢ al pitt numerabile.

DiMm. Senza perdere di generalita possiamo supporre che gli insiemi A, siano a
coppie disgiunti, ovvero A, N A,, = () se n # m, e che A,, # (). Vogliamo provare che
A & numerabile.

Enumeriamo gli elementi di A,, in questo modo:

Ay =Aan1,an2, .., 0nj, ...},

dove I'enumerazione ¢ eventualmente finita. La funzione f : N — A, f(n) = a, ¢
iniettiva. Costruiamo una funzione g : A — N iniettiva. L’insieme P C N dei numeri
primi (maggiori di 1) ¢ infinito (e numerabile). Enumeriamo P:

P:{p1:2,p2:3,...}.

Definiamo la funzione g : A — N nel seguente modo:

g(a’n,j) :pr n?j eNanaj Z 1.
La funzione g ¢ iniettiva in quanto

9(any) = glame) & pPh=p, © n=m,j=k & ay;=any

O

8. R non & numerabile. Vedremo nel Teorema 5.12 che l'insieme dei numeri
reali R non ¢ numerabile. E piu che numerabile.

9. Se A ¢ infinito allora Card(A x A) = Card(A). Vedremo la dimostrazione
di questo fatto nel caso particolare A = R, Teorema 5.13.

4. Numeri naturali e induzione

Dal modo stesso in cui i numeri naturali vengono costruiti o definiti, discende la
validita del Principio dinduzione.

Principio d’induzione. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il numero natu-
rale n € N. Supponiamo che:

i) A(0) (oppure A(1) se N inizia da 1) ¢ vera (base induttiva);
ii) A(n) = A(n+ 1) per ogni n € N (passo induttivo).

Allora A(n) ¢ vera per ogni n € N.
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4.1. Formula per la somma geometrica. Per ogni numero reale z € R, x # 1
e per ogni n € N si ha
1 — gl
(1.3) l+z+22+.. 42" =—"
1—2z
La formula vale anche se x € C & un numero complesso x # 1. La prova e per
induzione sun > 1. Per n =1 si ha
1—22 (1+z)(1—2)

p— :]_ .
11—z 1—=x T

Supponiamo vera la formula (1.3) per n € N. Allora si ha

1— n+1
1+x+x2+...+x”+1:1+x+x2+...+x”+x"+1:1—x+x”+1
— X
B 1_$n+1+(1_x)l.n+1 _ 1_xn+2
- 1—=x  1-z

4.2. Disuguaglianza di Bernoulli. Sia z € R un numero reale tale che z > —1.
Allora per ogni n € N si ha:

(1.4) (14+2)" > 1+ nx.

La prova e per induzione su n > 1. Per n = 1 si ha un’identita. Supponiamo vera le
(1.4) per un certo n € N e proviamola per n + 1:

A+z)"'=0+2)"(1+2) > 1+nz)1+z)=1+nr+z+n2’>> 1+ (n+ 1)z

4.3. Formula del Binomio di Newton. Il fattoriale n! si definisce per indu-
zione nel seguente modo:

i)ol=1ell=1,
i) (n+1)!'=(nm+1)-nl.

Dati n,k € N con k < n, si definiscono i coefficienti binomiali

(1) = e

Il coefficiente binomiale ha il seguente significato combinatorico: dati n elementi, ne
scegliamo k£ in modo non ordinato. Ci sono (Z) modi distinti per farlo.
Siano z,y € R e n € N. Verifichiamo per induzione la formula per il Binomio di

Newton:
(x+y)" = Z (Z) "k

k=0

Quando n = 1 la verifica e elementare:

0= (e Qe
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Supponiamo vera la formula per n e proviamola per n + 1:

™ = e+ =@t 3 () )

k=0

3 (D)ar st g 37 (D)t
k=0 k=0
n+1
(Z) xn—k—i—lyk i Z <k; ﬁ 1) In—k—i—lyk
k=0 k=1

QI O

Ora utilizziamo la formula di Stiefel, la cui verifica ¢ un facile esercizio. Per ogni
n,k € N con k < n vale I'identita

() =(2)+ ()

1 " /n+1 n—+1
n+1 n+l1-k, k n+1
Jrre o (e ()

k=1

_l’_
0
. n—+1
n+l—k, k

0

s

Si trova allora

(z+y)" = (n

n

+

i



CAPITOLO 2

Numeri reali. Introduzione

1. Relazioni d’ordine

Una relazione su un insieme X ¢ un sottoinsieme R C X x X. Dati due elementi
x,y € X, diciamo che z e nella relazione R con y se la coppia ordinata verifica
(x,y) € R. Scriveremo in questo caso xRy.

DEFINIZIONE 2.1 (Ordine parziale e totale). Una relazione < su un insieme X e
una relazione di ordine parziale se per ogni x,y,z € X si ha:
i) x < x (proprieta riflessiva);

ii) Se x <y ey <z allora x =y (proprieta antisimmetrica);

iii) Se x <y ey < z allora z < z (proprieta transitiva).
Se in aggiunta si verifica

iv) z <y oppure y < z (confrontabilita),
allora la relazione si dice di ordine totale.

Ad esempio, 'insieme X = P(A) con la relazione di inclusione insiemistica C
¢ parzialmente ordinato, ma non totalmente ordinato. I numeri reali con l'usuale
relazione d’ordine sono totalmente ordinati.

2. Introduzione assiomatica dei numeri reali

In questa sezione introduciamo in modo assiomatico i numeri reali come campo
ordinato completo. Discuteremo in seguito la costruzione effettiva dei numeri reali.

DEFINIZIONE 2.2. I numeri reali sono un insieme R munito di due operazioni,
I’'addizione + : R x R — R e la moltiplicazione - : R x R — R, e di una relazione di
ordine totale < che verificano, per ogni x, ¥y, z € R, la seguente lista di assiomi.

Assiomi dell’addizione:

(Al) 2 +y =y + z (proprieta commutativa);

(A2) z+ (y+ 2) = (x + y) + 2z (proprieta associativa);

(A3) esiste 0 € R tale che z + 0 = z per ogni « € R (esiste I’elemento neutro);

(A4) per ogni = € R esiste —z € R tale che x 4+ (—x) = 0 (esiste 'opposto).
Assiomi della moltiplicazione:

(M1) z -y =y -z (proprieta commutativa);

(M2) z-(y-z) = (x-y) -2z (proprieta associativa);

(M3) esiste 1 € R, 1 # 0, tale che 1-2 = z per ogni x € R (esiste I’elemento neutro

della moltiplicazione);

(M4) per ogni x € R, 2 # 0, esiste 71 € R tale che z-27 = 1 (esiste il reciproco).

Proprieta distributiva:

17
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D)z-(y+2)=x-y+z-=z.
Assiomi dell’ordine:
(O1) se z <y alloraz+2 <y+z;
(02) sex<yez>0,alloraz-z<y-z.
Assioma di completezza:

(AC) Ogni insieme non vuoto A C R superiormente limitato ha estremo superiore.
Chiariremo 'assioma di completezza fra breve.

DEFINIZIONE 2.3 (Campo, campo ordinato, campo ordinato completo).

i) Un insieme X munito di due operazioni + e - che verificano gli assiomi (o
proprieta) (A1)-(D) si dice campo.

ii) Se, in aggiunta ad i), ¢ data su X una relazione di ordine totale < che verifica
gli assiomi (O1)-(0O2) si ottiene un campo ordinato.

iii) Se, infine, (X, +,, <) verifica anche l'assioma di completezza, si ottiene un
campo ordinato completo.

Ad esempio, Q, R e C sono campi; Q ed R sono campi ordinati; R ¢ un campo
ordinato completo.
Gli insiemi N, Z, QQ sono in modo naturale sottoinsiemi di R.

EsemMP1o 2.4. A titolo di esempio, facciamo alcuni calcoli basandoci solo sugli
assiomi di campo.

1) Verifichiamo che z - 0 = 0 per ogni € X. Si ha
2022 (0+0) 220420,
e dagli assiomi A4 ed A3 si deduce che z -0 = 0.
2) Si ha (—1)-(=1) = 1. Infatti:
020 () ZA+(-1)- (1) 21+ (=) + (1) - (1) £ =1+ (-1) - (-1)
e la tesi segue sommando a destra e sinistra 1 ed usando A3 e A4,
3) Si ha —x = (—1) - z. Infatti:
02022 0+(-1) 221 24+(-1) 2L 2+ (-1) 2
e aggiungendo a destra e sinistra —z si trova la tesi.

EsErcizio 2.5. Sia (X, +,-, <) un campo ordinato. Usando ad ogni passo gli
assiomi e i punti 2), 3) precedenti, verificare che 2 > 0 per ogni z € X.

PROPOSIZIONE 2.6. I numeri complessi C sono un campo sul quale non e possibile
introdurre alcuna relazione d’ordine totale.

DiM. Che C sia un campo e noto dal corso di Geometria. Supponiamo per assurdo

che ci sia su C una relazione d’ordine totale >. L’unita immaginaria i = /—1
dovrebbe allora verificare —1 = 2 > 0 e quindi si avrebbe 1 < 0. D’altra parte si ha
anche 1 = 12 > 0. Si deduce che 1 = 0 e questo non & possibile. 0

DEFINIZIONE 2.7 (Maggiorante, estremo superiore, massimo). Sia A C R un
sottoinsieme di R.
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i) Un elemento y € R ¢ un maggiorante di A se x <y per ogni z € A.
ii) L’insieme A si dice superiormente limitato se ha un maggiorante.
iii) Un elemento x € R si dice estremo superiore di A se & un maggiorante di
A e se x < z per ogni altro maggiorante z di A (ovvero z ¢ il minimo dei
maggioranti). Se x € R & 'estremo superiore di A poniamo

sup A = x.
iv) Se A non ¢ superioremente limitato poniamo
sup A = oo.

La convenzione naturale per I'insieme vuoto ¢ di porre sup ) = —o0.
v) Un numero = € R si dice massimo di A se x =sup A ed x € A. Scriveremo
in questo caso
max A = z.

L’estremo superiore e il massimo, se esistono, sono unici.

OSSERVAZIONE 2.8 (Caratterizzazione dell’estremo superiore). Un numero x € R
¢ l'estremo superiore di un insieme A C R se e solo se:
i) y < x per ogni y € A (z & un maggiorante);
ii) Per ogni e > 0 esiste y € A tale che y > z—¢ (x & il minimo dei maggioranti).

DEFINIZIONE 2.9 (Minorante, estremo inferiore, minimo). Sia A C R un sottoin-
sieme di R.
i) Un elemento y € R & un minorante di A se y < z per ogni x € A.
ii) L’insieme A si dice inferiormente limitato se ha un minorante.
iii) Un elemento = € R si dice estremo inferiore di A se ¢ un minorante di A e se
z < x per ogni altro minorante z di A (ovvero x ¢ il massimo dei minoranti).
Se x € R & l'estremo inferiore di A poniamo

inf A =ux.
iv) Se A non ¢ inferiormente limitato poniamo
inf A = —o0.

La convenzione naturale per I'insieme vuoto ¢ di porre inf () = oco.
v) Un numero x € R si dice minimo di A se z = inf A ed x € A. Scriveremo in
questo caso
min A = z.

OSSERVAZIONE 2.10 (Formulazioni equivalenti dell’assioma di completezza). Rie-
nunciamo 1’Assioma di completezza dei numeri reali:
(AC) Ogni insieme non vuoto A C R superiormente limitato ha estremo superiore.
Tale assioma pue essere riformulato in diversi modi fra loro equivalenti:
1) Ogni sottoinsieme non vuoto e inferioremente limitato di R ha estremo infe-
riore.
2) Ogni sezione di R ha un unico elemento separatore.
3) Ogni successione monotona e limitata in R & convergente.
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4) Ogni successione limitata in R ha una sottosuccessione convergente (proprieta
di Bolzano-Weierstrass).

5) Ogni successione di Cauchy in R e convergente (ovvero, R ¢ uno spazio
metrico completo).

6) Ogni successione di intervalli chiusi non vuoti I, = [ag, br] C R, k € N, tale
che I C I verifica

()1 #90.
k=1

Ritorneremo su questi concetti durante il corso.
2.1. Conseguenze della completezza.

PROPOSIZIONE 2.11 (Proprieta di Archimede). Per ogni coppia di numeri reali
x,y € R, x,y > 0, esiste un numero naturale n € N tale che nx > y.

DiM. Supponiamo per assurdo che esistano numeri reali x,y € R con x,y > 0 tali
che nz <y per ogni n € N. Allora I'insieme

A={nzeR:neN}

e superioremente limitato, in quanto y ne e un maggiorante. Per 1’Assioma di com-
pletezza esiste I’estremo superiore & = sup A. Il numero z € R & caratterizzato dalle
seguenti due proprieta:
1) nx < Z per ogni n € N, ovvero Z ¢ un maggiorante di A;
2) Per ogni € > 0 esiste n € N tale che nz > T — ¢, ovvero Z ¢ il minimo dei
maggioranti.

Scegliamo ¢ = x > 0 nella proprieta 2) e sia n € N il corripondente numero
naturale, ovvero nx > Z — x. Allora da 1) e 2) si ottiene:
z>n+l)r=nrx+zc>z—x+zx=7,
che e una contraddizione. OJ

DEFINIZIONE 2.12 (Parte intera e frazionaria). Sia € R un numero reale e si
consideri I'insieme

Ax:{pEZ:pga:}.
Per la proprieta di Archimede, esiste n € N tale che n > x. Quindi A, € un insieme
di numeri interi superiormente limitato che ha dunque massimo. Definiamo la parte
intera di
(2] =max{peZ:p <z} el
Il numero [z| € Z ¢ il piu grande intero minore o uguale ad z. La parte frazionaria
di x ¢ il numero {z} =z — [z].
Parte intera e parte frazionaria verificano le seguenti disuguaglianze:
] <z <[z]+1, 0<{z}<l.
Proviamo che i numeri razionali QQ sono densi in R.

PROPOSIZIONE 2.13 (Densita di Q in R). Per ogni z,y € R, z < y, esiste ¢ € Q
tale che x < ¢ < y.



3. COSTRUZIONE DI R CON LE SEZIONI DI Q 21

Dim. Siccome y — x > 0, per la proprieta di Archimede esiste n € N tale che
n(y —x) > 1, ovvero ny — nx > 1, ovvero nx < ny — 1. Segue che

nr<ny—1<[nyl <ny = x<M§y.
n

Cerchiamo ora m € N tale che

1
R
n m

La disuguaglianza a sinistra ¢ equivalente a

m(M—x) > 1,

n
ed un tale m € N esiste per la proprieta di Archimede. 0

3. Costruzione di R con le sezioni di Q

La definizione assiomatica dei numeri reali lascia aperte due questioni: 1) Iesi-
stenza di almeno un campo ordinato completo; 2) l'unicita di un campo ordinato
completo.

E possibile dimostrare (ma noi non lo faremo) che due campi ordinati completi
sono fra loro isomorfi, ovvero sono in corrispondenza biunivoca tramite una biiezione
che preserva le operazioni e I'ordine. In questo senso esiste un unico campo ordinato
completo, i numeri reali R.

In questa sezione illustriamo brevemente, senza dimostrazioni dettagliate, la cos-
truzione dei numeri reali tramite le sezioni di numeri razionali. Con questa costruzione
I’Assioma di Completezza diventa un teorema.

DEFINIZIONE 2.14. Un insieme A C Q ¢ una sezione (di Dedekind) se:
(i) A, A" # (), dove A’ & il complementare di A in Q;

(ii) se a € A allora b € A per ogni numero razionale b < a;

(ili) se a € A esiste b € A con a < b.

OSSERVAZIONE 2.15. La proprieta (iii) precisa che vogliamo considerare solo se-
zioni aperte di Q. In questo modo, ad ogni numero razionale ¢ € Q corrisponde
I'unica sezione

Aq:{ae(@:a<q}.
Esistono sezioni che non corrispondono a numeri razionali. Questo ¢ il caso della
sezione

A:{ae@:ag()oppurea2<2}.

Indichiamo con A I'insieme di tutte le sezioni. Indichiamo con 0 = {a € Q : a < 0}
la sezione nulla e con I = {a € Q : a < 1} la sezione unitaria.

1. Relazione d’ordine. Se A e B sono sezioni, diciamo che A < B se A C B.
L’insieme A ¢ totalmente ordinato dalla relazione <.

2. Addizione. Se A e B sono sezioni, definiamo la sezione somma

A+B={a+beQ:a€ A be B}
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La sezione opposta si puo definire in questo modo:

—A={beQ: esiste z € A’ tale che b < —x}.

3. Moltiplicazione. La sezione prodotto si definisce per casi. Se A, B > 0
definiamo

A-B={a-beQ:a€ A be B, talichea>0eb>0}U{reQ:x <0}

Se A,B < 0 si definisce A-B = (—A) - (—B),se A > 0e B < 0 si definisce
A-B=—(A-(—B)),ese A<0e B > 0sidefinisce A- B = —((—A4) - B). Infine,
per ogni sezione A > 0 si definisce la sezione reciproca

A ={beQ:b>0cblecAlU{beQ:b<O)
Se invece A < 0 si definisce A™! = —(—A)~L.

Con pazienti verifiche si controlla che A ¢ un campo ordinato rispetto alle opera-
zioni e alla relazione d’ordine introdotte.

4. Assioma di completezza. Proviamo la proprieta di completezza.

TEOREMA 2.16. L’insieme A con le operazioni + e - e con la relazione d’ordine
< e un campo ordinato completo.

DiM. Ciinteressa verificare la completezza. Sia B C A un insieme superioremente
limitato e non vuoto. Questo significa che esiste una sezione A € A tale che B C A
per ogni sezione B € B. Vogliamo provare che B ha estremo superiore. Definiamo
I'insieme unione

c=|JBcQ

BeB
Controlliamo che C' & una sezione di Q:
i) C' # ) in quanto B # (). Inoltre, C' C A implica A" C C’ e poiche per ipotesi
A" # 0, segue che C" # ).
ii) Siano x,y € Q tali che x € C e y < z. Allora esiste B € B tale che x € B, e
siccome B e una sezione segue che y € B. Dunque si ha anche y € C.
iii) Se x € C allora esiste B € B tale che x € B. Siccome B ¢ una sezione, esiste
y € B tale che z < y. Ma allora sia ha anche y € C.
Verifichiamo infine che C' = sup B.
i) Sicuramente B C C' per ogni B € B, ovvero C' ¢ un maggiorante di B.
ii) Proviamo che C' ¢ il minimo dei maggioranti. Sia D € A un maggiorante di
B. Dalle inclusioni B C D per ogni B € B, segue che

c=|JBcD.
BeB

O

Nell’Esempio 7.5 daremo una costruzione puramente metrica di R che prescinde
dalla relazione d’ordine. R puo essere costruito come il completamento metrico di Q.
Il completamento metrico € unico a meno di isometrie.
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4. R come spazio metrico

La funzione modulo o valore assoluto su R & la funzione |- | : R — R definita, per
ogni x € R, nel seguente modo

|z| = max{z, —x} = z sex2;
’ —r sex <0.

Valgono le disuguaglianze elementari = < |z| e —z < |z|, ed inoltre:

i) |z| > 0 per ogni x € R e |z| = 0 se e solo se x = 0;

i) Jof = | —af;

i) |x +y| < |z| + |y| per ogni z,y € R (subadittivita).
La verifica di iii) segue dalle disuguaglianze

vty <lef+lyl e —(z+y)=—w—y<|z[+]yl.
Una conseguenza di iii) e la disuguaglianza triangolare
[z —y| < |z —z|+|2—y| perognizy,zeR.
Infatti, [ —y| = |t — 2+ 2 —y| < |x — 2| + |z — y|. Dalla iii) segue anche |z| =
|z —y +y| < |z —y|+ |y| che riordinata fornisce |z| — |y| < |z — y|. Siccome i ruoli
di x,y si possono scambiare, si ottiene la disuguaglianza
[|z] = lyl| < & —yl-
Definiamo la funzione distanza d : R x R — [0,00), d(z,y) = |r — y|. Questa
funzione verifica le seguenti proprieta:
i) d(z,y) > 0 per ogni z,y € R e d(z,y) = 0 se e solo se x = y;

i) d(z, ) = d(y, 7) per ogni 7,y € R;

ili) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) per ogni z,y, z € R (disuguaglianza triangolare).
La coppia (R, d) ¢ allora uno spazio metrico. La funzione d(z,y) = |x — y| si dice
distanza standard o Euclidea su R.

Possiamo anticipare la definizione generale di spazio metrico.

DEFINIZIONE 2.17 (Spazio metrico). Uno spazio metrico & una coppia (X, d) dove
X & un insieme e d : X x X — [0,00) & una funzione, detta metrica o distanza, che
per ogni z,vy, z € X verifica le seguenti proprieta:
1) d(xz,y) > 0ed(z,y) =0 se e solo se z =y;
2) d(z,y) = d(y,x) (simmetria);
3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (disuguaglianza triangolare).
Dato uno spazio metrico (X, d), fissato un punto o € X ed un raggio r > 0,
I'insieme
B, (xo) = B(zo,7) = Bx(x0,7) = {x € X :d(x,xg) < 7"}
si dice sfera o palla (aperta) di centro xq e raggio r. Nel seguito, useremo le palle per
definire una topologia su uno spazio metrico.

Nello spazio metrico R con la distanza standard, le palle sono intervalli aperti che
si indicano anche con la seguente notazione:

I (zg) ={z €R: |z — x| <1} = (xg — 1,20 + 7).
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4.1. Intervalli. Gli intevalli di R possono essere limitati, non limitati, aperti,
chiusi, aperti a destra o a sinistra. Ecco ’elenco. Siano —oo < a < b < oo. Si
definiscono i seguenti intervalli limitati:

(a,b) ={zx € R:a <z <b} intervallo aperto,

la,b) = {:c ceR:a<z< b} intervallo aperto a destra,
(a,
[

a,

b = {x ceR:ia<z < b} intervallo aperto a sinistra,

b = {:U ceR:a<z< b} intervallo chiuso.

Poi si definiscono gli intervalli illimitati:

(—00,b) = {x eR:z< b} intervallo aperto,

(—o0,b] ={z € R:2 <b} intervallo chiuso,
(a,00) = {:1: ceR:z > a} intervallo aperto,
[a,00) = {z € R: 2z >a} intervallo chiuso,

cui si aggiunge U'intervallo R = (—o0, 00).
La famiglia degli intervalli di R coincide con la famiglia degli insiemi convessi di R.

Inoltre, la famiglia degli intervalli di R coincide con la famiglia degli insiemi connessi
di R.

5. R” come spazio metrico

Indichiamo con R lo spazio Euclideo n-dimensionale, n € N con n > 1:

R'=Rx...xR.
—_——

n volte

Un elemento x € R™ ha n coordinate reali z = (xy,...,2,). Su R" & definita
un’operazione di somma vettoriale

r4+y=(T1+ Y, Tn+Yn)

Questa operazione e associativa e commutativa. Su R™ e definita un’operazione di
prodotto per uno scalare. Dati x € R® e A € R, definiamo

Az = (Azq, ..., Axy).
In questo modo R™ ha una struttura di spazio vettoriale, come si vedra nel corso di
geometria.

DEFINIZIONE 2.18 (Prodotto scalare). Definiamo l'operazione (-, -) : R*xR" — R

(T, y) = 1y1 + ... + TpYn.

Tale operazione si dice prodotto scalare (standard) di R™.

Il prodotto scalare ¢ bilineare (ovvero lineare in entrambe le componenti), simme-
trico e non degenere. Precisamente, per ogni x,y, 2z € R™ e per ogni «, 5 € R valgono
le seguenti proprieta:

1) (o + By, z) = oz, z) + By, 2);

2) (z,y) = (y, 7);
3) (x,z) =0 se e solosex=0.
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Talvolta, il prodotto scalare si indica anche con il simbolo (z,y) oppure con il simbolo
x-y.

DEFINIZIONE 2.19 (Norma Euclidea). La norma Euclidea su R*, n > 1, ¢ la
funzione |- | : R" — [0, 00) cosi definita

n 1/2
x| = <Zx22> , x=(z1,...,x,) € R™

i=1
Equivalentemente, |z| = \/(z, z).

La norma Euclidea verifica le proprieta di una norma. Precisamente, per ogni
z,y € R™ e per ogni A € R si verifica:
1) |z| > 0 e |z| =0 se e solo se z = 0;
2) |Az| = |A||z| (omogeneita);
3) |z +y| < |z|+ |y| (subadittivita).
La verifica delle proprieta 1) e 2) & elementare. Per verificare la subadittivita
occorre la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

PRrOPOSIZIONE 2.20 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Per ogni z,y € R" vale
la disuguaglianza

(z,y)| < |||yl

DiM. II polinomio reale della variabile t € R:
P(t) = |z + ty|* = |o” + 2t(z, y) + *|y*

non ¢ mai negativo, P(t) > 0 per ogni t € R, e dunque il suo discriminante verifica
A = 4z, y)* — 4]z|*|y|* < 0. La tesi segue estraendo le radici. Non abbiamo usato la
forma specifica del prodotto scalare Euclideo ma solo le proprieta 1)-2)-3). U

Verifichiamo la subadittivita della norma Euclidea. Dalla disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz si ha
e+ yl* = ety oty =l + 2z, y) +yl* < [l + 202llyl + yI° = (2] + [y])*
ed estraendo le radici si ottiene la proprieta 3).
La norma Euclidea induce su R” la funzione distanza d : R™ x R™ — [0, 00),
d(z,y) =l —y|, z,yeR",

Lo spazio metrico (R", d) si dice spazio metrico Euclideo. Le proprieta 1), 2), e 3) si
verificano in modo elementare. In particolare, si ha:

d(l’,y) = |ZE—y| - ‘I_Z+Z_y| < |I—Z’+’Z—y| :d(I7Z)+d(Z7y), T,Y,z € R™.
L’insieme

B(z)={yeR": |z —y| <r}
¢ la palla Euclidea di raggio » > 0 centrata in x € R".






CAPITOLO 3

Successioni reali e complesse

1. Successioni numeriche

Una successione reale (risp. complessa) € una funzione a : N — R (a : N — C).
Indicheremo con a,, = a(n) € R (a, € C) I'elemento n-esimo della successione. La
successione si indica con il simbolo (a,,)nen € si pud anche definire elencando in modo
ordinato i suoi elementi. Ad esempio, la successione (a,)nen con a, = neN,e
formata dagli elementi

_n_

n+17
n

,n+1,... .

DEFINIZIONE 3.1 (Successioni convergenti). Diciamo che una successione reale o
complessa (a,)nen converge ad un limite L € R (risp. L € C) se per ogni € > 0 esiste
n € N tale che

2
0, =, =,...
) 737

N —

la, — L| < e per ognin > n.
Diremo in questo caso che la successione ¢ convergente e scriveremo anche

L = lim a, oppure a, — L.
n—oo

n—oo

Il numero L si dice limite della successione.

EseEMPIO 3.2. Verifichiamo ad esempio che
n

im =
n—oo 4+ 1
Fissiamo £ > 0 e cerchiamo n € N tale che per n > n si abbia
n 1 1
‘ <e & n>--1
n+1 n+1 €

Quindi e sufficiente scegliere un numero naturale n € N tale che n > % — 1. Un tale
numero esiste per la Proprieta di Archimede dei numeri reali.

—1‘<€ &

PROPOSIZIONE 3.3 (Unicita del limite). Se una successione (a,)neny ha limite
L € R o L € C allora questo limite & unico.

Dim. Siano L ed M entrambi limiti della successione (ay,)nen. Fissato € > 0 a
piacere, esiste n € N tale che |a,, — L| < € e |a, — M| < € per ogni n > n. Dalla
disuguaglianza triangolare segue che

|L—M|=|L—-a,+a,— M| <|L—ay|l+l|a, — M| < 2e.
Siccome € > 0 & arbitrario, questo implica che |L — M| =0 e quindi L = M. 0

OSSERVAZIONE 3.4. Una successione complessa (a,)nen si pud scomporre nella
sua parte reale e immaginaria:

a, = Rea, +1ma,, n€N.

27
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Una successione complessa (a,)n,en converge se e solo se convergono le successioni
reali (Rea,)nen € (Imay,)nen. Inoltre, in questo caso si ha

lim a, = lim Rea, +i lim Ima,,.
n—oo n—oo n—0o0

Queste affermazioni seguono dalle disuguaglianze
max{|Re(a, — L)|, [Im(a, — L)|} < la, — L| < |Re(a, — L)| + |Im(a, — L)|.

DEFINIZIONE 3.5. Diremo che una successione reale (a,)nen diverge a oo (“piu
infinito”) se per ogni M € R (arbitrariariamente grande) esiste n € N tale che

a, > M per ognin > n.

Scriveremo in questo caso lim a, = oc.
n—oo

Analogamente, diremo che una successione reale (a,)nen diverge a —oo (“meno
infinito”) se per ogni M € R (arbitrariariamente grande) esiste n € N tale che

a, < —M per ognin > n.

Scriveremo in questo caso lim a, = —o0.
n—oo

ESERCIZIO 3.6. Verificare usando la definizione che
. n®—nlog(l+n)
lim =00
n—00 ’n,2 —+ 1

Fissato M > 0 arbitrariamente grande, dobbiamo trovare n € N tale che
n® —nlog(l +n)
n?+1
Usiamo il metodo delle maggiorazion: e riduciamo la disuguaglianza data ad una

disuguaglianza elementare. Come primo passo stimiamo il logaritmo con la disugua-
glianza fondamentale

(3.1) > M per ogni n > n.

log(l+x) <z perognixecRconz>-—1.
In effetti, ci basta la disuguaglianza log(14n) < n per n € N, che puo essere verificata
per induzione. Usando questa informazione, si ottiene
n® —nlog(l+n) S n?(n —1) on—1
n?+1 -~ nf4+1 T2
per n > 1. Dunque ci siamo ridotti alla disuguaglianza elementare

bl

n—1

>M < n>2M+41.

Con una scelta di n € N tale che n > 2M + 1, la (3.1) ¢ verificata.

Delle successioni reali che non cadono ne nel caso della Definizione 3.1 (successione
convergente) ne nei casi della Definizione 3.5 diremo che non hanno limite, ne finito
ne +o0o.

Una successione (a,)nen si dice limitata se I'insieme A = {a,, : n € N} & limitato
in R o in C. Equivalentemente, la successione ¢ limitata se esiste C' > 0 tale che

lan| < C < oo perognin e N.
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PROPOSIZIONE 3.7. Se una successione reale o complessa (a,),en € convergente
allora e limitata.

DiM. Sia L il limite della successione. Fissiamo a nostro piacere un ¢ > 0. Allora
esiste n € N tale che |a, — L| < € per ogni n > n. Scegliamo

C = max{|a1],...,|az|, |L| + €}.
Allora |a,| < C per ogni n = 1,...,n, elementarmente. Inoltre, per n > 7 si ha
lan| = lan, — L+ L| <l|a, — L|+|L| <e+|L| <C.
0]

TEOREMA 3.8 (Operazioni coi limiti). Siano (a,)nen € (bp)neny due successioni
convergenti. Allora:

1) La successione somma (a, + by, )nen € convergente e inoltre

lim a, + b, = lim a, + lim b,
n—oo n—0o0 n—oo

2) La successione prodotto (a, - b,)nen € convergente e inoltre

lim a, - b, = lim q,, - lim b,.
n—oo n—o0 n—oo

3) Se b, # 0 per ogni n € N e il limite di (by,)neny non € 0, allora la successione
quoziente (a, /by, )nen converge e inoltre

lim a,

im — = ~—"——.

n—oo b, lim b,
n—oo

Dim. Indichiamo con L,M € R (L,M € C) i limiti delle successioni (a,)nen €
(bp)nen. Fissiamo e > 0 e sia n € N tale che |a, — L| < € e |b, — M| < € per ogni
n>n.

1) Allora si ha per ogni n > n:

lan, + b, — (L+ M)| < |a, — L| + |b, — M| < 2¢.

2) Per la Proposizione 3.7, esiste C' > 0 tale che |a,| < C e |b,] < C per ogni
n € N. Allora si ha per ogni n > n:
\anby — LM| = |anb, — Lby + Lb, — LM|
< |bullan — L| + | L||by, — M| < Ce + |Lle = (C + |L])e.

3) Per il punto 2), ¢ sufficiente provare 'affermazione nel caso a, = 1 per ogni
n € N. Siccome M # 0 per ipotesi, esiste n € N tale che per ogni n > 7 si ha

M
ul = I, — M+ M| > 0] b, 2> L

Dunque, per n > max{n,n} si ha
11 - by — M| _ 2
b~ M| ] S M
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TEOREMA 3.9 (Teorema del confronto). Siano (@, )nen, (bn)nen € (Cn)nen succes-
sioni reali tali che esiste n € N tale che per n > n si abbia

an < by, < cp.

Supponiamo che esistano i limiti L, M € R delle successioni (a,)nen € (Cn)nen,
rispettivamente. Se L = M, allora anche (b,),en converge e lim b, = M.
n—oo
Dim. Fissato € > 0 sia n € N tale che |a, — L| < ¢ e |¢, — L| < € per ogni n > n.
Allora si ha anche

b, —L<c¢,—L<l|c,—L|<e,
L—-—b,<L—-a,<|L—a,| <e,

e quindi |b, — L| < e per ogni n € N tale che n > 7. O

DEFINIZIONE 3.10. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il generico numero na-
turale n € N. Se esiste n € N tale che A(n) ¢ vera per ogni n > n diremo che
I'affermazione A(n) & vera definitivamente.

Il teorema sulle operazioni coi limiti e il teorema del confronto coprono solo alcuni
dei casi che si possono presentare. Nel seguito discutiamo alcune altre situazioni
esemplari.

PROPOSIZIONE 3.11. Siano (a,)nen una successione infinitesima (ovvero lim a, =
n—oo

0) e (by)nen una successione limitata. Allora la successione prodotto (a,b,)nen €
infinitesima.

Dmm. Sia C' > 0 una costante tale che |b,| < C per ogni n € N. Fissato ¢ > 0
esiste n € N tale che |a,| < e per ogni n > n. Allora si ha

(aubal = |anllba] < Ce, per ognin > .
Questo prova che la successione prodotto ¢ infinitesima. ([l

EsERcizio 3.12. Provare le seguenti affermazioni.

1) Siano (ay)nen € (by)nen due successioni reali tali che a,, < b, per ogni n € N.
Allora si ha

lim a, =00 = lim b, = occ.
n—oo n—oo

2) Siano (by)nen € (¢n)nen due successioni reali tali che b, < ¢, per ogni n € N.
Allora si ha

lim ¢, =—-0c0 = lim b, = —0.
n—oo n—oo
3) Sia (ay)nen una successione reale che diverge a oo, e sia (b,),en una succes-
sione reale limitata. Provare che la successione somma (a,, + by, )nen diverge
a 0o.
4) Sia (a,)nen una successione reale che diverge a oo, e sia (by,)nen Una succes-
sione reale, positiva, staccata da 0 ovvero: esiste 6 > 0 tale che b, > § per
ogni n € N. Allora la successione prodotto (a, - b, )nen diverge a oco.
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2. Esempi di successioni elementari

Esempio 3.13 (Quoziente di polinomi). Siano P e () polinomi a coefficienti reali
(o complessi) nella variabile x € R di grado p e ¢, rispettivamente, con p,q € N.
Precisamente, supponiamo di avere

P(x)=ay’ 4+ ...+ axr+ap, ze€R
Qx) =bx?+ ...+ bz + by, z€R.

Avremo a, # 0 e b, # 0 e senza perdere di generalita supponiamo che a, > 0 e b, > 0.
Allora si ha

oo sep>q,
lim M_ I sep=q
= b ,

n—oo (n) q
0 seq>np.

La verifica e elementare e utilizza il teorema sulle operazioni con i limiti partendo
dalla seguente identita:

apn? + ... +an+ ag p—q Ap T ap_lrf1 o an'P +ayn?
=n )
bynd + ...+ bin + by by + by—in=t+ ...+ bynt=1 4 byn=1

ESEMPIO 3.14 (Successione geometrica). Sia ¢ € R un numero reale fissato. Stu-
diamo la convergenza delle successione geometrica a,, = ¢" per n € N. Verificheremo
le seguenti affermazioni:

0 se |q] <1,
. n )1 seq=1,
nlggoq ) o0 seq>1

non esiste se g < —1.

L’ultima affermazione significa che il limite non esiste ne in R ne +oo. Talvolta il
numero ¢ si dice ragione della progressione geometrica.

Esaminiamo il caso —1 < ¢ < 1. E sufficiente considerare il caso 0 < q < 1. Allora
sihag=1—x conz € (0,1). Per tali x valgono le disuguaglianze

1
0<(1—-2)"< , neN
1+nx
La disuguaglianza a destra puo essere verificata per induzione (esercizio). Siccome
1

dal teorema del confronto segue che

lim ¢" = lim (1 — )" = 0.

n—oo n—oo

Nel caso ¢ > 1 si puo scrivere ¢ = 1 + z con x > 0. Dalla disuguaglianza di
Bernoulli si ottiene

" =1+2)">1+nz,

e per confronto si trova lim ¢" = oco.
n—oo
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Sia ora z € C un numero complesso. Dall’identita |2"| = |z|" si deduce che per
|z| < 1siha
lim 2" = 0.
n—o0

Se invece |z| > 1 e z # 1 il limite non esiste.

EsempIO 3.15 (Radice n-esima). Per ogni numero reale p > 0 si ha

lim /p = 1.

n—oo

E sufficiente considerare il caso p> 1. Il caso 0 < p < 1 siriduce a questo passando ai
reciproci. Se p > 1 si ha /p =1+ a, con a, > 0. Dalla disuguaglianza di Bernoulli

p=(14ay)" >1+nay,,

si ottiene

p—1
n )

O0<a,<

e quindi lim a, = 0.
n—oo

EseEMPIO 3.16 (Radice n-esima di una potenza di n). Per ogni numero reale 5 > 0

si ha
lim VnB =1.

n—oo

Proviamo effermazione nel caso § = 1. Si ha certamente {/v/n = 1 + a, con
a, > 0 per ogni n > 1. Usando nuovamente la disuguaglianza di Bernoulli si trova

V= (1+a,)" > 1+ na,,

e quindi
n—1
0<a,< vn-1
n
Dal teorema del confronto segue che lim a, = 0. In conclusione, si ottiene
n—oo

lim ¢/n = lim (1+a,)*=1.
n—oo

n—o0

Esempio 3.17 (Confronto fra potenze ed esponenziali). Siano a,f € R numeri
reali tali che a > 1e 8> 0. Si ha:

B
n
lim — =0.
n—oo q"
Esaminiamo la successione 5
n
bn = n € N.
a
Dal momento che
byt (n+1)Pa" 1 1\8 1
lim = — i L —(1 —) =—-<1
n1—>ngo nl—>nolo an+1nﬂ nl—>nolo a * n a < ’

n

fissato % < q < 1, esiste n € N tale che b,,1 < ¢b, per ogni n > n. Iterando tale
disuguaglianza si ottiene
_ b
0<b, <gbp1 <. <q" b =¢q" - —.
q

Per confronto con la successione geometrica si deduce che lim b, = 0.
n—oo
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Esempio 3.18 (Confronto fra esponenziale e fattoriale). Sia a € R un numero
reale tale che @ > 0. Si ha:

. a
lim — =0
n—oo !
Esaminiamo la successione "
b,=— mneN.
n!
Dal momento che
. bn—l—l . a
lim = lim =0,
n—00 bn n—oo 1 + 1

fissato 0 < ¢ < 1, esiste n € N tale che b,.1 < ¢b, per ogni n > n. Come sopra, si
conclude che b, — 0 per n — oc.

EseEMPIO 3.19 (Confronto fra potenze e logaritmi). Per ogni o, 8 € R con v, § > 0

risulta

_ logﬁ n
lim
n—oo N«

Con la sostituzione x,, = logn, ovvero n = e, si ottiene per n > 1

og'n 2l _ (e +1)°
ne _ eTne — (ea)[;rn]

=0.

0<

Siccome e > 1 e a > 0, la base dell’esponenziale verifica e* > 1. Dunque, fissato
e > 0 esiste M € R tale che risulti
([za] +1)°

G

non appena [x,] > M. Ma siccome

lim [z,,] = lim [logn| = oo,
n—o0 n—o0

esiste . € N tale che [x,] > M per ogni n > n. Abbiamo cosi provato che per ogni
€ > 0 esiste n € N tale che per ogni n > n si ha

B
OSlog n

<e€
ne

3. Successioni monotone

Le successioni reali monotone sono interessanti perche hanno sempre limite, finito
o infinito.

DEFINIZIONE 3.20 (Successioni monotone). Una successione reale (a,),en si dice:
i) crescente se a, < a,y1 per ogni n € N;

ii) strettamente crescente se a, < a,+1 per ogni n € N;
iii) decrescente se a,, > a,.1 per ogni n € N;

iv) strettamente decrescente se a, > a,,1 per ogni n € N.
Una successione crescente o decrescente si dice monotona.

PROPOSIZIONE 3.21. Sia (a,)nen una successione crescente e (superiormente) li-
mitata. Allora la successione & convergente e inoltre

lim a, = sup{an € R:n €N} =supa,.
n—o0 neN
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DiM. L’insieme A = {an € R : n € N} ¢ superiormente limitato e quindi esiste
finito
L=supAeR.
Siccome L e un maggiorante di A si ha a,, < L per ogni n € N. Fissiamo ¢ > 0.
Siccome L ée il minimo dei maggioranti di A, esiste n € N tale che a; > L —¢. Dal
fatto che (a,)nen € crescente, si deduce che per n > 7 si ha:

a, > ap > L —¢.
Abbiamo dunque provato che per ogni € > 0 esiste n € N tale che per n > n risulta
L—e¢<a,<L<L+e.
Questa e la tesi della proposizione. O

Se una successione crescente (a,)nen non € superiormente limitata, allora un
argomento analogo al precedente prova che

lim a, = co.
n—o0

Per le successioni decrescenti valgono affermazioni analoghe. Ad esempio, se (a,)nen
e decrescente e inferiormente limitata, allora
lim a, = inf{a, € N:n € N} e R.

n—oo
Nella dimostrazione della Proposizione 3.21 abbiamo usato 1’Assioma di comple-
tezza dei numeri reali per assicurarci dell’esistenza del numero L € R. La Proposizione
3.21 implica a sua volta I’Assioma di completezza. La dimostrazione di questo fatto
¢ lasciata come esercizio.

ESERCIZIO 3.22 (Successioni ricorsive). Sia (a,)nen la seguente successione defi-
nita in modo ricorsivo:

ap=0, api1=vV24+a, n=>0.
Provare che la successione converge a calcolarne il limite.

Mostriamo che la successione ¢ crescente e superiormente limitata. Sia f(x) =
V2 + z la funzione, definita per x > —2, che interviene nella definizione ricorsiva
ani1 = f(a,). Studiamo la disuguaglianza

flz)>z & —-1l<z<2.

Dunque, fintantoche 0 < a, < 2 risulta a,,; > a,. Proviamo per induzione che
0 <a, < 2. Per n =0 questo ¢ chiaro. Inoltre, si ha

i1 <2 & V2+a,<2 & a,<2.

Questo prova che la successione & crescente (strettamente) e superiormente limitata.
Dunque esiste finito

L = lim a,.
n—0o0

Passando al limite nella relazione ricorsiva a,11 = f(a,) ed usando la continuita di f
si trova
= lim any1 = lim f(a,) = f(lim a,) = f(L).
n—oo n—oo n—o0
Le soluzioni dell’equazione L = f(L) sono L = —1 che ¢ da scartare ed L = 2.
Dunque, il limite ¢ L = 2.
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4. Limiti inferiore e superiore
Sia (a,)neny una successione reale. Per ogni n € N si definiscano:
b, = inf{a,, € R :m > n} = inf a,,
m>n

¢, = sup{a, € R:m >n} = sup a,.
m>n
Puo essere b, = —oo per qualche n € N. In tal caso si ha b, = —oo per tutti gli
n € N. Puo essere ¢, = oo per qualche n € N. In tal caso si ha ¢, = oo per tutti gli
n € N.
La successione (by,),en © monotona crescente:

b1 = inf a, > inf a,, = b,, n € N.
m>n—+1 m>

Infatti, al crescere di n l'insieme di cui si calcola l'estremo inferiore si restringe.
Analogamente, la successione (¢, ),eny € monotona decrescente:

Cnt1l = SUDP Gy < SUD Ay = Cp, n € N.
m>n-+1 m>n

Dunque, le successioni (b,)nen € (¢n)nen hanno limite (finito o infinito).

DEFINIZIONE 3.23 (Limiti inferiore e superiore). Si definiscono i limiti inferiore e
superiore di una successione reale (a,),en rispettivamente come:

lim inf a,, = sup inf a,, € RU {0},

n—o0 neN m>n
lim sup a,, = inf sup a,, € RU {£o0}.
n—00 neN m>n

La comodita dei limiti inferiore e superiore ¢ che sono sempre definiti.

EseEMPIO 3.24. Ad esempio si ha:

lim inf(—1)" o -1, lim sup(—1)" i

pu— :1‘

PROPOSIZIONE 3.25. Sia (a,)neny una successione reale e sia L € R. Allora sono
equivalenti le seguenti affermazioni (A) e (B):
(A) L = limsup ay;
n—o0
(B) Valgono le affermazioni i) e ii):
i) Per ogni € > 0 e per ogni n € N esiste n > n tale che a,, > L — ¢;
ii) Per ogni € > 0 esiste n € N tale che per ogni n > n si ha a, < L + €.

DiMm. Sia L = inf sup a,,, ovvero L & il massimo dei minoranti dell’insieme A =
neN ,>n

{cn € R:n €N}, con ¢, = sup ay,.
m>n
Affermiamo che L ¢ un minorante di A se e solo se vale i). Infatti, L & un minorante

di A se e solo se:

Vn € Nsi ha supa,, >L < Ve>0Vne€ Ndn >n talechea, >L —c¢.

m>n
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Affermiamo che L ¢ il massimo deil minoranti di A se e solo se vale ’affermazione
ii). Infatti, L e il massimo dei minoranti di A se e solo se L + ¢ per ogni € > 0 non &
un minorante di A, ovvero se e solo se:
Ve > 0dn € N tale che supa,, < L+¢ < Ve >0dn € NVn > n si ha a, < L+e.

m>n

O

Per il limite inferiore si ha un’analoga caratterizzazione che riportiamo senza
prova.

PROPOSIZIONE 3.26. Sia (a,),en una successione reale e sia L € R. Allora sono
equivalenti le seguenti affermazioni (A) e (B):

(A) L =liminfa,;
n— oo
(B) Valgono le affermazioni i) e ii):
i) Per ogni € > 0 e per ogni n € N esiste n > 7 tale che a,, < L + ¢;
ii) Per ogni € > 0 esiste n € N tale che per ogni n > n si ha a, > L —¢.

La prova ¢ omessa.

Chiaramente, vale la disuguaglianza
liminf a,, < limsupa,.
n—00 n—oo

Se si ha un’uguaglianza allora esiste il limite della successione (a,)nen-
COROLLARIO 3.27. Sia (a,)nen una successione reale. Allora il limite

L= lim a,
n—oo

esiste (finito o infinito) se e solo se

liminf a,, = limsupa, = L.
n—0oo n—00
Dim. Quando L é finito, la dimostrazione segue dall’affermazione ii) della Pro-
posizione 3.25 insieme all’affermazione ii) della Proposizione 3.26. Quando L = oo
oppure L = —oo la dimostrazione ¢ lasciata al lettore.
0

PROPOSIZIONE 3.28. Siano (a,)nen € (bn)nen successioni reali. Valgono le seguenti
disuguaglianze:

liminf(a, + b,) > liminf a,, + liminf b,,,

n—oo n—oo n—o0

limsup(a, + b,) < limsup a,, + lim sup b,.

n—oo n—oo n—oo

Le disuguaglianze possono essere strette. Se una delle due successioni ha limite, allora
le disuguaglianze precedenti sono uguaglianze.
DiM. La prova segue passando al limite per n — oo nelle disuguaglianze
inf (am + by) > inf a,, + inf by,
m>n m>n m>n
sup (@, + bp) < sup a,, + sup by,.
m>n m>n m>n

Lasciamo al lettore la prova delle ultime affermazioni della proposizione. 0
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EsemPIO 3.29. Si consideri la successione (a,)nen cosi definita
_ n?cos(nm)
"on241

Proviamo che

liminfa, = -1, limsupa, = 1.
Nn—00 n—00

Partiamo dal limite superiore. Chiaramente, per ogni € > 0 e per ogni n € N si ha
a, <1<1+4e¢.
D’altra parte, per ogni n € N e possibile trovare n > n tale che a,, > 1 — ¢, in quanto

I g
n1~>n;olo Q2n = nl%rgo 4n2 —|— 1 -
Per il limite inferiore si argomenta in modo analogo. Da un latosi haa, > —1 > —1—¢

per ogni n € N. Inoltre, per ogni n € N esiste n > n tale che a,, < —1 + € in quanto

—(2 1)2
lim ag,; = lim (2n+1)

B L e N






CAPITOLO 4

Serie reali e complesse

1. Serie numeriche. Definizioni

Sia (ay,)nen una succesione reale o complessa. Vogliamo definire, quando possibile,
la somma di tutti gli a, al variare di n € N. Tale somma di infiniti termini si indica
con il seguente simbolo:

(4.1) > an.

Con tale notazione si vuole indicare un numero reale o complesso. Chiameremo
un’espressione come in (4.1) una serie reale (risp. complessa).
Formiamo la successione delle somme parziali

n
sn:Zak:a0+...+an, n € N.
k=0

La successione (s, )nen puo convergere in R o C, oppure puo non convergere. Nel caso
reale la successione (s, ),eny puo divergere a 0o 0 —o0.

DEFINIZIONE 4.1. i) Se la successione delle somme parziali (s,),en converge ad
un numero s € R oppure s € C, poniamo

0o
g a, = S,
n=0

e diremo che la serie converge ed ha come somma s.
ii) Nel caso reale, se la successione delle somme parziali (s,),eny diverge a co o
—00, diremo che la serie diverge a oo 0 —oo e scriveremo

o0

Zan = do00.

n=0

iii) Se la successione delle somme parziali (s,)neny non ha limite in R o C, e nel
caso reale non diverge ne a oo ne a —oo, diremo che la serie non e definita.

iv) Il generico addendo a,, n € N, che appare nella serie (4.1) si dice termine
generale della serie, ed (a,)nen € la successione dei termini generali.

TEOREMA 4.2 (Condizione necessaria di convergenza). Se una serie reale o com-
plessa
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converge allora la successione dei termini generali e infinitesima, ovvero

lim a, = 0.
n—oo

DiM. Per ipotesi esiste s € R oppure s € C tale che
lim s, = s.
n—oo

Dunque, per il teorema sulla differenza dei limiti si ha

lim a, = hm(sn—sn 1) = hm Sy — hm Sp1=58—5=0.
n—oo n—oo

2. Serie geometrica. Serie telescopiche

2.1. Serie geometrica. Sia z € C un numero complesso tale che z # 1. Ricor-
diamo la formula per le somme geometriche parziali

Zz L= , nelN.

11—z
Se |z| < 1, allora lim 2"*!

= 0. Se invece |z| > 1 il limite non esiste (o non esiste
n—oo
finito). Dunque, si ottiene la formula per la serie geometrica
- 1
Zz":—, z2€C, |z < 1.
1—=z
n=0

Ad esempio, con z = 1/2 si trova la somma della serie geometrica reale di ragione
1/2

=1 =1 1
;2_":_1+,;2_”:_1+m:1'

2.2. Serie telescopiche. Sia (a,),en una successione reale o complessa e for-
miamo la successione delle differenze b

n = Qni1 — Gn, n € N. Allora si ha
n n
E by = E Q41 — Clk) = E Qg1 — g G = Ap41 — Qo-
k=0 k=0 k=0
Se la successione (an)neN converge ad un limite L, allora la serie con termine generale
b, converge e inoltre
oo
E bn =L - agp.
n=0
Ad esempio, si trova

S -2 G
=i > (- ) = (1

1
k+1 1) =L
1 + n—00 n+

Ovviamente, non tutte le successioni b,, si possono esprimere nella forma b
(-

n = Ap41 —
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2.3. Somma di tutti gli 1/n%. Vogliamo provare che la serie

converge. E noto che la sua somma & 72 /6, ma non lo proveremo. Dalle disuguaglianze
1 1
<

2> -1 = _ -
nznn—1) n? ~ n(n—1)

si ottiene

e per confronto la serie in esame converge.

2.4. Somma di tutti gli 1/n. Vogliamo provare che la seguente serie (detta
armonica) diverge a oo:

In effetti, si ha

Zl—1+1+(l+1)+<1+1+1+1>+
—n T2 \3 4 5 6 7 8
>1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+
=727 \4 4 88 88
11
=1 - - - —
sty gt 00,

e dunque per confronto la serie diverge a co. Trasformeremo questa idea in un criterio
generale (Criterio di condensazione di Cauchy, Teorema 4.6).

3. Criterio della radice e del rapporto per serie reali

Se (an)nen € una successione reale non negativa, allora la successione delle somme
parziali
Sp=ag+a;+...+a,, neN,
¢ monotona crescente e quindi il limite di (s,),en esiste sempre, finito oppure oco.

TEOREMA 4.3 (Criterio del confronto). Siano (a,)nen € (by)nen successioni reali

tali che 0 < a,, < b, definitivamente (ovvero per ogni n > n per qualche n € N).
Allora:

o (o]
i) g ap =00 = E b, = o0;
(o] o

ii) an<oo = Zan<oo.
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DiM. Senza perdere di generalita supponiamo che 0 < a,, < b, per ogni n € N.
Le somme parziali
Sp,=ag+a;+...+ay
Un:b0+b1—|—+bn
verificano s, < o, per ogni n € N ed inoltre convergono perché sono monotone
crescenti. Dunque si ha

lim s, < lim o,,
n—0o0 n—oo

da cui si ottengono le conclusioni i) e ii).
U

TEOREMA 4.4 (Criterio della radice). Sia (a,)nen una successione reale reale non
negativa, a, > 0 per ogni n € N, e sia

L = lim sup /a,,.

n—o0

Allora si hanno i seguenti due casi:

i) Se L < 1 allora la serie converge Z a, < 00.

n=0

(o.9]
ii) Se L > 1 allora la serie diverge Z a, = o0o. Di piu, il termine generale non

n=0
¢ infinitesimo.

Se L =1 la serie puo sia convergere che divergere.
DiM. i) Sia € > 0 tale che ¢ = L+ ¢ < 1. Per la caratterizzazione del limite

superiore, esiste n € N tale che /a,, < ¢ per ogni n > n. Dunque a, < ¢" per ogni
n > n, e quindi

o0 o0
Zan < Zq” < 00.
n=n n=n

Per confronto, questo prova la convergenza della serie data.

ii) Sia e > 0 tale che ¢ = L — & > 1. Per la caratterizzazione del limite superiore,
per ognin € N esiste un indice k,, € N tale che k, > ne ’“{L/Ekn > ¢. Inoltre, ¢ possibile
scegliere la successione (k,)neny in modo tale che k, < k,41. La (sotto)successione
(ak, )nen verifica

lim ay, = oo.
n—o0

Quindi la successione (ay,)neny non € infinitesima, e per la condizione necessaria di
convergenza la serie non converge, e dunque diverge (essendo a termini non negativi).

O

TEOREMA 4.5 (Criterio del rapporto). Sia (a,),en una successione reale positiva,
a, > 0 per ogni n € N, e sia L = lim a,1/a,. Allora si hanno i seguenti due casi:
n—oo

[e.9]

i) Se L < 1 allora la serie converge Z a, < 00.

n=0
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ii) Se L > 1 allora la serie diverge Zan =o00. Di piu, il termine generale

n=0
verifica

lim a, = oo.
n—roo

Se L =1 la serie puo sia convergere che divergere.
Dim. i) Esiste € > 0 tale che ¢ = L + ¢ < 1. Dalla definizione di limite segue che
esiste n € N tale che a,/a,_1 < ¢ per ogni n > fn. Dunque si ha

n—nm

angqanflg---gq Qg

per ogni n > n, e pertanto

o0 o
Zan < aﬁq’"Zq" < 00.
n=n n=n

Per confronto, questo prova la convergenza della serie.

ii) Esiste € > 0 tale che ¢ = L — ¢ > 1, ed esiste n € N tale che per ogni n > 7 si
abbia
Qp Z qan—1 Z s Z qn_ﬁaﬁ-
Questo prova che lim a,, = oo e dunque non ¢ verificata la condizione necessaria di
n—oo

convergenza e la serie Y > | a, diverge. O

4. Criterio di condesazione di Cauchy per serie reali

Per alcune serie reali, sia il Criterio della radice che il Criterio del rapporto cadono
nel caso L = 1 e non forniscono informazioni. In questi casi puo essere utile il seguente
strumento.

TEOREMA 4.6 (Criterio di Cauchy). Sia (a,),ey una successione non negativa,
monotona decrescente. Allora si ha:

(0.0 o0
Zan<oo = ZQ”aQn < 0.
n=1 n=0

DiM. Pern € N, n > 1, sia i € N un indice tale che 2"~! <4 < 2" —1. Siccome la
successione (a,)neny © monotona decrescente, per tali ¢ si ha a; < agn-1, e sommando

si ottiene
on_1

Z a; < agn1(2" —2"71) = 2" Lagn 1.
j=gn—1

Sommando ora su n si trova

0o oo 2"—1 00
E a; = E E a; < E 2"_1a2n71.
=1 n=1 j=92n—1 n=1

Se converge la serie a destra, allora per confronto converge anche la serie a sinistra.
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Proviamo l'implicazione opposta. Se I'indice i € N verifica 277! +1 <4 < 2" per
qualche n € N, allora a; > ao». Sommando su tali ¢ e poi sun € N, si trova

o) 00 2m 1 00 .
;@izz Z GZZ§;2 agn.

n=1;=2n-141

Per confronto, se converge la serie a sinistra, converge anche la serie a destra. 0

ESEMPIO 4.7 (Serie armonica generalizzata). Sia o > 0 un parametro reale fissato,
e studiamo la convergenza della serie

oo

1

ne’
n=1

Abbiamo gia discusso il caso o = 1,2. La successione a,, = 1/n®, n > 1, € monotona
decrescente. Esaminiamo la serie

0o . 00 on 00 1 n
;2 agn = nz (2n>a - Z (2&—1) ’

=1 n=1

Se a > 1 si ha una serie geometrica convergente. Se 0 < « < 1 la serie diverge.
Dunque, la serie in esame converge se e solo se o > 1:

o0

Zia<oo s a>1.

n
n=1

ESEMPIO 4.8 (Serie logaritmiche). Sia o > 0 un parametro reale fissato, e stu-
diamo la convergenza della serie
>
—.
— nlog®n
La successione a,, = 1/(nlog®n), n > 2, € monotona decrescente. Esaminiamo la
serie

o0 . o0 1

Per quanto visto sulla serie armonica generalizzata, la serie in esame converge se e
solo se a > 1.

5. Convergenza assoluta di serie reali e complesse

In questa sezione illustriamo il Criterio della convergenza assoluta, che fornisce
una condizione sufficiente per la convergenza di serie complesse e di serie reali non
necessariamente positive.

DEFINIZIONE 4.9. Sia (a,)en una successione reale o complessa. Diciamo che la
oo

serie E a, converge assolutamente se converge la serie reale
n=1
[e's)

Z la,| < oo.

n=1
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o0

TEOREMA 4.10. Sia (a,),en una successione reale o complessa. Se la serie Z an
n=1
converge assolutamente allora converge anche semplicemente ed inoltre

(4.2) ’ Zan < Z |ay,|.
n=1 n=1

Dim. Iniziamo a considerare il caso in cui (a,),en Sia una successione reale e
definiamo per ogni n € N la parte positiva e la parte negativa della successione nel
seguente modo

at = max{a,,0}, a, =min{a,,0}.

Le successioni (a; )nen € (a, )nen verificano le seguenti proprieta: i) af > 0e a, < 0;
i) a, = af + a,; iii) |a,| = af —a;; iv) af, —a, < la,|. Dal teorema del confronto
abbiamo

0

IN

o0 oo o0 [e.e]
ZajﬁZ\an|<oo, Og—Za;SZ]anl<oo.
n=1 n=1 n=1 n=1

Dalle identita

n n

+ -\ _ + -
E (an + ak) = ap + ay,
k=1 k=1 k=1 k=1

3
3

]

segue allora anche l'esistenza finita del limite

n oo o
. + —
lim ak:E ak—l—g ay .
n—oo

k=1 k=1 k=1

Infine, passando al limite nella disuguaglianza

n n
’ Zak < Z |ax|
k=1

k=1
segue la tesi (4.2). Questo termina la prova nel caso reale.
Sia ora (a,),en una successione complessa e definiamo «,, = Re(a,,) e 8, = Im(a,,).
Dalle disuguaglianze |a,| < |a,| e |B.] < |a,| deduciamo che le serie reali

o0 o
E a, e E Bn
n=1 n=1

convergono assolutamente e quindi semplicemente. Converge allora anche la serie

0o 0o 0o
§ ap = E ap + 1 E 571
n=1 n=1 n=1

La prova di (4.2) € identica al caso reale. O
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6. Criterio di Abel-Dirichlet e criterio di Leibniz

In questa sezione vogliamo studiare la convergenza di serie reali oscillanti della

forma
o0

Z(—l)”an, a, >0,

n=1

e di serie complesse della forma
Zanemﬁ, v € [0,2m).
n=1

Partiamo dalla seguente formula di somma per parti.

LEMMA 4.11. Siano (a,)nen € (bn)nen due successioni reali o complesse. Allora
per ogni N € N si ha

N N-1
(4.3) Z anb, = ayBy — Z Bp(ani1 — ay),
n=1 n=1

n
dove abbiamo posto B, = Z bi. per n > 1 e convenuto che By = 0.
k=1

DiM. La verifica e elementare e parte dall’identita b, = B,, — B,,_1. Si ha

N N N N
Z anbn = Z an(-Bn - anl) = Z aan - Z CLan,1
n=1 n;l o n=1 n=1
= Z aan - Z anJran
n=1 n=0

N-1

= aNBN — Z Bn(an+1 — an).

n=1

O

Per analogia con gli integrali potremmo chiamare la successione delle somme
n

parziali (B,)nen con B, = Z by la primitiva della successione (b,)pen-
k=1

TEOREMA 4.12 (Criterio di Abel-Dirichlet). Sia (a,),en una successione reale de-
crescente e infinitesima. Sia (b, )nen una successione (reale o) complessa con primitiva
B,, limitata (esiste C' > 0 tale che |B,| < C per ogni n € N). Allora la seguente serie

converge
oo

Z anby,.

n=1

DiM. Usando la formula di somma per parti (4.3) si trova

n n—1
Z akbk = aan — Z Bk(a/k-Jrl — ak).
k=1 k=1
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Dalla disuguaglianza |a, B,| < C|a,| segue che
lim a,B, = 0.

n—oo

Se proviamo che la serie
o0
E Bk(ak+1 - ak)-
k=1

converge assolutamente, allora converge anche semplicemente per il teorema sulla
convergenza assoluta. La tesi segue.
Riducendosi ad una serie telescopica, troviamo

00 00 )
Z \Bk(akﬂ — CLk)‘ < CZ ’a/k-Jrl — ak\ = CZ(CLk — a/k+1) =Cay < 0.
k=1 k=1 k=1

Per togliere il valore assoluto abbiamo usato il fatto che la successione (a,)nen €
decrescente.
O

Da un esame della dimostrazione precendente ¢ chiaro che il Teorema 4.12 ha la
seguente variante.

TEOREMA 4.13. Sia (a,)nen una successione complessa infinitesima tale che

o

Z |1 — ay| < 0.

n=1
Sia (by)neny una successione con le stesse proprieta del Teorema 4.12. Allora la
seguente serie converge
oo
Zanbn.
n=1

Un caso speciale del Teorema 4.12 ¢ il Criterio di Leibniz.

TEOREMA 4.14 (Criterio di Leibniz). Sia (a,)nen una successione reale decrescente
e infinitesima. Allora la serie

converge.

DiM. La tesi segue dal Teorema 4.12; infatti la successione b, = (—1)", n € N, ha
primitiva limitata:

‘Z(—l)k‘ <1, neN.
k=1

EsEMPIO 4.15. Per ogni numero reale 0 < a < 1 la serie

00 _1)
s

n=1
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¢ convergente per il Criterio di Leibniz, in quanto la successione a,, = 1/n® & decre-
scente ed infinitesima. La serie, tuttavia non e assolutamente convergente, come si
deduce dal Criterio di condensazione di Cauchy.

ESEMPIO 4.16. Per 0 < a < 1 e ¥ € [0,27), studiamo la convergenza della serie
complessa

0o .
ezm?

>, cos(nv = sin(nd
L g

n« ne

n=1 n=1 n=1
Per 9 = 0 la serie diverge. Studiamo il caso 0 < ¥ < 27. Posto b, = €™, la
successione delle somme parziali e

n i(n+1)9 i ei(n+1)19

- ; o k 1—¢ e —
Bn:ZeW:Z(eﬁ) =T T T
k=1 k=1

con formula ben definita per €’ # 1. Dunque, per ogni n € N si ha

2

W _ gi(nt1)
. < — <
1—e? ‘_|1—e“9\

e

|Bn| =

Q.

Per il Criterio di Abel-Dirichlet, la serie in esame converge per ¢ € (0, 27).

7. Criterio del confronto asintotico

TEOREMA 4.17. Siano (a,)nen € (bn)nen due successioni reali o complesse tali che
a, # 0 per ogni n € N e supponiamo che esista finito e non zero il seguente limite

lim 2 — [ eC\ {0},

n—00 A,

o0
Allora la serie E a, converge assolutamente se e solo se converge assolutamente la

n=1
serie Z b,.
n=1
DiM. Dalla disuguaglianza ||z| — |w|| < |z — w| per numeri complessi z,w € C
segue che
-
lim — =|L| € R\ {0}.
Mmoo = I ERAL{0}

Dunque, esiste n € N tale che per n > n

L]
5 lan| < [ba] < 2|Llan].

Per il teorema del confronto, la tesi segue allora dalle disuguaglianze

EDSHED SINELT7) pirs]
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OSSERVAZIONE 4.18. Il teorema precedente non vale se alle parole “convergenza
assoluta” si sostituiscono le parole “convergenza semplice”. Si considerino, infatti, le
successioni reali (@, )nen € (by)nen con

b, = (?/%)n, An = (=1 (1 — (?/gn), n € N.

Chiaramente si ha
lim 22 = 1 £0.

n—00 Ay,
(%S)

La serie Z b, converge semplicemente, per il Criterio di Leibniz. Tuttavia la serie

n=1
con termine generale a,, non converge semplicemente, infatti:

EsemPIO 4.19. Al variare di o > 0 studiamo la convergenza della serie

nsin(1/n®
Zf (1/n%)

n+1

Si tratta di una serie a termini positivi. Usando il limite notevole

I sinz 1,
z—0 X
si deduce che
V/nsin(1/n%)
CTand o n si(1/n%) _
nh—>nc}o 1 _nh—{gon—i-l 1/no =170

notl/2

Quindi, la serie data converge se e solo se converge la serie

[e.e]

1
> e

n=1

ovvero se e solo se a > 1/2.

8. La funzione esponenziale in campo reale e complesso

In questa sezione definiamo la funzione esponenziale prima in campo reale e poi
in campo complesso e contestualmente studiamo alcuni limiti notevoli.
Definiamo la funzione ¢ : R — R

OOZE
D=2

Per il Criterio del Rapporto la serie converge (assolutamente) per ogni z € R.
Useremo anche la notazione p(z) = e per indicare la funzione esponenziale.
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TEOREMA 4.20. Per ogni numero reale x € R il seguente limite esiste finito e
precisamente:

© _k
) T\" x
(44 i (00) 2w
k=0
Inoltre, per x > 0 la convergenza ¢ monotona crescente.
Dim. Ci limiteremo al caso x > 0. Proviamo che la successione
€T n
ay = <1+—) , neN,
n

e crescente e superiormente limitata. Dalla Proposizione 3.21 segue l'esistenza finita
del limite in (4.4).
Dalla formula del binomio di Newton si ottiene
k k

B (S R Sl =B I (S PR (L

e in modo analogo

n+1
1 kE— 1\
= 1— >”(1— »—.
Gnt1 g%( n+ 1 n+1/)%

Dalle disuguaglianze

(-0 < (-5 (1-50) < (- 35)

valide per k = 0,1,...,n, e dal fatto che ¥ > 0 segue che a,, < a,,;. Siccome

(1—1><L“w(1—k_1><L
n n

dall’identita (4.5) si trova anche la maggiorazione

(4.6) (1+%> <Z%<Z%<oo.

Questo prova l'esistenza finita del limite. Inoltre, per n — oo si ottiene la disugua-

glianza
ok
) T\ x
tm (14 7)< 5

Proviamo la disuguaglianza opposta. Siano m,n € N numeri tali che n > m.
Allora si ha:
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Passando al limite per n — oo si ottiene

. T\"™ ml’
im (142) 23

e facendo ora il limite per m — oo si trova

T\" _ o= ¥
o (147)" 2302
Jwm (143) 223
k=0
Questo termina la dimostrazione del teorema nel caso x > 0. U

OSSERVAZIONE 4.21 (Stima del resto). Siano x € R ed m,n € N numeri tali che
0 <z <m < n. Spezziamo la somma parziale della serie esponenziale nel seguente

modo:

n l‘k m—1 {I)k n :L‘k

ZEZZ +Z S
k=0 k=0 k=0 k=m

Abbiamo usato la disuguaglianza k! = k:(k —1) ... (m+ D)m! > mF~mml. Daltra

parte, dalla formula per la somma geometrica parziale, si ottiene

Zn: Z ( ) 2™l — (z/m)m LTmom
mF—mml m' om! 1—xz/m m!m —x

k=m h=0

Abbiamo usato il fatto che m > x > 0. In conclusione, troviamo la maggiorazione
per il resto:

— , O<z<m<n.

Questa disuguaglianza non dlpende da n, nel membro di destra, e quindi si trova la
stima per il resto della serie esponenziale

(4.7) Zk'— _x, 0<z<m.

Applichiamo questa formula per una stima del numero di Nepero che, per defini-

zione, e il numero
, I\? =1
e=tim (10 0) =g

m—1
Per ogni m € N si ha e > Z 1/k!, e con la scelta m = 4 si ottiene la stima dal basso
k=0
1 1 2
>1+1 — =2+
e + 1+ = 5] =+ 3] + 3"
Per ottenere una stima dall’alto si puo usare la (4.7) con = = 1:

3

2 m
< Zoy
e kz::k' + mlm—1)’

che con m = 4 fornisce

<2+2+ L < 3.
e —_—
3 18
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OSSERVAZIONE 4.22. Presentiamo una seconda dimostrazione del Teorema 4.20.
Vogliamo provare che per ogni numero complesso z € C si ha

X Lk
. Z\"™ ¥
im (1) =Xk

Fissiamo € > 0 e proviamo che ¢ possibile scegliere n € N tale che per n > 7 si abbia:

[ RMHIEE

Siano m,n € N da discutere tali che m < n. Dalla formula per il Binomio di Newton
si trova, come in (4.5) nella dimostrazione del Teorema 4.20,

k

[e'e] m—1
2k k—1 z
Z 1——)...(1— )—1}—
(r0) - 2=l )1
=0 k=0
1 S N 2, 2k
1——)...(1— )—— i
+;< n n k! k:mk‘
Prendendo 1 moduli ed usando la subadittivita si ottiene
m—1
Z\" 1 kE—1 | 2|k
1 —)_ Zl < ‘(1_—)...(1——)— I
‘( +n _Z n n k!
k=0
= 1 E—1\(|z]F X |z2|F
T T (I R R
+§’< n A +;k!
m—1
1 E—1 | 2|k El
D IR W (b ST o
= ‘( " n W Kl

Possiamo scegliere m € N con m > |z| e indipendentemente da n tale che — usiamo
la stima del resto, ma se ne potrebbe fare a meno —

zF 20 m £
2 < <z
Z b= ml m—|z] 2

A questo punto, possiamo scegliere n tale che per n > n si abbia:

] R Vb

Questo conclude la dimostrazione.

¥, verifica le

TEOREMA 4.23. La funzione esponenziale ¢ : R — R, ¢(x) = e
seguenti proprieta:
1)e >Oper0gnix€R.
2) e =1/¢" per ogni x € R.
3) e <eVsex<y.
4) e*tV =e” - ¥ per ogni =,y € R.
5) Per ogni y > 0 esiste € R tale che e = y.
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DiM. Diamo solo dei cenni sulle dimostrazioni. 1) Quando x > 0, la positivita
deriva dalla definizione

OO:L'
= g

Quando = < 0, la positivita deriva dal punto 2) che ora verifichiamo.
2) Osserviamo preliminarmente che

2\n
lim (1—‘”—) ~ 1.

n—oo ’n,2

Questo segue dal Teorema del confronto a partire dalle seguenti disuguaglianze (usia-
mo la disuguaglianza di Bernoulli)

Dunque, per ogni x € R si trova

2 n n n
1= lim (1-%) — lm (1+f) lim (1—5) — e,
n—00 n n—00 n n—00 n

Ovvero, e™ = (e*)~1.
3) Che per x > 0 la funzione esponenziale sia strettamente crescente deriva dalla
definizione. Per x < 0 la monotonia deriva dal punto 2).
4) Una prova di tale identita si puo ottenere mostrando che

X n
(=7
lim N -
= (142 (14 2)
n n
La verifica di questo fatto e lasciata come esercizio al lettore.

5) La verifica della suriettivita richiede il Teorema dei valori intermedi per le
funzioni continue ed ¢ omessa.

=1.

O

OSSERVAZIONE 4.24. 1) La proprieta 4) si puo esprimere anche in questo modo:
la funzione esponenziale p(z) = €® & un omomorfismo dal gruppo addittivo (R, +) al
gruppo moltiplicativo (R*,-), dove RT = {z € R: x > 0}.

2) La funzione esponenziale ¢ : R — Rt ¢(z) = e, ¢ iniettiva e suriettiva.
Dunque, & definita la sua funzione inversa ¢~ : Rt — R, che ¢ la funzione logaritmo
o1 =log.

3) Il numero e non ¢ razionale, e € R\ Q. La prova di questo fatto & lasciata come
esercizio al lettore.

Passiamo ora allo definizione della funzione esponenziale in campo complesso.
Definiamo le tre funzioni exp, cos,sin : C — C tramite le seguenti serie di potenze
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complesse:

cos(2) = D (1"

e 2n+1

sin(z) = ;(—wm, zeC.

Scriveremo anche exp(z) = e*. E facile verificare queste serie convergono assolu-
tamente in ogni punto z € C. Proviamo ad esempio che la prima serie converge
assolutamente con il criterio del rapporto. E sufficiente considerare il caso z # 0:

’n—i—l

|z nt ||

—_— = =0<1,
n—oo (n+ 1) |z[*  nocon+1

per ogni z € C.
Quando z = = € R la definizione di exp(x) data in precedenza.

TEOREMA 4.25. La funzione exp : C — C verifica le seguenti proprieta:
1) exp(z + ¢) = exp(z) exp({) per ogni z,( € C;
2) exp(z) = exp(z) per ogni z € C;
3) |exp(iz)| = 1 per ogni z € R;
4) exp(ix) = cos(z) + isin(x) per ogni x € R (formule di Eulero).

Dim. 1) Dati z,¢ € C, per il Teorema 4.30 sul prodotto di serie si ha
k n—k
¢

= (S =S

n=

_T;n'z< ) kCn—k:Z%:ez-&-C.

n=0
Abbiamo usato la formula per il binomio di Newton.

2) Questa affermazione segue direttamente dalla definizione:
= 2n .y Z
exp(z) = Z = Z = = exp(Z).

3) Sia ora x € R. Usando le proprieta 2) e 1) si ottiene la tesi:

|exp(iz)|* = exp(iz)exp(iz) = exp(iz) exp(—ir) = exp(iz — iz) = exp(0) = 1.

4) Sia di nuovo z € R. Allora:
. co ingn o0 Z'anZn o0 i2n+1x2n+1
exp(iz) = Z nl nz ) ; 2n + 1)

e n 2n > (_1)nx2n+1

nZ:O )l cos(x) + isin(z).

3
Il
=)
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0

OSSERVAZIONE 4.26. Dalle affermazioni 3) e 4) risulta analiticamente provata
I'identita trigonometrica fondamentale sin(z)? + cos(x)? = 1 per ogni = € R.

9. Riordinamenti di serie

La somma di una serie convergente

oo

>,

n=1
dipende dall’ordine in cui si sommano gli infiniti addendi: per le somme infinite non
vale la proprieta commutativa. Se tuttavia la serie converge assolutamente allora il
valore della somma e indipendente dall’ordine delle somme.

DEFINIZIONE 4.27 (Riordinamento). Una applicazione ¢ : N — N iniettiva e
suriettiva si dice riordinamento di N.

[o.¢]
TEOREMA 4.28. Sia s = Z a, una serie reale o complessa assolutamente conver-

n=1
gente. Allora per ogni riordinamento ¢ : N — N si ha

S = Z ao(n),
n=1

e la serie converge assolutamente.

DiM. Fissato € > 0 esiste n € N tale che

. € - €
’s— ak‘ §§ e Z |ak\§§.
k=1 k=n-+1
Ora definiamo il numero naturale m = max{oc~!(1),...,07(n)}. Allora se m > m si
ham > o71(i) per ognii = 1,...,7n, ovvero o~ '(i) € {1,...,m} perognii =1,...,7,

{1,...,n} Cc {o(1),...,0(m)}.

Dunque, se m > m troviamo
m n m n [e¢)
‘S_Zaa(k)‘: S_Zak_ Z aa(k)‘ﬁ‘s—zak‘-i- Z lap| <e.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=n+1
o(k)¢{1,....n}
oo

Questo prova che Z Ag(n) = S.

n=1

o0
Lo stesso argomento applicato alla serie Z |a,,| prova I’assoluta convergenza della

n=1

Z |ag(k)‘ < 0.
k=1

serie riordinata:
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Consideriamo ora una successione reale (a,,),en € supponiamo che la seguente serie
converga semplicemente ma non assolutamente:

oo oo
ZaneR, Z]an|:oo.
n=1 n=1

Allora valgono i seguenti fatti:

i) lim a, = 0. Questa ¢ la condizione necessaria di convergenza.
n—oo

o0
ii) Zaf{ = o0, dove a7 = max{a,,0}.
n=1

[e.e]
iii) Za; = —o0, dove a,, = min{a,,0}.
n=1

Che una delle due affermazioni ii) e iii) debba valere segue dal fatto che in caso
contrario ci sarebbe convergenza assoluta. Se valesse solo una delle affermazioni ii) e
iii), allora non potrebbe esserci convergenza semplice.

TEOREMA 4.29. Sia a,, € R, n € N| il termine generale di una serie che converge
semplicemente ma non assolutamente. Allora per ogni L € R esiste un riordinamento
o : N — N tale che

o0

Z aa(n) = L.

n=1

Dim. Definiamo il riordinamento ¢ in modo induttivo. Definiamo o(1) = 1 e
supponiamo che o(1),...,0(n) siano stati definiti. Definiamo il numero naturale
o(n + 1) con il seguente criterio. Sia

n

L, = Z Qo (1)

=1

e distinguiamo i due casi L, > L e L, < L.
Se L,, > L definiamo

on+1)=min{m eN:m¢ {o(1),...,0(n)} e a, < 0}.

Osserviamo che l'insieme dei naturali m € N con le proprieta richieste e infinito per
la condizione iii) vista sopra. Il minimo esiste per il buon ordinamento dei naturali.
Se L, < L definiamo

o(n+1)=min{m eN:m¢ {o(1),...,0(n)} e a, > 0}.

II minimo m con le proprieta richieste esiste per la condizione ii).
L’applicazione ¢ : N — N cosi definita ¢ iniettiva. Dalle condizioni ii) e iii) segue
anche che o e suriettiva.

Proviamo che lim L, = L. Fissato € > 0, per la i) esiste m € N tale che |a,| < ¢
n—oo

per ogni n > m. Inoltre per la ii) si puo anche supporre che L; > L — e. Segue che
L, > L — e per ogni n > m. Per la iii) esiste n > m tale che L; < L, e dunque
L, < L+ ¢ per ogni n > n. Questo termina la dimostrazione. 0
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10. Prodotto di serie reali o complesse

In questa sezione dimostriamo il seguente teorema.

TEOREMA 4.30 (Mertens). Siano (an)nen € (bn)nen due successioni reali o com-
plesse. Supponiamo che:

o0

1) la serie g a, converga assolutamente;
n=0
o0

2) la serie Z b, converga.
n=0
Allora si ha:

(ga") (;bn> = g;akbnka

ed in particolare la serie a destra converge.

Dim. Fissato N € N, abbiamo

N N N N+k
(Z%)(an) Zakzbn k—zzakbn k+z Z apbn_g
k=0 n=0 k= k=0 n=k k=0 n=N+1
—ZZakb k+2ak SN — SN—k),
n=0 k=0
dove abbiamo indicato con
N
SN = anu
n=0

le somme parziali relative alla successione (b,,)nen.
Se proviamo che si ha

(4.8) lim Z ap(sy — sn—k) =0,

allora la tesi segue.
Osserviamo preliminarmente che:

i) Esiste una costante C' > 0 tale che |sy| < C' < 0o per ogni N € N, in quanto
le somme parziali convergono.
ii) La successione (sy)yen € di Cauchy, in quanto converge.

Siano M < N, allora

N M N
ar(sN — Sn—k)| = Z ar(sy — Sn—k) + Z ax(sN — Sn—r)
k=0 k=0 k=M+1
M oo
§Z|akH3N_3N—k“‘r‘ Z |ak[sn — sn—il-

=
Il

0 k=M+1
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Fissiamo £ > 0. Usando la stima i) e I’assoluta convergenza 1), ¢ possibile scegliere
M € N indipendente da N tale che

(o] o0 oo
£
> arllsy —svi] < D lal(sn| + swkl) 2 ) arl < 5
k=M1 k=M+1 k=M+1

Ora M ¢ fissato. Per il fatto ii) e di nuovo per I'assoluta convergenza 1), esiste NeN
tale che per N > N si abbia
M
€
Z |ak|‘sN —SN—k| < 5
k=0
Questo conclude la prova di (4.8).

11. Criteri di convergenza di Cesaro

I criteri di Cesaro sono utili per calcolare limiti che presentano forme indeterminate
del tipo [0o/o0] oppure [0/0].

TEOREMA 4.31 (Cesaro I). Siano (an)nen, (bn)nen due successioni reali e suppo-
niamo che:

i) la successione (b, )nen Sia strettamente crescente e b, —— 00;
n—oo

ii) esista (finito) il limite
A1 — @
lim —" = L eR.
n—00 anrl — by

Allora esiste anche il limite
. an
lim — = L.
n—oo b,
Dim. Osserviamo che si puo supporre b,, # 0 per ogni n € N. Affermiamo che per
ogni 6 < L si ha

Qn
L
(4.9) hgglogf b 2 J.
Dalla arbitrarieta di ¢ segue:
(4.10) liminf 2% > I,
n—oo

n
Applicando questa disuguaglianza alla coppia di successioni (—ay,)nen € (by)nen rela-
tivamente al limite — L, si trova

lim inf _ban > -

n—oo

)
n

che ¢ equivalente a

(4.11) lim sup% < L.

n—o0 n

Da (4.10) e (4.11) segue la tesi.
Rimane da provare (4.9). Esiste n € N tale che per ogni n > 7 si ha

Qp4+1 — Ap > 5
bn-l—l - bn o
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Ricordando che b,.1 — b, > 0, questa disuguaglianza ¢ equivalente a a,,, — a, >
d(bpy1 — by). Dunque, se k € N en > n si trova

k k

Ap4k — Apn = Z(anJri - anJrifl) > 5Z<bn+z - anrifl) = 5(bn+k - bn)

i=1 i=1

In particolare, dividendo per b, > 0, si trova
a b
> 45 (1 - )
bn+k bn-‘,—k bn+k

Facendo ora il limite per £ — oo con n fissato, si deduce che

Qp+k

Ap+k

lim inf > 0.

Questo termina la dimostrazione. O

TEOREMA 4.32 (Cesaro II). Siano (a,)nen, (bn)nen due successioni reali infinite-
sime, con b, # 0 per n € N. Supponiamo che (b,),en sia strettamente monotona e
che esista (finito) il limite

lim St =
n—oo b1 — by
Allora esiste anche il limite
. an
lim — = L.
n—oo b,

DiM. Supponiamo ad esempio che sia b,.1 > b, per ogni n € N, e quindi b,, < 0.
Come nel teorema precedente si mostra che per ogni 6 < L e per ogni k € Nen > n
si ha

Qptk — Qn 2 5(bn+k - bn)
Passando al limite per £ — oo si trova a,, < db,,, e dunque
Qn,
bn
Passando al limite per n — oo si ottiene

>0 per ognin > n.

lim inf n > 0.

n—oo n

E ora si conclude come nel teorema precedente. [l






CAPITOLO 5

Completezza di R e compattezza sequenziale

1. Teorema di Bolzano-Weierstrass

In questo capitolo proviamo che R ¢ uno spazio metrico completo. La dimostra-
zione passa attraverso il Teorema di Bolzano-Weierstrass. Partiamo dalla nozione di
sottosuccessione.

Una selezione crescente di indici ¢ una funzione (successione) k : N — N che ¢
strettamente crescente, k(n) < k(n + 1) per ogni n € N. Scriveremo k,, = k(n).

DEFINIZIONE 5.1. Una sottosuccessione di una successione reale o complessa
(an)nen € una successione della forma (ag,)neny con k : N — N selezione crescente
di indici.

Invitiamo il lettore a riflettere sul seguente esercizio:

ESERCIZIO 5.2. Data una successione reale (a,)nen, Sono equivalenti le seguenti
due affermazioni:

(A) La successione (ay,)nen converge (ad un limite finito);
siste un numero € con questa proprieta: ogni sottosuccessione di
B) Esist L R t ieta i sott i di
(@n)nen ha una ulteriore sottosuccessione che converge ad L.

L’implicazione interessante ¢ (B)=-(A).
Sappiamo che tutte le successioni convergenti sono limitate. Le successioni li-

mitate in generale non sono convergenti, ma hanno sempre una sottosuccessione
convergente.

TEOREMA 5.3 (della sottosuccessione convergente). Ogni successione reale o com-
plessa limitata (a,)neny ha una sottosuccessione convergente.

La dimostrazione del Teorema 5.3 si basa sul Teorema di Bolzano-Weierstrass.

DEFINIZIONE 5.4. Un punto zy € R si dice punto di accumulazione di un insieme
A C R se per ogni 6 > 0 si ha

AN Is(zo) \ {zo} # 0,

ovvero, equivalentemente, se per ogni d > 0 esiste © € A tale che 0 < |z — x| < 6.
Un insieme A C R si dice limitato se esistono a,b € R tali che A C [a, b].

TEOREMA 5.5 (Bolzano-Weierstrass). Sia A C R un insieme limitato con Card(A) =
oo. Allora A ha almeno un punto di accumulazione.

DiM. La dimostrazione si basa sul metodo di dicotomia. Siccome A ¢ limitato
esistono a,b € R con a < b tali che A C [a,b]. Definiamo ay = a, by = b e sia
co = 2% il punto medio. Consideriamo i due intervalli [ag, co] € [co, bo]. Uno dei

61
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due intervalli deve contenere infiniti elementi di A. Sia ad esempio [ag, cp]. Allora
definiamo a; = ag e by = ¢p. Si hanno le disuguaglianze

1
ag < ap < by < by, e 51—6L1=§(a0—bo)-

Procediamo ora in modo induttivo. Supponiamo di aver gia scelto dei numeri aq, . .., a,
e by, ..., b, con queste proprieta:

i)a<a<...<a,<b, <...<b <byg

.. _ 1 .

11) bn — Qp — 2—n(b0 - Clo)7

iii) L’intervallo [a,, b,] contiene infiniti elementi di A.
Selezioniamo dei numeri a,, 1 e b, 1 nel seguente modo. Definiamo ¢, = @ Uno
dei due intervalli [ay,, ¢,] € [cn, by] contiene infiniti elementi di A. Supponiamo sia ad
esempio il secondo. Definiamo allora a,+1 = ¢, € b,+1 = b,. Le affermazioni i), ii),
iii) sono allora verificate con n + 1 al posto di n.

Abbiamo costruito una successione (a,)nen che € monotona crescente e superior-
mente limitata, ed una successione (b,),en che ¢ monotona decrescente inferiormente
limitata. Dunque esistono finiti i limiti

L = lim a,, M = lim b,.

n—oo n—oo
Dalla proprieta ii) segue che

M — L= lim (b, —a,) = limM

n—o00 n—00 on o O’
e dunque L = M. Proviamo che il punto xo = L = M & un punto di accumulazione
per A.

Fissiamo 0 > 0 e scegliamo n € N tale che b, — a, < §. Questo e certamente
possibile. Siccome a,, < xg < by, si ha [a,,b,] C (xg — 0,20 + ) = Is(xg). Siccome
[an, b,] contiene infiniti elementi di A, I'insieme A N I5(zo) contiene infiniti elementi
e dunque certamente A N I5(xo) \ {zo} # 0. O

OSSERVAZIONE 5.6. Provare che il Teorema di Bolzano-Weierstrass implica (e di
fatto e equivalente a) I’Assioma di completezza dei numeri reali.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 5.3. Senza perdere di generalita possiamo sup-
porre che la successione sia reale. Nel caso di una successione complessa e sufficiente
estrarre una prima sottosuccessione della parte reale e poi un’ulteriore sottosucces-
sione di quella immaginaria (ci sono due processi di selezione di una sottosuccessione,
il secondo subordinato al primo).

Si consideri dunque I'insieme A = {an ceR:neN } Se A contiene un numero
finito di elementi, allora almeno uno di questi ricorre per infinite scelte di indici e si
puo estrarre una sottosuccessione costante.

Possiamo allora supporre Card(A) = co. Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass, A
ha un punto di accumulazione xy € R. Per ogni 6 = 1/n, I'insieme AN I5(zo) contiene
infiniti elementi. Dunque, per ogni n € N esiste k, € N tale che ax, € I1/,(20). E
possibile selezionare in modo ricorsivo k,, in modo tale che k,, > k,_1. Quindi (ag, )nen
e una sottosuccessione di (a,)nen. Dalla disuguaglianza

1
|akn - $0| < ﬁ
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segue che ay, — xo. O
n—oo

2. Successioni di Cauchy. Completezza metrica di R

I numeri reali sono '’esempio piu importante di spazio metrico completo, uno
spazio metrico dove tutte le successioni di Cauchy convergono.

DEFINIZIONE 5.7 (Successione di Cauchy). Una successione reale o complessa
(an)nen si dice di Cauchy se per ogni € > 0 esiste n € N tale che per ogni n,m > n
si ha |a, — an| < e.

TEOREMA 5.8 (Criterio di Cauchy). Una successione reale o complessa (ay,)nen

converge se e solo se ¢ di Cauchy.

DiM. Proviamo il teorema per le successioni reali. Sia (a,)neny una successione
reale che converge ad un numero L € R e proviamo che e di Cauchy. Per ogni ¢ > 0
esiste n € N tale che per n > n si ha |a, — L| < e. Dunque, per n,m > 7 si ha, per
la disuguaglianza triangolare,

|y, — am| < lan — L]+ |L — an,] < 2e.

Supponiamo viceversa che (a,)nen sia una successione di Cauchy in R. Proviamo
preliminarmente che la successione e limitata. Infatti, scelto e = 1 esiste n € N tale
che |a, — a,,| < 1 per m,n > 7, e in particolare per n > 7 si ha

|an| < an] + |an — an| <1+ [aal,
e dunque, per un generico n € N si ha la maggiorazione
la,| < max{|ai], ..., |an-1], 1 + |az|}.

Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass, dalla successione limitata (a,)nen si pud
estrarre una sottosuccessione convergente (a,, Jken. Ovvero esiste L € R tale che

lim a,, = L.
k—o0

Proviamo che vale anche a,, — L per n — oo. Fissato ¢ > 0 sia n € N dato dalla
condizione di Cauchy, ovvero |a, — a,,| < € per ogni n,m > n. Scegliamo k € N tale
che ny > n e |a,, — L| <e. Allora, per n > 7 risulta

lan, — L| < |ay, — an, | + |an, — L| < 2e.

Questo termina la dimostrazione. La dimostrazione nel caso complesso e identica,
bastera usare il Teorema di Bolzano-Weierstrass nel caso complesso. 0

Il Teorema 5.8 si puo riformulare nel seguente modo: I numeri reali R con la
distanza Euclidea formano uno spazio metrico completo. Analogamente, il piano
complesso C con la distanza Euclidea ¢ uno spazio metrico completo

I numeri razionali Q C R con la distanza Euclidea d(z,y) = |z —y|, z,y € Q, non
sono invece uno spazio metrico completo. Infatti, la successione

1\n
an:(1+—> €Q, neN,
n

¢ di Cauchy in Q ma non converge ad un elemento di Q. Infatti, il valore limite della
successione ¢ il numero e € R\ Q.
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EsERciz1O 5.9. Provare il Teorema 4.10 sulla convergenza assoluta utilizzando il
Criterio di Cauchy.

3. Rappresentazione dei reali in base b

In questa sezione discutiamo il problema di rappresentare numeri reali tramite
allineamenti infiniti di cifre. Ci restringiamo a numeri reali € [0,1).

Sia b € N con b > 2 una base e introduciamo l'insieme delle cifre ammissibili
{0,1,2,...,0—1}. Quando b = 10 avremo la rappresentazione decimale di un numero
reale, quando b = 2 avremo la rappresentazione binaria.

DEFINIZIONE 5.10. Una rappresentazione in base b di un numero reale z € [0, 1)
e un allineamento di cifre

r=0,qag...0p ..., a,€{0,1,...,b—1},

dove I'uguaglianza ¢ da intendersi nel senso delle serie (convergenti)

o0
O

b_n .

n=1

Tr =

La rappresentazione si dice propria se non esiste alcun m € N tale che a,, = b — 1 per
ogni n > m.

Osserviamo che se «,, € {0,1,...,b— 1} per ogni n € N e non ¢ identicamente
a, = b—1, allora si ha
= N1 b—1x 1 b—1 1
0< (b—1) — = = =1.
; ;b b~ b1 b 1-1/b

TEOREMA 5.11. Sia b € N con b > 2. Ogni numero reale x € [0,1) ha un’unica
rappresentazione propria in base b,

r=0,0q09...00..., a,€{0,1,...;0—1}.

DiMm. Iniziamo con il provare I'esistenza di una rappresentazione propria in base b.
Affermiamo che per ognin € N, n > 1, esistono delle cifre a4, ..., a,, € {0,1,...,b—1}
ed un “errore” x, € [0,1) tali che

073 Tn

La verifica di tale affermazione e per induzione su n € N.
Partiamo dalla base induttiva n = 1. Osserviamo che

0<br<beN equindi 0<[bz]<b-1.
II numero naturale a; = [bx] verifica 0 < ay < b — 1, ovvero € una cifra ammissibile.
Inoltre si ha

r=p s @ 1 =br —ay = bx — [bx] = {bx} € [0,1).

Dunque z; = {bz} ¢ la nostra definizione dell’errore x; € [0, 1).

Supponiamo ora di avere la formula (5.1) per un certo n € N. Vogliamo trovare la
stessa formula per n + 1. Dobbiamo trovare la cifra a,, 41 € {0,1,...,b — 1} e l'errore
Tpt1 € [07 1)
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Applichiamo I'argomento della base induttiva al numero reale z,, € [0,1) e trove-
remo o, 1 € {0,1,...,b—1} e 2,41 € [0,1) tali che
Qpt1 Tni1

Ty = +
b b
Sostituendo nella (5.1) si ottiene
L@ x San @
_ ”+1 n+l _k n+1
r= Z bk bn—H bn—H o bk T pntl”
k=1
Questo termina la verlﬁca della (5.1).
Ora osserviamo che .
lim —= =0,
n—oo Hn

in quanto si ha il prodotto di una successione infinitesima con una limitata. Passando
al limite per n — oo in (5.1) si ottiene la rappresentazione di = in base b

o0
a
b

k=1

Tr =

Ora proviamo che la rappresentazione e propria. Supponiamo per assurdo che esista
m € N tale che a,, = b — 1 per ogni n > m. Avremo, per un certo z,, € [0,1)

m e.¢]

m

Uk, T N o
2t Tt b
k=1 k=1 k=m+1

da cui si deduce che
o b1
=V Y = b
k=m-+1 k=0

e questo e assurdo.
Rimane da provare che esiste un’unica rappresentazione propria. Supponiamo di

avere
Z Z pn’

con o, By, € {0,1,...,b— 1} cifre che non siano definitivamente b — 1. Proviamo che
a1 = (1. Se per assurdo cosl non fosse avremmo

05_5 Ooﬁn_an
0= =2 "
n=2

Esiste certamente n > 2 (in effetti esistono infiniti tali n) per cui |5, — a,| < b — 1.
Quindi

Bn_ ‘ﬁn_ n > 1_[)—1 1 .
‘Z Z (b_l);b_"_ 2 o1-1/b b

Questo e assurdo, in quando

‘ b ‘ =0
Ora per induzione si prova che «,, = (,, per ogni n € N. O
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Usando le rappresentazioni decimali o binaria e agevole provare vari risultati sulla
cardinalita dei reali.

TEOREMA 5.12. L’insieme dei numeri reali non ¢ numerabile.

DiM. Sappiamo che Card(R) = Card([0,1)). Quindi ¢ sufficiente provare che
'insieme [0, 1) non & numerabile. Supponiamo per assurdo che [0, 1) sia numerabile.
Allora potremmo elencare i suoi elementi

1) = {z, :n e N}.
Ciascun reale x,, € [0,1) ha un’unica rappresentazione decimale propria

1 =0,010]...a7". ..

Ty =0,a505...05" ...

s 3

T, =0,

dove le cifre verificano o € {0,1,...,9} e inoltre la successione m +— ! non ¢ mai
(per nessun n) definitivamente 9.

Possiamo scegliere 3; € {0,1,...,8} con 3 # ai, B € {0,1,...,8} con By #
a2, e in generale $3,, € {0,1,...,8} con B, # o™ m € N. Per l'unicita della
rappresentazione decimale propria, il numero

verifica x # x,, per ogni n € N. Questo e assurdo.
|

Il criterio di selezione utilizzato nella dimostrazione precedente e il metodo di
selezione diagonale di Cantor. Il teorema precedente puo essere migliorato. In effetti,
si ha Card(R) = Card(P(N)). La prova di questo teorema ¢ omessa.

TEOREMA 5.13. Risulta Card(R x R) = Card(R).

Diu. E sufficiente provare che Card([0,1) x [0,1)) = Card([0,1)). La parte difficile
della dimostrazione ¢ provare che esiste una funzione f : [0,1)x[0,1) — [0, 1) iniettiva.
Siano x,y € [0,1) dati dalla rappresentazione binaria propria

=0, 01as...0p ...
y:OJ/Bl/BQ"‘/BN""

dove ay, 5, € {0,1} non sono definitivamente 1. Definiamo f(z,y) come il numero
reale in [0, 1) con rappresentazione decimale propria

flz,y) = 0,1 810282 ...y By - . ...

La funzione f e iniettiva per I'unicita della rappresentazione decimale propria. Se,
infatti, f(x,y) = f(z,y) allora si ha

070515105252--'&n6n---207@161@262-'-0_5n6n--- = an:@neﬂn:anERL
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e quindi x = ¥ e y = ¥, dove le espressioni con~ sono legate nel modo naturale.
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CAPITOLO 6

Spazi metrici e funzioni continue

In questo capitolo studiamo le nozioni fondamentali sugli spazi metrici e la lo-
ro topologia. Poi colleghiamo fra loro la definizione metrica e quella topologica di
funzione continua.

1. Definizioni ed esempi
Richiamiamo dalla Sezione 4 del Capitolo 2 la definizione di spazio metrico.

DEFINIZIONE 6.1. Uno spazio metrico ¢ una coppia (X, d) dove X & un insieme e
d: X x X — [0,00) ¢ una funzione, detta metrica o distanza, che per ogni x,y,z € X
verifica le seguenti proprieta:

1) d(z,y) > 0 ed(z,y) =0 se e solo se z = y;
2) d(z,y) = d(y,x) (simmetria);
3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (disuguaglianza triangolare).

Conosciamo gia i seguenti esempi di spazi metrici:
1) R con la funzione d(z,y) = |z — y|, =,y € R, & uno spazio metrico.
R con la funzione d(x,y) = | — y|'/2, z,y € R, & uno spazio metrico.

2)
3) C con la funzione d(z,w) = |z — w|, z,w € C, ¢ uno spazio metrico.
4) R™ n > 1, con la funzione distanza

n 1/2
d,y) =le =yl = (Y lei—ul?) ", wyer
i=1

€ uno spazio metrico.

Ecco altri esempi di spazi metrici.
ESEMPIO 6.2 (Spazio metrico discreto). Sia X un insieme e definiamo la funzione
d: X x X —[0,00)
] 0 sex=y,
d(w,y) = { 1 sex#uy.

E facile verificare che d verifica gli assiomi della funzione distanza.

EseEmPIO 6.3 (Distanza centralista). Su R? definiamo la funzione d : R? x R? —
[0, 00) nel seguente modo

d(z,y) = |z —y| se z,y € R? sono collineari con 0,
TY) T\ |z + |y altrimenti.

Lasciamo come esercizio il compito di provare che (R? d) ¢ uno spazio metrico.
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ESEMPIO 6.4. T numeri naturali N = {1,2,...} con la distanza
1 1
d(m,n) = )— — —‘, m,n € N,
m n
sono uno spazio metrico.

Sia X uno spazio metrico con distanza d : X x X — [0,00). Fissato un punto
r € X ed un raggio r > 0, I'insieme

B.(z) = B(z,r) = Bx(z,r) = {y € X : d(z,y) <r}
si dice sfera o palla (aperta) di centro z e raggio 7.

OSSERVAZIONE 6.5 (Spazio metrico restrizione). Dato un sottoinsieme Y C X,
possiamo restringere la funzione distanza d ad Y: d: Y x Y — [0,00). Allora anche
(Y, d) & uno spazio metrico. La palle nella distanza d di Y sono fatte nel seguente
modo:

BY(yv T) = BX(ya T) N Y7
perogniy €Y ed r > 0.

2. Spazi metrici indotti da spazi normati
Spazi metrici possono essere generati a partire dagli spazi normati.

DEFINIZIONE 6.6 (Spazio normato). Uno spazio normato (reale) & una coppia
(V| - ||) dove V' & uno spazio vettoriale reale e || - || : V' — [0,00) ¢ una funzione,
detta norma, che per ogni x,y € V e per ogni A € R verifica le seguenti proprieta:

1) [|z]] > 0 e ||z]| = 0 se e solo se x = 0;
2) ||Az| = [All[z]| (omogeneita);
3) ||z + y|| < |lz|| + ||ly|l (subadittivita o disuguaglianza triangolare).

Chiaramente, R, C ed R™ sono spazi normati con le norme naturali. Una norma
| - || su uno spazio vettoriale V' induce canonicamente una distanza d su V' definita
nel seguente modo:

d($7y>: ||l’—y||, LCUGV

La disuguaglianza triangolare per la distanza d deriva dalla subadittivita della norma
| - ||. Infatti, per ogni z,y,z € V si ha:

d(z,y) =z =yl = llv =2+ z =yl <z = 2] + [|z = yll = d(z, 2) + d(z,y).

EseEmPIO 6.7 (Lo spazio ¢*(R)). Sia ¢*(R) I'insieme delle successioni reali (a,)nen
di quadrato sommabile:
> ap < oo
n=1

Indichiamo con x € ¢*(R) un generico elemento di ¢*(R). La funzione | - ||, :
%(R) — [0, 00) cosi definita

> 1/2
Illezey = (D a2)

n=1
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¢ una norma. La proprieta di subadittivita si prova come in R". Definiamo su ¢*(R)
il prodotto scalare

<X7 Y>€2(R) = Z anbna X = (an)nEN7 y = (bn>neN~
n=1

S

La disuguaglianza 2|a,b,| < a2 + b2 prova che la serie converge assolutamente. In

particolare, avremo ||x||xzm) (x, X>22/(2R). Esattamente lo stesso argomento della

Proposizione 5 nella Sezione 5 del Capitolo 2 prova che vale la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz
| Vewl < [xllewllylleew,
e da qui segue che [|x + y|lew) < [X]ew) + |V]ler)-
In conclusione, (?(R) con la funzione distanza

o0

d.y) = s~ vllew = (Y(@n ~5)2) "

n=1

€ uno spazio metrico.

3. Successioni in uno spazio metrico

Una successione in uno spazio metrico (X, d) ¢ una funzione x : N — X. Si usa
la notazione z,, = x(n) per ogni n € N e la successione si indica con (,)nen-

DEFINIZIONE 6.8. Una successione (z,)n,en converge ad un punto x € X nello
spazio metrico (X, d) se

lim d(z,,z) =0,

n—oo

ovvero se per ogni € > 0 esiste 7 € N tale che per ogni n > n si abbia d(z,,z) < e.
In questo caso si scrive

X.d . :
Tn u> x oppure lim z, =z in (X,d),
n—oo n—oo

e si dice che la successione ¢ convergente ad x ovvero che z ¢ il limite della successione.

Se il limite di una successione esiste allora e unico. Se infatti x,y € X sono
entrambi limiti di (x,),en, allora risulta

0 <d(z,y) < d(x,xn) +d(zn,y) =0, n— o0,
e quindi d(x,y) = 0 ovvero z = y.

ESEMPIO 6.9 (Successioni in R™). Sia X = R™, m > 1, con la distanza Euclidea
e consideriamo una successione (,)nen in R™. Ogni punto z,, € R™ ha m coordinate,
T, = (xh,...,2™) con x} ..., 2™ € R. Sia infine z = (z',...,2™) € R™ un punto

n’ n
fissato. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:
(A) lim z, =z in R™;
n—oo

(B) lim 2! = 2’ in R per ogni i = 1,...,m.
n—oo
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4. Limiti di funzione
4.1. Limiti in spazi metrici.

DEFINIZIONE 6.10 (Punto di accumulazione). Sia (X, d) uno spazio metrico. Un
punto xg € X si dice punto di accumulazione di un insieme A C X se per ogni 7 > 0
si ha

AN B(xo) \ {zo} # 0.

DEFINIZIONE 6.11 (Limite). Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metrici, sia g € X
un punto di accumulazione di A, e sia f : A — Y una funzione. Un punto yy € Y si
dice limite di f per x che tende a xz( se per ogni € > 0 esiste ¢ > 0 tale che per ogni
x € A si abbia

0< dx(l‘,l‘()) <6 = dy(f(l’),yo) <E.

Scriveremo in questo caso
lim f(x) = yo,

T—T0

dove la notazione per le distanze di riferimento e omessa.

Se il limite esiste allora ¢ unico. Per avere 'unicitd occorre definire il limite
limitatamente ai punti di accumulazione.

TEOREMA 6.12 (Caratterizzazione sequenziale del limite). Siano (X, dx) e (Y, dy)
due spazi metrici, ro € X un punto di accumulazione di A, yp € Y ed f: A — Y una
funzione. Sono equivalenti le seguenti due affermazioni:

A) lim f(2) = s
B) Per ogni successione (2,)nen in A\ {0} vale 'implicazione:

limz, =xzin X = lim f(z,) =2y inY.
n—oo n—0o0

Dim. A)=-B). Fissato € > 0, esiste § > 0 tale che per ogni z € X vale:
0<dx(z,xg)<d = dy(f(x),yo) <e.

Dalla convergenza della successione (z,),eny a xo segue lesistenza di n € N tale che
per n > 7 si abbia dx (2, o) < 0. Quindi per tali n > @ si ottiene dy (f(z,),v0) < €.

B)=-A). Supponiamo per assurdo che esista ¢ > 0 tale che per ogni n € N ci sia un
punto z,, € A\ {zo} tale che dx(x,,xo) < 1/n ma dy(f(z,),yo0) > €. La successione
(n)nen converge ad zg in (X, dy) ma la successione (f(,))neny non converge ad f(xq)
in (Y, dy). Questo contraddice 'affermazione B). O

Supponiamo ora che lo spazio metrico di arrivo sia Y = R con la distanza standard.

TEOREMA 6.13 (Operazioni con i limiti). Sia xo € X un punto di accumulazione
dell’insieme A C X e siano f,g : A — R due funzioni. Supponiamo che esistano
(finiti) i limiti

L= lim f(x) €R,

T—T0

M = lim g(x) €R.

T—T0

Allora si ha:
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1) lim f(z) +g(x) = L+ M;
2) ILm f(x)g(x) = LM.

Inoltre, se M # 0 allora si ha anche:

L
R AG
a0 g(x) M
DiM. La dimostrazione segue dal Teorema 3.8 sulle operazioni con i limiti di
successioni in R e dal Teorema 6.12.

O

4.2. Funzioni di variabile reale a valori reali. Sianoora X =Red Y =R
con la distanza standard. La definizione di limite si riformula nel seguente modo.

DEFINIZIONE 6.14 (Limite). Sia xy € R un punto di accumulazione di un insieme
A C Resia f: A— R una funzione. Diciamo che f tende al limite L € R per
T — xg se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

O0<|z—=m0|<d, €A = |flv)-L|l<e
EsEMPIO 6.15. La funzione f: A — R, con A = (0, 00), definita da

f(z) = sin <1>, x>0,

x
non ha limite per z — 0.

Infatti si consideri la successione (z,)nen in A tale che 1/x, = nm, con n > 1.
Chiaramente z,, — 0 per n — oo ed inoltre f(z,) = 0 per ogni n € N,

D’altra parte, la successione (yn )nen in A tale che 1/y,, = 7/2+2n7 pure converge
a 0 per n — oo ma f(y,) = 1 per ogni n € N. Non puo dunque essere verificata la
caratterizzazione sequenziale di limite.

ESERCIZIO 6.16. Usando la definizione verificare che
z+1
im =
z—0 ] + 2x

Soluzione. Fissato € > 0, cerchiamo 0 > 0 tale che valga la seguente implicazione:

‘x+1
1+ 22

(6.1) 0<|z| <o —1‘<a

Studiamo la seguente disequazione:
r+1 1\_\1:—#1—1—2:6\_) x
142z B 1+ 2z 1422

Supponendo, come ¢ lecito in questo caso, che 142z # 0, la disequazione e equivalente
a

(6.2)

<=

2 <2(1+40* +4z) & (1—4e®)2? -4’z —* <.
Le radici del polinomio in x di grado 2 associato alla disequazione sono
2e2+ ¢

e
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Qui e nel seguito possiamo supporre che 0 < ¢ < 1/2. La disequazione precedente ¢
verificata per z_ < = < xy e dunque la disequazione (6.2) ¢ equivalente a

<e & -

‘ T
1+ 2x

1+ 2 ST 142
Con la scelta di §

) € € €
0= mln{ , } =
142 1—2¢ 14 2¢

I'implicazione (6.1) ¢ verificata. O
Usando il fatto che R e totalmente ordinato, € possibile anche introdurre le nozioni
di limite destro e limite sinistro. Diciamo che un punto xy € R & un punto di
accumulazione destro di un insieme A C R se A N (zg, 9 + ) # O per ogni & > 0.
Analogamente, diciamo che un punto o € R € un punto di accumulazione sinistro di

un insieme A C R se AN (29— d,20) # 0 per ogni § > 0.

DEFINIZIONE 6.17 (Limiti destro e sinistro). Siano A C R un insieme, zq € R un
punto di accumulazione destro e sinistro di A ed f: A — R una funzione.

1) Diciamo che
lim f(x) = LT eR

Z‘—)Z‘O

se per ogni € > 0 esiste o > 0 tale che
r€ AN (xg,70+9) = |f(z)—LT|<e.

Chiamiamo LT il limite destro di f in x.
2) Diciamo che
lim f(z)=L" €R

a:—)xo

se per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che
re€AN(xg—0d,x9) = |f(x)—L7|<e.

Chiamiamo L~ il limite sinistro di f in xg.

Chiaramente il limite L = lim f(x) esiste (finito) se e solo se esistono (finiti) e
T—rT0

sono uguali i limiti destro e sinistro Lt = L~ = L.

Quando le funzioni assumono valori in R & possibile definire la nozione di limite
(pitt 0 meno) infinito per x — .

DEFINIZIONE 6.18 (Limite infinito). Sia 2o € R un punto di accumulazione di un

insieme A C R e sia f: A — R una funzione. Diciamo che

lim f(z) = o0

T—T0

se per ogni M > 0 esiste 0 > 0 tale che
O0<|z—m| <6, z€A = flx)>M.
EsERcIzIO 6.19. Usando la definizione verificare che

lim ———— =



4. LIMITI DI FUNZIONE 75

Soluzione. Fissato M > 0, cerchiamo ¢ > 0 tale che valga la seguente implicazione:
x
6.3 O<|z—-1<d0 = ——>M.
(63) o 1] =
Studiamo la seguente disequazione:
x

6.4 ————>M <& z>M@@-1)"
(6.4) i (o 1)
Non ¢ possibile risolvere tale disequazione in modo esatto. Riduciamo la sua com-
plessita nel seguente modo. Supponiamo che 0 < § < 1/2. In questo caso si

ha:
\a:—1|<(5<1 = —1<9:—1<1 = 1<x<§.
-2 2 2 2 2
Dunque, usando I'informazione = > 1/2 si ottiene
T 1
-1 2@-1
Risolviamo allora la disequazione semplificata

1
(6'5) m > M.
Chiaramente, per la proprieta transitiva, se x verifica la disequazione (6.5) allora
verifica anche la disequazione (6.4). D’altra parte, si ha
1
2(x —1)4

Se ora scegliamo

1
V2M

>M < 1>2M@-1)* & (z-1)*< s |r-1<

2M

5 i { 1 1 }
=minq -, ——
2 V2M
tutte le deduzioni fatte sono valide e si ottiene I'implicazione

X
— > M.
w—1)1

O<|z—1]<d =
U

Definiamo ora la nozione di limite finito quando = — oo (“x tende a piu infinito”).
Diremo che oo ¢ un punto di accumulazione di un insieme A C R se AN (M, o00) # ()
per ogni M € R.

DEFINIZIONE 6.20. Sia co un punto di accumulazione di un insieme A C R e sia
f + A — Runa funzione. Diciamo che f tende al limite L € R per z — oo e scriviamo

lim f(z) =L
T—00
se per ogni € > 0 esiste M > 0 tale che
reAN(M,00) = |f(x)—L|<e.

EseErcizio 6.21. Nelle Definizioni 6.14, 6.18 e 6.20 abbiamo formalizzato la no-
zione di limite in tre diverse situazioni. Lasciamo al lettore il compito di definire il
limite di funzione nei seguenti casi:

1) lim f(z) = —o0;

T—rT0
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2) lim f(z) = t+o0;

Tr—00

3) lim f(x)=LeR;
T——00

4) lim f(z) = +oo.
T——00

EseEmPIO 6.22 (Esempi fondamentali). I seguenti limiti sono basilari.
Sia a € R un parametro fissato. Allora:
0 sea>0
Dlimz/*=< 1 sea=0
z—0
oo sea < 0.
Osserviamo che quando o = 0 NON si ha forma indeterminata [0°], perche |z|® =1
per ogni = # 0, e dunque il limite per z — 0 ¢ 1. Nella forma indeterminata [0°] si
ha una base che tende a 0 ed un esponente che tende a 0 senza essere gia 0.

oo sea >0
2) imz*=¢ 1 sea=0
eroe 0 sea<O.

Sia ora a > 0 una base fissata. Allora:
o sea>1

3) ima®*=¢ 1 sea=1
e 0 sel0<ac<l.
Osserviamo che quando a = 1 NON si ha forma indeterminata [1°°], perche 1% =
per ogni x € R, e dunque il limite per x — oo e 1. Nella forma indeterminata [1%°] si
ha una base che tende ad 1 senza essere gia 1 ed un esponente che tende a co.

Se, infine, si ha a > 1 allora:
4) lim log, z = oo e lim log, v = —oc.
T—00 z—0

Omettiamo le dimostrazioni (elementari) di tali limiti fondamentali.

OSSERVAZIONE 6.23.

(1) Nel caso X =R, il Teorema 6.13 vale anche con £oo al posto di zy.

(2) Il punto 1) del Teorema 6.13 vale anche con L = oo ed M € R, con la regola
+oo + M = Fo0.

(3) 11 punto 2) del Teorema 6.13 vale anche con L = too ed M € R tale che
M # 0, con la regola:

+oo se M >0,
iOO.M_{ Foo se M < 0.
(4) Se f ¢ una funzione limitata e lim g(z) = 0, allora
T—T0

Jim f(z)g(x) =0,

(5) Per i limiti di funzione valgono teoremi del confronto analoghi a quelli per i
limiti di successioni.

ESERC1ZIO 6.24. Usando le operazioni elementari sui limiti e/o argomenti di
confronto calcolare il seguente limite:

2z 3 z?
I — lim & + | sin x|

T—00 (2zlogm + ez)Q.
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Soluzione. Abbiamo una forma indeterminata [2]. Dobbiamo individuare e

fattorizzare i contributi dominanti a numeratore e denominatore.
Il numeratore ¢

N(z) = 2* + |sinz|*

o | sin z|*”
Cn (14 L8y
T xr
Dunque, il contributo dominante al numeratore ¢ 22%, infatti
. 2
sin z|*
(6.6) lim (1 + %) — 1.
T—00 xr“r

Passiamo al denominatore. Fra 2%!°6% ed e? il termine dominante & 271°6% —
(28 7)T in quanto 2'°8% > e per tutte le z sufficientemente grandi. Nel seguito ci sara
utile anche la seguente identita

ologz _ glog (21°g2m) _ 9(logy x)(log2) _ (210g2$)10g2 _ plog2
Dunque, il denominatore e
D(z) = (2xlogz +ex)2 _ ((mlogQ)m _|_e;v)2 _ (l,xlogQ +ex)2 _ I,QxlogQ(l i (ﬁ)z)%
Per tutte le x sufficientemente grandi si ha
e 1
Zlog2 < 92’

in quanto la funzione a sinistra e infinitesima, e quindi

e \= 1
(xlOgQ) <2_x’

e siccome .
o =0
dal Teorema del Confronto segue che
. € z
(6.7) xlg& <$10g2> =0.

Formiamo il quoziente

Essendo 1 —log?2 > 0, si ha

lim T lim g2*(1-log2)

= Q.
r—o00 p2zlog2 T—00

Quindi, tenuto conto di (6.6) ed (6.7), usando le regole sulle operazione coi limiti
deduciamo che

lim N(z) =
A% D(a)
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5. Funzioni continue fra spazi metrici

Il concetto di limite di funzione ¢ strettamente legato alla nozione di funzione
continua.

DEFINIZIONE 6.25 (Funzione continua). Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metrici
e sia zg € X. Una funzione f : X — Y si dice continua nel punto zy € X se per ogni
g > 0 esiste 0 > 0 tale che per ogni x € X vale

dx(z,29) <6 = dy(f(x), f(z0)) <e.

Equivalentemente: per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che f(Bx(zo,d)) C By (f(xo),€).
La funzione si dice continua su X se ¢ continua in tutti i punti di X.

OSSERVAZIONE 6.26. Da un confronto delle definizioni, segue immediatamente la
seguente affermazione. Sono equivalenti:

A) f & continua in x;
B) Esiste il limite lim f(x) = f(x0).
T—T0

Dunque, negli spazi metrici la continuita ¢ equivalente alla continuita sequenziale, nel
senso del seguente teorema.

TEOREMA 6.27 (Caratterizzazione sequenziale della continuita). Siano (X, dx) e
(Y, dy) due spazi metrici, sia f : X — Y una funzione e sia o € X. Sono equivalenti
le seguenti due affermazioni:

A) f e continua in xo;
B) f & sequenzialmente continua in xy. Ovvero, per ogni successione (x,,)pen in
X vale I'implicazione:
limz,=2zin X = lim f(z,) = f(z)inY.

n—o0 n—oo

DiM. La dimostrazione e identica a quella per la caratterizzazione sequenziale del
limite. [

OSSERVAZIONE 6.28. Il punto B) del Teorema 6.27 puo essere riassunto nel se-
guente modo:

i =1 ).

n—oo

“passa dentro I'argomento” di una funzione continua.

il limite

Per le funzioni f : X — R a valori reali si possono definire in modo naturale
le operazioni di somma, moltiplicazione e reciproco. Queste funzioni ereditano la
continuita delle funzioni da cui sono composte.

TEOREMA 6.29 (Operazioni sulle funzioni continue). Sia (X, dx) uno spazio me-
trico e sia R munito della distanza Euclidea. Siano f,g: X — R funzioni continue in
un punto zy € X. Allora:

i) La funzione somma f + g : X — R & continua nel punto x;
ii) La funzione prodotto f-g¢g: X — R & continua nel punto z;
iii) Se f # 0 su X, allora la funzione reciproca 1/f : X — R & continua in z.

DiM. La dimostrazione segue dal Teorema 6.27 sulla caratterizzazione sequenzia-
le della continuita e dal Teorema 3.8 sulle operazioni elementari con le successioni
numeriche. 0]
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EsERrcizIo 6.30. Siano (X, d) uno spazio metrico discreto ed R munito della di-
stanza standard. Provare che se f : R — X ¢ una funzione continua allora deve
necessariamente essere costante.

Soluzione. Fissiamo un punto o € R. Siccome f € continua, per ogni € > 0 esiste
d > 0 tale che f(B(wo,d)) C Bx(f(xo),e) = {f(z0)} se 0 < e < 1. In altri termini,
si ha f(z) = f(zo) per ogni x € (xg — 0,29 + §). (Potremmo dire: f ¢ localmente
costante).

Vogliamo provare che f(z) = f(zo) per ogni x € R. Sia R € (0,00] il seguente
estremo superiore:

R = sup {(5 >0 : f(x) = f(xo) per ogni = € (xg —5,:Eo+5)}.

Se R = oo allora la tesi ¢ provata. Supponiamo per assurdo che 0 < R < oo e si

consideri la successione

1
Tp,=290+R——, n>1.
n

Siccome x, < xg+ R si ha f(z,) = f(zo), almeno definitivamente. D’altra parte,
essendo f continua si ha

f(wo) = Tim f(zn) = f( lim @) = flzo + R).

In modo analogo si prova che f(zg — R) = f(zo). Ripetendo I'argomento iniziale di

continuita si deduce che esiste o > 0 tale che f(z) = f(xo) per ogni z € (o — R —
d,z0 + R+ §). Questo contraddice la definizione di R. Quindi deve essere R = oc.

6. Funzioni continue in R

Sia R munito della distanza standard. La funzione identita f: R — R, f(z) =«
¢ continua su tutto R (la definizione ¢ — ¢ ¢ verificata con § = ¢). Dal Teorema 6.29
sulle operazioni con i limiti segue che:

i) Ogni polinomio p : R — R & continuo su tutto R.
ii) Siano p,q : R — R polinomi e sia A = {x € R : ¢(x) # 0}. Allora la funzione
razionale f : A — R, f = p/q, & continua su A.

Ora proviamo che le serie di potenze reali definiscono funzioni continue.

TEOREMA 6.31. Sia (a,)nen una successione reale e si consideri la serie di potenze

f(z) = Zanx”, x € (—R, R),

n=0
dove 0 < R < oo ¢ il raggio di convergenza della serie. Allora la funzione f :
(—R, R) — R ¢ continua sull'intervallo (—R, R).

DiM. La dimostrazione naturale e piu semplice di questo teorema usa la nozione
di convergenza uniforme. Qui ne diamo una dimostrazione diretta.
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Fissiamo un punto = € (—R, R) e scegliamo un numero |z| < 6 < R. Per h € R
opportunamente piccolo (basta che sia x + h € (—R, R)) avremo

flx+h)= ian(erh)” — iani (Z)xkhn—k;

n=0 n=0 k=0
1

e dunque, per |h| < § — |z|, si ottiene

ot 1) = ) < WY ol 3 ("ol

—1
n=0 k=0

< |0 nlag|(jz] + [B)" < A nlan|o™
n=0 n=0

Se proviamo che 'ultima serie converge (quindi ad un valore indipendente da h),
deduciamo che

lim f(z +h) = f(z),

h—0
e questo prova il teorema. Usiamo il Criterio della Radice. Siccome deve essere
limsup,,_,., v/|an| < 1/R (anzi, si ha =), avremo

J
lim sup {/nla,|d"1 < T < 1,

n—0o0

per la scelta di 0, e quindi la serie converge. 0

EsEmPIO 6.32. Dal Teorema 6.31 deduciamo che le funzioni sin x, cos z ed e* sono
continue su tutto R.

Dallo stesso teorema si deducono anche altre informazioni interessanti. Ad esem-
pio si ha il limite notevole
sin @ 1 (=" o+l = =" 5, _

lim =lim—-)» ———ux =lim » ————
20 >0z £ (2n + 1)! 204 (2n + 1)!

Y

avendo usato nell’'ultimo passaggio la continuita in x = 0 della serie di potenze.
In modo analogo si puo calcolare anche il seguente limite

o0 o0
.oe"—1 o1 n ) 1 .4
lim = lim — —z" = lim —x =1,
z—=0 T z—=0 T n! z—0 n!

n=1 n=1

che ¢ la derivata della funzione esponenziale nel punto x = 0.
Proveremo prossimamente il seguente teorema.

TEOREMA 6.33. Siano A C R un intervallo ed f : A — R una funzione continua
ed iniettiva. Allora:

i) f e strettamente monotona (crescente oppure decrescente);
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ii) f(A) C R ¢ un intervallo;
iii) La funzione inversa f~!': f(A) — A ¢ continua.

Dim. La prova e rinviata. Nella prova di ii) si usa la continuita ma non 'inietti-
vita. OJ

EsEMPIO 6.34. Dal Teorema 6.33 si deduce la continuita di varie funzioni inverse
elementari.

1) La funzione esponenziale exp : R — (0,00), exp(x) = e”, ¢ strettamente
crescente e continua. Inoltre & anche suriettiva (questo segue dal teorema dei valori
intermedi per le funzioni continue). La sua funzione inversa ¢ il logaritmo log :
(0,00) — R, che dunque & continua.

2) La funzione seno sin : [—7/2, /2] — [—1, 1] ¢ continua e strettamente crescente.
Inoltre e anche suriettiva. Dunque, la sua funzione inversa, la funzione arcoseno
arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] & continua.

3) In modo analogo, la funzione tangente tan : (—7n/2,7/2) — R ¢ continua,
strettamente crescente e suriettiva. La sua funzione inversa arctan : R — (—n/2,7/2)
¢ dunque continua.

7. Topologia di uno spazio metrico
In questa sezione definiamo la topologia 7(X) di uno spazio metrico (X, d). Gli
insiemi di 7(X) C P(X) sono gli aperti di X.
DEFINIZIONE 6.35 (Insiemi aperti. Interno). Sia (X, d) uno spazio metrico e sia
A C X un insieme.
i) Un punto = € X si dice punto interno di A se esiste r > 0 tale che B,.(z) C A.
L’interno di A € 'insieme dei punti interni di A:
int(A) = A° = {& € X : esiste r > 0 tale che B,(z) C A}.
Si ha sempre int(A) C A.

ii) Un insieme A C X si dice aperto se per ogni x € A esiste r > 0 tale che
B,(xz) C A, ovvero se A = int(A).

PROPOSIZIONE 6.36. Le palle aperte sono insiemi aperti.

Dim. Consideriamo una palla aperta B,(z9) = {x € X : d(z,x¢) < r}, con
xg € X ed r > 0 esiax € B,(xy). Possiamo scegliere un numero reale s > 0 tale che
s <1 —d(z,z). Per ogni punto y € By(x) segue dalla disuguaglianza triangolare:

d(yv xO) < d(yVZE) + d(l’, xD) <s+ d(l’, ZL'()) <T.
Abbiamo dunque provato che Bs(x) C B,(zo). Tutti i punti di B,(z) sono punti
interni. 0

DEFINIZIONE 6.37 (Insieme chiuso. Chiusura). Sia (X, d) uno spazio metrico e
sia A C X un insieme.

i) Un punto x € X si dice punto di chiusura di A se per ogni r > 0 risulta
B,(x) N A # (). La chiusura di A & I'insieme dei punti di chiusura di A
A={ze X :B,(x)NA+#0D perognir >0}

Si ha sempre A C A.
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ii) L’insieme A si dice chiuso se contiene tutti i sui punti di chiusura, ovvero se

A=A

PROPOSIZIONE 6.38. Un insieme A & aperto se e solo se il suo complementare
C = X\ A ¢ chiuso.

DiM. Infatti, si hanno le equivalenze:

Aeaperto & A= {xeX esiste r > 0 tale che B,.( CA}
& X\ A={z € X non esiste r >0 tale che B,(z) C A}
& X\A={zeX:perognir>0sihaB. ()N (X\A) #0}
& C=C.

O

L’insieme ) & aperto, in quanto tutti i suoi punti (non ce ne sono) sono interni.
Quindi X ¢ chiuso. D’altra parte, X ¢ banalmente aperto e quindi () & chiuso. Gli
insiemi () ed X sono pertanto contemporaneamente aperti e chiusi.

EsErcizIo 6.39 (Caratterizzazione sequenziale della chiusura). Siano A C X un
insieme e x € X. Provare che le seguenti due affermazioni sono equivalenti:

A) z € A;
. . ) X.,d
B) Esiste una successione (x,,),en con x,, € A per ognin € N tale che z,, u> x
n—oo

ESERCIZIO 6.40. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia A C X un insieme. Provare
le seguenti affermazioni:

i) L’interno int(A) ¢ un insieme aperto, ed ¢ il piu grande insieme aperto
contenuto in A.

ii) La chiusura A & un insieme chiuso ed & il piu piccolo insieme chiuso che
contiene A.

DEFINIZIONE 6.41 (Frontiera). La frontiera di A C X ¢ I'insieme
OA={ze X :B(x)NA#De B (x)N(X\A) #0 per ogni r > 0}.
Equivalentemente, A = AN (X \ A).

Si puo controllare che A = AU 9A = int(A) U DA e I'ultima unione & disgiunta.
Talvolta si definisce anche 1’esterno di A C X come l'insieme

ext(A) = {z € X : esiste r > 0 tale che B,(z) C X \ A} =int(X \ 4).
In questo modo, per ogni A C X si ha 'unione disgiunta
X =int(A) UOA Uext(A).

In questo senso si dice che la famiglia di insiemi {int(A),0A,ext(A)} forma una
partizione di X.

EsEmMPIO 6.42 (Topologia della retta reale). Sia X = R munito della distanza
standard.
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1) Gli intervalli A = (a,b) C R con —oo < a,b < oo sono aperti. Ad esempio,
nel caso —oco < a < b < oo si ha

a+b b—a
r = .

b :Br y = )
(a,b) (7o), o 9 5

Inoltre si ha 0A = {a, b} in quanto
B.(a)NA#De B.(a)N(R\ A) # 0 per ogni r > 0,

e analogamente nel punto b. Di conseguenza, risulta A = AU JA = [a, b].
2) Dal punto precedente segue che l'intervallo [a,b] C R & chiuso (in quanto e
la chiusura di un insieme). Alternativamente, e facile verificare che I'insieme

R\ [a,b] = (—00,a) U (b, 00)

e aperto.
3) Gli intervalli della forma A = [a,b) con —o0 < a < b < 0o non sono ne aperti
ne chiusi. Infatti si ha

int(A) = (a,b) # Ae A =[a,b] # A.

La stessa cosa vale per intervalli della forma (a, b].
4) Intervalli illimitati della forma (—oo,a) con a < oo sono aperti. Intervalli
illimitati della forma (—o0,a] con a < oo sono invece chiusi.

ESEMPIO 6.43. In R? con la distanza Euclidea consideriamo il cerchio aperto
A={z eR?:|z| <1}. Allora:
i) A= A°, infatti A & aperto.
ii) La chiusura di A ¢ il cerchio chiuso A = {z € R? : |z| < 1}.
iii) La frontiera di A ¢ la circonferenza-bordo 0A = {z € R? : |z = 1}.

DEFINIZIONE 6.44 (Topologia di uno spazio metrico). Sia (X, d) uno spazio me-

trico. La famiglia di insiemi 7(X) C P(X)
7(X)={AC X :A¢apertoin X}

si dice topologia di X.

TEOREMA 6.45. La topologia di uno spazio metrico X verifica le seguenti pro-
prieta:

(A1) 0, X € 7(X);

(A2) Se Ay,..., A, e7(X),ne N, allora A4, N...NA, € 7(X);

(A3) Per ogni famiglia di indici A risulta

A, e7(X)perogniae A = U A, € T(X).
acA

Dim. Abbiamo gia discusso la proprieta (Al). Proviamo (A2). Sez € A1N...NA,
allora esistono 7y,...,7r, > 0 tali che B, () C A; per ogni i = 1,...,n. Posto
r =min{ry,...,r,} > 0, si ha allora

B.(x) CAN...NA,.
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Anche la verifica di (A3) ¢ elementare. Se infatti x € (J,. 4 Ao allora esiste § € A
tale che x € Az e quindi esiste r > 0 tale che

B.(x) C Ag C | Aa.
acA

O

ESEMPIO 6.46. La proprieta (A2) non si estende ad intersezioni numerabili di
aperti. Sia X = R", n > 1, con la distanza standard. Gli insiemi

{zr eR": |z] <r} = B,(0)

sono aperti per ogni r > 0. L’insieme A = {z € R" : |z| < 1} non ¢ invece aperto,
infatti i punti € A tali che |z| =1 verificano

B,(z) N (R™\ A) # 0 per ogni r > 0.

Ad esempio, il punto (1 + r/2)x appartiene all'intersezione. In effetti A = A ¢ un
insieme chiuso.
D’altra parte A e un’intersezione numerabile di aperti:

e " 1
A—Q{:EER .|x|<1+k}.

In modo duale, la famiglia dei chiusi di uno spazio metrico verifica le proprieta
descritte nel seguente teorema:

TEOREMA 6.47. Sia (X, d) uno spazio metrico. Allora:

(C1) 0, X sono chiusi;

(C2) Se C4,...,Cp, n € N, sono insiemi chiusi di X allora C; U...UC, & un
insieme chiuso di X;

(C3) Sia A una famiglia di indici. Se C,, € un insieme chiuso di X per ogni a € A
allora (1, 4 Co € chiuso in X.

La prova del teorema si ottiene passando ai complementari nel teorema sugli
aperti. In generale, l'unione numerabile di chiusi non & un insieme chiuso.

Le proprieta (A1),(A2) e (A3) possono essere utilizzate per definire in modo
assiomatico uno spazio topologico.

DEFINIZIONE 6.48. Uno spazio topologico € una coppia (X, 7(X)) dove X & un
insieme e 7(X) C P(X) ¢ una famiglia di sottoinsiemi (detti aperti) che verifica le
proprieta (A1), (A2) e (A3) del Teorema 6.45.

Tutti gli spazi metrici sono dunque spazi topologici. Esistono spazi topologici
(X, 7(X)) la cui topologia 7(X) non ¢ indotta da alcuna metrica su X.

8. Caratterizzazione topologica della continuita

Concludiamo questo capitolo con un teorema importante: la caratterizzazione
topologica della continuita.

TEOREMA 6.49 (Caratterizzazione topologica della continuita). Siano (X, dx) e
(Y, dy) due spazi metrici e sia f : X — Y una funzione. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:
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1) f ¢ continua da X in Y;
2) f7Y(A) C X ¢ aperto in X per ogni aperto A C Y;
3) f71(C) C X & chiuso in X per ogni chiuso C C Y.

DiM. Nella dimostrazione useremo le seguenti relazioni insiemistiche, per una
funzione f : X — Y
i) AC f~'(f(A)) per ogni insieme A C X;
ii) f(f~'(B)) C B per ogni insieme B C Y
iii) X\ f7Y(B)=f"YY \ B) perogni BCY.

Proviamo I'implicazione 1)=-2). Verifichiamo che ogni punto xy € f~'(A4) ¢ un
punto interno di f~!(A). Siccome A & aperto e f(xy) € A, esiste € > 0 tale che
By (f(x0),e) C A. Per la continuita di f esiste 6 > 0 tale che dx(z,z9) < 0 implica
dy (f(z), f(zo)) < €. In altre parole, si ha f(Bx(xo,0)) C By (f(x0),e). Ma allora si
conclude che

Bx(w0,8) C [~ (f(Bx(w0,9)) C [~ (By(f(0),€)) C f(A).
Abbiamo usato i).
Proviamo 'implicazione 2)=-1). Controlliamo che f ¢ continua in un generico
punto zy € X. Fissato € > 0, 'insieme By (f(xg),¢) € aperto e quindi 'antimmagine
f Y By(f(xg),e)) ¢ aperta. Siccome zy € f~1(By(f(x0),€)), esiste § > 0 tale che

BX(I(% 6) C f_l(By(f(I0)7€)>,
da cui, passando alle immagini, segue che

f(Bx(x0,6)) € f(f~1(By(f(x0),€))) C By (f(20),¢)-
Abbiamo usato ii). La catena di inclusioni provata mostra che se dx(z,z) < ¢ allora
dy (f(x), f(zo)) < &, che & la continuita di f in .
Verifichiamo ad esempio 2)=-3). Sia C' C Y chiuso. Allora A =Y \ C ¢ aperto e
quindi f71(A) = 7YY\ C) = X\ f71(C) & aperto. Ovvero, f~1(C) & chiuso. O

E facile ora provare che la composizione di funzioni continue ¢ ancora una funzione
continua.

TEOREMA 6.50. Siano (X, dx), (Y,dy) e (Z,dz) spazi metrici e siano f: X — Y
e g: Y — Z funzioni continue. Allora la composizione go f : X — Z & continua.

Dim. Usiamo la caratterizzazione 2) di continuita del teorema precedente. Se A C
Z & un aperto allora g7'(A) C Y ¢ un aperto, e dunque (go f)"'(A) = f~1(g7(A4)) C
X e un aperto. O






CAPITOLO 7

Spazi metrici completi, compatti e connessi

1. Spazi metrici completi

In questa sezione proveremo che ogni spazio metrico ammette un’estensione che
lo rende completo.

DEFINIZIONE 7.1. Una successione (&, )nen in uno spazio metrico (X, d) si dice di
Cauchy se per ogni € > 0 esiste n € N tale che

d(xy, ) < € per ogni n,m > n.

Uno spazio metrico (X, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy in X &
convergente.

Sappiamo che R ¢ completo con la metrica standard. Da questo fatto segue che
R¥ & completo rispetto alla distanza Euclidea, per ogni k > 1.

ESEMPIO 7.2. Lo spazio k-dimensionale R*, k € N, con la distanza standard &
completo. Infatti, se (7, )nen ¢ una successione di Cauchy in R*, allora indicando con
z! la coordinata i-esima di z,, i = 1,...,k, la successione (z!),en a valori reali ¢ di
Cauchy in R e dunque converge 2! — 1 € R. Posto x = (21,...,2%) € R* da questo

segue che x, —  in RF:

‘ N1/2
lim |z, —z| = lim <Z(a:; — x1)2> =0.

n—oo n—00

O

Anche gli spazi metrici discreti (ovvero un insieme con la distanza discreta) sono
completi, in quanto le successioni di Cauchy sono definitivamente costanti.

Vogliamo introdurre ora la definizione di completamento di uno spazio metrico.
Ci occorre la nozione di isometria.

DEFINIZIONE 7.3 (Isometria). Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici. Una
funzione f : X — Y si dice isometria se dy (f(x), f(2')) = dx(x,2’) per ogni z, 2" € X.
Due spazi metrici X e Y si dicono isometrici se esiste un’isometria f : X — Y
suriettiva.

Osserviamo che un’isometria f : X — Y e iniettiva e continua. Inoltre, la funzione
inversa f~1: f(X) — X & ancora un’isometria, con la distanza su f(X) ereditata da

Y.
DEFINIZIONE 7.4 (Completamento). Sia (X, dx) uno spazio metrico. Uno spazio
metrico (Y, dy) si dice completamento di (X, dx) se:
i) Y ¢ completo.

87
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ii) Esiste un’isometria f : X — Y tale che f(X) = Y (con chiusura in Y),
ovvero se f(X) & un insieme denso in Y.

EseMPIO 7.5. Siano Q ed R muniti della distanza standard. L’identita f: Q — R,
f(z) = x & un’isometria. Inoltre f(Q) = Q = R, in quanto i razionali sono densi nei
reali. Dunque R ¢ un (il) completamento di Q.

EseEmPIO 7.6. Consideriamo su R la funzione distanza d : R x R — [0, 00)
d(z,y) = |arctan(x) — arctan(y)|, z,y € R.

La funzione d ¢ una distanza. Infatti: i) d(z,y) > 0 e d(z,y) = 0 se e solo se
x =y, essendo la funzione arcotangente iniettiva. ii) d(x,y) = d(y,x); iii) Vale la
disuguaglianza triangolare. Questo segue dalla subadittivita del valore assoluto.

Dunque, (R, d) ¢ uno spazio metrico. Lasciamo al lettore I'esercizio di verificare
che la topologia di questo spazio metrico coincide con la topologia standard di R.

Proviamo che (R, d) non ¢ uno spazio metrico completo. Si consideri la successione
(@n)nen con a, = n. Questa successione ¢ di Cauchy. Infatti, fissato e > 0 esisten € N
tale che si ha

d(ay,,an,) = |arctan(n) — arctan(m)| < | arctan(n) — 7/2| + |7/2 — arctan(m)| < ¢,

per n,m > n. Tuttavia, la successione (ay,)neny non converge ad alcune elemento di R.
Se infatti esistesse a € R tale che d(a,,a) — 0 per n — oo allora si avrebbe ’assurdo
seguente:

0 = lim |arctan(n) — arctan(a)| = |7/2 — arctan(a)| # 0.
n—oQ
Discorso analogo vale per la successione b, = —n, n € N.

Costruiamo un completamento di (R,d). Sia Y = RU {co} U {—o0} e definiamo
dy(z,y) = |arctan(z) — arctan(y)|, =,y €Y,

con la convenzione che arctan(oo) = 7/2 e arctan(—oo) = —m/2. Chiaramente
(Y, dy) € uno spazio metrico. Proviamo che ¢ completo. Se (a,)ne ¢ una successione
di Cauchy in Y, allora la successione (b,,)nen con b, = arctan(a,) ¢ una successione
di Cauchy in K = [—7/2,7/2] con la distanza standard, che quindi converge ad un
elemento b € K, essendo K chiuso. Siccome arctan : Y — K e iniettiva e suriettiva,
esiste a € Y tale che arctan(a) = b. La successione (a,),en converge allora ad a € Y
nella distanza dy . L

La funzione f : R — Y, f(z) = = & un isometria e inoltre f(R) = Y. Questo
conclude la dimostrazione che (Y, dy) ¢ un (il) completamento di (R, d). Si osservi
che (Y, dg) € isometrico a K con la distanza standard.

L’esempio precedente mostra che la completezza non € una proprieta topologica,
ma metrica.

TEOREMA 7.7. Ogni spazio metrico ha un completamento. Inoltre, due diversi
completamenti sono fra loro isometrici.

DiM. Sia (X, dx) lo spazio metrico che si vuole completare. Alcuni dettagli della
dimostrazione saranno omessi. Lo schema generale ¢ il seguente:

(1) Costruzione dellinsieme Y.
(2) Definizione di dy e prova che si tratta di una distanza.
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(3) Definizione dell’isometria f : X — Y e prova che f(X) =Y (densita).
(4) Verifica che (Y, dy) ¢ uno spazio metrico completo.
(5) Prova dell'unicita del completamento.

(1) Sia A = {(zn)nen : (Tn)nen successione di Cauchy in X}. Introduciamo su A
la relazione

(xn)neN ~ (I;L)nGN se e solo se lim dx(;{,’n, J};l) = 0.
n—00

Tale relazione & un’equivalenza su A (verifica facile). Definiamo il quoziente
Y=A. .= {[(xn)neN]  (Tp)nen € A}.
Nel seguito indichiamo con T = [(x,,)nen] le classi di equivalenza.
(2) Definiamo la funzione dy : Y x Y — [0, 00)

dy(.ff,.f/) = lim dx(.CEn,ZL’/ )
n—oo
Affermiamo che:
i) II limite esiste.
ii) La definizione non dipende dal rappresentante della classe di equivalenza
(prova omessa).
iii) dy verifica le proprieta della distanza (verifica facile).

Proviamo i). In questo punto cruciale si usa la completezza di R. E sufficiente
verificare che la successione reale (a,)nen con a, = dx(z,,!,) sia di Cauchy. Infatti:

| — am| < |dx (20, 23,) — dx(Tm, 27,)| + |dx (Tm, 27,) — dx (T, 27,)]
< dx (T, Tm) + dx (2, 7,,) < €
per m,n > n. Abbiamo usato la disuguaglianza triangolare varie volte.
(3) Definiamo la funzione f : X — Y ponendo f(z) = “successione costante

identicamente uguale ad z”. Proviamo che f(X) = Y. Siano y € Y ed € > 0.
Siccome la successione (Y, )nen ¢ di Cauchy:

dx (Ym,Yn) < € per m,n > 0,
e dunque
dy (f(yn),9) = lim dx(yn, yn) < € < 2e.
Questo prova che By (7,2¢) N f(X) # 0 per ogni € > 0.

(4) Proviamo ora che (Y, dy) & completo. Sia (7*)ren una successione di Cauchy
inY:
. kE hy __ —k —h 1-
lim dx (Y, yn) = dy (7", 7") < & per h,k >k,
n—o0
e dunque, definitivamente in n si ha
dx (Y, y") < e per b,k > k.

Questa e 'informazione che abbiamo.
Dal punto (3) segue che per ogni k € N esiste y* € X tale che dy (f(y*), 7*) < 1/k,
ovvero definitivamente in n si ha

dx(y", yl) < 1/k.
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Formiamo la successione (y*)zen e proviamo che & di Cauchy in X:

11 _
dx(y"y") < dx(y" y)+dx (v, yn)+dx (v, y") < 7+e+7 < 3 per b,k > k (opportuno).

Sopra abbiamo fatto una scelta opportuna di n. Dunque § = [(4*)ren] € Y. Ora

proviamo che
. (Vdy)
—

k—o0
Fissiamo ¢ > 0. Allora, definitivamente in n si ha

1 _
dx(yh y™) < dx(yh, y") +dx(y*,y") < e +e<2perk>k.

Questo prova che dy (7", 7) < 2¢ per k > k.

(5) Rimane da provare 'unicita. Siano f: X — Y e g: X — Z isometrie tali che
f(X) =Y e g(X) = Z, con chiusura nelle topologie di Y e Z, rispettivamente. La
funzione h : g(X) — f(X), h = fog™' & un’isometria da (g(X),dz) a (f(X),dy) in
quanto f e g sono isometrie. Estendiamo h ad una funzione da Z in Y nel seguente
modo. Dato z € Z, per la densita esiste una successione (z,)neny in X tale che
g(x,) — 2z in Z per n — oo. La successione (f(x,))nen € di Cauchy in Y, in quanto
si ottiene dalla successione di Cauchy (g(z,))nen mediante h, e dunque converge ad
un elemento y € Y. Poniamo allora h(z) = y. Con un argomento analogo si prova
che h e suriettiva su Y. La funzione h cosi definita € un isometria su tutto Z:

dy (h(2), h()) = Tim T dy(f(za), f()) = I lim dz(g(r,).g(x},)) = dz(z. 2).

Abbiamo usato la continuita della funzione distanza e il fatto che h € un’isometria su
9(X). O

2. Compattezza sequenziale e compattezza sono equivalenti
Sia (X, d) uno spazio metrico.

DEFINIZIONE 7.8 (Insiemi sequenzialmente compatti). Un sottoinsieme K C X
si dice sequenzialmente compatto se ogni successione di punti (x,),ey in K ha una
sottosuccessione che converge ad un elemento di K.

Gli insiemi sequenzialmente compatti sono chiusi e limitati. Ricordiamo che un
insieme K C X si dice limitato se esistono zgp € X ed r > 0 tali che K C B,(zo)
(equivalentemente: per ogni zg € X esiste r > 0 tale che K C B,(zo)).

PROPOSIZIONE 7.9. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia K C X un sottoinsieme
sequenzialmente compatto. Allora K e chiuso e limitato.

Dim. Proviamo che K = K. Per ogni r € K esiste una successione (Zp)nen in K
che converge ad x. Questa successione ha una sottosuccessione (z,,);en che converge
ad un elemento di K. Ma questo elemento deve essere x, che quindi appartiene a K.

Supponiamo per assurdo che K non sia limitato. Allora esiste un punto xq € X
tale che K N (X \ B,(xg)) # 0 per ogni r > 0. In particolare, con la scelta r =n € N
esistono punti z,, € K tali che d(z,,x¢) > n. La successione (x,)nen € in K. Quindi
esiste una sottosuccessione (z,,);en convergente ad un elemento # € K. Ma allora

d(l‘,x‘o) > d(xOanj) - d(.Tn].7I> > n; — d(‘rn]wx) — 0
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per j — 0o. Questo ¢ assurdo perche d(x,zg) < 0. OJ

EsemMpio 7.10. Sia X = R con la distanza standard e sia K C R un insieme non
vuoto. Se K ¢ limitato, allora dal Teorema di Bolzano-Weierstrass segue che ogni
successione in K ha una sottosuccessione convergente. Se K ¢ anche chiuso, allora il
limite di questa successione e un elemento di K.

Dunque, un sottoinsieme K C R chiuso e limitato e sequenzialmente compatto.
Il viceversa vale per la proposizione precedente.

TEOREMA 7.11 (Heine-Borel). Sia R™, m > 1, munito della distanza standard e
sia K C R™ un insieme. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) K & sequenzialmente compatto;
B) K é chiuso e limitato.

DiM. Proviamo l'affermazione B)=-A). Sia (2,)nen una successione di punti in K.
Scriviamo le coordinate z,, = (zl,...,2™). La successione reale (z}),cy ¢ limitata

e dunque ha una sottosuccesione (x}lj)jeN convergente ad un numero r' € R. La

successione (xij )jen € limitata e quindi ha una sottosuccessione convergente ad un

numero x? € R. Si ripete tale procedimento di sottoselezione m volte. Dopo m

sottoselezioni successive si trova una selezione crescente di indici j + k; tale che
clascuna successione di coordinate (x}cj)jeN converge ad un numero z* € R, i =
1,...,m. Ma allora (xy,);en converge a x = (z',...,2™) € R™. Siccome K & chiuso,
deve essere z € K. U

EsEMPIO 7.12. Sia ¢*(R) con la distanza data dalla norma naturale introdotta
nell’Esempio 6.7. Consideriamo l'insieme

K = {X € *(R): ]| 2@ < 1}.

L’insieme K ¢ chiaramente limitato. Inoltre ¢ chiuso, in quanto ¢ I’anti-immagine del
chiuso (—o0, 1] C R rispetto alla funzione continua f : *(R) — R, f(z) = ||x||2(®)-

Mostriamo che K non & sequenzialmente compatto. Indichiamo con e, € *(R)
la successione (ay)gen tale che ap = 1se k =n e a, = 0 se k # n. La successione
(en)nen € in K ma non puo avere alcuna sottosuccessione convergente, in quanto per
m # n si ha

len — emHZ?(R) =2

Una sottosuccessione convergente dovrebbe essere di Cauchy, e questo non e possibile.

La definizione di insieme compatto ¢ puramente topologica (basta poter parlare
di insiemi aperti).

DEFINIZIONE 7.13 (Ricoprimento e sottoricoprimento). Una famiglia di insiemi
{As}aeca, con A, C X, si dice un ricoprimento di un insieme K C X se

K c | A

Il ricoprimento si dice aperto se A, € un insieme aperto per ogni o € A.
Sia ora B C A. La famiglia di insiemi {Ag}sep si dice un sottoricoprimento del
ricoprimento {A, }aeca se risulta ancora

K C U AB‘
BeB
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Il sottoricoprimento si dice finito se Card(B) < occ.

DEFINIZIONE 7.14 (Insieme compatto). Un sottoinsieme K C X si dice compatto
se ogni ricoprimento aperto di K possiede un sottoricoprimento finito.

EsEmMPIO 7.15. Sia X = R con la distanza standard. L’intervallo aperto A = (0, 1)
non & compatto. Infatti la famiglia di insiemi {A,, },en con A, = (1/n,1) forma un
ricoprimento di A in quanto

A=Ja/n,1).

Da tale ricoprimento, tuttavia, non e possibile estrarre alcun sottoricoprimento finito.

Chiaramente, 'insieme A non e sequenzialmente compatto, in quanto non e chiuso.
Sia ora B = [0,00). Questo intervallo ¢ chiuso, ma non ¢ compatto. Infatti, la

famiglia di insiemi { By, }nen con B,, = (—1,n) forma un ricoprimento di B in quanto

B C G(—l,n).

Da tale ricoprimento, tuttavia, non e possibile estrarre alcun sottoricoprimento finito.
Chiaramente, I'insieme B non e sequenzialmente compatto, in quanto non e limitato.

Negli spazi metrici, le nozioni di compattezza e di compattezza sequenziale coin-
cidono.

TEOREMA 7.16. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia K C X. Sono equivalenti le
seguenti affermazioni:
A) K ¢ sequenzialmente compatto.
B) K ¢ compatto.

Una versione piu dettagliata di questo teorema sara data nella Sezione 4, Teorema
7.26.

DEFINIZIONE 7.17 (Spazio separabile). Uno spazio metrico (X, d) si dice separabile
se esiste un sottoinsieme Xy C X tale che Xy = X e Xj ¢ (al pit) numerabile.

ProproOsiZzIONE 7.18. Gli spazi metrici compatti sono separabili.

DiM. Diamo lo schema della dimostrazione. Fissato » > 0, la famiglia di pal-
le (aperte) {B,(x) : * € X} ¢ un ricoprimento aperto di X che dunque ha un
sottoricoprimento finito.

Dunque, per ogni k € N esiste un insieme finito di punti 2%, . .. ,xﬁk € X, np €N,
tali che
ng
X = Bi(ah).
i=1
L’insieme di tutti i centri
oo N
k
Xo = U U{mz}
k=1i=1

¢ al pit numerabile ed e denso in X. [l
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3. Continuita e compattezza
Proviamo che le immagini continue di insiemi compatti sono insiemi compatti.

TEOREMA 7.19. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici e sia f : X — Y una
funzione continua. Se X & compatto allora f(X) C Y & compatto in Y.

DiM. Sia (As)aca un ricoprimento aperto di f(X). Precisamente, gli insiemi
A, C Y sono aperti e
F(x) c | A
acA
Passando alle anti-immagini si ha

x=rey et (Uad) = U,
acA acA
L’inclusione centrale ¢ in effetti un’uguaglianza di insiemi. Gli insiemi f~!}(4,) C X
sono aperti, in quanto f & continua. Siccome X ¢ compatto esiste B C A con
Card(B) < oo tale che

X = r'(4p).
BeB
Passando ora alle immagini si ottiene

7 = (U £ 0) = U ro ) < U 4s
geB BeB BeB

Dunque, ogni ricoprimento aperto di f(X) ha un sottoricoprimento finito. Questo
termina la dimostrazione.

Alternativamente, si pud provare che f(X) C Y & sequenzialmente compatto. Sia
(Yn)nen una successione in f(X). Esistono punti z,, € X tali che f(z,) = y,, n € N.
La successione (z,)nen ha una sottosuccessione (z,,)jen che converge ad un punto
xp € X. Siccome [ e continua si ha

lim f(zn;) = f (o).

J—00

In altri termini, y,, — f(zo) € f(X) per j — oc. O

OSSERVAZIONE 7.20. Un insieme K C R compatto (e non vuoto) allora ammette
massimo e minimo. La prova e contenuta nella dimostrazione del seguente teorema.

TEOREMA 7.21 (Weierstrass). Sia (X, d) uno spazio metrico compatto e sia f :
X — R una funzione continua. Allora esistono xg,x; € X tali che

f(zg) = g%l}r{lf(:l?) =min{f(z) e R:2z € X},
flzy) = rglea%f(x) =max{f(z) e R:x € X}.

Dim. Per il teorema precedente, I'insieme f(X) C R & compatto. Per il Teorema
di Heine-Borel 'insieme f(X) ¢ pertanto chiuso e limitato. Essendo limitato, esistono
finiti
—oo < inf f(z) <sup f(x) < 0.
zeX xeX
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Essendo chiuso, 'insieme f(X) C R ha minimo e massimo, ovvero esistono xg, z; € X

tali che
flwo) = min f(z),  f(w1) = max f(z).

O

DEFINIZIONE 7.22 (Uniforme continuita). Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi me-
trici e sia A C X. Una funzione f : A — Y si dice uniformemente continua su A se
per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni x, xg € A vale I'implicazione

dx(x,x0) <d = dy(f(x), f(z0)) <e.

OSSERVAZIONE 7.23 (Continuita e continuita uniforme). Confrontiamo la defini-
zione di “continuita uniforme su A”:

Ve >03d > 0Vae,x0 € A dx(z,20) <6 = dy(f(z), f(xg)) <e,
con la definizione di “continuita in ogni punto xg € A”:
Vaeg € AVe > 030 >0Vx € A: dx(z,x0) <6 = dy(f(x), f(x)) <e.

In quest’ultima definizione, § = §(z() > 0 dipende dal punto zq € A. Nella continuita
uniforme su A, invece, § non dipende da .

TEOREMA 7.24 (Heine-Cantor). Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici e sia f :
X — Y continua. Se X ¢ compatto allora f ¢ uniformemente continua su X.

DiM. Fissiamo € > 0 e cerchiamo il 6 > 0 che garantisca ['uniforme continuita.
Siccome f ¢ continua su X, per ogni Z € X esiste 6(z) > 0 tale che dx(z,7) < §(Z)
implica dy (f(z), f(Z)) < £/2. Chiaramente si ha

X = Bswya(®),
zeX
e quindi per la compattezza esistono finiti punti xq,...,z, € X tali che, posto r; =
d(z;)/2, si ha

X =B, ().

i=1
Scegliamo 0 = min{ry,...,r,} > 0. Siano ora x,zy € X tali che dx(z,x¢) < 0. Per
la proprieta di ricoprimento, esiste i = 1,...,n tale che zy € B, (x;). D’altra parte,

si ha anche
dx(l',l'i) S dX(fL’,ZL‘o) —+ dx(l’o,l‘i) <d +7; S 27",‘ = 5(1’1)

In altri termini, z, g € Bj(,)(2;) e quindi
€
Ay (F(2), f(20)) < e (F(2), f@)) + e (F(), flwo) < 5+ 5 =
Questo termina la dimostrazione.
Una dimostrazione alternativa si puo ottenere lavorando con la compattezza se-
quenziale. Per assurdo si suppone che esistano € > 0 e successioni (2, )nen € (Yn)nen
in X tali che per ogni n € N sia

A ye) < = ma dy(F(), Fu) 2 > 0.
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Si estraggono sottosuccessioni (2, )jen € (Yn;)jen che convergono in X a punti xo, yo €
X, rispettivamente. Dalla disuguaglianza a sinistra si deduce che deve essere x¢ = .
Dalla continuita si trova

T dy (£ (20, £, )) = dy (7o), £(z0)) =0,

e questo ¢ in contraddizione con la disuguaglianza a destra. 0

4. Caratterizzazione degli spazi metrici compatti

La nozione chiave nella caratterizzazione della compattezza e quella di “totale
limitatezza”.

DEFINIZIONE 7.25 (Totale limitatezza). Uno spazio metrico (X,d) si dice to-
talmente limitato se per ogni r > 0 esistono x1,...,z, € X, n € N, tali che

X:U&m)

Il seguente teorema caratterizza gli spazi metrici compatti.

TEOREMA 7.26. Sia (X,d) uno spazio metrico. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

i) X & compatto.

ii) Ogni insieme A C X con Card(A) = oo ha un punto di accumulazione.
iii) X ¢ sequenzialmente compatto.
iv) X & completo e totalmente limitato.

DiM. i)=-ii). Sia X compatto e sia A C X un sottoinsieme con cardinalita
Card(A) = oo. Supponiamo per assurdo che A non abbia punti di accumulazione.
Allora per ogni x € X esiste r, > 0 tale che

B, (x)\{z}nA=10.

Dal momento che X = U B, (x) € un ricoprimento aperto, dalla compattezza di X
zeX

n

segue che esistono finiti punti z1,...,x, € X tali che X = U B,,. (x;). Da cio segue
i=1

che

A=ANnX =|JANnB,, (z;) c | J{=:},
i=1 =1
ed A ¢ un insieme finito. Questo ¢ assurdo.

ii) =1iii). Sia (z,)nen una successione in X. Se la cardinalita dell'insieme A =
{z, € X : n € N} ¢ finita allora la successione (x,),eny ha una sottosuccessione co-
stante. Se la cardinalita di A non e finita, allora esiste z € X punto di accumulazione
di A. Allora per ogni k € N esiste n, € N tale che z,, € By/(x). Inoltre, la scelta
di ny puo essere fatta in modo tale da avere una selezione crescente di indici k& +— ny.
La sottosuccesione (x,, Jren converge ad .
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iii) =-iv). Proviamo che X & completo. Sia (z,)neny una successione di Cauchy.
Per ipotesi esiste una sottosuccessione (@n, Jken che converge ad un punto z € X. Ma
allora, fissato € > 0 esistono n, k € N tali che

d(z,x,) < d(z,zp,) + d(xp,, T,) < 26

non appena k > k e n,n;, > n. Questo prova che z,, — z in X per n — oo.
Proviamo che X e totalmente limitato. Supponiamo per assurdo che esista r > 0

tale che non ci sia un ricoprimento finito di X con palle di raggio r.
n—1

Prendiamo 2y € X, x5 € X \ B,(z1) e per induzione z,, € X \ U B,(x;). La
i=1
successione (Z, )nen verifica d(z,, ) > r per ogni n # m, e dunque non puo avere
sottosuccessioni convergenti.

iv) =1). Questa ¢ la parte piu significativa della dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che X non sia compatto. Allora ¢’¢ un ricoprimento
aperto di X, sia esso { A, }aeca, che non ha alcun sottoricoprimento finito.

Per la totale limitatezza, esistono palle Bj,... ,B}Ll di raggio 1 tali che X =
U, B}. Senza perdere di generalita possiamo supporre qui e nel seguito che le palle
siano chiuse. In particolare, esiste una palla B}l, 1 <41 < ny, che non e ricoperta da
un numero finito di aperti A,. L’insieme Bil1 ¢ totalmente limitato, e quindi esistono
palle B}, ..., B2 relative a B} diraggio 1/2 tali che B}, C |J;?, B?. Esiste un insieme
Bf2 che non puo essere ricoperto da un numero finito di insiemi aperti A,.

Ora procediamo per induzione. Per ogni k € N esiste una palla chiusa Bfk relativa
a B;:ll, con raggio 1/k che non puo essere ricoperta con un numero finito di insiemi
aperti A,.

Poiche X e completo, la successione decrescente di insiemi chiusi (Bfk)keN ha
intersezione non vuota. Dunque esiste z € ﬂZ’;l Bfk . D’altra parte, z € A, per
qualche a € A ed esiste dunque r > 0 tale che B,(x) C A,. Se ora k € N ¢ tale che
1/k < r/2 allora Bl C B.(x) C A,. Questa ¢ una contraddizione, perche Bf non
puo essere ricoperto da un numero finito di insiemi A,. O

5. Insiemi connessi

In questa sezione introduciamo la nozione di spazio metrico connesso e di insieme
connesso in uno spazio metrico. Poi esaminiamo il legame fra connessione e continuita.

DEFINIZIONE 7.27 (Spazio connesso). Uno spazio metrico (X, d) si dice connesso
se: X = A; U A, con A;, Ay insiemi aperti tali che A; N Ay = () implica che A; = ()
oppure A, = ().

Se X non e connesso allora esistono due insiemi aperti disgiunti e non-vuoti A; e
A, tali che X = AjUA;. Quindi A; = X\ Az e Ay = X'\ Ay sono contemporaneamente
aperti e chiusi. Se X ¢ connesso () ¢ X sono gli unici insiemi ad essere sia aperti che
chiusi (questa ¢ una definizione equivalente di spazio metrico connesso).

Sia (X, d) uno spazio metrico e sia Y C X un suo sottoinsieme. Allora (Y,d) ¢
ancora uno spazio metrico che avra la sua topologia 7(Y), che si dice topologia indotta
da X su 'Y o topologia relativa.
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EsErcizio 7.28. Sia Y C X con la topologia relativa. Provare che un insieme

A C Y e aperto in Y se e solo se esiste un insieme B C X aperto in X tale che
A=Y nNB.

EsEmMPIO 7.29. Sia X =R e Y = [0,1]. L’insieme [0,1/2) C [0, 1] & relativamente
aperto in [0, 1] in quanto [0,1/2) = [0,1] N (—o0,1/2).

DEFINIZIONE 7.30. Sia (X, d) uno spazio metrico. Un sottoinsieme Y C X si dice
connesso se € connesso rispetto alla topologia indotta. Precisamente, Y e connesso
se: Y = (Y NA)U((Y NAy) con Ay, Ay aperti di X e unione disgiunta implica che
Y NA =0 oppure Y N Ay = 0.

Ricordiamo che un insieme I C R € un intervallose e solose z,y € [ex < z <y
implicano che anche z € 1.

TEOREMA 7.31. Sia R munito della distanza standard e sia I C R. Sono equiva-
lenti:

A) I & connesso.
B) I ¢ un intervallo.

DiM. A)=-B). Se per assurdo I non ¢ un intervallo allora esistono punti z < z < y
tali che z,y € I ma z ¢ I. Allora si ha

I=(InN(-00,2))U(IN(z,00))
con unione disgiunta e I N (—o0,z) # 0, I N (z,00) # () aperti relativi non vuoti.
B)=-A). Proveremo, ad esempio, che l'intervallo I = [0, 1] & connesso. Sia
I=(INnA)U(INA)

con unione disgiunta e Ay, A C R aperti di R. Siccome 0 € I = [0, 1] avremo ad
esempio 0 € A;. Nostro obiettivo & di provare che I N Ay = (.
Definiamo il numero

T=sup{z€[0,1]:[0,z) CINA}€ER,

che esiste finito per I’Assioma di Completezza.

Deve essere T < 1 ed inoltre z > 0, perche, essendo A; aperto esiste § > 0 tale
che [0,6) C A;. Proviamo che T ¢ A,. Se fosse T € A, allora, essendo A, aperto,
esisterebbe ¢ > 0 tale che 0 < T — e € I N Ay. Dalla definizione di Z si ha anche
T—e € A;equindi INA;NAy # (0. Questo non ¢ possibile perche I'unione ¢ disgiunta.
Quindi deve essere T € I N Aj.

Se, poi, fosse & < 1 allora esisterebbe 6 > 0 tale che [z,Z + §) C A;. Questo
contraddice la definizione di . Quindi z = 1 e dunque I C A;. Da questo si deduce
che I N Ay = (. Altrimenti si avrebbe (I N A;y) N (I N Ay) # 0. O

EsEMPIO 7.32. Riportiamo senza prove alcuni fatti elementari:
1) R™ & connesso per ogni n > 1.
2) R™\ {0} ¢ connesso per n > 2 ma non ¢ connesso per n = 1.
3) R*"\ {x € R": z,, = 0} non & connesso, n > 1.
4) R"\ {z € R": |x| = 1} non ¢ connesso, n > 1.
Il punto 1) seguira dal fatto che R™ & connesso per archi.
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Ora mostriamo che I'immagine continua di connessi ¢ connessa.

TEOREMA 7.33. Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e sia f : X — Y
continua. Se X & connesso allora f(X) C Y & connesso.

DiM. Siano Ay, As C Y insiemi aperti tali che

JX) = (f(X)NA) U (f(X) N A)

con unione disgiunta. Allora

X = (f(X) = FH((FX)NAYU(f(X) N A))
= [THFX)NA) U fTHA(X) N Ap))

= (XN A)UX N (A) = [T (AU FH(A).
L’ultima unione ¢ disgiunta e gli insiemi f~!(A ), A 2) sono aperti perche f ¢
continua. Siccome X & connesso deve essere f~'(A;) = () oppure f~!(A4y) = 0.

Dunque, si ha f(X) N A; = 0 oppure f(X) N Ay = 0. O

DEFINIZIONE 7.34 (Spazio connesso per archi). Uno spazio metrico (X, d) si dice
connesso per archi se per ogni coppia di punti x,y € X esiste una curva continua
v :[0,1] = X tale che v(0) =z e y(1) = v.

TEOREMA 7.35. Se uno spazio metrico (X, d) & connesso per archi allora & con-
nesso.

DiMm. Supponiamo per assurdo che X non sia connesso. Allora esistono due aperti
Ay, Ay disgiunti e non vuoti tali che X = A; U Ay, Siano z € A e y € Ay, e sia
v :[0,1] — X una curva continua tale che v(0) = z e y(1) = y. Ma allora

[0,1] = ([0, 2] Ny (A1) U ([0, 1] Ny~ (Az))
con unione disgiunta e 7 1(A;)) e v (Ay) aperti non vuoti relativi a [0, 1]. Questo ¢

assurdo perche [0, 1] & connesso. O

ESERCIZIO 7.36. Si consideri il seguente sottoinsieme del piano:
A= {(z,sin(l/z)) e R*:z € (0,1]} U{(0,y) e R?: y € [-1,1]}

con la topologia indotta dal piano. Provare che A & connesso ma non & connesso per
archi.

TEOREMA 7.37 (Valori intermedi). Sia A C R un intervallo e sia f : A — R una
funzione continua. Allora per ogni y € (inf4 f,sup, f) esiste un punto = € A tale che

flx) =y.
Dim. Infatti I'insieme f(A) C R & connesso e quindi ¢ un intervallo e quindi
y € (inf4 f,sup, f) implica che y € f(A). O
TEOREMA 7.38 (degli zeri). Sia f : [a,b] - R, —00 < a < b < 00, una funzione
continua tale che f(a) < 0ed f(b) > 0. Allora esiste z € (a,b) tale che f(z) =0.

Dim. Segue dal Teorema dei valori intermedi osservando che inf4 f < f(a) <0 <
f(b) < supy f. 0
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ESERCIZIO 7.39. Sia f : [0,1] — R una funzione continua e iniettiva. Provare che
f([0,1]) C R & un intervallo compatto e che la funzione inversa f~!: f([0,1]) — [0, 1]
¢ continua.

TEOREMA 7.40. Sia A C R"™ un aperto connesso (non vuoto). Allora A ¢ connesso
per archi.

DiM. Dimostreremo un’affermazione piu precisa: A € connesso per curve poligo-
nali. Sia ¢y € A un punto scelto a nostro piacere. Definiamo il seguente insieme

A= {x € A : x si connette a xg con una curva poligonale contenuta in A}.

Proviamo che A; ¢ aperto. Infatti, se x € A; C A allora esiste ¢ > 0 tale che
B.(x) C A, in quanto A ¢ aperto. Ogni punto di y € B.(z) si collega al centro z
con un segmento contenuto in A. Dunque y si collega a xy con una curva poligonale
contenuta in A, ovvero B.(x) C A;.

Sia Ay = A\ A;. Proviamo che anche Ay & aperto. Se z € Ay C A allora esiste
e > 0 tale che B.(z) C A. Affermiamo che B.(z) C As. Se cosi non fosse troveremmo
y € B.(x)NA;. Il punto zg si collega a y con una curva poligonale in A ed y si collega
ad = con un segmento contenuto in A. Quindi x € A;, che non e possibile. Questo
argomento prova che A, e aperto. Allora abbiamo

X:A1UA2

con A; e Ay aperti ed unione disgiunta. Siccome X & connesso, uno degli aperti deve
essere vuoto. Siccome A; # () allora Ay = (). Questo termina la dimostrazione. OJ



