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CHAPTER 1

Numeri naturali e reali

1. Numeri naturali e principio di induzione

Dal modo stesso in cui i numeri naturali vengono costruiti o definiti, discende la
validita del Principio dinduzione.

Principio d’induzione. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il numero natu-
rale n € N. Supponiamo che:

i) A(0) (oppure A(1) se N inizia da 1) & vera (base induttiva);
ii) A(n) = A(n+1) per ogni n € N (passo induttivo).
Allora A(n) & vera per ogni n € N.

1.1. Formula per la somma geometrica. Per ogni numero reale x € R, z # 1
e per ogni n € N si ha

1 — xn—&-l
(1.1) l+z+2*+.. . 42" ="—"
1—=z
La formula vale anche se + € C & un numero complesso x # 1. La prova e per
induzione sun > 1. Per n =1 si ha

1— 22 1 1—
$ :( +2)( x)zl—i—x.
11—z 1—=x

Supponiamo vera la formula (1.1) per n € N. Allora si ha

1_ n+1
1—|—$+x2+...+x”+1:1—|—$—{—x2+...+1’"+$"+1:1—x+:v"+1
i
B 1_$n+1+<1_x>xn+1 B 1_In+2
o 11—z I

1.2. Disuguaglianza di Bernoulli. Sia x € R un numero reale tale che x > —1.
Allora per ogni n € N si ha:

(1.2) (14+2z)" > 14 nax.

La prova e per induzione su n > 1. Per n = 1 si ha un’identita. Supponiamo vera le
(1.2) per un certo n € N e proviamola per n + 1:

Q4+ =0+2)"0+2)> 1 +nr)(l+z)=1+nz+z+nz>>1+ (n+ 1.
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6 1. NUMERI NATURALI E REALI

1.3. Formula del Binomio di Newton. Il fattoriale n! si definisce per in-
duzione nel seguente modo:

)ol=1lell=1,
i) (n+1)!=(n+1)-n!.
Dati n,k € N con k < n, si definiscono i coefficienti binomiali

(1) = e

Siano z,y € R e n € N. Verifichiamo per induzione la formula per il Binomio di

Newton: .
n n n—
(x +y) :Z (k>x Fyk.
k=0
Quando n =1 la verifica e elementare:

(- () (o

Supponiamo vera la formula per n e proviamola per n + 1:

(2+y)" =@ty le+y)" =(@+y) ) (Z) a" Ryt

k=0

(e 20
(e e

(o2 ) (e

Ora utilizziamo la formula di Stiefel, la cui verifica e un facile esercizio. Per ogni
n,k € N con k < n vale I'identita

n+1\ n +n
k S \k-—1 k)
Si trova allora
1 n+1 n+1
n+l __ n+1 n+l—k, k n+1
w4 ( JEED D ) E i Vhey

+
0
(n + 1) Ry

|
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2. Numeri reali

2.1. Relazioni d’ordine. Premettiamo la definizione di ordine totale.

DEFINIZIONE 2.1 (Ordine totale). Una relazione < su un insieme X ¢ una re-
lazione di ordine totale se per ogni x,y,z € X si ha:

i) x < x (proprieta riflessiva);

ii) = <y oppure y < z (confrontabilita);
iii) Se z < y e y < z allora x = y (proprieta antisimmetrica);
iv) Sex <y ey < zallora x < z (proprieta transitiva).

2.2. Introduzione assiomatica dei numeri reali. Introduciamo in modo as-
siomatico i numeri reali come campo ordinato completo.

DEFINIZIONE 2.2. I numeri reali sono un insieme R munito di due operazioni
+:RxR—=>Re-:R xR — R e diuna relazione di ordine totale < che verificano,
per ogni z,vy, z € R, la seguente lista di assiomi.

Assiomi della somma:

(S1) x +y = y + « (proprieta commutativa);

(S2) x + (y+ 2) = (x + y) + z (proprieta associativa);

(S3) esiste 0 € R tale che z + 0 = x per ogni € R (esiste 'elemento neutro);

(S4) per ogni = € R esiste —z € R tale che z + (—z) = 0 (esiste I'opposto).
Assiomi del prodotto (o moltiplicazione):

(P1) z -y =y - x (proprieta commutativa);

(P2) z-(y-2) = (x-y) -z (proprieta associativa);

(P3) esiste 1 € R, 1 # 0, tale che 1 -x = x per ogni z € R (esiste ’elemento

neutro);
(P4) per ogni z € R, z # 0, esiste 7! € R tale che z-27! = 1 (esiste il reciproco).

Proprieta distributiva:
D)z-(y+z2)=x-y+a-=z.
Assiomi dell’ordine:

(01) se x <y allorax+ 2z < y+ z;
(02) sex<yez>0,alloraz-z<vy-z.
Assioma di completezza:

(AC) Ogni insieme non vuoto A C R superiormente limitato ha estremo superiore.

Chiariremo l'assioma di completezza fra breve. Gli insiemi N, Z, Q sono in modo
naturale sottoinsiemi di R. I numeri razionali Q con le usuali operazioni e relazione
d’ordine formano un campo ordinato che verifica tutti gli assiomi precedenti, ad ec-
cezione dell’Assioma di completezza.

DEFINIZIONE 2.3 (Maggiorante, estremo superiore, massimo). Sia A C R un
sottoinsieme di R.

i) Un elemento y € R & un maggiorante di A se x <y per ogni = € A.
ii) L’insieme A si dice superiormente limitato se ha un maggiorante.
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iii) Un elemento = € R si dice estremo superiore di A se ¢ un maggiorante di
A e se x < z per ogni altro maggiorante z di A (ovvero x ¢ il minimo dei
maggioranti). Se x € R ¢ 'estremo superiore di A porremo

sup A = x.
iv) Se A non ¢ superioremente limitato porremo
sup A = oo.

La convenzione naturale per I'insieme vuoto ¢ di porre sup ) = —o0.
v) Un numero z € R si dice massimo di A se z =sup A ed x € A. Scriveremo
in questo caso

max A = z.

L’estremo superiore e il massimo, se esistono, sono unici. La definizione di estremo
superiore puo essere riformulata nei seguenti termini. Un numero x € R e 'estremo
superiore di un insieme A C R se e solo se:

i) y <z per ogniy € A;
ii) Per ogni ¢ > 0 esiste y € A tale che y > x — €.

DEFINIZIONE 2.4 (Minorante, estremo inferiore, minimo). Sia A C R un sottoin-
sieme di R.

i) Un elemento y € R & un minorante di A se y < x per ogni x € A.
ii) L’insieme A si dice inferiormente limitato se ha un minorante.
iii) Un elemento = € R si dice estremo inferiore di A se ¢ un minorante di A e se
z < z per ogni altro minorante z di A (ovvero z ¢ il massimo dei minoranti).
Se x € R ¢ I'estremo inferiore di A porremo

inf A =ux.
iv) Se A non ¢ inferiormente limitato porremo
inf A = —o0.

La convenzione naturale per I'insieme vuoto ¢ di porre inf () = oo.
v) Un numero x € R si dice minimo di A se z =inf A ed x € A. Scriveremo in
questo caso
min A = z.
Un numero z € R & 'estremo inferiore di un insieme A C R se e solo se:
i) y > x per ogni y € A;
ii) Per ogni ¢ > 0 esiste y € A tale che y < x + ¢.

2.3. Conseguenze della completezza.

PROPOSIZIONE 2.5 (Proprieta di Archimede). Per ogni coppia di numeri reali
x,y € R, x,y > 0, esiste un numero naturale n € N tale che nx > y.

DiM. Supponiamo per assurdo che esistano numeri reali x,y € R con x,y > 0 tali
che nx <y per ogni n € N. Allora l'insieme

A={nzeR:neN}
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¢ superioremente limitato, in quanto y ne ¢ un maggiorante. Per ’Assioma di com-
pletezza esiste I'estremo superiore & = sup A. Il numero T € R ¢ caratterizzato dalle
seguenti due proprieta:

1) nz < T per ogni n € N, ovvero T & un maggiorante di A;
2) Per ogni € > 0 esiste n € N tale che nz > T — ¢, ovvero Z ¢ il minimo dei
maggioranti.

Scegliamo ¢ = = > 0 nella proprieta 2) e sia n € N il corripondente numero
naturale, ovvero nx > & — x. Allora da 1) e 2) si ottiene:

z>m+lrz=nrx+ar>r—zcr+z =71,
che ¢ una contraddizione. O

DEFINIZIONE 2.6 (Parte intera e frazionaria). Sia z € R un numero reale e si
consideri 'insieme

Ax:{pEZ:pr}.

Per la proprieta di Archimede, esiste n € N tale che n > x. Quindi A, ¢ un insieme
di numeri interi superiormente limitato che ha dunque estremo superiore. Poiche A,
e un sottoinsieme di Z questo estremo superiore ¢ un massimo. Definiamo la parte
intera di x

(2] =max{peZ:p <z} €L

Il numero [z| € Z ¢ il pin grande intero minore o uguale ad x. La parte frazionaria
di x ¢ il numero {z} =z — [z].

Parte intera e parte frazionaria verificano le seguenti disuguaglianze:
[z] <z <[z]+1, 0<{z}<1.
Proviamo ora che i numeri razionali Q sono densi in R.

PROPOSIZIONE 2.7 (Densita di Q in R). Per ogni x,y € R, < y, esiste ¢ € Q
tale che z < ¢ < y.

DiM. ! Siccome y — x > 0, per la proprietd di Archimede esiste n € N tale che
n(y —x) > 1, ovvero ny — nx > 1. Segue che

nr <ny— 1< [ny] <ny.

II numero ¢ = [ny]/n € Q verifica dunque = < § < y. Per avere una disuguaglianza
stretta anche a destra argomentiamo nel seguente modo. Esiste m € N tale che
m(q — ) > 1 e quindi

1
r<qg——<q<uy.
m

€ Q verifica quindi la tesi.

Il numero ¢ = q — %

Dimostrazione omessa.
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3. Esercizi vari
EseRrcizio 3.1. Sia A C R il seguente insieme

A::{ il eR:O<x,y<1}.
Tty

1) Calcolare sup A e dire se esiste max A.
2) Calcolare inf A e dire se esiste min A.

EsErcizio 3.2. Sia A C R il seguente insieme
A::{n—\/nZ—leR:nEN,nzl}.

1) Calcolare sup A e dire se esiste max A.
2) Calcolare inf A e dire se esiste min A.

EsErcizio 3.3. Sia A C R il seguente insieme

A::{MER:nEN,n21}.

n+1
Provare che inf A = —occ.
4. R come spazio metrico
La funzione modulo o valore assoluto su R & la funzione |- | : R — R definita, per

ogni x € R, nel seguente modo

2| = max{z, —a} = {

Valgono le disuguaglianze elementari = < |z| e —z < |z|, ed inoltre:

T se x > 0;
—x sex <0.

i) || > 0 per ogni x € R e |z| = 0 se e solo se x = 0;
i) |z] = | —xf;
ili) |z +y| < |z|+ |y| per ogni z,y € R (subadittivita).
La verifica di iii) segue dalle disuguaglianze
r+y<lz[+lyl e —(r+y)=—z—y<|z|+]yl
Una conseguenza di iii) e la disuguaglianza triangolare
|z —y| <|x—z|+|z—y| perognizx,yzecR.
Infatti, |z —y| = |x — 2+ 2z —y| < |x — z| + |z — y|. Dalla iii) segue anche |z| =
|z —y +y| < |z —y|+ |y| che riordinata fornisce |z| — |y| < |z — y|. Siccome i ruoli
di x,y si possono scambiare, si ottiene la disuguaglianza
||z = yl| < |z —yl.
Definiamo la funzione distanza d : R x R — [0,00), d(z,y) = |r — y|. Questa
funzione verifica le seguenti proprieta:
i) d(z,y) > 0 per ogni z,y € R e d(z,y) = 0 se e solo se x = y;
ii) d(z,y) = d(y,x) per ogni z,y € R;
iii) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) per ogni z,y, z € R (disuguaglianza triangolare).
La coppia (R, d) ¢ allora uno spazio metrico. La funzione d(z,y) = |x — y| si dice
distanza standard o Euclidea su R.



