ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione, Canali 2, 3, 4

Appello del 26.01.2015

TEMA 1

NB: con log si indica il logaritmo in base e.

Esercizio 1 Si consideri la funzione .

f(@) = o+ 1] eFF.
(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
studiarne la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;
(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali

punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f;
(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. (a) D ={x € R:x # —3}. Si ha:
lim f(z)=+oc0o= lim f(z)

T—r—00 T—r—+00
li =0
[im f(z) =0,
per cui f ¢ prolungabile ad una funzione continua in tutto R ponendo f(—3) = 0.
Asintoti obliqui:

—1
(x+ 1)e=+3

lim —~ = lim =1
r—+oco I Tr——+00 X

o J@) (o= Derts
T——00 I T——00 T -

Per i1 termini noti:

lim (f(z)—2)= lim [;c(em —1) +ex—+13} :xﬁﬁloo[ L +6x__+13]

T—+00 T—+00 x+3
=—-14+1=0
. . L L . —Z 1
=2,
per cui y = z ¢ asintoto obliquo per z — +00 e y = —xr — 2 ¢ asintoto obliquo per x — —oc.

(b) Si possono applicare le regole di derivazione per z # —1, —3. Si ha

(m—|—1)ew;+13 per x > —1
-1

fz) = (—z—1)e=+3 per —3<zx<—1
(—z— 1)6#3 per x < —3,

quindi
ex:rls(1+%?)1)2) :e%% per x > —1
f(z) = eﬁ%(-l-}-ﬁ):—eﬁﬁiﬂgjo per —3<z< -1
exis(_1_ﬁ) :—e%ﬂ% per x < —3.



ey

Figura 1: Il grafico di f (Tema 1).

Gli zeri di 22 + 7z + 10 sono —5 e —2, mentre z? + 5z + 8 non ha zeri. Quindi f & strettamente decrescente
per z < —3, € strettamente crescente per —3 < x < —2, ¢ strettamente decrescente per —2 <z < —led ¢
strettamente crescente per x > —1. In particolare —3, —1 sono i punti di minimo assoluto (ovvio, perché
f(z) > 0 per ogni x) e x = —2 ¢ un massimo locale stretto, con f(—2) = 1/e.

I limiti significativi di f” sono

lim f'(x) =0 (dal limite fondamentale lim e /7 Jx? =0)
T——3 z—0

lim f/(z)=—e /2

z——1"

lim f'(z)=e /2

r——171

Dunque Destensione continua di f & derivabile in x = —3, mentre x = —1 & un punto angoloso.
(c) Il grafico di f ¢ in Figura 1.

Esercizio 2 Determinare tutti gli z € R tali che la serie

converga, risp. converga assolutamente.

Svolgimento. 1l criterio asintotico del rapporto da

1 1)n—-1 1 log(1+1 -1
lim og(n+1)n |z — 2| = lim ogn +log(1+1/n) n
n

lx — 2| = |x —2|.
N300 n logn n—00 logn

Pertanto la serie converge assolutamente, e quindi converge, se |z — 2| < 1, cioé se 1 < z < 3, mentre il
termine generale non ¢ infinitesimo per z < 1 o per z > 3 e quindi per tali x la serie diverge assolutamente
e non converge. Per x = 1,3 il criterio asintotico del rapporto non da informazioni.

Per z =1 la serie diventa

> logn
—1)» ’
nz—:z( ) n—1
che ¢ a termini di segno alterno. Poniamo a,, = % e f(x) = 1{;’%. Per un limite fondamentale si ha che
limy, 00 an, = 0. Inoltre f/(z) = 1_&%, che ¢ visibilmente < 0 per > 2. Per il teorema di Leibniz, la



serie converge. Per quanto riguarda la convergenza assoluta, osserviamo che per x = 1 e per x = 3 questa
significa la convergenza della serie

oo

g G-

n=2

Siccome a, > 1/(n — 1) per ogni n > 2 e la serie armonica diverge, per il criterio del confronto la serie
diverge.

Esercizio 3 Calcolare

w/2
/ (sin®z + 3)e*“5”|sinz| da.
—7/2

Svolgimento. L’integrando € una funzione pari e I'intervallo d’integrazione € simmetrico, per cui si ha

/2 w/2
I::/ (Sin2x+3)ezcosx|sinx|dx = 2/ (sin2x—i—3)62w”sinxd:ﬂ.
—7/2 0

Calcoliamo separatamente due primitive. Si ha:
2cosx : 1 2cosx
e sinzdr = —3¢ =: Fi(z)

. : 1 3 1
/ €257 sind p dx = (per parti) — 562 osTain? x4+ [ 2% sinz cos x dx

. 1 . 1 1 .
= (ancora per parti) — 562 COST gin? g — 562 ST cosx — 5 €25 gin 1 dx
1 . 1 1
_ __e2cosmSID2x _ —€2COS:BCOS$ + _e2cos:v
2 4
1 .
= 162“’”(1 — 2cosx — 2sin® x) =: Fy(z).

Quindi
I =2(3Fi(z) + Fy(x)) 3/2 = 2—27(1363 —16).

Esercizio 4 Si consideri la funzione
f(z) =iz -3+i, zeC.
Si determinino e si disegnino nel piano di Gauss gli insiemi

A={f(z):z€C,Re(z) =0},
B={z€eC: f(z) =i—11}.

Svolgimento. Si ha:

A={i(iy)’ —3+i:y e R} = {i(~iy?) —3+i:y € R}
= {iiy? —34+i:yeR}={-1y>—3+i:y R}

L’insieme A ¢ quindi una retta parallela all’asse delle ascisse Im z = 1.
Si ha inoltre:

B:{z:i23—3+z’:2‘_11}:{z:23:81.}
={z:2% = —8i} = {z: 2% =8°™/?}

— {261'71'/2,2677'('@'/6’261171'@'/6} — {22’ _\/g _ Z" \/g _ Z}



Esercizio 5 [facoltativo] Sia

Dimostrare che lim,_,o f(z) = 0 e calcolare I'ordine di infinitesimo di f.
2elz—1
= .

te
Siccome t, — 0, per il teorema sul cambio di variabili nei limiti si ha che etx—;l — 1. Quindi f(z) ~ 22 per

T
x — 0.

Svolgimento. Per il teorema della media integrale, per ogni z esiste ¢, € [2,22?] tale che f(x)

TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione .

fw) =~z — 3] T

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
studiarne la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f’;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. (a) D ={x € R:z # 1}. Si ha:

lim f(z)=—-oco= lim f(x)

T——00 T—>+00

lim f(z) =0,

r—1

per cui f & prolungabile ad una funzione continua in tutto R ponendo f(1) = 0.
Asintoti obliqui:

lim @ = lim (3 — @)er =-1
r—+oo X r——+00 x
1 M 1 (x — 3)6;1 = 1.

Per i termini noti:

tim (f(@)+2) = Tim [ = (e 1)+ 3077 =l [T o(l) 43¢ |

T—>+00 T—r+00 r—+o0o LT —
=14+3=4
J:Eriloo (f($) N x) - xgr—noo |:$(630—1 N 1) N 3630_1} - xEIPOO |:1' —1 + 0(1) N 3630_1}
= -2,
per cui y = —x + 4 ¢ asintoto obliquo per x — 400 e y = x — 2 € asintoto obliquo per x — —oo.

(b) Si possono applicare le regole di derivazione per x # 1,3. Si ha

(3—xz)e=1 perx >3
f(x) =4 (x—3)em=1 perl<z<3
(x —3)e=—T perx <1,



Figura 2: Il grafico di f (Tema 2).

quindi
— —1
f’(x): eﬁ(1+(;:1%2):_eﬁ% perl <x <3
1 _ 12
6171(1_(;__13)2) :ezﬂ% per x < 1.
2

Gli zeri di —2? + 242 sono —1 e 2, mentre 22 — 3z + 4 non ha zeri. Quindi f ¢ strettamente crescente per
x < 1, e strettamente decrescente per 1 < z < 2, e strettamente crescente per 2 < x < 3 ed ¢ strettamente
decrescente per x > 3. In particolare 1,3 sono i punti di massimo assoluto (ovvio, perché f(x) < 0 per
ogni z) e x = 2 & un minimo locale stretto, con f(2) = 1/e.
I limiti significativi di f” sono
671/:1:2
lim f'(z) =0 (dal limite fondamentale lim s— = 0)
z—1 z—0 X
lim f'(z) = e '/
T3~

l- /! — _ 71/2‘
AT =

Dunque l'estensione continua di f & derivabile in x = 1, mentre £ = 3 & un punto angoloso.
(c) 1l grafico di f ¢ in Figura 2.

Esercizio 2 Determinare tutti gli € R tali che la serie

2141
Zw(ﬂc—i—l)”

n
n=2

converga, risp. converga assolutamente.

Svolgimento. 1l criterio asintotico del rapporto da

. l4log(n+1) n—1
lim
n—o00 n-+1 1+10g’l’L

|z + 1] = |x 4+ 1].

Pertanto la serie converge assolutamente, e quindi converge, se |x + 1| < 1, cioé se —2 < x < 0, mentre il
termine generale non ¢ infinitesimo per x < —2 o per z > 0 e quindi per tali x la serie diverge assolutamente



e non converge. Per x = —2,0 il criterio asintotico del rapporto non da informazioni.

Per x = —2 la serie diventa
o0

o1 +logn
> ()t

mn
n=2

. R . 141 141 o .
che ¢ a termini di segno alterno. Poniamo a, = “5%" ¢ f(z) = X2%2. Per un limite fondamentale si
17”‘4;%, che ¢ visibilmente < 0 per z > 2. Per il teorema di
Leibniz, la serie converge. Per quanto riguarda la convergenza assoluta, osserviamo che per z — 2 e per

x = 0 questa significa la convergenza della serie

ha che lim;,,_,o a, = 0. Inoltre f'(x) =

o
E .
n=2
Siccome a,, > 1/n per ogni n > 2 e la serie armonica diverge, per il criterio del confronto la serie diverge.

Esercizio 3 Calcolare /2
/ (c082x+ 1)e3|smx‘ cosz dzx.
—7/2

Svolgimento. L’integrando € una funzione pari e I'intervallo d’integrazione & simmetrico, per cui si ha

w/2 ) /2 .
I:= / (cos2 T+ 1)e3|sm"”| cosxdxr = 2/ (cos2 T+ 1)6381“3 cos x dx.
—7/2 0

Calcoliamo separatamente due primitive. Si ha:
3sinz 1 3sinz
e coszdr = 3¢ =: Fi(z)
3Jsinx 3 : 1 Jsinx 2 2 3sinz :
e cos” x dxr = (per parti) 3¢ cos” x + 3 /¢ cosxsinz dx

1 44 2/1 4 1 .
= (ancora per parti) §63 ST oos? 1 4 = (—63 ST sin x — 3 /63 ST cos dac)

3\3
1 34 2 44 2 ..
_ _6351nmCO82x + _éﬂsma}sinx _ _6351na:
3 9 27
1 .
= Ee?’smx( — 2+ 6sina + 9cos? z) =: Fy(z).

Quindi

I=2(Fi(z) + Fy(x))[f/* = %(463 - 7).

Esercizio 4 Si consideri la funzione
fz)=i*+1-2, zeC.
Si determinino e si disegnino nel piano di Gauss gli insiemi
A={f(z):2€C,Im(z) =0},
B={z€C: f(z) =9 - 2i}.
Svolgimento. Si ha:

A={iz>+1-2i:x€R} = {iz® +1—-2i: 2 € R}
={1+i(2>-2):z R}



L’insieme A ¢ quindi una retta parallela all’asse delle ordinate Re z = 1.
Si ha inoltre:

B={z:i4+1-2i=9-2i} = {z: 2% = -8i}
={z:28=8i}={z:2%= Sei”/z}
— {2ei7r/672657ri/6’2637ri/2} — {\/§+Z,—\/§+Z,—2’L}

Esercizio 5 [facoltativo] Sia

@) = /Qx =1y

2 t
Dimostrare che lim,_,o f(z) = 0 e calcolare I'ordine di infinitesimo di f.

Svolgimento. V. Tema 1.
TEMA 3

Esercizio 1 Si consideri la funzione .

f@) = |+ 3] BT

(a) Determinare il dominio D di f; determinare i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti;
studiarne la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f/;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento.

(a) D={z €R:z # —1}. Si ha:

lim f(z)=+4oc0= lim f(z)

T—r—00 T—r+400

lim f(z)=0,

r——1

per cui f & prolungabile ad una funzione continua in tutto R ponendo f(—1) = 0.
Asintoti obliqui:

;1
i L&) gy, @Y
r—+oo X T—+00 x

1
lim _f(:c) = lim (2 = 3)e=rt = -1

Per i termini noti:

ti (F(@) =) = B ot = 1) 30| = i |5 o(1) 4301

T—+00 T—>+00 z—4oo Ll + 1

=—1+43=2

lim (f(z)+2)= lim [—x(e#l—l)_ge#l]: lim [—x +0(1)_36#1]

T——00 T——00 z——oo Lo + 1

= 4,



Figura 3: 1l grafico di f (Tema 3).

per cui y = x + 2 ¢ asintoto obliquo per x — +00 e y = —x — 4 ¢ asintoto obliquo per x — —oc.
(b) Si possono applicare le regole di derivazione per z # —1, —3. Si ha

(x + 3)ew;+11 per x > —1
f(x) = (x+3)e%+1 per —3<xz<—1
(—x — 3)ew_}r1 per x < —3,

quindi
1
61«:1 (1—1—(;%3)2) 1 per x > —1
fl(x) = Qe+ (1- (;%3)2) = e+l ﬂﬁ(iiﬂiﬁz per —3<uz< -1
1 e
ew+1(—1—ﬁ) per z < —3.

Si noti che f/(x) ¢ ovviamente positiva per z > —1 e negativa per x < —3. Gli zeri di 22 + z — 2 sono
1 e —2. Quindi f e strettamente decrescente per x < —3, & strettamente crescente per —3 < z < —2, &
strettamente decrescente per —2 < x < —1 ed & strettamente crescente per z > —1. In particolare —3, —1
sono i punti di minimo assoluto (ovvio, perché f(x) > 0 per ogni z) e x = —2 & un massimo locale stretto,
con f(—=2)=1/e.

I limiti significativi di f” sono

lim f'(x) =0 (dal limite fondamentale lim e/ Jx% =0)
r——1 z—0

lim f'(z) = —e /2

T——3~
lim f'(z) =e /2
z——31 f ( )
Dunque lestensione continua di f & derivabile in x = —1, mentre x = —3 & un punto angoloso.
(c) 1l grafico di f ¢ in Figura 3.

Esercizio 2 Determinare tutti gli z € R tali che la serie

211
Ziogn(x_i_g)n

2—n
n=3

converga, risp. converga assolutamente.



1—logn _ logn—1

Svolgimento. Si noti che —5—> >—— > 0 per n > 3 Il criterio asintotico del rapporto da

1 1)—-1 -2 1 1)—1n—-2
og(n+1) n z+2] = lim og(n+1)—1n
n—soo (n+1)—2 logn—1 n—oo  logn—1 n-—1

| 42| = |x +2|.

Pertanto la serie converge assolutamente, e quindi converge, se |z + 2| < 1, cioé se —3 < x < —1, mentre
il termine generale non & infinitesimo per x < —3 o per x > —1 e quindi per tali x la serie diverge

assolutamente e non converge. Per x = —3, —1 il criterio asintotico del rapporto non da informazioni.
Per x = —1 la serie diventa
oo
Z 1-— IOg n
2—n
n=3

Siccome 105%; > 1/(n —2) per ogni n > 3 e la serie armonica diverge, per il criterio del confronto la serie

diverge. Per x = —3 la serie diventa
o

1—logn
> D
n=3
che ¢ a termini di segno alterno. Poniamo a, = loygl%_l e f(z) = b§+2_1. Per un limite fondamentale si
ha che lim;, o a, = 0. Inoltre f/(z) = %, che & visibilmente < 0 per x > 9. Per il teorema di

Leibniz, la serie converge. Per quanto riguarda la convergenza assoluta, la serie diventa come nel caso
x = —1 e quindi diverge assolutamente.

Esercizio 3 Calcolare

w/2
/ (2 —sin®z)e” “**|sinz| dx.
—7/2

Svolgimento.
L’integrando ¢ una funzione pari e l'intervallo d’integrazione ¢ simmetrico, per cui si ha

w/2 w/2
/ (2- sin® v)e” 5% |sinz| dr = 2/ (2 —sin®z)e” “*“sinx dz.
—7/2 0

2 2

Inoltre poiche sin“z =1 — cos® z si ha:

w/2 /2
2/ (2 — sin? x)efcosmsinxdx = 2/ (1 + cos? x)efcosxsinxdx.
0 0

Ponendo y = — cosz, (dy = sinz dz), U'integrale diventa:

0
2/ (1 —|—y2)eydy.

1
Si ha
/ (1 + yz)eydy = (per parti) (1 + y2)6y _ /2yeydy _
(per parti) (1 + y2)ey —2ye¥ + / 2e¥dy = (1+ v — 2y + 2)eY + cost.
Quindi si ha:
’ 2 2 0 2

1 (&

Esercizio 4 Si consideri la funzione

f(z)=i+2-1iz%, zeC.



Si determinino e si disegnino nel piano di Gauss gli insiemi

A={f(z):2€C,Re(z) =0},
B={z€C: f(z) =i—6}.

Svolgimento. Sia z =iy ( Re(z) = 0), si ha:
A={i+2—i(-iy?:yecRy={i+2+y:ycR}
={2+9y") +i:yeR}.

L’insieme A & quindi la retta parallela all’asse delle ascisse passante per il punto i.
Si ha inoltre:

B={z:i4+2—-i8>=i—6} = {z: 25 = —8i}
={z: 23 =8} ={z:2°= 86”/2}
= {2¢"/6,2¢7™/6 26372} = {V/3 4 i, —V/3 + 14, —2i}.

Esercizio 5 [facoltativo] Sia

Dimostrare che lim,_,o f(z) = 0 e calcolare I'ordine di infinitesimo di f.

Svolgimento. V. Tema 1.

TEMA 4

Svolgimento. V. fogli scannerizzati.
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