ANALISI MATEMATICA 1 Area dell’Ingegneria dell’Informazione, Canali 2, 3, 4
Appello del 20.02.2015

TEMA 1
NB: con log si indica il logaritmo in base e.
Esercizio 1 Si consideri la funzione

U ~(fem@y
f(x)zme (I (2 )\)

nell’intervallo [—7/2, 7 /2].

(a) Si determini il dominio D di f; si determinino i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; se
ne studino la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) se ne studi la derivabilita, si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f; si determinino gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e si calcolino i limiti significativi di f;

(c) si dimostri che f & periodica, se ne calcoli il periodo e si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendolo
per periodicita).

. S (k) o
Svolgimento. La funzione ¢ periodica di periodo 7: f(z +7) = me [tan(22+427)|) = f(x) e dispari.
La studiamo percio nell'intervallo [0, 7/2]

(a) In [0,7/2] il dominio D, nel mezzo intervallo considerato, ¢ uguale a {x € [0,7/2] : sin(2z) #
0,cos(2z) # 0,2z # 7/2} = {x € [0,7/2] : x # 0, %, §}. I limiti da calcolare sono:

_ cos(2z)
. e sin(2z) .
mlféi flz) = 111%1+ m(ez) (ponendo sin(2z) = y)
;1
= lim S~ =0 (questo ¢ un limite fondamentale)
y—=0t Y
= i
ol T
lim f(z)=1.

x—7/4

Quindi f & prolungabile con continuita a tutto l'intervallo [0, 7 /2].
(b) Le regole di derivazione si possono applicare in D. Risulta

_ cos(2zx)
sin(2x)
esinw per 0 <z < 7,
flz) =
cos(2z)
esin(Qz) T T
W peI‘ Z < T < 5,
per cui
_ cos(2z) _ cos(2x) _ cos(2z)
¢ sin(2o) %Wsm(Qz)—Qe Sn(22) cos(2r) ¢ sin(20) (2—sin(4x) ) 0 -
sin?(2z) o sin®(2z) per U< &<,
fl(z) =
cos(2z) C9S<2T) cos(2x)
_e sin(2z) %&;;’D(Q@ sin(2z)—2e sin(2x) cos(2x) - _esin(2z) (2+sin(4z)) - -
sin?(2x) - sin® (2x) Pery <T<y



Risulta percio f/'(z) < 0 per 0 <z < §, mentre f'(x) > 0 per § < < §. Per i limiti di f’ si ha

—1/lyl
Jg& flx)y=0 = xlﬁ%— f'(z) (questo ¢ il limite fondamentale ?}13% € " =0)

Quindi = = 0,7/2 sono punti in cui l'estensione di f & derivabile, con derivata nulla (in realta sono flessi a
tangente orizzontale), mentre = 7/4 & un punto angoloso, di massimo assoluto.
(c) I grafico ¢ in Figura 1.

Figura 1: Il grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 (a) Calcolare I'ordine di infinitesimo di

e cos(ax) —sinx

per z — 0 al variare di a € R;

(b) calcolare il limite

. e —cos(az) —sinx
lim — -
2—0 sinhz — log(1 + sinz)

al variare di o € R.
Svolgimento. (a) Si ha, per x — 0,
_2)2 3
et cos(ax) —sinz =14z — 22 + (x;) + % + o(2?)

- (1(&;)2+0((a5§)3)> - (mf+o(x3))
—x2<—1+;+05>+:):3<—1+(1),+é)

2
-1 2
— 5 i §$3 + o(z?),

quindi 'ordine & due se o # +1, mentre & tre se a = £1.
(b) Per il denominatore si ha, per z — 0,

sinhx —log(1 +sinz) = = + % + o(x?) — (sinx - s1112 a SH; i 0(353))
3 3 2 3
B ) (12 )
2
=%+0(m2)

Quindi il limite & a? — 1, in particolare vale 0 per o = +1.

Esercizio 3 Determinare per quali o € R l'integrale
1 /2
/ ze®® (629” — 1)a dx
0

2



converge e calcolarlo per a = —1.
Svolgimento. Poniamo g(z) = ze** (e** — 1)a/2 e osserviamo che, per ogni o € R, ¢ ¢ continua in (0,1] ed
¢ positiva. Bisogna quindi studiare la convergenza dell’integrale in 0. Si ha, per z — 0T,

g(x) ~ z(2x)/? = 20/ 1+e/2,

Quindi per il criterio del confronto asintotico l'integrale & convergente se e solo se 1 + a/2 > —1, cioe se e
solo se @ > —4.
Per o« = —1 si ha

1 2 1 1
/ 4 = x\/e%—l‘o—/ Ve —1dx
0 0

e2r 1 (per parti)
VeZ-1 42
= Vver—1-— / ——dt
(ponendo €2* — 1 = t2, quindi dz = 1_‘12 dt) 0 1+1¢2
VeZ-1 e2—1

:\/62—1—t0

= arctan v/ e2 — 1.

+ arctant
0

Esercizio 4 Si risolva la disequazione

Re((z—i—z) ) < Im< (z — 2i) ) (1)

e se ne disegni I'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.
Svolgimento. Posto z =z + iy, x,y € R, si ha

Re((2 +1)*) = Re(w +i(1 +y) ) Re(2? = (y+1)> + 2ia(y + 1)) = 2% — (y + 1)’
Im( (z — 2i) ) —Im( (z—i(y+2)) ) Im ( (22— (y+2)° —2i:v(y+2))) = 2% — (y+2)%
per cui la disequazione (1) & equivalente a
= (y+1)° <2’ - (y+2)°,

che ha per soluzioni

<3
Y 9

Le soluzioni della disequazione sono percio il semipiano {z € C : Imz < —%}, visibile in Figura 2.

Figura 2: Le soluzioni dell’esercizio 4 (Tema 1).

TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione




nellintervallo [-%, F].

9
(a) Si determini izi déi)minio D di f; si determinino i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; se
ne studino la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;
(b) se ne studi la derivabilita, si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f; si determinino gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e si calcolino i limiti significativi di f;
(c) si dimostri che f & periodica, se ne calcoli il periodo e si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendolo
per periodicita).

1
Svolgimento. La funzione & periodica di periodo 7/2: f(z 4 7/2) = )ei(‘tan(2$+4”/2)|) =f(z)e

1
sin(2z+4m /2
dispari. La studiamo percio nell’intervallo [0, /2]

(a) In [0,7/4] il dominio D, nella meta dell’intervallo che stiamo considerando, ¢ uguale a {z € [0,7/4] :

sin(4x) # 0,cos(4x) # 0,4z # m/2} = {z € [0,7/4] : x # 0, g, 7}. I limiti da calcolare sono:

_ cos(4x)

mlirél+ flx)=— xlirgl+ esi:(rf;)) (ponendo sin(4z) = y)
-1
= yl_i,%lJr eyy =0 (questo ¢ un limite fondamentale)
-, o)
xli%sf(x) =t

Quindi f & prolungabile con continuita a tutto l'intervallo [0, 7 /4].
(b) Le regole di derivazione si possono applicare in D. Risulta

_ cos(4x)
—e sin(4x) T
W per O<z< I3
flx) =
C"DS((ZI))
_esin(4z T s
per cui
7095(4:& 9 2 7095(455) cos(4x)
e sin(4z) Wgn(llx)lee sin(4z) 505(433) 2¢ sin(4w) (SiH(S.T)—Q)
_ sinf(do) = — per 0 <z < %,
sin® (4x) sin® (4z) 8
fiz) =
cgs(4:c) . 9 2 095(41) cos(4x)
—e sin(4z) %&‘:;’5(41) sin(4x)74e sin(4x) COS(4I) 2e sin(4zx) (2+sin(8m))
_ sin(do) = — per g <z < %.
sin®(4x) sin® (4x) 8 4

Risulta percio f'(z) < 0 per 0 <z < g, mentre f'(x) > 0 per § <z < 7. Per i limiti di f’ si ha

—1/lyl
lim f(z)=0 = lim [’ to ¢ il limite fondamentale lim ~—— =0
Jim, f(x) m—>l7rr?4* f'(x) (questo & il limite fondamentale Jimny 7 )
li "(z) = -2
e T )
lim f'(z) = 2.

x—m/8%

Quindi = = 0,7/4 sono punti in cui l'estensione di f & derivabile, con derivata nulla (in realta sono flessi a
tangente orizzontale), mentre = 7/8 & un punto angoloso, di minimo assoluto.
(c) I grafico e in Figura 3.



Figura 3: 1l grafico di f (Tema 2).

Esercizio 2 (a) Calcolare I'ordine di infinitesimo di
1+ log(1 + x + 2?) — cosh(az) — sinh

per x — 0 al variare di o € R;

(b) calcolare il limite
lim 1 +log(l +z + 2?) — cosh(az) — sinh x
20 log(1 + arctan ) — sinh x

al variare di @ € R.
Svolgimento. (a) Si ha, per z — 0,

1+ log(1 + x + x?) — cosh(ax) — sinhz = 1 + x + 2% — 5 + 3 + o(z?)
2 3
—(1—|—(a§)—|—0((ax)3))—<x—|—%+o(x3)>
1 a2 : 1 1 .
_ 2 _ Lt _a 3( _ Lt 3
—x(l 5 2>+x( 1+3 6>+0(:c)
1— 2
= 2a z? — gx?’ + o(z?),

quindi 'ordine & due se « # +1, mentre & tre se a = £1.
(b) Per il denominatore si ha, per z — 0,

tan2 tan3 3
log(1 4 arctan x) — sinhz = arctanz — are ;n T4 gn ® 4 o(2?) — (w + % + o(x?’))
3 2 3 3
:x—%—%+%+o(x3)— <x+%+o(x3))
2
" 2
=7 + o(z”).

Quindi il limite & o? — 1, in particolare vale 0 per o = +1.

Esercizio 3 Determinare per quali a € R l'integrale
1
/ ze®/? (ex/2 — 1)2a dx
0

converge e calcolarlo per aw = —1/4.
Svolgimento. Poniamo g(z) = ze®/? (egc/2 — 1)2a e osserviamo che, per ogni « € R, g & continua in (0, 1] ed
¢ positiva. Bisogna quindi studiare la convergenza dell’integrale in 0. Si ha, per z — 0T,

g(:r) ~ ﬂ?(g)Qa _ 272a$1+2a.

Quindi per il criterio del confronto asintotico 'integrale & convergente se e solo se 1 + 2a > —1, cioe se e
solo se @ > —1.



Per o« = —1/4 si ha

1 z/2 1 1
L - 4:5\/65‘/2—1‘ —4/ Ver/2 —1dx
0 er/2 1 (per parti) 0 0

Vel/2—1 2
= 4 61/2—1—16/ ——dt
(ponendo €*/2 — 1 =2, quindi dz = %dt) 0 1+t
el/2—1 Vel/2—1
=4 61/2—1—16t‘0 +16arctant‘0

= —12v/el/2 — 1 + 16 arctan \Vel/2 — 1.

Esercizio 4 Si risolva la disequazione
Re((z - 2@')2) > Im(i(z n i)2)

e se ne disegni I'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.
Svolgimento. Posto z = x + iy, x,y € R, si ha

Re<(z - 2¢)2> - Re(w iy — 2))2 = Re(2? — (y — 2)? — 2iz(y — 2)) — 22— (y—2)?
Im(i(z + 1)2) - Im(z’(:ﬁ il - y))2> - Im(i(w2 — (1 —y)? + 2ix(1 — y))) =22~ (1-y)?
per cui la disequazione (1) & equivalente a
2’ = (y—2? <2’ —(1—y)

che ha per soluzioni

y <

| W

Le soluzioni della disequazione sono percio il semipiano {z € C : Imz < %}, visibile in Figura 4.

Figura 4: Le soluzioni dell’esercizio 4 (Tema 1).

TEMA 3

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(x) — ;ei<\tan(1m/2)|)
sin(z/2)
nell’intervallo [—2, 27].
(a) Si determini il dominio D di f; si determinino i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; se
ne studino la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;
(b) se ne studi la derivabilita, si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f; si determinino gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e si calcolino i limiti significativi di f’;



(c) si dimostri che f & periodica, se ne calcoli il periodo e si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendolo
per periodicita).
Svolgimento.

La funzione & periodica di periodo 47: f(x+471) = — e <|tan =5 ) ), inoltre ¢ dispari. La
81n(+T)

studiamo percio nell’'intervallo [0, 27], dove la funzione ¢ non negativa. (a) In [0, 2 } 11 domlmo D, nel mezzo
intervallo considerato, ¢ uguale a {z € [0, 27| : sin(x/2) # 0,cos(x/2) # 0} = {x € [0,27] : x # 0, 7,27 }. 1
limiti da calcolare sono:

-1
e tan(z/2)

limg o+ f(2) = limg o+ g =

. ~tan(z/2)
= lim,_,o+ Cos(lz/Q) @) (ponendo tan(z/2) = y)

= limy_,o+ &~ =0 (questo & un limite fondamentale)
llmI*)QW ( )
Il terzo limite e:
lim f(z) =
T—T

Quindi f & prolungabile con continuita a tutto 'intervallo [0, 27].
(b) Le regole di derivazione si possono applicare in D. Risulta

s
esin(w perO<z<m,
f(z) =
cos(z/2)
sin(xz/2
% per m < x < 2m,
per cui
7095(1/2) 5 9 _ cos(x/2) cos(z/2)
e sin(z/2) 1/2sin (m(2%+1/2 cos”(x/2) Sln(QZE) 6 sin(z/2) COS(CE/2) 6_ sin(z/2) (2—sin(x))
sin2(z/2) 1 perO<zx<m
sin?(x/2) T4 sin3(x/2) ’
f'(@) =
cos(z/2) cgs(z/2) cos(z/2)
_esin(z/2) 1/2'3“'l (1/2%+1/2 €os (Z/Q) s1n(2x)fle sin(z/2) COS(:E/Q) e sin(z/2) (2+51n(a:))
sin? (2/2) 2 —_1 per m < x <27
sin?(x/2) 4 sin3 (x/2) "

Risulta percio f/(z) > 0 per 0 < x < 7, mentre f/(x) < 0 per 7 < x < 27. Per i limiti di f’ si ha

—1/lyl
lim f'(z) =0 = lim f'(z) (questo ¢ il limite fondamentale lim ¢ =0)
z—0t 2w y—=0 Yy

lim f'(z)=1/2

T—T

lim f'(z) = —1/2.

z—nt

Quindi = 0 e = 27 sono punti in cui Pestensione di f & derivabile, con derivata nulla (in realta sono
flessi a tangente orizzontale), mentre = m ¢ un punto angoloso, di massimo assoluto.
(c) I grafico ¢ in Figura 5.



Figura 5: 1l grafico di f (Tema 3).

Esercizio 2 [9 punti] (a) Calcolare 'ordine di infinitesimo di
arctanz — e* T + cosh(ax)

per x — 0 al variare di o € R;

(b) calcolare il limite

iy Prctane — e 4 cosh (o)
=0  sinz + log(1 — sinh x)

al variare di o« € R.
Svolgimento.
(a) Utilizzando gli sviluppi di Taylor si ha, per z — 0:

2
arctanz — e” 7 + cosh(ax) =

23 1 1 1
= x—?+o(x3)— L+ (z+2%) + 3 (z —|—x2)2 + 6 (a:+w2)3 +o ((a: +x2)3>] —|—1+§(o¢:n)2—|—o ((aaj)3> =
3 1 1 1 1 3
= x—%—l—x—xz—ixz—x?’—6303+0(w3)+1+§a2m2+0(a3$3) = §(a2—3)x2—§x3+0(x3)—|—0 ((aw)3> .

quindi 'ordine & due se o # j:\/g, mentre ¢ tre se a = ++/3.
(B) Utilzzando sempre gli sviluppi di Taylor si ha:

sinz + log(1 — sinh z) = z 4 o(z?) + log (1 — [z + 0(952)]) =

=z +o0(z*) — (z +o(2?)) — % (z+ 0(:c2))2 +o0 ((:c + 0(362))2> = —%xQ + o(z?).

Quindi si ha:
arctanz — e¥ T 4 cosh(azx) ) %(az —3)a?® — %533 +o(2®) +o ((0‘33)3>

250 sing 4+ log(1 — sinh x) = 2590 — 322 + o(x?)

=3—«

Esercizio 3 Determinare per quali o € R l'integrale

/1/2 xe3x J
0 (63:): _ 1)&/4 x

converge e calcolarlo per a = 2.
Svolgimento.

. 3z . . N . . N .. .
Poniamo g(z) = ©<a71 € osserviamo che, per ogni o € R, g ¢ continua in (0, 1] ed ¢ positiva. Bisogna

x
(e3v—1)
quindi studiare la convergenza dell’integrale in 0. Si ha, per x — 07,

(2) xed® 1 1
xTr) = ~ o
g (3z + o(z))2/4 30/4 ) gl

Quindi g(x) ¢ integrabile in 2 = 0 se e solo se § —1 < 1 quindi, se e solo se a < 8.



Fissiamo ora o = 2, si ha:

1/2 3z
xre
/ L »
0 63:): -1
6395

c e . ) .o .
Una primitiva di T 1 ¢ 3V e3? — 1. Integrando per parti si ha:

_gxm_ymdm.

33633:
/ ML »
Vedr —1
Utilizzando la sostituzione y? = €3* — 1 si ha:

2 2 2 1 2
/\/ﬁdaz =z / yidy = / (1 ) dy = =(y — arctan(y)) + cost.

3) y2+1 3 241 3

Tornado alla variabile x si ha:

3x
xe 2 4 4
— _dr=Z2ve¥ —1— —\/e3 — 1+ - arctan v/e3* — 1 + cost.
Vedr — 1 3 9 9

12 ped 1 4
—  dx = =/(e3/2 — 1) + ~ arctan \/(e3/2 — 1
/0 o T 9 (e ) garc an /(e )

Esercizio 4 Si risolva la disequazione

Da cui

Im(i(z —iqt 2)2) < Re(<z — 14 z’)z)

e se ne disegni I'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.
Svolgimento.
Sia z = x + iy, quindi Z = ¢ — 7y. Si ha:

Im(z‘(z—z‘+2)2) - Im(i (x4 2) —i(y + 1)]2) - Im(i [(z+2)2 = (y+1)% — 2i(z +2)(y + 1)] ) = (242)2—(y+1)?

Re((z—1+i)2> - Re( [(z— 1% +i(y+ 1)%] ) - Re((az—l)Q—(y+1)2+2i(:1:—1)(y+1)> — (2—1)2—(y+1)2

Quindi dobbiamo avere:
(+2° = (y+1)° < (@—-1)° = (y+1)°

x2+4+4x§m2+1—2x

< 1
< —=
-2

Le soluzioni della disequazione sono percio il semipiano {z € C: Rez < —1} (vedi la figura (6)).

Figura 6: soluzioni esercizio 4, Tema 4.



TEMA 4

Esercizio 1 Si consideri la funzione

_ =1 (reemn)
f($ _me | tan(z/3)]

nell’intervallo [—3, 37].

(a) Si determini il dominio D di f; si determinino i limiti di f agli estremi di D e gli eventuali asintoti; se
ne studino la continuita e gli eventuali prolungamenti per continuita;

(b) se ne studi la derivabilita, si calcoli la derivata e si studi la monotonia di f; si determinino gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e si calcolino i limiti significativi di f;

(c) si dimostri che f & periodica, se ne calcoli il periodo e si disegni un grafico qualitativo di f (ripetendolo
per periodicita).

Svolgimento.

Esercizio 2 (a) Calcolare l'ordine di infinitesimo di
1 +log(1 + = + z?) — cosh(aux) — sinh =

per x — 0 al variare di o € R;

(b) calcolare il limite
i 1 +log(l + z + 22) — cosh(az) — sinh z
250 log(1 + arctan z) — sinh x

al variare di o € R.
Svolgimento.

Esercizio 3 Determinare per quali a € R l'integrale

1 xez/fﬂ
——d
/0 (eac/?) _ 1)2a L

converge e calcolarlo per a = 1/4.
Svolgimento.

Esercizio 4 Si risolva la disequazione
Im(i(E ti— 1)2) > Re((z 92— i)2>

e se ne disegni I'insieme delle soluzioni nel piano di Gauss.
Svolgimento.
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