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CAPITOLO 1

Teoria dell’integrale di Riemann. Integrali generalizzati

1. Integrali impropri su intervallo illimitato
DEFINIZIONE 1.1. Siano a € R ed f: [a,00) — R una funzione tale che la re-
strizione f : [a, M] — R sia (limitata e) Riemann-integrabile per ogni a < M < oc.
Diciamo che f & integrabile in senso improprio su [a,o0) se esiste finito il limite

(1.1) I = lim / f(z)dz.

M—o0

In questo caso, chiamiamo il numero reale

/a T Fa)dw = 1

integrale improprio di f su |a,00) ovvero diciamo che l'integrale improprio converge
Se il limite non esiste oppure esiste ma infinito diremo che 'integrale improprio di f
diverge.

L’integrale improprio eredita dall’integrale di Riemann le proprieta di linearita,
di monotonia e di decomposizione del dominio.

EsEMPIO 1.2. Studiamo la convergenza del seguente integrale improprio al variare
del parametro reale a > 0

Nel caso o # 1 si ha

e quindi:
a) Se a > 1 l'integrale converge

<1 M-e—1 1
/ —dr = lim = ;
1

T M- 1 —q« a—1

b) Se 0 < a < 1 l'integrale diverge

* 1 M= —1
/ —dr = llm ——— = 0.
1

e M- 11—«

Nel caso @ = 1 si ha per ogni M > 1

M
/ —dx = log M,
.
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6 1. TEORIA DELL'INTEGRALE DI RIEMANN. INTEGRALI GENERALIZZATI

e quindi l'integrale diverge

M —oc0

<1
/—dm—hm log M = .
1

O

Osserviamo che se f > 0 ¢ una funzione non negativa su [0, c0), allora il limite in
(1.1) esiste finito oppure infinito. Infatti, la funzione

_ /aM f(x)de

e monotona per M > a e dunque ha limite per M — oc.

TEOREMA 1.3 (Criterio del confronto). Siano f,¢ : [a,00) — R, a € R, due fun-
zioni Riemann-integrabili su ogni intervallo [a, M] C R con a < M < co. Supponiamo
che esista T > a tale che 0 < f(z) < g( ) per ogni x > z. Allora:

/Oo()dm<oo = f(z)dz < oo;

a

o [ o = [

Dim. Senza perdere di generalita si puo supporre £ = a. Per la monotonia
dell’integrale di Riemann, si ha per ogni M > a:

/aM f(x)dx < /aMg(:r;)dx.

Le affermazioni a) e b) seguono passando al limite per M — oo.

TEOREMA 1.4 (Criterio del confronto asintotico). Siano f, g : [a,00) — R, a € R,
due funzioni Riemann—integrabili su ogni intervallo [a, M], M > a. Supponiamo che
risulti g(z) > 0 per ogni « > a e che esista finito e diverso da zero il limite

L = lim @ # 0.
z—00 g()

Allora:
/ f(z)dz converge se e solo se / g(x)dx converge.

Dim. Supponiamo ad esempio 0 < L < oo. Allora, per il Teorema della
permanenza del segno esiste z > a tale che per ogni x > 7 si ha
L 1@ o
27 g(x)
Siccome g > 0, si puo riordinare la disuguaglianza ottenendo Zg(z) < f(z) < 2Lg(z)
per ogni x > . La tesi segue dal Teorema del confronto.

EseEMpPIO 1.5. Studiamo la convergenza dell’integrale improprio

00 ma—i—l
Ia:/ log <1+ >d:p
1 r+1




2. CONVERGENZA ASSOLUTA 7

al variare del parametro reale @« € R. Ricordiamo lo sviluppo infinitesimale del

logaritmo
1 1 1
log (1 + —) = - —i—o(—)
x x x
per x — oo, dove o(1/xz) & un errore che converge a zero piu velocemente di 1/z
quando x — oo. Allora la funzione integranda e

fz) =

151/ <H1>

Scelta la funzione di confronto g(z) = —, risulta g(z) > 0 per x > 0 e inoltre

—(1+0(1)).

Siccome l'integrale

converge se e solo se a < 0, I'integrale in esame pure converge se e solo se a < 0.
Ad esempio, nel caso a = —2 con un conto lasciato come esercizio si puo calcolare

esplicitamente
< 1
/1 o log(1+ )dx—logQ

2. Convergenza assoluta

DEFINIZIONE 2.1. Siano a € R ed f: [a,00) — R una funzione tale che la restri-
zione f : [a, M] — R sia (limitata e) Riemann-integrabile per ogni a < M < oo.
Diciamo che f & assolutamente integrabile su [a,c0) se converge I'integrale improprio

| r@lds <o,

In questo caso, diciamo che I'integrale improprio / f(z)dx converge assolutamente.

TEOREMA 2.2. Sia f : [a,00) — R una funzione (limitata e¢) Riemann-integrabile
su ogni intervallo della forma [a, M], M > a. Se f & assolutamente integrabile su
[a, 00) allora ¢ integrabile in senso improprio su [a, 00) e inoltre

(2.2) ‘/ flo da:‘ </ 2)|dz.

Dim. Definiamo le funzioni f*, f~ : [a,00) — R
fH(z) =max{f(z),0} e f(z)=min{f(z),0}, z=>a
)

Chiaramente f(z) = f(z)+ f~ () e |f(x)| = f*(x) — f~(2) per ogni z > a. E noto,
inoltre, che le funzioni f*, f~ sono Riemann—integrabili su ogni intervallo [a, M]. Per
il Teorema del confronto gli integrali impropri

/:O Frx)de e /aoo F(x)da
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convergono. Passando al limite per M — oo nell’identita

/Mf(:c)dx:/aM(f+(x) d:z:—/ [z d:c—l—/ f(

si ottiene la convergenza dell’integrale improprio di f su [a,00). Passando al limite
nella disuguaglianza

‘/f dx—‘/ fHa dx+/f v)de|
< [Cirwis [T ()|dx=/aM|f(x)|dw

*sinz

si ottiene la (2.2).

EsemPio 2.3. L’integrale improprio /

0 T
/0

Infatti, sul generico intervallo [km + 7T/4, km+3n/4], k=0,1,2, ..., risulta

2 1 1
]sinx!2£ e — >

dxr non converge assolutamente,

ovvero
sinx

‘dac =

2 x ~ km+3mw/4
e dunque
(k+1)7 | o
/ sin x ‘d:c > Vo .
ke x 8(km + 37 /4)
Si deduce che
*Isinx
d >
/0 T ‘ . Z km + 37r/4

3. Integrali oscillatori

Tipici esempi di integrali oscillatori sono

/000 f(z)sinzdzx, /000 f(z) cos xdx,

ovvero l'integrale a valori complessi

/Of(x)e T /Of(m)cosx x—i—z/o f(x)sin zdx,

dove f:[0,00) — R & una funzione non negativa, f > 0.
Il seguente teorema fornisce condizioni sufficiente per la convergenza di integrali
di questo tipo.

TEOREMA 3.1 (Criterio per integrali oscillatori). Siano f € C([a,0)) e g €
C'([a,>)), a € R, due funzioni con le seguenti proprieta:
i) f = F’ con primitiva F' € C'([a, >0)) limitata;
ii) ¢ <0e lim g(x) =0.
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/ " f@)gla)da

Dim. Per ogni M > a si ottiene con un’integrazione per parti:

[ swrstavie = (] [ g

r=a

Allora l'integrale improprio

converge.

M
— FOM)g(M) - Flalgla) - [ Fla)g' (o)
Siccome F' ¢ limitata e g ¢ infinitesima per M — oo, si ha

Tim F(M)g(M) = 0.

D’altra parte, siccome ¢’ < 0 si trova

M M
| IF@d@ldr< s |F) / Dlds =~ swp |F)| [
a xeaoo) z€[a,00) a

= (g(a) — g(M)) sup |F(z)],

z€la,00)
e dunque, usando nuovamente il fatto che g € infinitesima

| IF@g @i < g(a) s 7)< .

z€[a,00)
Dal momento che la funzione F¢’ & assolutamente integrabile su [a, 00), per il Criterio
della convergenza assoluta esiste finito anche il limite

M
li F "(z)dw.
Jim [ F (@) (@)

Questo termina la prova del teorema.

EsemMPIO 3.2. Usando il Teorema 3.1 sugli integrali oscillatori, si vede che per
ogni scelta del parametro o > 0 l'integrale improprio

o -
sin x
dx
1 x

converge. Infatti, la funzione f(x) = sinx ha primitiva limitata F'(z) = —cosx e la
funzione g(x) = 1/2* ha derivata negativa per > 0 ed ¢ infinitesima per z — oo.

4. Integrali impropri di funzioni non limitate

DEFINIZIONE 4.1. Sia f: (a,b] = R, —oo < a < b < 0o, una funzione (limitata
e) Riemann—integrabile su ogni intervallo della forma [a + €,b] con 0 < ¢ < b — a.
Diciamo che f & integrabile in senso improprio su (a,b] se esiste finito il limite

I = lim b f(z)dx

e—0t ate
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In questo caso, diciamo che I'integrale improprio di f su (a,b] converge e poniamo

/abf(x)dx T

Lo studio degli integrali impropri di funzioni come nella definizione precedente
si puo ricondurre allo studio di integrali impropri su intervallo illimitato tramite il
cambiamento di variabile y = % che porta alla trasformazione formale di integrali

/abf(x)dx_(b—a)/loof(wb;“)%

EseEMp1o 4.2. Con una discussione analoga a quella svolta nell’Esempio 1.2 si
deduce che, al variare del parametro reale a > 0, 'integrale improprio
1
—dx

0o ¢

converge se e solo se a < 1.

Enunciamo, senza dimostrazione, un Teorema del confronto asintotico per integrali
di funzioni non limitate.

TEOREMA 4.3 (Criterio del confronto asintotico). Siano f,g : (a,b] — R, —o0 <
a < b < oo, due funzioni (limitate e) Riemann-integrabili su ogni intervallo della
forma [a 4 €,b], 0 < € < b — a. Supponiamo che:

) i o(s) = o

ii) il seguente limite esiste finito e diverso da zero

e
$1_)I£1+ g(x) 7 0.

Allora: , ,
/f(x)d:c converge < /g(:c)d:c converge.

5. Esercizi

Esercizio 1. Al variare del parametro o > 0, studiare la convergenza e la
convergenza assoluta dell’integrale improprio

o0 : l
/ sinx ngdx.
1 e

Questo esercizio e stato risolto in classe. La risposta e la seguente: per a > 1 si ha
convergenza assoluta (e quindi anche semplice); per 0 < a < 1 non si ha convergenza
assoluta ma c’e convergenza semplice; per a = 0 non c¢’¢ convergenza semplice.

EsErcizio 2. Calcolare i seguenti integrali impropri

%) loga? %) N 1%
1) / ——dx; 2) / %% dr; 3)/ e P cos(ax)dr, B>0,acR.
o (z+1) 0 0
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EsERcizIO 3. Stabilire se convergono i seguenti integrali impropri
1 3/1 —x

3 —dx.
) 0 \/1—%2 ’

o) sy 1
1) / sinzdr;  2) / —dx;
0 0o +/1—sin(z)
ESERcIZIO 4. Stabilire se convergono assolutamente i seguenti integrali impropri

o s o 1 1
1) / S xQdm; 2) / er_ﬁcosxd:E; 3) / (_ — tan _) sinz dz.
o l+=x 0 1 X t

Esercizio 5. Calcolare tutti gli a > 0 tali che converga ciascuno dei seguenti
integrali impropri
1) /1 (1 —cosz)” i 9) /1 sin(z®) d:
o tanz —x o log(l+ z)

3) /oo arctanﬁ— 7T/2 i 4) /oo sin% dx
0 2

x® log® x

EsERcIzIO 6. Studiare la convergenza dei seguenti integrali oscillatori

o : [e.9] 1 o0
1) / e dzr; 2) / sin x arcsin — dzx;  3) / rsin(z*) dr.
2 1 z 0

log =

ESERCIZIO 7. i) Determinare tutti i parametri a,3 € R tali che il seguente

integrale improprio converga
> 1428
| wamde
o x(142?)

ii) Rappresentare i parametri ammissibili nel piano cartesiano af.






CAPITOLO 2

Introduzione alle equazioni differenziali ordinarie

1. Equazioni differenziali lineari del primo ordine

Sia I C R un intervallo aperto e siano a,b € C(I) due funzioni continue. Un’e-
quazione differenziale della forma

(1.3) v +a(r)y=>b(x), zel,

si dice equazione lineare del primo ordine. Fissati zg € [ e yo € R, possiamo
prescrivere il valore della soluzione nel punto xg:

(1.4) y(0) = Yo-

Il problema di risolvere I'equazione differenziale (1.3) con la condizione iniziale (1.4)
si chiama Problema di Cauchy. L’incognita del problema ¢ una funzione y € C*([I).

Dedurremo la formula risolutiva dell’equazione differenziale, e piti in generale del
Problema di Cauchy, con un argomento euristico. Consideriamo preliminarmente il
caso b = 0:

(1.5) v +alx)y=0, zel.

In questo caso, 'equazione differenziale si dice omogenea. Supponendo y # 0, ad
esempio y > 0, 'equazione differenziale (1.5) si puo riscrivere nella forma y'/y =
—a(z). Una primitiva della funzione 3'/y ¢ logy. Dunque, indicando con A una
primitiva di a, ovvero A’(z) = a(x) per ogni z € I, abbiamo

—A=logy+d,

per qualche costante d € R. Segue che y = exp(—d — A) e ponendo ¢ = e~¢ troviamo
la soluzione

(1.6) y(x) =ce @ el

Questa funzione risolve l'equazione omogenea per ogni ¢ € R (in altri termini la
limitazione y > 0 puo essere lasciata cadere).

Ora cerchiamo una soluzione della forma (1.6) per ’equazione non omogenea (1.3),
dove ora ¢ € C'(I) & una funzione incognita che deve essere determinata. Que-
sto metodo si chiama “variazione della costante”. Inserendo 3 = ce™* — ace ™

nell’equazione (1.3) otteniamo

/) —A b
)

cde ™ = ovvero ¢ = bel.

Integrando tale equazione su un intervallo (zg,z) C I otteniamo

c(x) = e(xo) + /9«“ b(t)etWat,

o

13
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e dunque troviamo

(1.7) y(x) = <c($0) 1 /x b(t)eA(t)dt>e—A(:c)’ xel,

xo
dove ¢(xy) € R & un numero reale. Per ogni scelta di tale numero, la funzione (1.8)
verifica '’equazione differenziale (1.3).

I1 numero ¢(zy) si pud determinare imponendo che l'integrale generale y verifichi
la condizione iniziale y(z¢) = yo. Si ottiene c(zy) = yoet®). Dunque otteniamo la
formula di rappresentazione per la soluzione del Problema di Cauchy:

(1.8) y(x) = <y0eA(‘”°) +/ b(t)eA(t)dt>e_A(x), xel,

xo
Nel prossimo teorema proviamo che il metedo seguito rileva in effetti I’unica soluzione
del problema di Cauchy.

TEOREMA 1.1. Siano I C R un intervallo aperto, zg € I, a,b € C(I) e yg € R.
Allora la funzione (1.8) risolve in modo unico il Problema di Cauchy (1.3)+(1.4).

Dim. Che la funzione (1.8) risolva il problema ¢ un conto che ripercorre a ritroso
I’argomento euristico. Proviamo che questa soluzione e 1'unica.

Sia z € C'(I) una soluzione dell’equazione differenziale (1.3) e consideriamo la
funzione ausiliaria .

w(z) =@z (x) — / b(t)e Dt
xo
dove A € una primitiva di a. Dal momento che sull’intervallo I risulta
w' = (az + 2)e? — be =0,

per il Teorema di Lagrange la funzione w ¢ costante su I, ovvero esiste k& € R tale
che w(z) = k € R per ogni = € I. Dunque, si ha

2(z) = <l{: +/ b(t)eA(t)dt) e~A@),

D’altra parte, se z risolve anche la condizione iniziale z(zy) = yo deve essere k =
yoe(*) e quindi z coincide con la funzione in (1.8).

2. Equazione differenziali a variabili separabili

Siano I,.JJ C R due intervalli aperti e siano f € C(I) e g € C(J) due funzioni
continue. Cerchiamo le soluzioni dell’equazione differenziale del primo ordine

(2.9) y' = fz)g(y), =€l

per qualche intervallo I; C I. Una simile equazione si dice a wvartabili separabili.
Eventualmente, fissati un punto zy € I e un valore yo € J possiamo prescrivere la
condizione iniziale

(2.10) y(0) = Yo
Il problema (2.9)+(2.10) si chiama Problema di Cauchy.

Osserviamo preliminarmente che se g(yy) = 0 allora la funzione costante y(z) = yo,
x € I, ¢ certamente una soluzione dell’equazione differenziale (2.9) che verifica la
condizione iniziale.
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Siccome vogliamo dividere per g, supponiamo che g(yo) # 0. Allora risulta g # 0
in un intervallo aperto J; C J che contiene yy. Possiamo allora dividere e separare le
variabili. ’equazione differenziale si riscrive nel seguente modo:

y'(x)

(1) sy
dove z varia in un intorno I; C I del punto x, tale che y(z) € J; per ogni = € .

Sia G € C''(J;) una primitiva di 1/¢(y) (nella variabile y), definita nell’intervallo
Ji e dove risulta g # 0. La funzione G ¢ strettamente monotona, perche G'(y) # 0, e
pertanto GG ¢ invertibile.

Sia poi F' € C'(I) una primitiva di f. Integrando I'equazione differenziale (2.11)
si ottiene

(2.12) G(y(z)) =F(z)+C, =xe€l.

Qui, C' € R ¢ una costante che puo essere determinata tramite la condizione iniziale,
e precisamente C' = G(yo) — F'(zo).
La soluzione del Problam di Cauchy e dunque

(2.13) y(x) = G1(F(z) — F(ao) + Glw)), @ € I,

dove G7! : G(J;) — J; ¢ la funzione inversa di G. L’intervallo I; C I ¢ in generale
piu piccolo di I.

Il precedente argomento rileva due tipi di soluzione dell’equazione differenziale
(2.9): le soluzioni costanti e le soluzioni per cui g(y) # 0. Potrebbero, tuttavia, esserci
altre soluzioni. Se g # 0 su J, 'argomento prova che la soluzione ¢ necessariamente
della forma (2.13).

TEOREMA 2.1. Siano I,J C R due intervalli aperti, 2o € I e yo € J, e siano
feC(l),ge C(J) tali che g # 0 su J. Allora il Problema di Cauchy (2.9)+(2.10)
ha una soluzione unica y € C'(I;) data dalla formula (2.13), per qualche intervallo
aperto Iy C I contenente x.

La dimostrazione del teorema ¢ contenuta nell’argomento precedente.

EsemMp1O 2.2. Cerchiamo la soluzione del Problema di Cauchy seguente

, 142z
(2.14) v = cosy
y(0) =

L’equazione differenziale & a variabili separabili ¥/ = f(x)g(y) con f(x) =1+ 2z e
g(y) = 1/cosy. In particolare, g & definita per cosy # 0, ovvero per y # w/2 + km
con k € Z. Siccome vogliamo che g sia definita su un intervallo, tenuto conto della
condizione iniziale dovremo considerare g : (7/2,37/2) — R. Chiaramente g # 0.

Separando le variabili otteniamo 3 cosy = 1 + 2z, e integrando troviamo la
soluzione generale in forma implicita dell’equazione differenziale

siny =z + 22+ C,

dove C' € R & una costante che si determina con la condizione iniziale y(0) = ,
ovvero C' = siny(0) = 0.
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Ora dobbiamo invertire la relazione siny = x + 2. Osserviamo che I'inversione
“meccanica”

z(x) = arcsin(z + z?)
non fornisce la soluzione del problema (2.14) perche z(0) = arcsin(0) = 0 e la
condizione iniziale non e verificata.

Per determinare la soluzione corretta osserviamo che la funzione arcsin e l'inversa
della funzione sin ristretta all’intervallo [—7/2,7/2]. Nel nostro caso, tuttavia, y
prende valori in un intorno di 7. Allora procediamo in questo modo. Ponendo w(x) =
y(x) — m, abbiamo w(0) = y(0) — 7 = 0 e sinw = sin(y — 7) = —siny = —(z + 22).
Siccome w assume valori in un intorno di 0, € ora lecito invertire la funzione seno e
otteniamo w = — arcsin(x + 2?) e quindi

y(z) = 7 — arcsin(z + 2?).
Questa e la soluzione del problema, che e definita nell’intervallo aperto

]1:{x€R:x—|—x2<1}.

3. Equazioni differenziali lineari del secondo ordine

Sia I C R un intervallo aperto e siano a, b, f € C'(I) funzioni continue. In questa
sezione studiamo 'equazione differenziale lineare del secondo ordine:

Y+ a(@)y +ba)y = f(z), zel
L’incognita ¢ una funzione y € C*(I). L’equazione differenziale si dice lineare perche
'operatore differenziale £ : C*(I) — C(I)
Ly) =y" +alx)y’ + b(z)y

€ un operatore lineare.

Il seguente teorema di esistenza e unicita della soluzione per il relativo problema
di Cauchy ¢ il corollario di un teorema pit generale che sara visto e provato nel corso
di Analisi 3.

TEOREMA 3.1. Siano I C R un intervallo aperto, zo € I e yo,y; € R, e siano
a,b, f € C(I) funzioni continue. Allora il Problema di Cauchy

y' +a(@)y +b(x)y = f(z), z€l,
(3.15) y(r0) = Yo
Y'(w0) = yg

ha un’unica soluzione y € C?(1).

Studiamo ora il caso omogeneo f = 0. Consideriamo l'insieme delle soluzioni
dell’equazione omogenea

S={yeC*I):y" +a(x)y +bx)y=0sul}.
Dal teorema precedente segue il seguente fatto.

PRrRoOPOSIZIONE 3.2. L’insieme S delle soluzioni dell’equazione omogenea € uno
spazio vettoriale reale di dimensione 2.
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Dim. S e uno spazio vettoriale, perche per ogni o, € R e y1,y, € S, ovvero
L(y1) = L(y2) = 0, risulta

L(ay + Bya) = aL(y1) + BL(y2) = 0,

e quindi ay; + By, € S.
Proviamo che S ha dimensione esattamente 2. Fissato un punto zy € I, definiamo
la trasformazione T : S — R? definita nel seguente modo

T(y) = (y(wo), ¥ (x0)).

La trasformazione T ¢ lineare. Proviamo che 7' ¢ iniettiva e suriettiva. Ne segue che
S ed R? sono linearmente isomorfi e dunque dim(S) = dim(R?) = 2.

Prova dell’iniettivita: se T'(y) = T'(z) con y,z € S allora y e z risolvono lo stesso
Problema di Cauchy (3.15) (con f = 0). Siccome per il Teorema 3.1 la soluzione del
problema e unica, deve essere y = z.

Prova della suriettivita: dato (yo,v)) € R?, dal Teorema 3.1 segue esistenza di
y € S tale che T'(y) = (yo,yp)-

Dunque, lo spazio vettoriale S ha una base vettoriale composta da due soluzioni.
Consideriamo due soluzioni y1,ys € S (non necessariamente linearmente indipenden-
ti). Formiamo la matrice Wronskiana

_ yi(z) 1y2(x)
Winan(@) = ( w(x) v )
e il determinante Wronskiano

_ yi(r) ya(w) \ _ / ,
(o) = det (0 ) o) — o) o),

Y

Chiaramente risulta w € C*(I) e inoltre
w' = yiyh — Yot + 11y — yau
= y1(—a(z)yy — b(z)y2) — yo(—a(@)y) — b(z)y)
= —a(x)w.

Integrando 1’equazione differenziale scopriamo che il determinante Wronskiano ha la
forma

w(z) = w(xg) exp ( — /: a(t)dt), x el

In particolare, se w(xg) = 0 in un punto x¢ € I allora w = 0 in tutti i punti.

PROPOSIZIONE 3.3. Siano yi,y» € S soluzioni dell’equazione omogenea e sia w =
det Wy, 4, il corrispondente determinante Wronskiano. Allora:

(A) y1, y2 sono linearmente dipendenti se e solo se esiste o € I tale che w(xg) =0
(equivalentemente se e solo se w = 0 su [);

(B) 1, y2 sono linearmente indipendenti se e solo se esiste 21 € I tale che w(zy) #
0 (equivalentemente se e solo so w # 0 su I).
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Dim. Proviamo (A). Se y1, y2 sono linearmente dipendenti allora esistono (a, 3) #
(0,0), a, B € R, tali che ay; + By, = 0 su I. Derivando vale anche ay| + Sy, = 0 su

I, e dunque
<y1 y2) <a> (O>

Segue che w = 0 su tutto I.
Supponiamo ora che w(xy) = 0 in un punto zo € I. Allora, esistono («, 3) # (0,0)

tali che 0
(i vl ) (5)=(5)

La funzione z = ay; + (y» ¢ in S e verifica z(xg) = 0 e 2/(zp) = 0. Dall’'unicita della
soluzione per il Problema di Cauchy segue che z = 0 e quindi y;, > sono linermente
dipendenti.

L’affermazione (B) segue da (A) per negazione.



