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1. Spazi METRICI 1

Si ricordi che uno spazio metrico (X, d) € un insieme X dotato di una funzione d : X x X — R tale
che:

(1) d(z,y) >0 e d(z,y) =0<=z=y per ogni z,y € X,
(2) d(z,y) =d(y,x) per ogni z,y € X (simmetria),
(3) d(z,y) < d(z,z) +d(y, 2) per ogni x,y,z € X (disuguaglianza triangolare).

La funzione d & detta metrica (o distanza) su X e (1), (2), (3) sono gli assiomi che la definiscono.

Esercizio 1.1. Verificare gli assiomi della distanza nei seguenti esempi.
(2) X=R":=Rx..xR, d (z,y) := />y |zi — yil?, la distanza Euclidea su R™.
nvolte

(3) X =N, d(n,m) = % _
(4) X = C([0,1)), d(f,

1

—

g) == rn[ax] |f(t) — g(t)], cioe X & lo spazio delle funzioni con-
0,1

tinue sull’intervallo [0, 1] C R con la metrica della convergenza uniforme.

Esercizio 1.2. Quali tra le seguenti funzioni d : X x X — [0, +00) sono metriche su R?
) 3 —y3 sex>y

y Yy— sex >y
) d(z,y) = |z —y| + ]2 — 7.
) d(z,y) = * +y* +ay.
) d(z,y) _le—yl

Esercizio 1.3. Sia R* := RU {£o00} e definiamo una funzione su R* come segue:

d(x,y) := | arctan x — arctan y| per ogni z,y € R,

ed inoltre
d(z,400) = (—i—oo,x) = g — arctan x,
d(z,—o0) = 00, r) = 5 + arctanz,
d(4o00, —|—oo) d(—o0 —oo) =0,

d(+00, —00) = d(— oo—l—oo):

Verificare che la funzione d ¢ una distanza su R*. Quale ¢ il diametro' di R* con questa
distanza?

Esercizio 1.4 (*). Per la funzione f : R?\ {(0,0)} — R sotto definita, rispondere ai
seguenti quesiti.

(1) Verificare che f(x,y) := ﬂx—jyz non puo essere prolungata con continuita in (0, 0).

1 diametro di uno spazio metrico (X,d) ¢ definito come diam X := sup, yex d(T,y).
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(2) Verificare che f(x,y) := % non puo essere prolungata con continuita in (0, 0).
(3) Verificare che f(x,y) := iiizz puo essere prolungata per continuita in (0, 0).
(4) Per la funzione f(x,y) := % calcolare il limite “ lm% f(z,y).

z,y)—(0,0

Esercizio 1.5. Per ogni n € N sia f,, : [0,1] — R la funzione
nt se0<t<4i
falt) :=<¢ 2—nt seg<t<—
0 se:z < t <1

Verificare che ciascuna funzione f,, & continua su [0, 1] e provare che successione (f,)nen
converge puntualmente. Precisamente, verificare che esiste f : [0,1] — R tale che

ft)= lim f.(t)  perognite[01].

Dire se la successione (f,)nen converge ad f nella metrica della convergenza uniforme;
cfr. (4) dell’Esercizio 1.1.

Esercizio 1.6 (**). Sia f: R?\ {(0,0)} — R la funzione cosi definita:
__ Ty
flz,y) = o
per ogni (z,y) # (0,0). Usando la definizione, verificare che
1
lim x = f(1,1),
wim f@y) =5 = f(L1)

ovvero che f e continua in (1,1). Dimostrare inoltre che f non puo essere prolungata con

continuita in (0, 0), cio¢ che non esiste ( l)nr% f(z,y). Verificare infine che f ¢ limitata
z,y)—(0,0)

nel suo dominio di esistenza.

Esercizio 1.7 (***). Siano p,q € R tali che p > 1 e }17 + 5 = 1. Seguendo lo schema
suggerito dimostrare la seguente disuguaglianza:

szyz < (Z x) (Z mq);

=1
(1) Assumendo la Vahdlta della disuguaglianza seguente: Per ogni u,v > 0 vale

uP e
uw < — + —, (%)
p q
porre uf = % e v . e dedurre la tesi.

(2) Provare la disuguaglianza ( ) partendo dalla concavita della funzione g(z) = v,

x > 0. Essendo g concava, si ha g( ) <g(1)+g(1)(x—1) per ogni z > 0. Dedurre

la disuguaglianza ponendo x = vq

Infine, provare che ||z||, == (>, m‘p) definisce una norma su R” e disegnare le palle
unitarie (ovvero di raggio 1) in tale norma.



