Analisi Matematica 2

Roberto Monti

F1sicA E ASTRONOMIA — ANNO ACCADEMICO 2015-16

VERSIONE FINALE DEGLI APPUNTI DEL CORSO — 27 MAGGIO 2016






Indice

Capitolo 1. Serie reali e complesse

1.

© XX T W

Serie numeriche. Definizioni

Serie geometrica. Serie telescopiche. Serie armonica generalizzata
Criterio della radice e del rapporto per serie reali

Convergenza assoluta di serie reali e complesse

Serie a segno alterno. Criterio di Leibniz

Criterio del confronto asintotico

Criterio di condesazione di Cauchy per serie reali

Riordinamenti di serie

Esercizi con soluzione

Capitolo 2. Integrali di Riemann generalizzati

1.

0N DU W

Integrali impropri su intervallo illimitato
Integrali impropri di funzioni non limitate
Teorema del confronto e del confronto asintotico
Confronto fra serie e integrali

Convergenza assoluta

Integrali oscillanti

Funzione I' di Eulero

Esercizi con soluzione

Capitolo 3. Curve in R”

CU W

Curve in R

Curve rettificabili. Formula della lunghezza
Riparametrizzazione a lunghezza d’arco
Integrali curvilinei

Esercizi con soluzione

Capitolo 4. Spazi metrici

NS T WD

Definizioni ed esempi

Successioni in uno spazio metrico e funzioni continue
Convergenza uniforme di successioni di funzioni
Topologia di uno spazio metrico

Spazi metrici compatti. Teorema di Weierstrass
Spazi metrici completi. Teorema delle contrazioni
Insiemi connessi

Esercizi con soluzione

Capitolo 5. Serie di funzioni e di potenze

1.

Serie di funzioni. Criterio di Weierstrass

3

oo O Ut Ut

12
13
14
16

25
25
26
27
28
29
30
31
32

39
39
43
45
46
47

51
51
54
o6
60
64
66
69
71

83
83



CUk W

INDICE

Criterio di Abel-Dirichlet

Serie di potenze

La funzione esponenziale in campo reale e complesso
Esercizi con soluzione

Capitolo 6. Calcolo differenziale in piu variabili

1.

O N O T WD

9.
10.
11.

Derivate parziali e derivate direzionali in R"”
Funzioni a valori vettoriali
Funzioni differenziabili
Differenziale della funzione composta
Teoremi del valor medio
Funzioni di classe C!
Teorema di Rademacher
Derivate di ordine superiore. Teorema di Schwarz
Punti critici. Punti di massimo e minimo locale
Funzioni convesse
Esercizi con soluzione

Capitolo 7. 1-forme differenziali in R"”

1. Forme differenziali chiuse ed esatte. Campi conservativi
2. Integrazione di 1-forme
3. Teorema di Poincaré
Capitolo 8. Teoremi di invertibilita locale e della funzione implicita
1. Teorema di invertibilita locale
2. Teorema sulla funzione implicita
3. Massimi e minimi vincolati. Moltiplicatori di Lagrange
4. Esercizi con soluzione

Capitolo 9. Esercizi

1.

O N T WD

9.
10.
11.

Serie numeriche
Integrali impropri
Curve
Spazi metrici. Funzione distanza
Limiti in piu variabili
Convergenza uniforme e serie di funzioni
Serie di funzioni e di potenze
Funzione esponenziale
Calcolo differenziale
Forme differenziali
Teoremi di invertibilita locale e di Dini

85
86
88
94

99

99
101
102
106
108
110
111
112
114
118
121

133
133
134
136

139
139
143
146
148

151
151
154
155
156
158
159
161
164
165
171
173



CAPITOLO 1

Serie reali e complesse

Dopo aver definito il concetto di serie convergente, reale o complessa, presentiamo
i criteri della radice e del rapporto, che sono utili per studiare la convergenza delle
serie reali positive. Il criterio di Leibniz si usa invece per stabilire la convergenza di
serie reali a segno alterno. Infine, illustriamo i criteri della convergenza assoluta e del
confronto asintotico.

1. Serie numeriche. Definizioni

Sia (ay, )nen una successione di numeri reali o complessi. Vogliamo definire, quando
possibile, la somma di tutti gli a, al variare di n € N. Tale somma di infiniti termini
si indica con il seguente simbolo:

(1.1) iﬁan.

Con tale notazione si vuole indicare un numero reale o complesso. Chiameremo
un’espressione come in (1.1) una serie reale (risp. complessa).
Formiamo la successione delle somme parziali

n
sn:Zak:a0+...+an, n € N.
k=0
La successione (s, )nen puo convergere in R o C, oppure pud non convergere. Nel caso

reale la successione (s, ),eny puo divergere a 0o 0 —00.

DEFINIZIONE 1.1 (Serie convergente e divergente). Se la successione delle somme
parziali (s,)nen converge ad un numero reale o complesso s, poniamo

)
> n =5,
n=0

e diremo che la serie converge ed ha come somma s.
Nel caso reale, se la successione delle somme parziali (s,),en diverge a oo 0o —oo,
diremo che la serie diverge a co 0 —o0 e scriveremo

(o)
Z a, = too.
n=0

Se la successione delle somme parziali (s,),ey non ha limite, nemmeno +oo,
diremo che la serie non é definita.

DEFINIZIONE 1.2 (Termine generale). Il generico addendo a,,, n € N, che appare
nella serie (1.1) si dice termine generale della serie, ed (a,)nen € la successione dei
termini generali.
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TEOREMA 1.3 (Condizione necessaria di convergenza). Se una serie reale o com-
plessa

oo
D an
n=0
converge allora la successione dei termini generali ¢ infinitesima, ovvero
lim a, = 0.
n—oo
Dim. Per ipotesi esiste s € R (s € C) tale che

lim s, = s.
n—oo

Dunque, si ha

lim a, = lim (s, — $,,—1) = lim s, — lim s,,_1 = s — s =0.

O

2. Serie geometrica. Serie telescopiche. Serie armonica generalizzata

2.1. Serie geometrica. Sia z € C un numero complesso tale che z # 1. Ricor-
diamo la formula per le somme geometriche parziali
1— ZnJrl

n
S A=t TP heN
k=0

1—2

+1

Se |z| < 1, allora lim 2" = 0. Se invece |z| > 1 il limite non esiste (o non esiste
n—oo

finito). Dunque, si ottiene la formula per la serie geometrica
s 1
Y t=—— z€C, |z <L
o 1—2z

Ad esempio, con z = 1/2 si trova la somma della serie geometrica reale di ragione
1/2
=1 =1 1
—=-1 —=—-1+—+—=1.
n; 2n * nZ:o 2n * 1—-1/2

2.2. Serie telescopiche. Sia (a,)n,eny una successione reale o complessa e for-
miamo la successione delle differenze b,, = a,+1 — a,, n € N. Allora si ha
n n n n
Z by = Z(akJrl - Clk) = Z Qg1 — Z A = Ap41 — Go-
k=0 k=0 k=0 k=0
Se la successione (a,)nen converge ad un limite L, allora la serie con termine generale
b, converge e inoltre

Z bn =L- agp.
n=0
Ad esempio, si trova
SRS T
Sinn+l) e ontl
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2.3. Somma di tutti gli 1/n%. Vogliamo provare che la serie
> 1

Z—<oo

2
n=1 n

converge. E noto che la sua somma ¢ 72 /6, ma non lo proveremo. Dalle disuguaglianze
1

2> 1) & =< —
2 n(n ) n? ~ n(n—1)

si ottiene ~ 1 - . - .
2 <Zn(n—1)zzn(n+1)<oo

— <
n=2 n n=2 n=1
€ per COHfI‘OHtO la serie in esame converge.

2.4. Somma di tutti gli 1/n. Vogliamo provare che la seguente serie (detta
serie armonica) diverge a oo:

> 1
3 - = .
n:ln
In effetti, si ha
i1—1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+
2 \3 4 5 6 7 8
>1+1+(1+1)+(1+1+1+1>+
- 2 4 4 § 8 8 8
—1+1+1+1+ =
= 5T5%5 S =00,

e dunque la serie diverge a oo. Trasformeremo questa idea di dimostrazione in un
criterio generale (Criterio di condensazione di Cauchy).

2.5. Seria armonica generalizzata. Per a > 0 si consideri la serie reale
>0 1
n=1 ne ’
chiamata talvolta serie armonica generalizzata.

TEOREMA 1.4. La serie armonica generalizzata converge se e solo se a > 1.

Dim. I casi @« = 1 ed o = 2 sono stati discussi sopra. Per o > 2 si ha n® > n? e
quindi

=1 =1
> <) 5 <o
n=1 n n=1 n
La serie a sinistra converge.
Quando 0 < a < 1 si ha n® < n e dunque
=1 =1

IFLED IR

o =
n=1 n n=1 n

e per confronto la serie a sinistra diverge a oo.
Rimane da discutere il caso 1 < a < 2. In questo caso la serie converge. La

dimostrazione di questo fatto e rinviata, si vedano la Sezione 7 oppure la Sezione 4
del Capitolo 2. O
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3. Criterio della radice e del rapporto per serie reali
Se (an)nen € una successione reale non negativa, allora la successione delle somme
parziali
Sp,=ag+ a1+ ...+a,, néeEN,
¢ monotona crescente e quindi il limite di (s,),en esiste sempre, finito oppure oco.
TEOREMA 1.5 (Criterio del confronto). Siano (a,)nen € (by)nen successioni reali

tali che 0 < a,, < b, definitivamente (ovvero per ogni n > 7 per qualche n € N).
Allora:

o0 o0

)Y ap=00 = > b,=o00;
n=0 n=0
oo o

i) Y by<oco = Y a, <o
n=0 n=0

Dim. Senza perdere di generalita supponiamo che 0 < a, < b, per ogni n € N.

Le somme parziali

Sp,=Qg+ai+ ...+ ay

Un:b0+b1+...+bn
verificano s, < o, per ogni n € N ed inoltre convergono perché sono monotone
crescenti. Dunque si ha

. < 1
9,50 = 0 O,

da cui si ottengono le conclusioni i) e ii). O

TEOREMA 1.6 (Criterio della radice). Sia (a,)nen una successione reale non nega-
tiva, a, > 0 per ogni n € N, e sia

L = limsup {/a,.

n— oo
Allora si hanno i seguenti due casi:
o0
i) Se L < 1 allora la serie converge Z ap < 00.
n=0

oo
ii) Se L > 1 allora la serie diverge Z a, = oo. Di piu, il termine generale non
n=0
¢ infinitesimo.

Se L =1 la serie puo sia convergere che divergere.

Dim. i) Sia ¢ > 0 tale che ¢ = L + ¢ < 1. Per la caratterizzazione del limite
superiore, esiste n € N tale che /a,, < ¢ per ogni n > n. Dunque a, < ¢" per ogni
n > n, e quindi

o0 o0
Z an, < Z q" < 0.
n=n n=n
Per confronto, questo prova la convergenza della serie data.

ii) Sia e > 0 tale che ¢ = L — & > 1. Per la caratterizzazione del limite superiore,
per ognin € N esiste un indice k,, € N tale che k, > ne kq/akn > ¢. Inoltre, ¢ possibile
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scegliere la successione (k,),en in modo tale che k, < k,.;. La (sotto)successione
(@, )nen verifica

lim ap, = oo.
n—00 kn

Quindi la successione (a,)neny non € infinitesima, e per la condizione necessaria di
convergenza la serie non converge, e dunque diverge (essendo a termini non negativi).

O

TEOREMA 1.7 (Criterio del rapporto). Sia (a,),en una successione reale positiva,
a, > 0 per ogni n € N, e supponiamo che esista L = ILm Upy1/ayn. Allora si hanno i
n o

seguenti due casi:
o

i) Se L < 1 allora la serie converge »_ a, < 00.

n=0

o0
ii) Se L > 1 allora la serie diverge Z a, = oo. Di pit, il termine generale
n=0
verifica

lim a, = co.
n—oo

Se L =1 la serie puo sia convergere che divergere.

Dim. i) Esiste € > 0 tale che ¢ = L 4+ ¢ < 1. Dalla definizione di limite segue che
esiste n € N tale che a,/a,_1 < ¢ per ogni n > n. Dunque si ha

n—n

anéqanflé---gq_naﬁ

per ogni n > n, e pertanto

o0 B o0
Z an < apq " Z q" < 0.
n=n n=n

Per confronto, questo prova la convergenza della serie.

ii) Esiste ¢ > 0 tale che ¢ = L — e > 1, ed esiste i € N tale che per ogni n > n si
abbia

Up 2 qp1 > ... 2 ¢ "ag.
Questo prova che ILm a, = oo e dunque non e verificata la condizione necessaria di
n o0
convergenza e la serie Y °° ; a,, diverge. 0

4. Convergenza assoluta di serie reali e complesse

In questa sezione illustriamo il Criterio della convergenza assoluta, che fornisce
una condizione sufficiente (ma non necessaria) per la convergenza di serie complesse
e di serie reali non necessariamente positive.

DEFINIZIONE 1.8. Sia (a,)nen una successione reale o complessa. Diciamo che la

)
serie Z a, converge assolutamente se converge la serie reale
n=1

oo

> an| < oc.

n=1
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o
TEOREMA 1.9. Sia (a,)neny una successione reale o complessa. Se la serie Z ay,

n=1
converge assolutamente allora converge anche semplicemente ed inoltre

9]
> an
n=1

Dim. Iniziamo a considerare il caso in cui (a,),ey Sia una successione reale e
definiamo per ogni n € N la parte positiva e la parte negativa della successione nel
seguente modo

o0
< |an).
1

n=

(1.2)

a} = max{a,,0}, a, =min{a,,0}.
Le successioni (a;),en € (a;, )nen verificano le seguenti proprieta: i) a, > 0 e a,, < 0;
i) a, = af + a,; iii) |a,| = af —a;; iv) af, —a, < la,|. Dal teorema del confronto

n? n
abbiamo
o0 o0 o0 o0
0<> at <> ap| <oo, 0<=> a, <Y ay| < oo.
n=1 n=1 n=1

Dalle identita

segue allora anche 'esistenza finita del limite
n (e.o] o0
. o + —
T}LIEOZak— daf +> ay.
k=1 k=1 k=1
Infine, passando al limte per n — oo nella disuguaglianza
n n
<N Jag]
k=1

D a
k=1
segue la tesi (1.2). Questo termina la prova nel caso reale.
Sia ora (a,)nen una successione complessa e definiamo «,, = Re(a,,) e 5, = Im(a,,).
Dalle disuguaglianze |a,| < |a,| e |B,] < |a,| deduciamo che le serie reali

o0 o0
doan e ) B
n=1 n=1
convergono assolutamente e quindi semplicemente. Converge allora anche la serie
o0 (o] oo
D an =) an+i) P
n=1 n=1 n=1

La prova di (1.2) ¢ identica al caso reale. O

5. Serie a segno alterno. Criterio di Leibniz

Sia (a,)neny una successione di numeri reali non negativi, a, > 0. Una serie
numerica della forma .
Z (=1)"an
n=1
si dice serie a segno alterno. 1l fattore (—1)" si chiama fattore alternante. Per studiare
la convergenza delle serie a segno alterno si usa il criterio di Leibniz. Premettiamo la
seguente osservazione.
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LEMMA 1.10. Sia (S, )nen una successione reale tale che esistano e siano uguali i
limiti delle sottosuccessioni degli indici pari e dispari:

lim 89, = lim s =L eR.

Allora esiste anche il limite dell’intera successione
5, 8 = L.
La dimostrazione e elementare e viene omessa.
TEOREMA 1.11 (Criterio di Leibniz). Sia (a,)nen una successione di numeri reali
non negativa, a, > 0 per ogni n € N. Supponiamo che:
i) lim a, =0 (successione infinitesma);
ii) an+1 < a, per ogni n € N (successione decrescente).
Allora la serie a segno alterno

Z (_1)nan

n=1
converge.

Dim. Vogliamo provare che la successione delle somme parziali

$n= > (—1)*ay

k=1
converge ad un valore finito. A questo scopo, consideriamo le somme parziali di indice
pari e di indice dispari:

2n 2n—+1
Son = Z(—l)kak, Son+1 = Z (—1)kak'
k=1 k=1

Dal fatto che a,, > 0 si deduce che
Sopt1 = —U2pt1 1 Son < Sop.
Dall’ipotesi ii) si deduce che
Son+1 = —Q2p41 T Q2n + Sop—1 = S2p—1-

E sempre dall’ipotesi ii) si trova

Sont2 = Aopt2 — A2py1 + S2n < Sop.
Mettendo insieme queste informazioni otteniamo le seguenti conclusioni, valide per
ogni n € N:

51 <83 < ... < Sopq1 SS9y <o <8y < Sa.

Dunque, la successione (Sa,41)nen € crescente e superiormente limitata. La successione
(S2n)nen © decrescente e inferiormente limitata. Pertanto le due successioni convergono
a limiti finiti:

L; = lim s Ly = lim s

1= 1M Sony1, 2 = M So,
dove Ly, Ly € R sono numeri reali. D’altra parte, per l'ipotesi i) si ha
L —Ly= lim s — lim s9, = lim (s — S9,) = lim —a =0.
1 2 o 2n+1 el 2n n—>oo< 2n+1 Qn) el 2n+1

Quindi Ly = Ls. La tesi segue dal Lemma 1.10. O
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EsEMPIO 1.12. La serie

n

Sk

converge per il Criterio di Leibniz, in quanto la successione a,, = 1/n ¢ infinitesima e
decrescente. Sappiamo che questa serie non converge assolutamente.

6. Criterio del confronto asintotico

Per stabilire la convergenza assoluta e a disposizione il criterio del confronto asin-
totico, che si puo usare in combinazione agli sviluppi infinitesimali delle funzioni
elementari.

TEOREMA 1.13. Siano (a,)nen € (bn)nen due successioni reali o complesse tali che
a, # 0 per ogni n € N e supponiamo che esista finito e non zero il seguente limite

by
Jbrgoa—nfLE(C\{O}.

oo
Allora la serie Z a, converge assolutamente se e solo se converge assolutamente la

n=1
o0
serie Z b,,.
n=1

Dim. Dalla disuguaglianza “2] — ]w[’ < |z — w| per numeri complessi z,w € C
segue che

b
im 2l 0 e {0},

n—oo ’anl
Dunque, esiste n € N tale che per n > n

IL]
2

Per il Teorema del confronto, la tesi segue allora dalle disuguaglianze

LS~ < S Pl < 210 S .
2 —~ — —

|an| < [bn] < 2[Lan].

U

OSSERVAZIONE 1.14. Il teorema precedente non vale se alle parole “convergenza
assoluta” si sostituiscono le parole “convergenza semplice”. Si considerino, infatti, le
successioni reali (a,)nen € (by)nen con

e O S C

Chiaramente si ha

limb—”:17é0.

n—o0 an
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(o0
La serie Z b, converge semplicemente, per il Criterio di Leibniz. Tuttavia la serie

n=1
con termine generale a, non converge semplicemente, infatti:

N AP R WhS

7. Criterio di condesazione di Cauchy per serie reali

Il criterio di condensazione di Cauchy ¢ spesso utile nei casi in cui i criteri della
radice e del rapporto sono inefficaci perche si trova il limite L = 1.

TEOREMA 1.15 (Criterio di Cauchy). Sia (a,)neny una successione non negativa,
monotona decrescente. Allora si ha:

[ee) oo
a, <o & ) 2%agm < .

n=1 n=0

Dim. Per n € N, n > 1, sia ¢ € N un indice tale che 2! < i < 2" —1. Siccome la
successione (a,)nen © monotona decrescente, per tali ¢ si ha a; < agn-1, e sommando

si ottiene
on_q

Z a; < agn1(2" — 2" = 2" agn .
g=2n—1
Sommando ora su n si trova
oo
RS o SRS SECIAS
i=1 n=1j=gn—1
Se converge la serie a destra, allora per confronto converge anche la serie a sinistra.

Proviamo l'implicazione opposta. Se l'indice i € N verifica 277! +1 <4 < 2" per
qualche n € N, allora a; > ao». Sommando su tali 7 e poi sun € N, si trova

) o0 2m 1>
Sa=Y Y azlY .
i=2 n=1j=on—141 n=1
Per confronto, se converge la serie a sinistra, converge anche la serie a destra. U
ESEMPIO 1.16 (Serie armonica generalizzata). Sia a > 0 un parametro reale
fissato, e studiamo la convergenza della serie
>0 1
—.
n=1 n
Abbiamo gia discusso il caso a = 1,2. La successione a,, = 1/n*, n > 1, & monotona
decrescente. Esaminiamo la serie

S
LT Ly g e

Se a > 1 si ha una serie geometrica convergente. Se 0 < a < 1 la serie diverge.
Dunque, la serie in esame converge se e solo se o > 1:

o0

ana<oo & a> 1

n=1
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EsemMPIO 1.17 (Serie logaritmiche). Sia o > 0 un parametro reale fissato, e stu-
diamo la convergenza della serie

o 1
gnlogan'

La successione a,, = 1/(nlog®n), n > 2, € monotona decrescente. Esaminiamo la
serie

oo n B oo 1
;::12 a2 _nz::lnalogQQ'

Per quanto visto sulla serie armonica generalizzata, la serie in esame converge se e
solo se a > 1.
8. Riordinamenti di serie

Il valore (la somma) di una serie convergente
oo
D an
n=1

dipende dall’ordine in cui si sommano gli infiniti addendi. In altri termini, per le
somme infinite non vale la proprieta commutativa. Se tuttavia la serie converge
assolutamente allora il valore della somma e indipendente dall’ordine della somma.

DEFINIZIONE 1.18 (Riordinamento). Una applicazione ¢ : N — N iniettiva e
suriettiva si dice riordinamento.
o0
TEOREMA 1.19. Sia s = Z a, una serie reale o complessa assolutamente conver-

n=1
gente. Allora per ogni riordinamento o : N — N si ha

s = z_:l Qg (n),

e la serie converge assolutamente.

Dim. Fissato € > 0 esiste n € N tale che
n
S — Z Qg
k=1

Ora definiamo il numero naturale m = max{c~(1),...,07*(n)}. Allora se m > m
si ha m > o71(i) per ogni i = 1,...,7, ovvero o~ *(i) € {1,...,m} per ognii =1, ..., 7,

{1,...,n} Cc {o(1),...,0(m)}.

Dunque, se m > m troviamo

> €

g
<- e Yl <<
2 k=n+1 2

s—) aa(k)’: s— > ap— > aa(k)‘g s—=Y ap|+ > ag| <e.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=nt1
oK) E (1,7}

[e.e]
Questo prova che Z Ao(n) = S.

n=1
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oo
Lo stesso argomento applicato alla serie Z |a,,| prova I’assoluta convergenza della
n=1
serie riordinata:
o
> g | < oo.
k=1

O
Consideriamo ora una successione reale (a,)nen € supponiamo che la seguente serie
converga semplicemente ma non assolutamente:

o0 o0
ZanGR, Z|an|:oo.
n=1 n=1

Allora valgono i seguenti fatti:

i) li_>m a, = 0. Questa e la condizione necessaria di convergenza.
n—0oo

[e.o]
ii) > af = o0, dove a}f = max{a,,0}.
n=1

oo
iii) Y a, = —oo, dove a, = min{a,,0}.
n=1

Che una delle due affermazioni ii) e iii) debba valere segue dal fatto che in caso
contrario ci sarebbe convergenza assoluta. Se valesse solo una delle affermazioni ii) e
iii), allora non potrebbe esserci convergenza semplice.

TEOREMA 1.20. Sia a,, € R, n € N| il termine generale di una serie che converge
semplicemente ma non assolutamente. Allora per ogni L € R esiste un riordinamento
o : N — N tale che -

> o) = L.
n=1

Dim. Definiamo il riordinamento ¢ in modo induttivo. Definiamo o(1) = 1
e supponiamo che o(1),...,0(n) siano stati definiti. Definiamo il numero naturale
o(n+ 1) con il seguente criterio. Sia

L, = Z; Qo (1)

e distinguiamo i due casi L, > L e L, < L.
Se L,, > L definiamo

o(n+1) =min{m e N:m ¢ {o(1),...,0(n)} e a,, < 0}.

Osserviamo che l'insieme dei naturali m € N con le proprieta richieste e infinito per
la condizione iii) vista sopra. Il minimo esiste per il buon ordinamento dei naturali.
Se L,, < L definiamo

o(n+1)=min{m € N:m ¢ {o(1),...,0(n)} e an, > 0}.

I1 minimo m con le proprieta richieste esiste per la condizione ii).

L’applicazione ¢ : N — N cosi definita ¢ iniettiva. Dalle condizioni ii) e iii) segue
anche che o ¢ suriettiva.

Proviamo che lim L, = L. Fissato € > 0, per la i) esiste m € N tale che la,| < e

per ogni n > m. Inoltre per la ii) si puo anche supporre che L > L —e. Segue che
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L, > L — e per ogni n > m. Per la iii) esiste n > m tale che L; < L, e dunque
L, < L+ ¢ per ogni n > n. Questo termina la dimostrazione. ([l

9. Esercizi con soluzione

EsErcizio 1.1. Dire se converge la serie

. n
Zn—l—l'

n=0

Soluzione. La serie non converge in quanto non e verificata la condizione necessaria
di convergenza

li =1+#0.
A =
O
EseRrcizio 1.2. Calcolare la somma delle seguenti serie
o X
= on’ — 32n-1
Soluzione. Usiamo la formula per la serie geometrica:
= 1\ 1
Zf* 1+ (5) =1t =1
n= 1 n=0 2 1— 1/2
> 1 > n > /1N 1 3
;3211 1= z::( ) :3<_1+n2::0(9) ):3<_1+1_1/9) )
O

EsERcIzIO 1.3. Stabilire se converge la serie
1+ cosn
]
Soluzione. La serie € a termine positivi:
1+ cosn
Ve

Usiamo il Teorema del Confronto
1+ cosn < 2 2

< .
V1+n3 T V/1+n3 T n¥?

Essendo 3/2 > 1, la serie seguente converge

= 2
> <
3/2 )
n=1 n /
e per il Teorema del confronto anche la serie data converge

o

Z1+cosn Z 2 -
0.



9. ESERCIZI CON SOLUZIONE
ESERcIZIO 1.4. Scrivere il numero decimale periodico
x=0,454545... = 0,45
in forma razionale x = p/q con p,q € N.

Soluzione. 1l significato della rappresentazione decimale e
4 5 4 5

085 = st tim Tt
> 4 x5
:;102n+1+;@

42701\ S/l
:10;)(100) *5;(10)

2 1 1
_51—1/1oo+5<1—1/100_1)
_BH_5
S99 11

EsERcizIO 1.5. Verificare che la serie esponenziale converge

> 1
m.
n=0

Soluzione. E una serie a termini positivi:

1
a, =— >0, nelN.
n!
Usiamo il Criterio del Rapporto:
Qi1 n! 1

an (n+1)! n+1
Dunque, si ha
L = lim

n—oo an

e dunque la serie converge.

EsERcIzIO 1.6. Studiare la convergenza della serie

oo
n:ln

Soluzione. 1l termine generale della serie

e positivo e dunque possiamo utilizzare il Criterio del Rapporto. Avremo
N (A o O L T _( n >"_ 1
) T )

an  (n+1)nl T (n+1)m
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Quindi si ha
n 1 1
lim 2 = i o =2 <,

n—oo q,. n—00 (1 L l)n o
n

in quanto e > 1. Per il Criterio del Rapporto la serie converge.

EsERcizio 1.7. Determinare tutti gli € R tali che converga la serie
i log(2 +n) 2],

n=1 n

Soluzione. Si tratta di una serie a termini positivi:

log(2
— an > 0.
n

n
Possiamo usare il Criterio della Radice. Avremo:

o log(2
o = 0g(2+n)

n
Partiamo dalle seguenti disuguaglianze:

/log 2 < o/log(2 4+ n) < Y/n%—l _ (/1+1§ A
n n n n

Jim, Vlog2 = lim 2= lim =1,

segue dal Teorema del Confronto che

.

Dai limiti noti

I o log(2 +n)

n—oo n

= 1.

Di conseguenza:
L= lim ¥a, = |x|.
Jim /an = ||
Abbiamo due casi:

1) L = |z| < 1. La serie converge.
2) L = |z| > 1. La serie diverge a oc.

Rimane da discutere il caso L = |z| = 1, ovvero x = +1. In questo caso la serie
diventa:
i log(n + 2)

n=1 n

Questa serie diverge, per confronto con la serie armonica:
> log(n+2) _ X log?2

> >y B

n=1 n n

n=1
EseRrcizio 1.8. Al variare di o > 0 studiare la convergenza della serie

Z V/nsin(1/n%) )

n+1

n=1
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Soluzione. Si tratta di una serie a termini positivi. Usando il limite notevole

lim o
z—0
si deduce che
V/nsin(1/n®)
in(1/n%)
i — Ll gy, s — 140
nlﬁr{olo 1 n—oon 4+ 1 1/n°‘ 7&

natl/2
Quindi, la serie data converge se e solo se converge la serie
>© 1

2 iz

n=1

ovvero se e solo se a > 1/2.
U

EsERcizIO 1.9. Determinare tutti i valori del parametro a € R tali che converga
la serie

X VnP+1—+/n3—1
1 n* .

Soluzione. Riscriviamo il termine generale nel seguente modo:
(V3 +1—vn* = 1) (Vi3 + 1+ vn? —1)
ne(vnd +1+vn® —1)
(n*+1)—(n®—1)
nan3/2(\/1 + L+ /1- %)

2

na+3/2<\/1 + L+ /1- %)

Ay =

Osserviamo che

1 1
1§\/1+3+\/1—3§\/§+1, n €N,
n n

e dunque
2 <a, < N
V2 + 1o =0 S pagpr MER
Siccome
L 3.1
;naﬁ/? <o & atg>1
dal Teorema del Confronto segue che la serie data converge se e solo se a > —1/2.

U

Esercizio 1.10. Al variare di € R studiare la convergenza della serie

> vn+1

Zl—irn—l—:ﬁn?'

n=1
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Soluzione. Distinguiamo i due casi: 1) x = 0; 2) x # 0.

Se x = 0 la serie diventa

Z Tvn+1
Siccome vn+ 1 < v2n < V2 \/— n per n > 1, avremo per il Teorema del Confronto

Z /—n—l— = \/—Znuz -
L’ultima serie diverge essendo 1/2 < 1.

Quando x # 0 si pud maggiorare il termine generale nel seguente modo:

vntl _Vn+l_ Vo V2 1

14+n+4a2n2 = x2n2 — x2n?2 g2 n3/2’
Siccome
1
< 00,
Z 3

=1
essendo 3/2 > 1, allora dal Teorema del confronto la serie data converge.
O

Esercizio 1.11. Al variare di z € R e k € R, con k # 0, studiare la convergenza
della serie

[n—=|

00
D e
n=0

Soluzione. La serie € a termini positivi e possiamo dunque usare il Criterio della
Radice. Sia

. n/ In—z| . _n—=z|
L=1lim Ve & = lime =& .
n—od n—oo
Osserviamo che
. n—x| [1—x/n| 1
li = lim ——— = —,
n—00 nk n—00 k k
e quindi
L =¢Vk

Ci sono due casi:
1) L < 1. In questo caso la serie converge. Precisamente:

1
e V1 & —%<O s k>0.

2) L > 1. In questo caso la serie diverge. Precisamente:
L>1 & k<O

L<1l <

Il caso L = 1 non si presenta. Dunque la serie converge se e solo se k > 0 (indipen-
dentemente da = € R).
O

EseRrcizio 1.12. Discutere la convergenza della serie

Z sm< —11—1)( "
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ay, = f/sin(n_li_ 1) >0,

e quindi siamo in presenza di una serie a segno alterno. Verifichiamo le ipotesi del
Criterio di Leibniz:

1) La successione (a,)nen € infinitesima. Infatti:

. 3/ . 1 3[ q- . 1 3/ . . 1
lim Sm( ) = 4/ lim sm( ) = sm( lim ) =0.

Abbiamo usato il fatto che la radice cubica e il seno sono funzioni continue.
2) La successione (a,)qen € decrescente. Dobbiamo controllare che

Soluzione. Abbiamo

Gni1 < ap, neN.

Osserviamo che la funzione x + ¥z & crescente. Inoltre, sull’intervallo
[0,7/2] la funzione = — sinx, € [0,7/2], & crescente. Di conseguenza, la
funzione composta

f(z) = Vsinz, z€]0,7/2],
¢ (strettamente) crescente. Deduciamo che

< fsin (=) < fsin ()
< - = sin | —— ) < ¢/sin{— |,
n+1 n n+1 n

e quindi a1 < a, per ogni n € N.

Per il Criterio di Leibniz la serie data converge.

O
Esercizio 1.13. Al variare di € R studiare la convergenza della serie
oo —4\"
> ¥(x2 —2x)".
2 5 log(n + 1)

Soluzione. La serie non e a termini positivi. Iniziamo a studiare la convergenza

assoluta. Detto
(=4)"

D log(n + 1)
studiamo la convergenza della serie

an () (2% — 22)",

i‘l 4 ()|

con il Criterio della Radice. Dobbiamo calcolare il seguente limite:

4
L(z) = lim {/|a,(z)| = lim ———=x|2® — 22|.

Per confronto

{log2 < {flog(n + 1) < ¥/n,
dinn, Viog2 = lim /n = 1.

e siccome
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dal Teorema del Confronto deduciamo che
dim § log(n+1) =1,
e dunque
4
L(z) = 5|:1:2 — 2z
Dal Criterio della Radice si ottengono le seguenti conclusioni:

1) L(z) < 1 implica che la serie converge assolutamente.

2) L(z) > 1 implica che la serie non converge assolutamente. Di piu, si ha
lim,, o |a,(x)| = 00 e quindi il termine generale non ¢ infinitesimo. Dunque,
nel caso L(x) > 1 si ha

Ay, @ () 70,
e quindi non c¢’¢ nemmeno convergenza semplice della serie.
Risolviamo la disequazione
4 5
L)<l < 5|x2—2x| <1l & |2*-22|< 7

La disequazione con valore assoluto e equivalente al sistema

x2—2x<g x2—2x—§<0
2? =2z > =2 2? =22+ 3> 0.
Le radici del polinomio 22 — 2z — 5/4 = 0 sono

_2EVArd5/ AR
2 4 '

2

T+

Dunque si ha
) 1 )
2
rr=2r—-<0 & ——<r<-_.
4 2 2
L’equazione > — 2z + 2 = 0 non ha radici reali. Dunque 22 — 2z 4 2 > 0 per ogni
x € R. La conclusione e che:

5 1 S
Lz)<1l < \:c2—23:]<1 & —g<r<g

Per tali valori della z la serie converge assolutamente e quindi semplicemente. Ana-
logamente, si ha

1 )
L(z)>1 < x<—§ oppure x>§.

Per tali valori della x la serie non converge (né assolutamente ne semplicemente) in
quanto il termine generale non ¢ infinitesimo.

Rimane da discutere il caso:

5 1 5
Lz)=1 <« |932—2:17|=1 < xz—i oppure xzi.

In entrambi i casi si ha 2% — 22 = %, e quindi la serie iniziale diventa

(1.3) i::l ((_nlfl).

log
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Questa serie converge (semplicemente) per il Criterio di Leibniz. Infatti, la successione

1
n= T, N,
¢ log(n + 1) ne
verifica:
1) E infinitesima:
1
lim a, = lim —— =0
n—00 n—00 log(n + 1)

2) E decrescente:

- 1 < 1
log(n +2) ~ log(n+1)

& log(n+1) <log(n+2)

S n+1<n+2

& 1 <2

Qp+1 S Qnp,

Proviamo che la serie (1.3) non converge assolutamente, ovvero:
> 1
S

“— log(n+1)

Lo proviamo per confronto partendo dalla disuguaglianza

log(n +1) < & ! > 1
og(n n — > —
& - log(n+1) = n’
e dunque
> 1 <1
> — = 0.
glog(n+1)—;n

EseRrcizio 1.14. Studiare la convergenza della serie

o0

> ( sin(sin n))n

n=1
Soluzione. Osserviamo che —1 < sinn < 1 per ogni n € N. Di conseguenza si ha:
|sin(sinn)| <sinl =¢ < 1.
Per confronto con la serie geometrica di ragione g < 1:
o0 o0
> |sin(sinn)|* <> ¢" < oo
n=1 n=1

La serie data converge assolutamente e quindi anche semplicemente.






CAPITOLO 2

Integrali di Riemann generalizzati

Esistono integrali impropri (o generalizzati) di due tipi: 1) Integrali di funzioni
su intervalli non limitati. 2) Integrali di funzioni non limitate su intervallo limitato.
Vedremo poi la nozione di convergenza assoluta e studieremo gli integrali di tipo
oscillante.

Dato un intervallo chiuso e limitato [a,b] C R, scriveremo f € #Z([a,b]) per dire
che f ¢ una funzione limitata e Riemann-integrabile su [a, b].

1. Integrali impropri su intervallo illimitato

DEFINIZIONE 2.1. Siano a € R ed f : [a,00) — R una funzione tale che f €
Z(la,b]) per ogni b > a. Diciamo che f & integrabile in senso improprio su [a,o0) se
esiste finito il limite

(2.1) I = lim bf(x)dx.

b—oo Jg

In questo caso, chiamiamo il numero reale

/aoo flz)de =1

integrale improprio di f su |a,00), e diciamo che I'integrale improprio converge. Se il
limite esiste infinito (£o00) diremo che l'integrale improprio di f diverge a +oo. Se il
limite non esiste, diremo che 'integrale non e definito.

L’integrale improprio eredita dall’integrale di Riemann le proprieta di linearita,
monotonia e di decomposizione del dominio.

EsempIO 2.2 (Fondamentale). Studiamo la convergenza del seguente integrale
improprio al variare del parametro reale a > 0

o 1
/ —dx.
I
Nel caso oo # 1 si ha
b ] —a+1 qz=b bl—a -1
S dr= |2 = —.
1z —a+1] l—«

Concludiamo che:
1) Se a > 1 'integrale converge

o 1 S |
/ —dleimb =
1

e b—woo 1 — a—1

25
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2) Se 0 < a < 1 l'integrale diverge

o 1 pl-o — 1
/ —dzr = lim —— = 0.
1 ¢ bwoo 1 —

Nel caso « = 1 si ha
b1
/ Zdz = logh,
1 T

e quindi l'integrale diverge

]
/ —dz = lim logb = oo.
1 X b—oo

2. Integrali impropri di funzioni non limitate

Passiamo alla definizione di integrale di funzioni non limitate su intervallo limitato.

DEFINIZIONE 2.3. Sia f : (a,b] = R, —oo < a < b < oo, una funzione tale che
f € Z([a+ e,b]) per ogni € > 0. Diciamo che f ¢ integrabile in senso improprio su
(a, b] se esiste finito il limite

I = lim b f(z)dz.

e—0t ate

In questo caso, diciamo che 'integrale improprio di f su (a,b] converge e poniamo

/abf(a:)dx =1

Lo studio degli integrali impropri di funzioni come nella definizione precedente
si puo ricondurre allo studio di integrali impropri su intervallo illimitato tramite il
cambiamento di variabile y = % che porta alla trasformazione di integrali

b o0 b—a\d
/Gf(x)da::(b—a)/l fla+ ; )Y

y2

EsempIO 2.4 (Fondamentale). Studiamo la convergenza del seguente integrale
improprio al variare di a > 0
11
/ —dx.
0o x¢

Con il cambiamento di variabile x = 1/y si trova

11 o~ 1
/ —dx:/ 5 dy,
0o ¢ 1 oy«

e quindi l'integrale converge se e solo se @ < 1. Piu precisamente, si ha la seguente

situazione
11 00, a>1
0o ¢ — O<ax<l.

1—a’
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3. Teorema del confronto e del confronto asintotico

Sia f : [a,00) — [0,00) una funzione non negativa, f > 0, tale che f € Z([a,b])
per ogni b > a. Allora la funzione

¢ monotona crescente per b > a e dunque ha limite per b — oo. Quindi I'integrale
imporprio di f su [a,00) esiste certamente, finito oppure oco.

TEOREMA 2.5 (Criterio del confronto). Siano f,g : [a,00) — R, a € R, due
funzioni tali che f,g € #Z([a,b]) per ogni b > a. Supponiamo che esista = > a tale
che 0 < f(x) < g(z) per ogni > z. Allora:

a) /aoo g(x)dr <00 = /aoo f(z)dz < oo;
b) /aoof(:z:)dx:oo = /aoog(x)dx:oo.

Dim. Senza perdere di generalita si puo supporre z = a. Per la monotonia
dell’integrale di Riemann, si ha per ogni b > a:

/ab f(z)dx < /abg(x)da:.

Le affermazioni a) e b) seguono passando al limite per b — 0. U
Piu pratico del teorema del confronto e il teorema del confronto asintotico.

TEOREMA 2.6 (Criterio del confronto asintotico). Siano f, g : [a,00) = R, a € R,
due funzioni tali che f, g € %Z([a,b]) per ogni b > a. Supponiamo che risulti g(x) > 0
per ogni x > a e che esista finito e diverso da zero il limite

L= limM#O.

Allora:
/ f(x)dx converge se e solo se / g(z)dr converge.

Dim. Supponiamo ad esempio che sia 0 < L < oo. Allora, per il Teorema della
permanenza del segno esiste T > a tale che per ogni x > 7 si ha

L _ f(x)

— < —=<2L.

27 g(x)
Siccome g > 0, si puo riordinare la disuguaglianza ottenendo %g(x) < f(z) <2Lg(x)
per ogni x > z. La tesi segue dal Teorema del confronto. O

OSSERVAZIONE 2.7. Useremo il criterio del confronto asintotico anche per inte-
grali impropri su intervalli limitati (a, b] oppure [a, b) per funzioni che hanno asintoti
verticali.
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4. Confronto fra serie e integrali

Il seguente criterio e utile per ricondure lo studio della convergenza di serie a
quella di integrali.

TEOREMA 2.8 (Criterio del confronto integrale). Sia f : [1,00) — [0,00) una
funzione decrescente e non negativa, e sia a,, = f(n) per n = 1,2,.... Allora si ha

Ya, <0 & / f(x)dx < oo.
n=1 1

Dim. Se x € (n — 1,n], con n > 2, allora si hanno le disuguaglianze

an = F(n) < f(2) < f(n—1) = a1,

e dunque, integrando su (n — 1,n] e poi sommando su n > 2 si trova

ian < i/ﬂ: f(z)dx = /loof(:v)d:v < if(n— 1) = i_o:lan.

La tesi segue. 0

An-1

f(x)

uJI

1 n-1 x n x

FIiGURrA 1

EseEMPIO 2.9. Sia o > 0. La serie armonica generalizzata
> 1
n=1 ne

converge se e solo se a > 1. Infatti, I'integrale
o 1

/ —dx
1 x®

EsEMPIO 2.10. Sia v > 0. Verificare che la serie

converge se e solo se a > 1.

o 1
nz::l n(logn)®

converge se e solo se a > 1.
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5. Convergenza assoluta

Confronto e confronto asintotico di possono applicare quando la funzione inte-
granda € non negativa. Per riportarsi a questo caso si puo usare il criterio della
convergenza assoluta.

DEFINIZIONE 2.11. Siano a € R ed f : [a,00) — R una funzione tale che f €
Z(la,b]) per ogni b > a. Diciamo che f & assolutamente integrabile su [a,00) se
converge l'integrale improprio

/aoo|f(:c)|d:c < o0,

In questo caso, diciamo che I'integrale improprio / f(z)dz converge assolutamente.

TEOREMA 2.12. Sia f : [a,00) — R una funzione tale che f € Z([a,b]) per
ogni b > a. Se f & assolutamente integrabile su [a,00) allora ¢ integrabile in senso
improprio su [a, 00) e inoltre

(2.2)

|7 f@de| < [ @lde.
Dim. Definiamo le funzioni f*, f~ : [a,00) — R
fT(@) = max{f(2),0} e f~(r)=min{f(z),0}, z=>a.

Chiaramente f(z) = f*(x)+ f~(z) e |f(z)| = f*(x) — f~(2) per ogni = > a. E noto,
inoltre, che le funzioni f*, f~ sono Riemann—integrabili su ogni intervallo [a,b]. Per
il Teorema del confronto, gli integrali impropri

/:o fH(x)dx e /aoo [ (x)dx

convergono. Passando al limite per b — oo nell’identita

[ 1@ = [ (1@ + 5 @)ie = [ 7@+ [ £ @

si ottiene la convergenza dell'integrale improprio di f su [a,00). Passando al limite
nella disuguaglianza

/ab f(:v)d:v‘ = /aber(x)dx%—/: f‘(:r)d:z:‘
< [1rt@de+ [l @lde = [ 15l

si ottiene la (2.2). O
. . . > sinz
EseEmMP1o 2.13. L’integrale improprio / dxr non converge assolutamente,
OVVero 0
o |sin x
/ 'da: = 00.
0 x

Infatti, sul generico intervallo [km + 7/4, km + 37 /4], k =0,1,2, ..., risulta

V2 1

1
inz > Y2 o> -
[sina] 2 2 © z*° km+ 3m/4°
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e dunque per ogni k£ € N si ha
smx‘dx > \/57?

(k+1)m
/kﬂ- x — 8(km +3m/4)

Per confronto si deduce che I'integrale diverge

r

sin x V2r & 1
dx > —
’ =3 kz:%kﬂ—i-i%ﬂ'/ll >

X
v AN
|sin(x)|
vz
z
H | ~
+ » >
m 3
KT jm+ﬁ k”“"z” (k+ Dn .

FIGURrA 2

6. Integrali oscillanti

Tipici esempi di integrali oscillanti sono

/oo f(z)sinzx dz, /OO f(z)cosx dx,
0 0

ovvero l'integrale a valori complessi

o0

/Of(:t)emda::/o f(z)cosxdx+i/0 f(z)sinx dx,

dove f :[0,00) — R ¢ una funzione non negativa, f > 0, con opportune proprieta di
integrabilita.

Il seguente teorema fornisce una condizione sufficiente per la convergenza di inte-
grali oscillanti. E I’analogo del Criterio di Leibniz per serie a segno alterno.

TEOREMA 2.14 (Criterio di Abel). Siano f € C([a,00)) e g € C'([a,0)), a € R,
due funzioni con le seguenti proprieta:

i) f = F’ con primitiva F' € C'([a, >0)) limitata;
i) ¢ <0e lim g(x) =0.
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Allora l'integrale improprio

| f@g(a)da

converge.

Dim. Per ogni b > a si ottiene, con un’integrazione per parti,

/abf(x)g(x)dx = [F(x)g(x)E: - /ab F(z)d (z)dz

= F(0)g(t) ~ Fla)g(a) — [ F(a)g ().

a

Siccome F' ¢ limitata e g ¢ infinitesima per b — oo, si ha
lim F(b)g(b) = 0.
b—o0

D’altra parte, siccome ¢’ < 0 si trova

[ 1@y @lde < swp [F@) 719 @lde == swp [F@)] [ g @)
= (9(a) — g(v)) o [F@)]

e dunque, usando nuovamente il fatto che g ¢ infinitesima

[ 1@ @iz < gla) swp (F(@)] <.
a re|a,00
Dal momento che la funzione F¢’ & assolutamente integrabile su [a, 00), per il Criterio
della convergenza assoluta esiste finito anche il limite
b
lim [ F(z)g (x)dz.

b—oo Jg
Questo termina la prova del teorema. U

EseEmP1o 2.15. Usando il Teorema 2.14 sugli integrali oscillanti, si vede che per
ogni scelta del parametro a > 0 'integrale improprio

o Sinx
/ dx
1 T

converge. Infatti, la funzione f(z) = sinz ha primitiva limitata F'(z) = —cosx e la
funzione g(x) = 1/x* ha derivata negativa per x > 0 ed ¢ infinitesima per z — 0.

7. Funzione I' di Eulero
Definiamo la funzione I : (0,00) — (0, c0) nel seguente modo
['(x) :/ t"te7tdt, x> 0.
0

I' si chiama funzione Gamma di Eulero. Verifichiamo che 'integrale improprio con-
verge sia in ¢t = 0 che per ¢ — oo. Per z > 0 si ha

1 At
/e dt < oo
0

tl—m
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per confronto asintotico, dal momento che 1 — x < 1. Inoltre si ha per ogni x > 0
tl—x —t

lim ——— =10
t—o0 @—t/2 ’

t1=%e~t < e7%2 per ogni t > .

e quindi esiste un ¢t > 0 (che dipende da z) tale che
Dal Teorema del confronto si deduce che

/ t*le7tdt < 0.
1

Questo prova che I'(x) € R per ogni > 0, la funzione ¢ ben definita ed in effetti
I'(z) > 0.
Ora, con un’integrazione per parti si trova, per ogni z > 0,

L(z+1) / tPetdt = [f4tw+/aﬁ1%ﬁ
= m/ Lo tdt
0
= aI'(z).

E facile calcolare ['(1) = 1. Quindi, dalla formula precedente si deduce per induzione
che per ogni n € N si ha I'(n + 1) = n!. La funzione I' di Eulero traslata di 1 ¢
un’interpolazione su tutti i numeri reali positivi del fattoriale, definito sui soli numeri
naturali.

8. Esercizi con soluzione
EsErcizio 2.1. Dopo aver calcolato 'integrale improprio /0 1 log?  dx, studiare la
convergenza dell’integrale / log (1 + ) log x dx.
Soluzione. Con due integrazioni per parti si ottiene:
/10g2xdar =zlog’z — 2/1og$dzv =zlog?z — 2z logx + 2z + C.

Quindi si trova

1
/ log? x do = hm/ log? x dx
0

e—0t

r=1
= lim {x log?z — 2z log x + 21’}

e—0t T=¢
= lim (2 —clog®e 4 2eloge — 25) =2
e—0t

L’integrale improprio ¢ convergente.
Utilizziamo il Criterio del confronto asintotico. Confrontiamo la funzione

f(z) =log (1 + ;) log(x)

con la funzione g(x) = log® z. 1l limite del quoziente per x — 0 &

log 1"'?12 .
lim @) _ hm<)—hm2——2#0

=0+ g(x) z—0t  logx =0+ 1 4 22
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Dal punto 1) segue che I'integrale improprio di f converge.

EseRrcizio 2.2. Calcolare 'integrale improprio

[:[1001‘(\/51—1)6[%

Soluzione. Calcoliamo innanzitutto per ogni b > 4 l'integrale

Lb x(\/gl_l)d:c.

Utilizziamo il teorema di integrazione per sostituzione. Si pone /z = y & x = y?,
dr = 2ydy. Gli estremi di integrazione si trasformano in questo modo: z = 4 =
y=2,z=b=y= Vb. Dunque, si trova

b Vb
A :c(\/51—1)d$:2/2 y(yl_l)dy.

Decomponendo in fratti semplici si ha

Vb \/dy vb dy Vb—1
2/ _ :—2/ —|—2/ —2(log +log2).
2 y(y—l Vb

In conclusione, passando al limite per b — oo

I = lim 2<10g vh—
b—o0 \/[—)

L’integrale improprio converge e ne abbiamo calcolato il valore esatto.

1
+ 10g2> = 2log 2.

U

EseErcizio 2.3. Al variare del parametro reale a € R, si consideri I'integrale

improprio
1
/ log (1 + f)dx.
1+1/z T

1) Determinare tutti gli o € R tali che I'integrale improprio sia convergente.
2) Calcolare I, per a = —2.

Soluzione. 1) Per rispondere alla prima domanda osserviamo in primo luogo che

1 1 1
log(l%——):——l—o(f), T — 00,
x x x

dove o(1/x) indica una quantita che converge a zero piu velocemente di 1/2 quando
r — oo. Dunque, la funzione integranda e

log (1+ ;) =

lth
1+o(1
dove o(1) indica una quantita infinitesima al tendere di x — co. Dunque la funzione
integranda ¢ infinitesima di ordine 1 — « rispetto ad 1/z. Per il Criterio del confronto
asintotico, 'integrale converge se solo se

l—-a>1 <& a<0.
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2) Quando o = —2 l'integrale imporprio converge. Per calcolarlo osserviamo che
d 1 1 —x72
—1 2(1 f):21 (1 f)- :
dz °® * x s\t x/ 1+4+1/z
e quindi

o g2 1 1 1yje=b 1
1 (1 —)d — i [—71 2(1 f)} — 1og22.
/1 1+1/x 8 +$ =l g 8 +x a1 2008

La primitiva si puo anche determinare tramite una serie di sostituzioni.

EsERrcIzIO 2.4. Studiare la convergenza del seguente integrale improprio
/ Vsinz log (52)
0 (m —x)?

Soluzione. Osserviamo che la funzione integranda non e definita per x = 7 mentre
¢ definita e continua in [0,7). Per comodita operiamo il cambiamento di variabile

dz.

=1 — x,dxr = —dy ottenendo
/ Vsin z log (””  /sinylog (1 — L) "
0 (m —x)? Y2 '
Per y — 07 si hanno gli sviluppi infinitesimali
o y\ Y
siny =y + o(y) log (1= 2=) =—5—+o0(),
2 2m

dove o(y) indica una quantita che tende a 0 pit velocemente di y. Dunque, la funzione
integranda ¢

Vveinglog (1—£)  y(— L +0(1))yy(1l+o(1)) B —i%—o(l).

y? - y? - y1/2
La funzione integranda ha ordine di infinito 1/2 rispetto ad 1/y per y — 0. Siccome
1/2 < 1 'integrale improprio converge per il criterio del confronto asintotico.

U

ESERCIZIO 2.5. Verificare che la funzione f(x) = (sinxlogz)/z* ha integrale
improprio assolutamente convergente su [1, 00).

Soluzione. Dobbiamo verificare che
/00 sinz logx
1

Cerchiamo di utilizzare il Teorema del confronto ricercando una maggiorazione della
funzione integranda. Ora

()] =

dove si € usato il fatto che |sinz| < 1. Cerchiamo di eliminare il logaritmo con una
maggiorazione opportuna. Ricordiamo che

5 dx < 0.
T

sinz log x log x log x

= | sin x| <

2 2

. logx
lim

T—00 \/E

:0’
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e dunque esiste b > 0 tale che per ogni z > b vale
log
NG

Dunque, per x > b avremo

<1 & logz < +/x.

log x 1
[f@)l = —5 = 5
Siccome 3/2 > 1
o 1

e da Teorema del Confronto deduciamo che

o0 oo ]
/b |f(x)|de < /b mdm < 0.
O

EsERrcizio 2.6. Al variare del parametro a € R studiare la convergenza dell’inte-

grale generalizzato
o g arctan(xz®
oo [ )
0 sinh(x2)
Soluzione. La convergenza dell’integrale va studiata sia in un intorno destro di 0
che a 0co. Ricordiamo che per ogni p > 0 si ha
sinh(z?
lign S0
T—00 xP
Quindi esiste una costante C' = C}, > 0 tale che per ogni # > 1 si ha
1 C
—— < —
sinh(z2) —

Dunque, per z > 1 si puo maggiorare

P’

mC 1

2 gpp—1’

‘ x arctan(z®)
sinh(z?)
Con la scelta p = 3 (o comunque p > 2), si trova

% |z arctan(z®) nC [ 1
/ ———|dr < — —dx < 00.
1 sinh(z?) 2 i a2
Sull’intervallo [1,00) ¢’¢ convergenza assoluta per ogni valore di «.
Esaminiamo la convergenza dell’integrale sull’intervallo [0, 1].
Primo caso: a > 0. In questo caso la funzione z +— arctan(z®) & infinitesima
e precisamente arctan(z®) = 2% + o(z®) per x — 07. Analogamente, sinh(z?) =
2?2 + o(x?) per z — 0. In definitiva si ha per z — 0

x arctan(z®) _ (x4 o(z®)) 1+ o(1)
sinh(z?) 22 + o(z?) pl-a

Per il Teorema del confronto asintotico, 'integrale

/1 x arctan(z®)
o  sinh(z?)
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converge (semplicemente e assolutamente) se e solo se 1 —a < 1 ovvero a > 0, ovvero
sempre nel caso in esame.

Secondo caso: a < 0. In questo caso la funzione x — arctan(z®) non ¢ infinitesima
per z — 07, ma converge a C' =71/2se a < 0ed a C = /4 se « = 0. Quindi si ha
per x — 0

rarctan(z®)  C 4 o(1)
sinh(22) ~  x
Dal teorema del confronto asintotico si deduce che per o < 0 I'integrale
1z arctan(z®)
/0 sinh(z?)

diverge. In conclusione, I'integrale converge se e solo se o > 0.

[l

EsERcizio 2.7. Per a € R, studiare la convergenza semplice ed assoluta dell’in-
tegrale improprio

oo
/ x sin(z®) dx.
1
Soluzione. Da scrivere. O

EsERcIZIO 2.8. Determinare tutti gli a, 5 € R per i quali converge il seguente
integrale generalizzato

% |r — 1|* arctan(z)
ls = | da.
B 0 28(1 + z2) r

Calcolare esplicitamente 'integrale nel caso a = 8 = 0.

Soluzione. Occorre controllare la convergenza dell’integrale vicino x = 0 (se § >
0), vicino x = 1 (quando « < 0) e quando = — co. Per semplicita poniamo
|z — 1|* arctan(x)
fla) = L
2B (1 4 22)
Usiamo il Criterio del confronto asintotico. Una funzione di confronto per z — 0 ¢
g(z) = 1/2%71, che verifica:

lim LI) =1=#0.
x—0 g(qj)
Siccome
/2 1
/ 61dx<oo &S f-1<1,
o xPf~
allora

1/2
/ f(x)dx converge se e solo se § < 2.
0

Una funzione di confronto per  — 1 ¢ ovviamente h(x) = |z — 1]%, che verifica
f(z)/h(x) — 7/8 # 0 per z — 1. D’altra parte

3/2 3/2
/ f(x)dx converge se e solo se converge / |z — 1|%dz,
—1/2 —-1/2

e 'ultimo integrale converge se e solo se v > —1.
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Infine, una funzione di confronto per x — oo ¢ k(z) = 1/2*7P~%, che verifica
f(z)/h(x) — 7/2 per x — oo. Poiche

o 1

'integrale su (3/2, 00) converge se e solo se a < 3 + 1.

La conclusione & che l'integrale generalizzato di f su (0, 00) converge se e solo se
—-l<a<l+pfefpf <2

Nel caso @ = = 0 si ottiene

o0 arctan
=
1+ x2

che si calcola mediante la sostituzione ¢t = arctan(z):
1 2,1 2
= tim [ arctan(z) dr — Tim ({(arctan(:v)) }) _ %

e—0+ Je 14 22 e—0+ 2






CAPITOLO 3

Curve in R"

Definiamo la nozione di curva in R", di sostegno, di campo tangente e di lunghezza.
Proviamo la formula della lunghezza, anche in coordinate polari, introduciamo la
parametrizzazione a lunghezza d’arco, e spieghiamo come integrare una funzione lungo
una curva.

1. Curve in R"

Sia [0, L] C R un intervallo chiuso di lunghezza L > 0 e sia n > 2 una costante di
dimensione. Indichiamo i punti z € R™ con le coordinate z = (z1,...,x,).

DEFINIZIONE 3.1. Una funzione continua « : [0, L] — R" si dice curva in R™. Se
7(0) = (L) la curva si dice chiusa. Se y(t) # ~v(s) per s,t € [0, L) distinti, la curva
si dice semplice. L’insieme di R"

spt(7) = 7([0.L)) = {3(t) € B" : ¢ € [0, L]}

si dice sostegno (o supporto) della curva.

]RZ
y —
o
y(L)
o n
L == |
0 i y(0)
Ficura 1

Sia ¢ : [0, M] — [0, L] una funzione continua, iniettiva e suriettiva. Chiamiamo
@ un cambiamento di parametro. Allora la curva & : [0, M] — R™ data dalla compo-
sizione k(s) = v(p(s)), per s € [0, M], si dice riparametrizzazione di . Chiaramente
si ha

spt(k) = spt(7).

In generale, v e k percorrono la traiettoria comune (il sostegno) con “leggi orarie”
diverse. Se ¢(0) =0 e (M) = L diremo che v e x hanno la stessa orientazione. Se
©(0) = L e (M) = 0 diremo che v e k hanno orientazioni opposte.

39
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Dunque una curva ¢ un sostegno (luogo geometrico) pitt una sua parametrizzazio-
ne. Ci sono due possibili orientazioni.

OSSERVAZIONE 3.2 (Curve cartesiane e in coordinate polari). Le curve piane pos-
sono anche essere date tramite un’equazione cartesiana oppure in coordinate polari.

Una curva piana v : [0,L] — R? del tipo v(z) = (z, f(z)) con = € [0,L] ed
f :[0,L] — R funzione continua, si dice data in forma cartesiana (o in forma di
grafico) ed y = f(z) & I'equazione cartesiana della curva.

Sia ora [a, ] C R un intervallo chiuso con o < . Data una funzione continua
o : o, B8] — [0,00) della variabile angolare ¥ € [a, 3], definiamo la curva piana
v, Bl = R?

1(9) = (0(9) cos(9), o(9) sin(0)).

La curva « si dice data in coordinate polari e 'equazione o = o(¥) si dice equazione
polare della curva. L’equazione polare esprime il raggio in funzione dell’angolo. La
funzione p e la coordinata radiale della curva e per definizione si ha ¢ > 0.

Consideriamo ora una curva v € C*([0, L]; R™), questo significa che le coordinate
Y1, - .-,V sono funzioni derivabili con continuita. Il vettore-derivata

i(t) = (31(t), - (1)) = lim vt + 53; — (1)

¢ la velocita istantanea della curva al tempo t € [0, L]. 11 significato del vettore ~(¢)
¢ descritto nella figura sotto. Indichiamo con

ol = (Laer)

la lunghezza della derivata (t).

o Yef+§ )
Ve, v
vt - ,
Am Y
,’/
4 r 1
Yiol/ 2 = ]
/ - . ] -
% (nﬂus ) -?&1)
FIiGURrA 2

DEFINIZIONE 3.3. Una curva v € C1([0, L]; R") si dice regolare se |¥(t)| # 0 per
ogni t € [0, L]. 11 vettore

Ty = 1.

()]

si dice campo tangente unitario alla curva al tempo ¢, ovvero nel punto ().
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A meno dell’orientazione, il campo tangente unitario 7" dipende solo dal supporto
della curva v e non dalla sua parametrizzazione.

OSSERVAZIONE 3.4. La velocita 4(t) contiene tre informazioni:

1) Una direzione tangente (cioé una direzione di spostamento lineare infinitesi-
male) data dalla retta associata al campo 7.

2) Una lunghezza |§(t)| che dice con quale velocita istantanea ci si sta muovendo
nella direzione 7.

3) Un segno (orientazione) di 7', che indica in quale verso (ce ne sono due) ci si
sta muovendo lungo il supporto della curva.

Il concetto di “regolarita” dipende dalla parametrizzazione. Se in un qualche
punto t € [0, L] si ha 4(¢) = 0 allora non siamo sicuri che il sostegno della curva abbia
una retta tangente univocamente definita. Si consideri la curva v € C'(R; R?)

v(t) = (£3,1%), teR.

Nel punto ¢t = 0 si ha 4(0) = (0,0). Quindi la curva non e regolare. Il suo sostegno
¢ una cuspide con la punta nell’origine del piano. In questa punta il sostegno non ha
una retta tangente.

D’altra parte, si consideri la curva v € C*(R; R?) definita da v(t) = (¢3,¢%), t € R.
Si tratta evidentemente della bisetrice del primo e terzo quadrante. E una retta
parametrizzata in modo non regolare nel punto ¢ = 0.

EseEMPIO 3.5. Descriviamo alcuni esempi di curve elementari.

1. Elica cilindrica. Sia r» > 0 un raggio fissato e sia v € R un parametro di velocita
fissato. La curva v : R — R3

v(t) = (7" cost,rsint,vt), t e R,

e un’elica cilindrica che ruota in modo uniforme attorno alla superficie di un cilindro
di raggio r salendo in verticale con velocita v. Questa curva e regolare.

Ficura 3
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2. Spirale. Fissiamo un parametro a > 0 e consideriamo la curva piana 7 :
0,2/7] — R?

~(t) = { (to‘ Ccos (1/t),tCy sin (1/t)) t € (0,2/7),
(0,0) t=0.

La curva 7 & continua. B facile verificare che quando a > 2 la curva & di classe C* fino
al punto ¢ = 0. Si tratta di una spirale che, partendo dal punto v(2/7) = (2/7)%(1,0)
si avvolge in senso orario attorno all’origine che viene raggiunta dopo infiniti giri al
tempo t = 0. L’orientazione ¢ quella che parte dal centro della spirale. Il parametro
a > 0 governa la velocita con cui ci si allontana dal centro della spirale. La spirale
non ¢ regolare nel punto ¢ = 0.

R

)

A

FIGURA 4
3. Cicloide. Consideriamo una ruota di bicicletta di raggio » = 1 sopra l'asse
delle x del piano Cartesiano. Sulla ruota c’e¢ un punto rosso che al tempo ¢ = 0 si

trova nell’origine del piano. La ruota si muove girando senza strisciare. Il punto rosso
descrive una curva piana v : R — R, la cicloide.

G Lorole 2

/] 1

FIGURA 5
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Precisamente si ha
~v(t) = (t,1) — (sint,cost) = (t —sint, 1 — cost), te€R.

Abbiamo sovrapposto (somma vettoriale) il moto di traslazione del centro della ruota
con un moto di rotazione uniforme in senso orario. La velocita della curva e

A(t) = (1 — cost,sint), teR.

Osserviamo che §(t) = (0,0) se e solo se t = 2km per qualche k € Z numero intero.
In tutti questi punti la curva non ¢ regolare.

2. Curve rettificabili. Formula della lunghezza

Con abuso di notazione, indicheremo una suddivisione o dell’intervallo [0, L] nel
seguente modo 0 = {0 =ty < t; < ... < ty = L}, per qualche k € N. Sia .(|0, L])
'insieme delle suddivisioni ¢ di [0, L].

DEFINIZIONE 3.6. Definiamo la wariazione totale o lunghezza di una curva =y :
[0, L] — R™ nel seguente modo

(3.1) Liy)= sup > |y(t:;) —v(tiz1)l.

o€~ ([0,L]) t,€o

Se L(y) < oo diremo che 7y ¢ rettificabile.

IIIi
J i
i<
o
.//'
c ] l a |
[ o o J
o) L., +r L
K

FIGURA 6

Osserviamo che la lunghezza di una curva non dipende dalla parametrizzazione.

OSSERVAZIONE 3.7. Nel seguente teorema useremo i seguenti fatti relativi all’in-
tegrazione di funzioni vettoriali. Sia f : [0,1] — R™, n > 2, una funzione continua e
indichiamo con f = (fi,..., fu) le sue coordinate. Allora scriveremo

/01 ft)dt = (/01 fl(t)dt,...,/ol fn(t)dt)

per indicare 'integrale della funzione vettoriale.
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Indichiamo con |z| = (22 +...+22)"? la norma standard di R". Allora I'integra-
zione vettoriale ha la seguente proprieta di subadditivita

[ s < [M17ae

TEOREMA 3.8 (Formula della lunghezza). Le curve v € C([0, L]; R") sono retti-
ficabili e vale la formula della lunghezza

(3.3) 1) = [l

Dim. Possiamo supporre L = 1. Sia ¢ € .¥([0, 1]) una scomposizione o = {0 =
to < t1 < ... <t = 1}. Dal Teorema fondamentale del calcolo per le funzioni

vettoriali e per la (3.2) si trova
t.
/ s)ds <Z/ |d3—/|7 )|ds.
ti—

La stima vale per ogni ¢ e passando all’estremo superiore su o si trova

< [ Re)lds.

Per dimostrare la disuguaglianza opposta bisogna trovare una suddivisione “quasi
ottimale”. Fissiamo un parametro € > 0. Siccome le componenti della funzione
4 : [0,1] — R™ sono continue, allora sono uniformemente continue su [0,1]. Di
conseguenza esiste § > 0 tale che per ogni s,t € [0, 1] si ha

(3.4) Is—t| <& = |i(s)—4(t)] <e.

Siaoc={0=ty<t; <...<t= 1} una scomposizione tale che 0 < t; — t;_1 < 0.
Usando la subadditivita |z + y| < |z] + |y, la (3.2) e la (3.4) si trova

1Wﬂ%=2 5)lds
| [

k

Z/ti ‘7(3) - "}/(ti—l) + ’.}/(ti_l)ldS

i=17ti-1

<> [ B = st lds+ [ Bl

(3.2)

k

; () — () =S

=1

<2+ |v(ti) — y(tiz1)]-

i=1
Siccome € > 0 e arbitrariamente piccolo, la tesi segue.
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0

OSSERVAZIONE 3.9. Vogliamo ricavare la formula della lunghezza per le curve
date in coordinate polari. Sia v una curva data dall’equazione polare ¢ = p(1J), dove
0 € C'([a, B]). La velocita della curva v ¢, in un generico 9,

= (,_0'00519 — osin, psin Y + Qcosﬁ),

9] = V0% + 0%

In conclusione, per la formula della lunghezza (3.3), si trova

1) = [ VoW + o(ods

Questa ¢ la formula per la lunghezza in coordinate polari.

e quindi

3. Riparametrizzazione a lunghezza d’arco

Le curve regolari hanno una riparametrizzazione canonica, chiamata riprametriz-
zazione a lunghezza d’arco.

DEFINIZIONE 3.10. Una curva regolare y € C*([0, L]; R") si dice parametrizzata a
lunghezza d’arco se |¥(t)| = 1 per ogni t € [0, L].

Dunque, parametrizzazione a lunghezza d’arco equivale a dire velocita costante
unitaria. La restrizione di v ad un intervallo [¢1,%s] C [0, L] verifica, per la formula
della lunghezza,

1)
Lof, )= [ Bl =t~ t,
[t1,t2] t1

ed in particolare L = L(v) e la lunghezza totale. Questo giustifica ’espressione
“lunghezza d’arco”.

TEOREMA 3.11. Ogni curva regolare v € C'([0, L]; R™) ammette una riparame-
trizzazione a lunghezza d’arco.

Dim. Si consideri la funzione ¢ € C*([0, L]) definita nel seguente modo

vlt) = [ Bo)lds. teo.LL

Per il teorema di derivazione di funzioni integrasli si ha v¢'(t) = |¥(¢)| > 0, essendo =
regolare. Dunque 1) e strettamente crescente, si ha ¢(0) = 0, si puo porre M = (L),
ed ¢ definita la funzione inversa ¢ = 1~ : [0, M] — [0, L], che & derivabile e verifica
verifica

(3.5) o) = ——

Consideriamo la riparametrizzazione x € C*([0, M]; R")

k(s) =7(p(s)), s €0, M].
Per la formula della derivata della funzione composta con ¢(s) =t si ha
. . ()
is) = ()¢ (s) = =50
()]

se t = @(s).



46 3. CURVE IN R"

e dunque |£| =1 in ogni punto.

4. Integrali curvilinei

Sia v € C*([0, L]; R™) una curva e sia f : spt(y) — R una funzione continua.

DEFINIZIONE 3.12 (Integrale curvilineo). L’integrale curvilineo di f lungo la curva
~ € definito nel seguente modo

[ sas= [ sa@n

FIGURA 7

Con la scelta f = 1 costante, la formula restituisce la lunghezza della curva.
Dunque, possiamo pensare al simbolo ds come all’elemento di lunghezza curvilinea
infinitesimale lungo ~.

OSSERVAZIONE 3.13. Proviamo che l'integrale curvilineo non dipende dalla para-
metrizzazione della curva, ma solo dal suo sostegno.

Sia ¢ : [0, M] — [0, L] un cambiamento di parametro di classe C'. Ci sono due
casi ¢/ < 0 in tutti i punti oppure ¢’ > 0 in tutti i punti. Supponiamo che sia ¢’ <0
e quindi ¢(0) = L e p(M) = 0. Consideriamo la riparametrizzazione k(1) = v(¢(7))
per T € [0, M]. Vogliamo provare che

Afds:Afds.
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Per la definizione di integrale curvilineo e per il teorema del cambiamento di
variabile negli integrali di Riemann (si pone t = ¢(7)) si trova

[ras=[ Mf(ﬁ(f))|/%(7)|df
= [ Fate@ e el dr
= [ £l ) el () dr
= [ to@hold = [ fas

Esempio 3.14 (Lavoro di un campo di forze lungo una curva). Sia A C R™ un
insieme aperto. Una funzione F' : A — R" si dice campo vettoriale. Ad ogni punto
x € A il campo vettoriale F' associa il vettore F'(z) € R".

Supponiamo che F' sia un campo vettoriale continuo in A e sia v € C*([0, L]; R™)
una curva regolare con supporto contenuto in A. Indichiamo con

_
]
il campo unitario tangente alla curva. La componente (proiezione) di F' lungo la

direzione T' ¢ data dal prodotto scalare (F,T) = FiTy + ...+ F,T,. 1l lavoro di F
lungo v & dunque

L= [wryds— [ “ Ry (1).4(1)) d.

Questo integrale cambia segno se a T' si sostituisce —T', ovvero e sensibile all’orienta-
zione della curva. Si osservi che I'ultimo integrale e ben definito anche per le curve
non regolari.

5. Esercizi con soluzione

ESERCI1ZIO 3.1. Sia 7 : R — R? la curva piana ~(t) = (t2,2t3/3 — %), con t € R.
Stabilire se vy € semplice e se e regolare. Calcolare, quando possibile, il campo unitario
tangente T'. Calcolare i limiti destro e sinistro

lim T'(t).
A T

Infine, disegnare il supporto della curva ~.

Soluzione. Dati s,t € R, si ha y(s) = y(t) se e solo se

s? =12 N s2 =12 o s—t
383 82:§t3_t2 83:t3 -

Quindi v ¢ iniettiva (semplice).

La derivata di v ¢ 4(t) = 2(t,t* —t) e quindi ¥(¢) = 0 se e solo se t = 0. Nel punto
t =0 (e solo in questo) la curva -y non e regolare. Per ¢ # 0 si puo calcolare il campo
tangente unitario

i) -ty (1t —1)

T ROl JEr @02 I+ -1
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Quindi si ha
t(1,t —1) (1, t—1) (1,-1)

lim T'(¢t) = lim li =

= lim = ,
A= ey S Arao . Ve

tlilgl— r() = - (1,\/_51)'

I due vettori limite sono opposti.

Per disegnare il supporto della curva, cerchiamo di esprimerla come grafico di
funzione. Ad esempio possiamo porre x = t*> > 0 e ricavare la ¢ in funzione della .
Ci sono due casi, a seconda del segno di .

Caso 1: t > 0. In questo caso si trova t = y/z e quindi

v(t) = (2,263 — %) = (z,22%% /3 — ), x>0.

Ci siamo ricondotti allo studio della funzione f(z) = 2x%?/3 — x che ha derivata

f'(z) = v/ — 1. Quindi f decresce su [0, 1] e cresce su [1,00) circa come la potenza
x5/,

Caso 2: t < 0. In questo caso si trova t = —/z e quindi
v(t) = (2,263 — 1?) = (x, —22%%/3 —x), x>0.

Ci siamo ricondotti allo studio della funzione g(x) = —22%?2/3 — x che & chiaramente
decrescente.

L

FI1GURA 8

ESERCIZIO 3.2. Si consideri il tratto di cicloide v : [0, 27] — R?
v(t) = (t —sint,1 —cost), te€[0,2n].

Posto A = {(z,y) € R? : 2 +y—1 > 0}, si consideri la funzione f : A — R, f(x,y) =
Vo2 4+ y — 1. Al variare del parametro o € R si consideri la curva v, : [-1,1] — R?,
Ya(t) = (1,1 — at?), |t| < 1. Determinare i valori di a per cui I'integrale curvilineo

Ia:/ fds

«
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¢ ben definito e calcolarlo.

Soluzione. Affinche l'integrale sia ben definito deve essere 7,(t) € A per ogni
t € [-1,1], ovvero t* + 1 — at? — 1 > 0, ovvero t*(1 — a) > 0 per ogni t € [—1,1].
Questo si verifica se e solo se a < 1.

La derivata di v & 4(t) = (1, —2at) e la sua lunghezza ¢ |[¥(t)] = V1 + 4a?t%.
Inoltre si ha

fOy@) =ve+1—-at? —1=[tV1—a.

Dunque, si ha

fas= [ )] d

Yo
1 1
= / 1t]vV1 — av1 + 4a2t2dt = 24/1 — a/ tV1 + 4at2dt
-1 0
1 1 4+ 4025)3/27s=1
:\/1—a/ \/1+40z23d8:\/1—a{( +4a%s) }
0 6o s=0
V1i—a 23/2
= "oz ((1+4a%)%% —1).
Quando o = 0 si ha chiaramente Iy = 1. O

ESERCIZIO 3.3. Sia a > 0 un parametro e consideriamo la curva piana v : [0, 1] —
R2

() = (t2 cos (;),ﬁ sin <tla>>, sete (0,1, e ~(0)=(0,0).

1) Riparametrizzare v in coordinate polari e disegnare approx. il sostegno di 7.
2) Calcolare tutti gli a > 0 tali che la curva ~ sia rettificabile.

1

Soluzione. 1) Con il cambiamento di parametro ¥ = &,

la curva

ovvero t = ﬁ si ottiene

() = (z?‘z/a cos(19), 9~ sin(9)), 9 € [1,00),

e ¢(00) = (0,0). La curva ¢ ¢ una riparametrizzazione di y e la sua equazione polare
& 0 = ¥~ Il sostegno di v & una spirale che si avvicina in senso antiorario all’origine
del piano R2.

2) Dalla formula per la lunghezza in coordinate polari si ha (la lunghezza non
dipende dalla parametrizzazione):

L — / / 2 22 109 / \/ —4/a —4/a—2 ]9 — / 1 )
™) , Ve o 1 v - 04219 4 1 e i a?y? 4

La curva ~ e rettificabile se e solo se 'ultimo integrale improprio e convergente. Per
il criterio del confronto asintotico, I'integrale improprio converge esattamente quando
converge l'integrale

o ] 2
. ﬂQ/adﬂ<oo & E>1'

Quindi la curva e rettificabile se e solo se o < 2.
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ESERCIZIO 3.4. Sia v : [0,1/2] — R? la curva data dall’equazione polare

1

—— 0 1/2

ool g e,
0 ¥ =0,
ovvero (1) = (Q(ﬁ) cos ¥, p(9) sin 19). Dopo aver calcolato I'integrale improprio

1/2 1
—dv

o  Y(logv)?

verificare che vy e rettificabile.

Soluzione. L’integrale si puo calcolare con la sostituzione s = log(1}):

1/2 log(1/2) ]_ ) log(1/2) 1
_— —/ —ds = lim —ds
o log19 M——o0 J M 52
' 171og(1/2) 1 1
= lim { — f} = — = .
M——co L sly—y log(1/2)  log2

Ricordiamo che la lunghezza di una curva ~ data in coordinate polari dall’equa-
zione o = o(¥) &

1/2
L) = [ e+ ai.

Nel caso in esame si ha

L( )—/1/2 L1

= 0 logd  ¥2logh v
_/1/2 L i+ 02 log2ddv
“h logZd o8 var

Si tratta di un integrale improprio di funzione non limitata. La curva 7 e rettifiabile
se e solo se l'integrale improprio converge.
Per studiare la convergenza osserviamo che
lim ¥?log® ¥ = 0.
9—=0t
Questo fatto € noto e puo essere verificato ad esempio con il Teorema di Hospital.
Dunque, utilizzando il criterio del confronto asintotico, lo studio della rettificabilita
di ~ si riduce a studiare la convergenza dell’integrale
/2 1
o Vlog?¥

che, come visto sopra, converge. Dunque v ¢ rettificabile. 0

dy



CAPITOLO 4
Spazi metrici

1. Definizioni ed esempi

Uno spazio metrico ¢ un insieme di elementi sul quale ¢ definita una nozione di
distanza.

DEFINIZIONE 4.1 (Spazio metrico). Uno spazio metrico ¢ una coppia (X, d) dove
X ¢ un insieme e d : X x X — [0,00) ¢ una funzione, detta metrica o distanza, che
per ogni z,y, z € X verifica le seguenti proprieta:
1) d(z,y) > 0ed(z,y) =0 se e solo se x = y;
2) d(z,y) = d(y,x) (simmetria);
3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (disuguaglianza triangolare).

EsEmMPIO 4.2. Elenchiamo alcuni esempi di spazi metrici.

1) T numeri reali R con la funzione d(x,y) = |x — y|, x,y € R, sono uno spazio
metrico.

2) I numeri reali R con la funzione d(z,y) = |z —y|'/?, 2,y € R, sono uno spazio
metrico. Esercizio: dimostrare che vale la disuguaglianza triangolare.

3) I numeri complessi C con la funzione d(z,w) = |z — w|, z,w € C, sono uno
spazio metrico. La distanza d ¢ la usuale distanza Euclidea.

4) Lo spazio n-dimensionale R", n > 1, con la funzione distanza

n 1/2
d(I,y): |‘T_y|: (Z’xl_yz|2) ) vaJERna
=1

€ uno spazio metrico.
5) Spazio metrico discreto. Sia X un insieme e definiamo la funzione d : X X

X — [0,00)
0 sex=uy,
d(a:,y)—{l se x # .

E facile verificare che d verifica gli assiomi della funzione distanza. (X,d) si
dice spazio metrico discreto.
6) I numeri naturali N = {1,2,...} con la distanza

1 1
dim,n) =|—— —

m n

, m,n €N,

sono uno spazio metrico.
Fissato un punto x € X ed un raggio r > 0, I'insieme
B.(z) = B(z,r) = Bx(z,r) = {y € X :d(z,y) < r}

si dice sfera o palla (aperta) di centro x e raggio r. Nel seguito, useremo le palle per
definire una topologia su uno spazio metrico.

51
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PROBLEMA 4.3 (Spazio metrico restrizione). Sia X uno spazio metrico con di-
stanza d : X x X — [0,00). Dato un sottoinsieme Y C X, possiamo restringere la
funzione distanza d ad Y: d : Y x Y — [0,00). Verificare che anche (Y,d) ¢ uno
spazio metrico e verificare che le palle nella distanza d di Y sono fatte nel seguente
modo:

BY(y> 7’) = BX(y7 7“) n Y7
perogniy €Y ed r > 0.

Spazi metrici possono essere generati a partire dagli spazi normati.

DEFINIZIONE 4.4 (Spazio normato). Uno spazio normato (reale) ¢ una coppia
(V.| - ]|) dove V' & uno spazio vettoriale reale e || - || : V' — [0,00) ¢ una funzione,
detta norma, che per ogni x,y € V e per ogni A € R verifica le seguenti proprieta:

1) ||z|| > 0 e ||z|| = 0 se e solo se z = 0;
2) [[Az| = [Alllz]| (omogeneita);
3) lz 4+ y|| < |lz|l + |lyll (subadditivita o disuguaglianza triangolare).

Chiaramente, R, C ed R™ sono spazi normati con le norme naturali. Una norma
|| - || su uno spazio vettoriale V' induce una distanza d su V' nel seguente modo:

d(z,y) =z —yll, zyeV

La disuguaglianza triangolare per la distanza d deriva dalla subadditivita della norma
| - ||. Infatti, per ogni z,y,z € V si ha:

d(z,y) = |z =yl = llo =2+ 2 =yl <z = 2 + [lz = yll = d(z, 2) + d(z, y).

ESEMPIO 4.5 (Spazio metrico Euclideo). La funzione |- | : R® — [0,00), n > 1,

cosl definita .

1/2
o= (322)" 2= (on,.. z0) €RY

i=1
¢ una norma su R", detta norma Euclidea. Lo spazio metrico corrispondente (R",d),
dove d(z,y) = |x — y|, si dice spazio (metrico) Euclideo.

X, 1 B(Xe,¥?

X1

FiGura 1

L’insieme
B.(z)={y eR": |z —y| <r}
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e la palla Euclidea di raggio r > 0 centrata in z € R".
Con la notazione
<C(7,y> =1+ ..+ Tl
per il prodotto scalare standard di R™, la norma Euclidea si esprime nel seguente
modo: |z| = y/(x,x). Il significato geometrico del prodotto scalare ¢ il seguente:
quando |z| = 1, il numero (z,y) ¢ la lunghezza con segno della proiezione ortogonale
di y sulla retta individuata da x.

Il prodotto scalare e bi-lineare nelle due componenti, & simmetrico, ed ¢ non
degenere. Precisamente, per ogni x,y, 2z € R™ e per ogni «, 8 € R valgono le seguenti
propreta:

1) {az + By, =) = alz, 2) + Bly, 2);
2) (z,y) = (y, v);
3) (x,z) =0 se e solosex=0.
Talvolta, il prodotto scalare si indica anche con il simbolo (z,y) oppure con z - y.

La verifica delle proprieta 1) e 2) per la norma Euclidea e elementare. Per verificare
la subadditivita occorre la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

PROPOSIZIONE 4.6 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Per ogni z,y € R"™ vale

la disuguaglianza
(2, )| < []ly].
Dim. II polinomio reale della variabile t € R:
P(t) = |z + ty]* = |=* + 2t(z,y) + *[y[”

non € mai negativo, P(t) > 0 per ogni ¢t € R, e dunque il suo discriminante verifica
A = 4(z,y)* — 4]z|*|y|* < 0. La tesi segue. O

Verifichiamo la subadditivita della norma Euclidea. Dalla disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz si ha

z+y* = (e +y,2+y) =2 + 2, y) + [y* <[z + 202yl + y* = (2] + [y])*

ed estraendo le radici si ottiene la proprieta 3) di una norma.

PROBLEMA 4.7. Supponiamo che risulti (z,y) = |z||y|. Cosa possiamo dire sui
vettori x,y € R"?

EseEmPIO 4.8 (Norma della convergenza uniforme). Consideriamo 'insieme V' =
C([0,1]) delle funzioni continue sull’intervallo [0,1] C R. L’insieme V' & uno spazio
vettoriale reale. La funzione || - || : V — [0, 00)

[flloe = sup [f(x)] = max [f(z)]
LEG[O,I} xE[O,l]
e una norma, detta norma della convergenza uniforme o norma del sup. L’estremo
superiore ¢ un massimo per il Teorema di Weierstrass. Verifichiamo ad esempio la
disuguaglianza triangolare per f,g € V:
If + 9llo = sup [f(z) + g(z)| < sup [f(z)| + |g(2)]

2€[0,1] z€0,1]

< sup [f(@)|+ sup [g(z)] = [|fllc + l9l-
z€[0,1] z€[0,1]
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Dati f € C([0,1]) ed r > 0, la palla
BA(f) = {g € C(0, 1))+ [f(2) — g(@)] < r per ogni z € [0, 1]

¢ I'insieme delle funzioni continue ¢ il cui grafico e contenuto nella striscia di spessore
2r attorno al grafico di f.

FI1GUuRrA 2

EsemMPIO 4.9 (Norma integrale). Consideriamo 'insieme V' = C([0, 1]) delle fun-

zioni continue a valori reali definite sull’'intervallo [0, 1] C R. La funzione ||-||; : V —
[0, 00)

17 = [ 1@l

¢ una norma, detta norma della convergenza L'([0,1]). La verifica delle proprieta
della norma ¢ elementare. Ad esempio, la subadditivita della norma || - ||; segue dalla

subadditivita del valore assoluto e dalla monotonia dell’integrale. Precisamente, per
f,g €V siha

1 1 1 1
I +glh = [ 1@ +g@)d < [ (F@)]+lg@))da = [ |f@lde+ [ lg@)da.
La palla centrata nella funzione nulla f =0
1
B,(0) = {g € C(10.1)): [ lg(a)lda <1}
e 'insieme delle funzioni continue g con integrale di |g| minore di r > 0.

2. Successioni in uno spazio metrico e funzioni continue

Una successione in uno spazio metrico (X, d) ¢ una funzione z : N — X. Si usa la
seguente notazione x, = x(n) per ogni n € N e la successione si indica con (z,)nen.
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DEFINIZIONE 4.10 (Successione convergente). Una successione (x,)nen converge
ad un punto x € X nello spazio metrico (X, d) se
lim d(x,,x) =0,
ovvero se per ogni € > 0 esiste 7 € N tale che per ogni n > 7 si ha d(z,,z) < e. In
questo caso si scrive anche x,, — = per n — oo in (X, d) oppure anche

lim =z, =z
n—oo ’

e si dice che la successione e convergente ovvero che x ¢ il limite della successione.

Se il limite di una successione esiste allora € unico. Se infatti x,y € X sono
entrambi limiti di (x,),en, allora risulta
0 <d(z,y) <d(z,z,)+d(z,,y) =0, n— oo,
e quindi d(x,y) = 0 ovvero = = y.
DEFINIZIONE 4.11. Siano (X, dx) e (Y,dy) due spazi metrici e sia zy € X. Una

funzione f: X — Y si dice continua nel punto zy € X se per ogni € > 0 esiste d > 0
tale che per ogni z € X vale

dx(x,x0) <d = dy(f(x), f(zxo)) <e.

La funzione si dice continua se ¢ continua in tutti i punti di X.
La definizione di limite e analoga.

DEFINIZIONE 4.12. Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metrici, 2o € X ed yo € Y,
sia f: X \ {20} = Y una funzione. Diremo che

lim f(z) = yo

T—T0

se per ogni € > 0 esiste o > 0 tale che per ogni x € X vale
0< dx(l‘,l'()) <6 = dy(f(l’),yo) < €.

Negli spazi metrici, la continuita ¢ equivalente alla continuita sequenziale, nel
senso del seguente teorema.

TEOREMA 4.13. Siano f : X — Y e 2y € X. Sono equivalenti le seguenti due
affermazioni:
A) f & continua in xo;
B) Per ogni successione (,)nen in X vale 'implicazione:

lim z, =2in X = Jgrgof(xn):f(m)mY

n—o0

Dim. A)=-B). Fissato € > 0, dalla continuita di f segue l'esistenza di § > 0 tale
che per ogni z € X vale:

dx(x,x0) <d = dy(f(x), f(zo)) <e.

Dalla convergenza della successione segue 'esistenza di n € N tale che per n > n si
ha dx(z,,x0) < 0. Quindi per tali n > n deve essere dy (f(z,), f(x0)) < €.

B)=-A). Supponiamo per assurdo che f non sia continua in zy € X. Allora esiste
e > 0 tale che per ogni n € N esistono dei punti =, € X tali che dx(z,,z0) < 1/n
ma dy (f(x,), f(xg)) > €. La successione (z,),en contraddice I'affermazione B).
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0

Per le funzioni f : X — R a valori reali si possono definire in modo naturale
le operazioni di somma, moltiplicazione e reciproco. Queste funzioni ereditano la
continuita delle funzioni da cui sono composte.

TEOREMA 4.14. Sia (X,dx) uno spazio metrico e sia R munito della distanza
Euclidea. Siano f,g: X — R funzioni continue in un punto xq € X. Allora:

i) La funzione somma f 4 g : X — R & continua nel punto z;
ii) La funzione prodotto f-¢g: X — R & continua nel punto x;
iii) Se f # 0 su X, allora la funzione reciproca 1/f : X — R & continua in x.

La dimostrazione si basa sulle analoghe proprieta dei limiti di successioni reali ed
€ omessa.

Specializziamo ora la discussione al caso X = R" e Y = R™, n,m > 1, entrambi
muniti della rispettiva distanza Euclidea. Piu precisamente, dato un insieme A C R"
consideriamo lo spazio metrico (4, d) dove d ¢ la distanza Euclidea su A ereditata
dallo spazio ambiente.

TEOREMA 4.15. Sia f : A — R™ una funzione, f = (f1,..., fm), e siaxg € A C
R™ un punto fissato. Sono equivalenti:
A) f & continua in xo;
B) le funzioni coordinate fi,..., f,, : A — R sono continue in z.

Dim. L’implicazione A)=B) segue dalla disuguaglianza

|fi(z) = fi(zo)| < |f(z) — f(zo)]
che vale per ogni i = 1,...,m e per ogni x € A.
L’implicazione B)=-A) si verifica nel seguente modo. Fissato ¢ > 0, per ogni
1=1,...,m esiste d; > 0 tale che

|z —xo| <6 = |filz) = fi(zo)] < e.

Con la scelta 6 = min{dy, ..., d,} vale allora I'implicazione
[r— x| <0 = |f(x) = fwo)] < Vme.
Questo termina la dimostrazione. O

OSSERVAZIONE 4.16. L’Esercizio 4.3 mostra che esistono funzioni f : R> — R con
le seguenti proprieta:
1) La funzione z — f(z,y) € continua in = € R, per ogni y € R fissato;

2) La funzione y — f(x,y) ¢ continua in y € R per ogni = € R fissato;
3) La funzione (x,y) — f(x,y) non & continua, ad esempio nel punto (0, 0).

3. Convergenza uniforme di successioni di funzioni

Sia (X, d) uno spazio metrico e siano f, f, : X — R, n € N, funzioni. Diciamo
che la successione (f,,)nen converge puntualmente ad f su X se risulta

lim |f, () — f(2)| = 0.

n—o0
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DEFINIZIONE 4.17 (Convergenza uniforme). Diciamo che la successione (f,)nen
converge uniformemente ad f su X se per ogni x € X risulta

lim [ £, = fllec = Am sup | fulz) = f(2)] =0,
cioe se per ogni € > 0 esiste un n € N tale che per ogni n > n e per ogni x € X si
abbia
[ful@) = f(2)] <e.

Il valore n & uniforme per tutti gli x € X.
La convergenza uniforme implica quella puntuale ma non viceversa.

EseEmpIO 4.18. Sia f, : [0,1] = R, n € N, la funzione f,(x) = 2. Per x € [0, 1]
si ha il limite puntuale

i f,(x) = f(a) = {

0 se0<x<1,

n—00 1 sex=1.

D’altra parte la convergenza non ¢ uniforme su [0, 1] in quanto per ogni n € N si ha

sup [fo(2) — f(2)] = sup |fu(z)] = 1.

z€[0,1 z€[0,1
Questo estremo superiore puo essere equivalentemente calcolato su [0, 1). Si ha invece
convergenza uniforme su ogni intervallo del tipo [0,6] con 0 < § < 1.

3.1. Convergenza uniforme e continuita. La continuita delle funzioni ¢ sta-
bile per la convergenza uniforme.

TEOREMA 4.19 (Scambio dei limiti). Siano (X, d) uno spazio metrico ed f, f, :
X — R, n € N, funzioni. Supponiamo che:

(i) lim ||fo = fllo =05
(ii) Ogni funzione f,, & continua nel punto xy € X.
Allora esistono e sono uguali i seguenti limiti

(4.1) lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

T—ITy N—>00 n—00 T—xQ

In particolare, f e continua in xy.

Dim. Dobbiamo provare che

lim f(z) = f(zo).

T—rT0

Fissiamo ¢ > 0. Per la convergenza uniforme esiste n € N tale che per ogni n > n si
ha per ogni z € X

[fu(z) — fz)] <e/3
Scegliamo un n > n. Per la continuita di f, in x esiste 6 > 0 tale che

dx,x0) <6 = |fulz) — fulzo)| < /3.
Dunque, per d(x,zo) < § avremo
[f(@) = f(@o)| < |f(2) = ful@)] + [fu(@) = ful@o)| + | ful20) — f(w0)] <e.

Questo prova la continuita di f nel punto xy e con cio la formula sullo scambio dei
limiti (4.1). 0
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Se le funzioni f,, del Teorema 4.19 sono continue in ogni punto allora anche la
funzione limite f sara continua in ogni punto. Dunque si ha il seguente corollario.

COROLLARIO 4.20. Siano (X, d) uno spazio metrico ed f, f, : X — R, n € N,
funzioni. Supponiamo che f,, € C'(X) siano funzioni continue su X per ogni n € N e
che lim || f = flloo = 0. Allora, anche f € C(X), ovvero f & continua su X.

3.2. Convergenza uniforme e differenziabilita. Ci specializziamo all’inter-
vallo [0,1] C R. Proveremo che se una successione di funzioni derivabili converge
in un punto e le derivate convergono uniformemente, allora la successione converge
uniformemente e la funzione limite & derivabile.

TEOREMA 4.21. Sia f, : [0,1] = R, n € N, una successione di funzioni derivabili.
Supponiamo che:

N converge.

ii) La successione di funzioni (f),en converge uniformemente ad una funzione
g:10,1] = R.

Allora la successione (f,,)nen converge uniformemente su [0, 1] ad una funzione f :
[0,1] = R, f & derivabile ed f'(z) = g(x) per ogni z € [0, 1].

i) Esista x¢ € [0, 1] tale che la successione (fn(xo))ne

Dim. Proviamo innanzi tutto che la successione (f,,)n,en converge uniformemente.
Sara sufficiente verificare che la successione e uniformemente di Cauchy. Dati n,m €
N, per il Teorema di Lagrange per ogni = € [0, 1] esiste £ € [z, x] tale che

Fa(@) = fn(@) = ful@o) = fin(20) + (£,(§) = fn(&)) (& — o).

Dunque, per ogni € > 0 esiste n € N tale che per ogni n,m > n si ha

1fn = finlloo < |fn(20) = fm(o)| + 115 = frulloo-

In conclusione, (f,,)nen converge uniformemente su [0, 1] ad una funzione f € C(]0, 1]).
Sia ora = € [0, 1] un punto generico, e definiamo le funzioni g, : [0,1] = R

gn(x) = r—7T
fi(z) se x =1T.

ser#1XT

Per la derivabilita di ciascuna f,,, le funzioni g, sono continue.
Proviamo che la successione (g,)neny € uniformemente di Cauchy. Per z # &
abbiamo
fn(@) = fn(T) = (fm(@) = fm(T)) _ h(x) — h(T)

90(2) = gu(x) = — el

dove abbiamo posto h = f,, — fi,, che & continua su [0, 1] e derivabile per x # Z. Per
il Teorema di Lagrange esiste £ € [z, Z] tale che h(x) — h(Z) = h/'(§)(x — ), e dunque

gn(x) = gm(x) = W'(€) = fL(E) — fru(&)-

Si deduce che ||gn— gmlloo < || £ — f1,]|o € dunque (gn)nen € uniformemente di Cauchy
dal momento che lo & (f})n,en. La conclusione ¢ che la successione (g, )nen converge
uniformemente.
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Proviamo che f ¢ derivabile e che f’ = g. Per il Teorema sullo scambio dei limiti

si ha i )
i lim 228 = @) gy [0 = (@)

n—00 T—T Tr—x T—>T Nn—>00 xr—2x ’

e dunque

9(z) = lim f,(Z) = lim lim ful@) = fu(@)

n— o0 n—00 x—T T — X
= lim lim M = nmw = f'(z).
T—XT N—00 xx—x T—T xrT — X

U

Riassumiamo il Teorema 4.21 nel seguente corollario.

COROLLARIO 4.22 (Scambio di derivata e limite). Sia (f,)nen una successione di
funzioni derivabili su [0,1]. Supponiamo che (f,),en converga puntualmente e che
(f1)nen converga uniformemente. Allora, per ogni = € [0, 1] si ha

4 lim f,(r) = lim ifn(aj)

dx n—oo n—oo g

3.3. Convergenza uniforme e integrale di Riemann. Con la convergenza
uniforme e possibile portare il limite sotto segno di integrale. Il Teorema 4.23, tut-
tavia ¢ di uso limitato. Teoremi di passaggio al limite sotto segno di integrale molto
piu efficienti sono: 1) il Teorema della convergenza dominata; 2) il Teorema della
convergenza monotona (o di Beppo Levi).

TEOREMA 4.23 (Scambio di limite e integrale). Sia f, : [0,1] - R, n € N, una
successione di funzioni Riemann-integrabili e sia f : [0,1] — R una funzione. Se
fn — [ uniformemente su [0, 1] per n — oo, allora f & Riemann-integrabile e inoltre

(4.2) lim /01 fo(x)de = /01 lim i (z)d.

n—oo
Dim. Proviamo preliminarmente che la funzione f ¢ limitata. Infatti, fissato
e > 0, per la convergenza uniforme esiste n € N tale che per ogni n > n si ha

sup [fu(z) = f(z)| < e,

z€[0,1]
e dunque per ogni x € [0, 1] si ha

[f@)] < [fulz) = f@)] + [fulx)] < e+ sup [fu(z)]

z€[0,1]

Questo prova la limitatezza di f.

Proviamo ora che f ¢ Riemann-integrabile. Sia ¢ > 0 fissato, e mostriamo che
esiste una scomposizione 0 = {0 = zo < 21 < ... < x,, = 1} dell'intervallo [0, 1], per
m € N opportuno, tale che

dove

S(f.0) = S ILlsup f@) e s(f.0) =D |1 inf f(o),

z€el;
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sono le somme superiori e inferiori di f relativamente a o, I; = [x;_1,7;] e |[;| =
Ty — Xi—1-
Sia 7 € N tale che sup ¢y [fn(z) — f(2)| < € per ogni n > 7. Si ha allora

S(f,0) <> il suy(f(w) — fal@)) + YLl sup fu(z) < e+ S(fn, 0),
i=1 zel; i=1

zel;

e analogamente
s(f,o) = Z [ il inf (f(z) = fal2)) + Z Ll nf fu(2) 2 —e + 5(fa, 0).

Sottraendo membro a membro le due disuguaglianze si ottiene

S(f,0) = s(f,0) <2+ S(fa,0) = 8(fn,0).
Tale maggiorazione vale per una qualsiasi scomposizione o e per ogni n > n. Fis-

sato un tale n, dal momento che f, e Riemann-integrabile, possiamo scegliere la
scomposizione ¢ in modo tale che S(f,,0) — s(fn,0) < &, e quindi

S(f,0) —s(f,0) < 3e.

Questo prova 'integrabilita di f.
Per provare la (4.2) ¢ sufficiente osservare che fissato € > 0 per n > 7 si ha

‘/01 Jnl(x)dz — /01 f(:v)dx’ = /Ol(fn(:v) - f(x))d:v‘ < /01 |fulz) — f(2)|dz < e.
[

4. Topologia di uno spazio metrico

In questa sezione definiamo la topologia di uno spazio metrico, cioe la famiglia
degli insiemi aperti. Definiremo anche gli insiemi chiusi, I'interno, la chiusura e la
frontiera di un insieme. La topologia ¢ importante perche e strettamente legata alla
nozione di funzione continua.

Nel seguito (X, d) € un insieme con una funzione distanza (spazio metrico) e B,(x)
indica la palla di centro x € X e raggio » > 0. Il caso di nostro interesse ¢ X = R"
con la distanza Euclidea.

DEFINIZIONE 4.24 (Insiemi aperti e chiusi). Sia (X, d) uno spazio metrico.

i) Un insieme A C X si dice aperto se per ogni x € A esiste r > 0 tale che
B,(x) C A.
ii) Un insieme C' C X si dice chiuso se X \ C' ¢ aperto.

ESEMPIO 4.25. Ecco alcune facili considerazioni.

1) Gli insiemi @), X sono contemporaneamente aperti e chiusi.
2) In X =R con la distanza d(x,y) = |x — y| valgono i seguenti fatti:
i) Gli intervalli (a,b) con —oo < a,b < 0o sono aperti.
ii) Gli intervalli [a,b] con —oo < @ < b < oo sono chiusi.
iii) Gli intervalli [a, 00) e (—00,b] con —o0o < a,b < oo sono chiusi.
iv) Gli intervalli (a,b] e [a,b) con —oco < a,b < oo non sono ne aperti ne
chiusi.
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3) In X = RR? con la distanza Euclidea:
i) 11 cerchio {z € R?: |z] < 1} & aperto.
ii) 11 cerchio {z € R*: |z| < 1} ¢ chiuso.

PROPOSIZIONE 4.26. In uno spazio metrico (X, d) le palle B,(x), sono aperte per
ognixz € X ed r > 0.

Dim. Sia infatti y € B,(z) ovvero s := d(x,y) < r. Scegliamo ¢ > 0 tale che
s+¢e <r. Se z € B.(y) allora dalla disuguaglianza triangolare segue che

d(z,x) < d(z,y) +d(y,z) <e+s<r
e quindi B.(y) C B,(x). O
DEFINIZIONE 4.27 (Interno, chiusura, frontiera). Sia A C X un insieme.
i) Un punto z € X si dice punto interno di A se esiste € > 0 tale che B.(x) C A.
ii) L'interno di A ¢ 'insieme
int(A) = A° = {x € X : x ¢ un punto interno di A}.
iii) Un punto z € X si dice punto di chiusura di A se per ogni ¢ > 0 risulta
B.(z) N A # 0.
iv) La chiusura di A & l'insieme
A= {:E € X : 2 ¢ un punto di chiusura di A }
v) La frontiera di A & 'insieme
OA={z € X :B(x)NA#0De B (z)N(X\A) #0D per ogni r > 0}.
In altri termini, A = AN (X \ A).
Risulta sempre A° C A C A e 0A C A.
ESEMPIO 4.28. In R? con la distanza Euclidea consideriamo il cerchio aperto
A= {zeR?:|z| < 1}. Allora:
i) A= A°, infatti A ¢ aperto.
ii) La chiusura di A & il cerchio chiuso A = {z € R?: |z] < 1}.
iii) La frontiera di A ¢ la circonferenza-bordo 0A = {3: eER?: |z| = 1}.

La chiusura di un insieme puo essere caratterizzata in modo sequenziale (per
successioni).

PROPOSIZIONE 4.29. Siano A C X un insieme e x € X. Sono equivalenti:
A) z e 4
B) Esiste una successione (x,),en con x, € A per ogni n € N tale che x,, — =
per n — oo.

Dim. A)=B) Se z € A allora per ogni r > 0 risulta B,(z)N A # (). In particolare,
per ogni n € N esiste z, € AN By/,(x). La successione (,)nen € contenuta in A e
converge ad x in quanto d(z,,z) < 1/n.

B) = A) Proviamo che la negazione di A) implica la negazione di B). Se z ¢ A
allora esiste ¢ > 0 tale che B.(z) N A = ) e quindi non puo esistere una successione
contenuta in A convergente a x. 0]
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TEOREMA 4.30. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia A C X. Allora:

i) A ¢ aperto se e solo se A = A°;
ii) A e chiuso se e solo se A = A.

Dim. La prova di i) ¢ lasciata come esercizio. Proviamo ii).

Se A & chiuso allora X \ A & aperto. E sufficiente provare che A C A, perche
Iinclusione A C A & sempre verificata. Sia x € A. Se per assurdo fosse z € X \ A
allora esisterebbe ¢ > 0 tale che B.(z)NA = () e quindi z ¢ A, assurdo. Dunque deve
essere T € A.

Supponiamo ora che sia A = A e proviamo che A & chiuso, ovvero che il comple-
mentare X \ A= X \ A ¢ aperto. Sia z € X \ A un punto che non ¢ di chiusura per
A. Allora esiste € > 0 tale che B.(z) N A = (). Ma allora B.(x) C X \ A, che dunque
e aperto.

0

La topologia di X ¢ il sottoinsieme di Z(X), le parti di X, che contiene esatta-
mente gli insiemi aperti di X.

DEFINIZIONE 4.31. Sia (X, d) uno spazio metrico. La famiglia di insiemi

7(X)={AC X:Aeapertoin X} C 2(X)

si dice topologia di X.

TEOREMA 4.32. La topologia di uno spazio metrico X verifica le seguenti pro-
prieta:

(A1) 0, X € 7(X);

(A2) Se Ay, Ay € 7(X) allora Ay N Ay € 7(X);

(A3) Per ogni famiglia di indici < risulta

Ay eT(X) perognia e o = |J A, € 7(X).
acd

La verifica di questo teorema ¢ elementare ed ¢ omessa. In particolare, la proprieta
(A2) si estende ad intersezioni finite di aperti. Per ogni n € N vale:

n
A, A eT(X) = () Ak e T(X).
k=1
La proprieta (A2), tuttavia, non si estende ad intersezioni numerabili di aperti.
Infatti, I'insieme

~ 1
{xER":!x\gl}—nﬂl{xew;u|<1+n}

non e aperto pur essendo intersezione numerabile di aperti.

OSSERVAZIONE 4.33. In modo duale, la famiglia dei chiusi di uno spazio metrico
verifica le seguenti proprieta:
(C1) 0, X sono chiusi;
(C2) Se (', Cy sono chiusi allora C7 U Cy € chiuso;
(C3) Per ogni famiglia di indici & risulta
C, € chiuso per ogni a € &/ = ﬂ C, € chiuso.
acd
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In generale, 'unione numerabile di chiusi non ¢ un insieme chiuso.

TEOREMA 4.34 (Caratterizzazione topologica della continuita). Siano (X,dx) e
(Y, dy) due spazi metrici e sia f : X — Y una funzione. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

1) f & continua;
2) f7Y(A) C X ¢ aperto in X per ogni aperto A C Y
3) f7Y(C) C X & chiuso in X per ogni chiuso C C Y.

Dim. Proviamo l'implicazione 1)=-2). Verifichiamo che ogni punto xo € f~'(A)
¢ un punto interno di f~(A). Siccome A ¢ aperto e f(zg) € A, esiste € > 0 tale che
By (f(zo),e) C A. Per la continuita di f esiste § > 0 tale che dx(x,z() < ¢ implica
dy (f(x), f(zo)) < e. In altre parole, si ha f(Bx(x,0)) C By(f(x),c). Ma allora si
conclude che

Bx(x0,0) C f~H(f(Bx(w0,0)) C 7 (By(f(0),€)) € f~'(A).

Notare che I'inclusione a sinistra in generale non ¢ un’uguaglianza.

Proviamo l'implicazione 2)=-1). Controlliamo che f ¢ continua in un generico
punto zo € X. Fissato e > 0, 'insieme By (f(x¢),¢€)) ¢ aperto e quindi 'antimmagine
J Y By(f(x9),e)) ¢ aperta. Siccome zy € f~H(By(f(x0),€)), esiste § > 0 tale che

Bx(l‘o,é) C f_l(BY(f(xO)vg»v

da cui, passando alle immagini, segue che

f(Bx(x0,9)) € f(f(By(f(x0),))) C By(f(wo),2).

Notare che 'ultima inclusione in generale non e un’uguaglianza. La catena di inclusio-
ni provata mostra che se dx(z,z) < 0 allora dy (f(z), f(z0)) < &, che & la continuita
di f in x.

Per provare l'equivalenza 2)<3) si usa la seguente relazione insiemistica valida
per ogni B C Y:

X\ f7(B)= (Y \B).

Verifichiamo ad esempio 2)=-3). Sia C' C Y chiuso. Allora A = Y \ C ¢ aperto e
quindi f71A) =YY\ C) = X\ f7(C) & aperto. Ovvero, f~1(C) ¢ chiuso. O

OSSERVAZIONE 4.35. Nella dimostrazione precedente abbiamo usato le seguenti
relazioni insiemistiche, per una funzione f : X — Y
i) AC f'(f(A)) per ogni insieme A C X
ii) f(f~(B)) C B per ogni insieme B C Y.

TEOREMA 4.36. Siano (X,dx), (Y,dy) e (Z,dz) spazi metrici e siano f: X =Y
e g : Y — Z funzioni continue. Allora la composizione go f : X — Z & continua.

Dim. Usiamo la caratterizzazione 2) di continuita nel Teorema precedente. Se A C
Z & un aperto allora g7'(A) C Y ¢ un aperto, e dunque (go f) "1 (A) = f~1(g7(A4)) C
X e un aperto. 0
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5. Spazi metrici compatti. Teorema di Weierstrass

Gli insiemi compatti di uno spazio metrico sono di importanza fondamentale,
in quanto le funzioni continue su un compatto assumono valore massimo e valore
minimo. Nel seguito (X, d) ¢ uno spazio metrico.

DEFINIZIONE 4.37 (Insieme compatto). Un insieme K C X si dice (sequenzial-
mente) compatto se ogni successione di punti (x,),en in K ha una sottosuccessione
che converge ad un elemento di K.

Questa ¢ la definizione di “compattezza sequenziale”. Gli insiemi compatti sono
automaticamente chiusi e limitati.

DEFINIZIONE 4.38 (Insieme limitato). Un insieme K nello spazio metrico (X, d) si
dice limitato se esiste un punto (equivalentemente: per ogni punto) xy € X ed esiste

R > 0 tale che K C B(xg, R).

PROPOSIZIONE 4.39. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia K C X un sottoinsieme
compatto. Allora K e chiuso e limitato.

Dim. Proviamo che K = K. Per ogni x € K esiste una successione (Tp)nen in K
che converge ad . Questa successione ha una sottosuccessione (z,,;);en che converge
ad un elemento di K. Ma questo elemento deve essere x, che quindi appartiene a K.

Supponiamo per assurdo che K non sia limitato. Allora esiste un punto xq € X
tale che KN (X \ B(xo, R) # 0 per ogni R > 0. In particolare, con la scelta R =n € N
esistono punti x,, € K tali che d(z,,x¢) > n. La successione (x,)nen € in K. Quindi
esiste una sottosuccessione (z,;);en convergente ad un elemento x € K. Ma allora

d(l’,Io) > d(l‘o,l’nj) - d('rnjvm) > n; — d(Inj,l') — 0
per j — oco. Questo ¢ assurdo perche d(z, xy) < co. O

EseEmPIO 4.40. Sia X = C([0,1]) con la distanza indotta dalla norma ||f|l. =
SUpP,ejo1) | f(2)]. L'insieme

K={feX:|fle<1}

¢ chiuso. Infatti se una successione di funzioni continue ( f,,)nen tali che | f,,(x)] < 1 per
ogni x € [0, 1] converge uniformemente ad una funzione f, allora anche f & continua
e inoltre |f(x)] < 1 per ogni z € [0,1]. Dunque f € K. L’insieme K & anche limitato.
Infatti € una palla chiusa centrata nella funzione nulla.

L’insieme K tuttavia non e compatto. Infatti, la successione di funzioni f, :
[0,1] — [0,1], n € N,

0 zr €[0,1/2]
fol) =X n(z—1/2) ze€[1/2,1/2+1/n]
1 v € [1/2+1/n,1].

e in K, ma non ha alcuna sottosuccessione che converge uniformemente. Se tale
sottosuccessione esistesse, dovrebbe convergere al limite puntuale della successione
(fn)nen, che & una funzione discontinua. O

TEOREMA 4.41 (Heine-Borel). Sia R™, m > 1, munito della distanza Euclidea e
sia K C R™ un insieme. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:
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(A) K ¢ compatto;
(B) K ¢ chiuso e limitato.

Dim. Proviamo l'affermazione non banale (B)=-(A). Sia (x,)n,en una successio-
ne di punti in K. Scriviamo le coordinate x, = (z},...,2™). La successione reale
(z})nen ¢ limitata e dunque ha una sottosuccesione (:E}% )jen convergente ad un nu-

mero ' € R. La successione (:vij )jen € limitata e quindi ha una sottosuccessione

convergente ad un numero x> € R. Si ripete tale procedimento di sottoselezione

m volte. Dopo m sottoselezioni successive si trova una scelta di indici j — k; ta-
le che ciascuna successione di coordinate (x;{;j)jeN converge ad un numero z* € R,
i =1,...,m. Ma allora (zy,);en converge a z = (z',...,2™) € R™. Siccome K &
chiuso, deve essere x € K. O

TEOREMA 4.42. Siano (X,dx) e (Y, dy) spazi metrici e sia f : X — Y continua.
Se X e compatto allora f(X) C Y & compatto in Y.

Dim. Sia (y,)neny una successione in f(X). Esistono punti z, € X tali che
f(zn) = yn, n € N. La successione (7,)nen ha una sottosuccessione (x,,)jen che
converge ad un punto xg € X. Siccome f e continua si ha

lim f(xnj> - f(xo)
j—00
In altri termini, y,, — f(zo) € f(X) per j — oo. O

COROLLARIO 4.43 (Weierstrass). Sia (X, d) uno spazio metrico compatto e sia
f : X — R una funzione continua. Allora esistono xg,z; € X tali che

flao) =max f(z) e fla1) =min f(z).

Dim. Infatti f(X) C R & compatto, e quindi chiuso e limitato. Dunque I'insieme
f(X) ha elemento minimo ed elemento massimo. O

Il prossimo teorema, noto come Teorema di Dini, da condizioni sufficienti per
avere la convergenza uniforme a partire da quella puntuale.

TEOREMA 4.44 (Dini). Sia K uno spazio metrico compatto, e siano f, f, : K — R
funzioni continue, n € N. Supponiamo che:

i) fu(z) < fai1(x) per ogni z € K e per ogni n € N;
ii) lim fo(z) = f(z) per ogni x € K.

Allora, la convergenza in ii) & uniforme su K.

Dim. Supponiamo per assurdo che esista € > 0 tale che || f,, — f||oc > € per infiniti
n € N. Dunque esiste una selezione crescente di indici (ng)geny ed esistono punti
Ty, € K tali che

f(xnk)_fnk<xnk) > g, keN.

Siccome K e compatto, si puo assumere senza perdere di generalita che esista zg € K
tale che x,, — o € K per k — oo. Altrimenti, si estrae un’ulteriore sottosuccessione
e ci si riconduce a questo caso.

Sia ora m € N e sia ny > m. Per la monotonia i) avremo f,,(z,,) < fu,(zn,), €
dunque

f(xnk)_fm(xnk) Zf(xnk)_fnk(‘rnk) >¢e, sem < ny.
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Facendo tendere £ — oo e usando z,, — x¢ insieme alla continuita di f ed f,,, si
ottiene la disuguaglianza

f(xo) = fm(xo) >, meN.

Questo contraddice la ii) nel punto x = z.

6. Spazi metrici completi. Teorema delle contrazioni

Uno spazio metrico ¢ completo quando tutte le successioni di Cauchy sono con-
vergenti. Negli spazi metrici completi vale il Teorema delle contrazioni

DEFINIZIONE 4.45 (Successione di Cauchy). Una successione (x,,),en in uno spazio
metrico (X, d) si dice di Cauchy se per ogni € > 0 esiste 7 € N tale che

d(x,, zy) < e per ogni m,n > n.
Tutte le successioni convergenti sono di Cauchy, infatti se x,, — x allora per ogni
€ > 0siha

AT, Tm) < d(Tp,z) +d(z,2,) < €

pur di scegliere m,n > n con n € N sufficientemente grande. Gli spazi metrici in cui
tutte le successioni di Cauchy sono convergenti hanno propreta speciali.

DEFINIZIONE 4.46 (Spazio metrico completo). Uno spazio metrico (X, d) si dice
completo se ogni successione di Cauchy in (X, d) ¢ convergente ad un elemento di X.

Se lo spazio metrico completo nasce come spazio normato, allora lo si chiama
spazio di Banach.

DEFINIZIONE 4.47 (Spazio di Banach). Uno spazio di Banach (reale) ¢ uno spazio
normato (reale) (V|| - ||) che ¢ completo rispetto alla metrica indotta dalla norma.

6.1. Esempi di spazi di Banach.

TEOREMA 4.48. I numeri reali R con la distanza Euclidea formano uno spazio
metrico completo.

Dim. Sia (x,)nen una successione di Cauchy in R. Proviamo preliminarmente che
la successione ¢ limitata. Infatti, scelto € = 1 esiste 7 € N tale che |z, — x,,| < 1 per
m,n > n, e in particolare per n > n si ha

Tn| < |za| + 20 — 2a] <1+ |74l
e dunque, per n € N si ha la maggiorazione
|xn| S max{\x1|, sy |xﬁ—1|7 1+ |xﬁ|}

Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass, dalla successione limitata (z,)meny si puo
estrarre una sottosuccessione convergente (xnj )jeN. Ovvero esiste £ € R tale che
Tp; —> T Per j — 00.

Proviamo che x,, — = per n — oo. Fissato ¢ > 0 sia n € N data dalla condizione
di Cauchy e scegliamo j € N tale che n; > n e [z —x,,| < . Allora per n > 7 risulta

|xn _‘Tl < |$n _:En]-| + |l'n]. _CL’| < 2e.

Questo termina la dimostrazione. O
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ESEMPIO 4.49. I numeri razionali Q C R con la distanza Euclidea d(z, y) = |z—y|,
x,y € Q, non sono uno spazio metrico completo. Infatti la successione

1 n
xn:(l—I—f) €Q, neN,
n
e di Cauchy, in quanto converge (in R) al numero e € R\ Q, ma il limite non ¢ in Q.

ESEMPIO 4.50. Lo spazio k-dimensionale R*, k& € N, con la norma Euclidea &
uno spazio di Banach. Infatti, se (z,)nen ¢ una successione di Cauchy in R*, allora
indicando con !, la coordinata i-esima di z,, i = 1,...,k, la successione (2!),en a
valori reali ¢ di Cauchy in R e dunque converge 2, — 2 € R. Postox = (z1,...,2%) €
R*. da questo segue che z,, — z in R*:

E - 1/2
. T (A —
g o =l = Jimg (300t —a?) <o

=1

EseEmPIO 4.51. Lo spazio X = C/([0,1]) con la distanza data dalla norma integrale

(f,9) = [ 1)~ glw)lda

non ¢ completo. Per n € N sia f,, € C([0,1]) la funzione cosi definita

0 zr €[0,1/2]
folx) =X n(z—1/2) ze€[1/2,1/2+1/n]
1 v €[1/2+1/n,1).

La successione (f,,)nen € di Cauchy. Infatti, dati m,n € N con m > n risulta

1 1/
d(fmyfn):/o |fn_fm|dx§/1/2

La candidata funzione limite ¢ la funzione
[0 x€]0,1/2]
)= { 1 ze(1/2,1].

In effetti, la funzione f ¢ Riemann-integrabile su [0, 1] e risulta

i [ 14,0) — S(@)ldr =0,

2+1/n 2
(£ + |l < 2.

n—oo

ma f non ¢ in C([0,1]) perche ha un punto di discontinuita. Dunque la successione
(fn)nen non converge ad un elemento di X = C(]0, 1]).

TEOREMA 4.52. Lo spazio X = C([0,1];R¥), k > 1, con la norma della conver-
genza uniforme:

[fllec = sup |f(z)]
z€[0,1]
¢ uno spazio di Banach.

Dim. Sia (f,)nen una successione di Cauchy in X. Per ogni z € [0, 1] fissato,
la successione (f,(7))nen € una successione di Cauchy in R* e quindi & convergente.
Esiste un punto che chiamiamo f(x) € R* tale che f,(z) — f(x) per n — oco. Risulta
definita una funzione f : [0,1] — R*. Proviamo che:

lim ||f, — fllec = 0.

n—oo
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Per ogni ¢ > 0 fissato, esiste i € N tale che per ogni = € [0, 1] vale

|fn(x) - fm(x)| <& perm,n > n.
Facendo tendere m — oo e usando la convergenza f,,(x) — f(x) per m — oo si
ottiene per ogni x € [0, 1]

|ful@) = f(x)] <& perm,n>n.
Questo prova 'affermazione.

Rimane da provare che f € X, ovvero che f : [0,1] — R* & continua. Verifichiamo
la continuita in un generico punto zy € [0,1]. Fissato ¢ > 0 scegliamo un n > 7 a
nostro piacere. Siccome la funzione f, € continua in xy, esiste d > 0 tale che per ogni
x € [0,1] si ha
lx—x0| <6 = |fulx) = fulzo)] <e.

Dunque, per |x — x| < § si ottiene

[f (@) = fwo)| < [f(2) = ful@)] + | fu2) — ful@o)| + [fu(w0) — fl20)] < 3e.

Questo prova la continuita di f. O

6.2. Teorema delle contrazioni di Banach. Sia X un insieme esia T : X —
X una funzione da X in se stesso. Siamo interessati all’esistenza di soluzioni x € X
dell’equazione T'(x) = x. Un simile elemento x € X si dice punto fisso di T.

DEFINIZIONE 4.53 (Contrazione). Sia (X, d) uno spazio metrico. Un’applicazione
(funzione) T': X — X ¢ una contrazione se esiste un numero 0 < A < 1 tale che

d(T(x),T(y)) < Ad(z,y) per ogni x,y € X.

TEOREMA 4.54 (Banach). Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia T : X —
X una contrazione. Allora esiste un unico punto z € X tale che z = T'(x).

Dim. Sia zy € X un qualsiasi punto e si definisca la successione z,, = T"(zg) =
To...oT(xy), n-volte. Proviamo che la successione (z,)nen € di Cauchy. Infatti, per
la disuguaglianza triangolare si ha per ogni n, k € N

k k
d(anrk‘a xn) < Z d(mn+h7 anrhfl) = Z d<Tn+h($0)> Tn+h71(x0))
h=1

h=1
k 00
< d(T(o),x0) Y N1 < N'd(T(20), m9) D A1
h=1 h=1

La serie converge e A\ — 0 per n — oo, dal momento che A < 1. Poiche X e completo,
esiste un punto z € X tale che z = lim 1™ ().

Proviamo che x = T'(z). La funzione T': X — X & continua e quindi abbiamo

r = lim T"(xg) = Jim T(T" Y(xp)) = T(lim T" *(x0)) = T(x).

n—o0

Proviamo infine che il punto fisso ¢ unico. Sia z € X un altro punto tale che z = T'(Z).
Allora abbiamo

d(z,z) =d(T(x), T(z)) < Xd(z,z) = d(z,z)=0,
perche A < 1, e quindi z = Z. [l
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7. Insiemi connessi

DEFINIZIONE 4.55 (Spazio connesso). Uno spazio metrico (X, d) si dice connesso
se X = A; U A, con A;, Ay aperti tali che Ay N Ay = () implica che A; = () oppure
AQ - @

Se X non e connesso allora esistono due insiemi aperti disgiunti e non-vuoti A; e
A, tali che X = AjUAy. Quindi A; = X\ Az e Ay = X'\ Ay sono contemporaneamente
aperti e chiusi. Se X ¢ connesso () e X sono gli unici insiemi ad essere sia aperti che
chiusi.

Sia (X, d) uno spazio metrico e sia Y C X un suo sottoinsieme. Allora (Y,d) e
ancora uno spazio metrico che avra la sua topologia 7(Y'), che si dice topologia indotta
da X su Y o topologia relativa.

Esercizio 1. Sia Y C X con la topologia relativa. Provare che un insieme A C Y
e aperto in Y se e solo se esiste un insieme aperto B C X tale che A =Y N B.

ESEMPIO 4.56. Sia X =R e Y = [0, 1]. L'insieme [0,1/2) C [0, 1] & relativamente
aperto in [0, 1] in quanto [0,1/2) = [0, 1] N (—o0, 1/2).

DEFINIZIONE 4.57. Sia (X,d) uno spazio metrico. Un sottoinsieme Y C X si
dice connesso se € connesso rispetto alla topologia indotta. Precisamente, se Y =
(Y NA)U(Y NA;) con Ay, Ay aperti di X e unione disgiunta, allora Y N A; = 0
oppure Y N Ay = 0.

EsEMPIO 4.58. Sia R munito della distanza Euclidea.

1) L’insieme A C R, A = [-2,—1] U [1,2] non ¢ connesso in R. Infatti la
seguente unione e disgiunta:

A= (AN (=3,0)) U (AN (0,3)).

2) L’intervallo I = [0,1] C R & connesso. Proviamo questo fatto. Siano Ay, As
aperti di R tali che:

I=(INA)U(INA,).
con unione disgiunta. Supponiamo ad esempio che 0 € A;. Definiamo
z=sup{z€[0,1]:[0,2) C INA}.

Deve essere 0 < < 1. Se fosse T € A, allora T — e € I N Ay per qualche
€ > 0 ma allora TN A; N Ay # (). Questo non & possibile. Quindi z € I N A;.
Se z < 1 allora esiste 6 > 0 tale che z +¢ € A; N1 per ogni 0 < & < 4.
Dunque [Z,d) C A; e questo contraddice la definizione di . Quindi z =1 e
dunque I C A; e quindi I N Ay = (. Altrimenti (I N Ay) N (I N Ay) # 0.

TEOREMA 4.59. Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e sia f : X — Y
continua. Se X & connesso allora f(X) C Y & connesso.

Dim. Siano A, Ay C Y insiemi aperti tali che

J(X) = (f(X)NA)U(f(X)N Ay)
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con unione disgiunta. Allora
X =f1fX) = FH(FX)NAYU(F(X)N A))
= [HAX)NA) USTHF(X) N Ay))
= (XN A))U(X N (A2) = [T (A1) U f7 (A).
L’ultima unione & disgiunta e gli insiemi f~ ( 1), /1 (Az) sono aperti. Siccome X ¢&

connesso deve essere f~1(A;) = 0 oppure f~1(A )7 (). Dunque, si ha f(X)NA; =0
oppure f(X)N Ay = 0. d

DEFINIZIONE 4.60 (Spazio connesso per archi). Uno spazio metrico (X, d) si dice
connesso per archi se per ogni coppia di punti x,y € X esiste una curva continua
v :[0,1] = X tale che v(0) =z e (1) = y.

TEOREMA 4.61. Se uno spazio metrico (X, d) & connesso per archi allora & con-
nesso.

Dim. Supponiamo per assurdo che X non sia connesso. Allora esistono due aperti
Ay, Ay disgiunti e non vuoti tali che X = A; U Ay. Siano z € A e y € Ay, e sia
v :[0,1] — X una curva continua tale che v(0) = z e y(1) = y. Ma allora

[07 1] = ([0’ 1] N '7_1(141)) U ([07 1] N ’7_1(142))

con unione disgiunta e v~ !(A;)) e 7~ !(Asy) aperti non vuoti in [0, 1]. Questo ¢ assurdo.

0

ESERCIZIO 2. Si consideri il seguente sottoinsieme del piano:
A= {(z,sin(1/z)) e R*: 2z € (0,1]} U{(0,y) e R* : y € [-1,1]}

con la topologia indotta dal piano. Provare che A & connesso ma non & connesso per
archi.

ESEMPIO 4.62.

1) R™ & connesso per ogni n > 1.
2) R™\ {0} & connesso per n > 2 ma non & connesso per n = 1.
3) R"\{xER"' » = 0} non & connesso, n > 1.
4) R"\ {z e R": |35| = 1} non ¢ connesso, n > 1.

TEOREMA 4.63. Sia A C R"™ un aperto connesso (non vuoto). Allora A & connesso
per archi.

Dim. Dimostreremo un’affermazione piu precisa: A € connesso per curve poligo-
nali. Sia o € A un punto scelto a nostro piacere. Definiamo il seguente insieme

A = {ZL‘ € A : x si connette a xg con una curva poligonale contenuta in A}.

Proviamo che A; & aperto. Infatti, se x € A; C A allora esiste ¢ > 0 tale che
B.(z) C A, in quanto A ¢ aperto. Ogni punto di y € B.(x) si collega al centro x
con un segmento contenuto in A. Dunque y si collega a zy con una curva poligonale
contenuta in A, ovvero B.(x) C Aj.

Sia Ay = A\ A;. Proviamo che anche A, ¢ aperto. Se z € Ay C A allora esiste
e > 0 tale che B.(x) C A. Affermiamo che B.(x) C As. Se cosi non fosse troveremmo



8. ESERCIZI CON SOLUZIONE 71

y € B.(x)NA;. 1l punto z si collega a y con una curva poligonale in A ed y si collega
ad x con un segmento contenuto in A. Quindi x € A;, che non e possibile. Questo
argomento prova che A, e aperto. Allora abbiamo

X=AUA

con A; e Ay aperti ed unione disgiunta. Siccome X & connesso, uno degli aperti deve
essere vuoto. Siccome A; # () allora Ay = (). Questo termina la dimostrazione. [

TEOREMA 4.64 (Valori intermedi). Sia A C R™ un aperto connesso e sia f: A —
R una funzione continua. Allora per ogni ¢ € (inf f,sup, f) esiste un punto z € A

tale che f(z) =t.

Dim. Siano xg,z; € A tali che f(xg) <t < f(z1). Sia v :[0,1] — A una curva
continua tale che v(0) = xy e v(1) = x;. La composizione p(s) = f(v(s)), s € [0, 1],
¢ continua. Per il Teorema dei valori intermedi in una dimensione esiste s € (0, 1)
tale che ¢(s) =t. Il punto = y(s) € A verifica la tesi del teorema. O

8. Esercizi con soluzione

8.1. Definizione di spazio metrico.
EsErcizio 4.1. Sia d : R x R — R la seguente funzione:
d(z,y) =log(1+ |z —vy|), =z,yeR
Provare che (R, d) ¢ uno spazio metrico.

Soluzione. Verifichiamo gli assiomi della funzione distanza.
(A1) Chiaramente log(1 + |z — y|) > log1 = 0 per ogni z,y € R e inoltre si ha

log(l+|z—y|)=0 < 1+jz—yl=1 < zxz=y.

(A2) La funzione e simmetrica log(1 + |z — y|) = log(1 + |y — z|).

(A3) Per verificare la disuguaglianza triangolare osserviamo preliminarmente che
se s,t > 0 sono numeri reali non negativi, allora vale

l+s+t<l4+s+t+st=(1+s)(1+1)
e dunque dalle proprieta della funzione logaritmo segue che
log(14s+1t) <log((1+s)(1+t)) =log(1l+s)+log(1l+1).
Utilizzando la disuguaglianza precedente si ottiene, per ogni x,y, z € R:
log(1+ |z —y|) <log(1+ [z — 2| + |z — y[) < log(1+ |z — z|) + log(1 + [z — y]).
O
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8.2. Limiti in piu variabili.

ESERCIZIO 4.2. Determinare tutti i parametri reali o, 5 > 0 tali che la funzione

f : R? = R sotto definita sia continua nel punto (0,0) € R? rispetto alla distanza

Euclidea: ;
|z]y]

f(x,y) — 2 + yg (:Cay> 7£ (070)7

0 (xz,y) = (0,0).

Per individuare una possibile risposta al quesito studiamo la funzione f ristretta
ad una retta nel piano della forma y = max per qualche m € R. Precisamente,
consideriamo la funzione ¢ : R — R cosi definita per z # 0
_ =" m?

o(x) = f(z,mz) = e Im|?

2 + m2x2 1+m?2
Al limite per z — 0 si ottiene:

0 se a+ > 2
lim p(z) = ml? e a+ =2,

z—0 14+m?

00 se v+ < 2.

Da questo fatto deduciamo che per a + 5 < 2 la funzione f non & continua in (0, 0).
Proveremo che per a+ 3 > 2 la funzione & continua in (0, 0) usando la definizione.
Partiamo dalla seguente disuguaglianza:

|I|a|y|'8 2 2\a/2+8/2—1 a+B—2
x2+y2§(x + )PP = (3, ) :
Fissiamo € > 0 e cerchiamo d > 0 tale che
aly,|B
Ty
dre((5,0), 0.0) = ) <5 = dalF(o). 50,0) = 1L

Per la disuguaglianza precedente, una possibile scelta di 6 > 0 che garantisce tale
implicazione e la seguente:

5 pry gﬁﬁ—?
dove la radice ¢ ben definita per o + 3 > 2.

Il precedente esercizio puo essere risolto in modo efficiente anche utilizzando le
coordinate polari nel piano.

ESERCIZIO 4.3. Stabilire se la funzione f : R? — R sotto definita & continua nel
punto (0,0) € R? rispetto alla distanza Euclidea:

%y

flay) = 7t (z,y) # (0,0),

0 (x,y) = (0,0).

L’esame di f lungo il fascio di rette y = mx, m € R, produce le seguenti
informazioni. Chiaramente abbiamo

x3m xm
SO(I) - f(:v,m:):) - $4+m2$2 - .172 _|_m2a
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e dunque, facendo il limite per x — 0 con m € R fissato, si trova:
lim ¢(z) = 0.

La restrizione di f ad una qualsiasi retta del fascio € continua nel punto x = 0. Questo
non permette tuttavia di concludere che f & continua in (0, 0).

In effetti, f non e continua in (0,0). Consideriamo infatti la restrizione di f ad
una parabola della forma y = ma?:

.ZAm m

Y(z) = flw,ma®) = =

x4+ m2zt 1+ m?

Se m # 0, la funzione ¢ e una costante non nulla. Dunque per ogni m € R &
possibile scegliere successioni di punti (2, ¥, )nen nel piano tali che (z,,y,) — (0,0)

per n — oo e
m

Jwn f (@ yn) = 1275

Dunque, f non ¢ continua in (0, 0).
8.3. Convergenza uniforme di successioni di funzioni.

ESERCIZIO 4.4. Si consideri la successione di funzioni f, : R — R, n € N,
n?sin (z/n?)
) =
1) Calcolare il limite puntuale della successione (f,,)nen-
2) Provare che si ha |f,(z)| < —%— per ogni z € R.

14-22n2
3) Studiare la convergenza uniforme della successione (f,)nen-

, T €eR.

Soluzione. 1) Se x = 0 si ha f,,(0) = 0 per ogni n € N e dunque il limite ¢ 0. Per
x # 0 si ha
. n? 1 . )
JLIEOW =5 ¢ lim sin (z/n?) = 0.
L’ultima affermazione segue dalla continuita della funzione seno. Dunque f,(z) — 0
per n — oo anche per ogni x # 0.

2) Si usa la disuguaglianza elementare |sin(t)| < |¢| per ogni t € R e si ottiene

n’|z/n?| ||
)| < = , xR,
‘fn( )‘ — 1+n2x2 1+n2x2
3) Proviamo che la successione di funzioni g,(z) = 17,2,z converge a zero unifor-
memente per x > 0. La derivata di g, e
1 — n?z?
/ —
9(®) = G gy 220

Quindi, si ha ¢/, () > 0 per z € [0,1/n) e g/, () < 0 per z > 1/n. Deduciamo che nel
punto x = 1/n la funzione g, assume il valore massimo, che vale

1

g(1/n) = o

Per considerazioni elementari di simmetria, si ha

1
z€R zeR n
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per n — oo. Quindi, la successione (f,),en converge uniformemente a 0 su tutto R.

O

EsERcizIO 4.5. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione di
funzioni (f,)nen cosi definite:

folz) = Tlllog (z*" +n*), x€eR

Soluzione.
Quando —1 < x <1 siha

2x 2n 2x 2
_210gn<logn <log(:1: +n )<10g(1+n)

n — n n - n ’

e per confronto si deduce che si ha convergenza puntuale a 0:
nh_)ngo falz) =0, —1<z<1.
Di piu, si ha la convergenza uniforme:

lim su x) =0.
T, sup[£,(2)
Studiamo la convergenza puntuale per 22> > 1. Riscriviamo la funzione nel

seguente modo:
2x

1 n
— 2, -
fo(x) =loga” + " log (1 + xQ”)'

Siccome
2x

n
lim — =0 perz?>1,

n—00 127"0
deduciamo che
lim f,(z) =logx® 2°> 1.

n—oo
In definitiva, il limite puntuale &

o) = {

0 per 22 <1
logz?  per 22 > 1.

Studiamo la convergenza uniforme per z < —1. Consideriamo la differenza

gn(@) = [fn(2) = fu(@)] = ful2) = foc(z) 2 0.
La sua derivata e
~ 12n2™ " 4+ 20%logn 2 2n**(zlogn —n)

/ — =
gn(‘r) - n l‘2n i n2x T nx<$2n +n2x)

Chiaramente, per z < —1 si ha ¢/,(x) > 0 e di conseguenza
8391 |fn<x> - foo(x>| = fn(_1> - foo(_l) = fn(_l) - 07 n — o0.

Si ha dunque convergenza uniforme su (—oo, —1J.

Studiamo la convergenza uniforme su 1 < x < M, dove M > 1 e arbitrario.
Definitivamente (per tutti gli n sufficientemente grandi) si ha ¢/, (z) <0 per 1 <z <
M (infatti xlogn —n < Mlogn —n < 0 definitivamente). Di conseguenza

1<S;1<pM |fn(x) - fm(x)l = fn(l) - foo(l) = fn(l) —0, n— o0
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In conclusione, si ha convergenza uniforme su [1, M| per ogni M > 1. Non si ha
invece convergenza uniforme su [1, 00), in quanto

Jim f(2) — fuolr) = o0

per ogni n > 1.
U

ESERCIZIO 4.6. Si consideri la successione di funzioni f,, = ¢g,h,, n € N, dove

1
gn(x) = arctg(nz) e  h,(z)= |22+ - TE R.

1) Calcolare il limite puntuale
f(x) = lim fu(z), x€R.

2) Studiare la convergenza uniforme delle successioni (g, )nen € (hn)nen-
3) Provare che la successione (f,,)n,en converge uniformemente su R.

Soluzione. 1) Osserviamo che

. T : o L
lim arctg(na) = 2sgn(x), dim /22 + — = |z, = €R,

e quindi

f(z) = lim f,(z) = zx, z €R.

n—00
/1
S )
n

[\]

2) Chiaramente, per ogni x € R si ha

1
‘\/xQ—l— — ]a:|‘ =
n

e quindi c¢’e la convergenza uniforme

1/n

Va2 +1/n+ |z

1
22+ — — |z
n

Inoltre, fissato 6 > 0, dalle proprieta elementari di monotonia della funzione
arcotangente segue che per ogni > ¢ si ha

lim sup =0.

n—oo z€R

larctg(nz) — 7/2| < w/2 — arctg(nd),

e quindi
lim sup |arctg(nz) — 7/2| = 0.

Discorso analogo si ha per x < —d. La successione (g,)neny non converge unifor-
memente in alcun intorno di # = 0 in quanto il suo limite puntuale ¢ una funzione
discontinua in x = 0.

3) Intanto osserviamo che, dette g ed h le funzioni limite di (g, )nen €d (hn)nen,
abbiamo

() = f(@)] < [gn(2)hn(2) = gn(2)h(2)] + |gn (@) h(2) — g(x)h(z)],
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e dunque fissati 0 < 0 < M < oo si ha
s

sup [ fa(2) = f(2)] < 5 sup |ha(z) —h(z)|+ sup |ag.(z) —zg(2)]
o<x<M o<x<M o<x<M

SZ\/_JrM sup gn(z) — g(z)],

e quindi si ha convergenza uniforme su ogni intervallo [d, M], per i fatti stabiliti al
punto precedente. La stima del primo pezzo ¢ indipendente da ¢ ed M.

Per migliorare la stima precedente si puo argomentare nel seguente modo. E
sufficiente mostrare la convergenza uniforme per x > 0. Precisamente, affermiamo

che
1 T
22 + —arctg(na) — ~z| = 0.
x —l—narc g(nx) 2:15‘

Dalla proprieta della funzione arcotangente

1
arctg(t) + arctg(;)

lim sup
n—oo $>0

™
—, t>0
27 )

1 1/m 1
x? + —arctg(nz) = /22 + f(— — arctg(—)).
n n\2 nx
Dal punto 2) sappiamo che
1
\/xQ—l——x’ =0.
n

D’altra parte, usando arctg(t) <t per t > 0, si ha per ogni > 0

2+1act<1)<(+1>act(1)<1+7r
\/2%2 + —ar — xr+ ——)ar — -4+ —
n e\ = Vn S\nz/ =1 2y/n’
1 1
lim sup (/22 + arctg( ) =0.
n—)ooz>0 n nxT

si ottiene

lim sup

e dunque

8.4. Topologia.

Esercizio 4.7. Sia f : R — R una funzione e si considerino i seguenti insiemi in

R2:
A={(r,y) €R:y> f(@)} e C={(z.y) €R2:y> f(@)}.

Dimostrare o confutare le seguenti affermazioni:

1) Se f ¢ continua allora A ¢ aperto.

2) Se A ¢ aperto allora f ¢ continua.

3) Se f & continua allora C' ¢ chiuso.

4) Se C' ¢é chiuso allora f ¢ continua.

Soluzione. 1) Vero. La funzione F : R? — R, F(x,y) = f(x) — y, ¢ continua da
R? ad R perche f ¢ continua. Dunque I'insieme

A={(z,y) e R*: F(z) <0} = F'((—00,0))

¢ aperto essendo antimmagine di un intervallo aperto.
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2) Falso. Infatti la funzione f : R — R definita da
1 sex <0,

f(x):{O sex >0

non ¢ continua, ma 'insieme A = {y > f(x)} ¢ aperto in quanto
A=A,U(AyN A3)

e Ay = {y > 1}, Ay = {y > 0} e A3 = {z > 0} sono sottoinsiemi aperti di R?. Si
veda la figura.

FI1GURrA 3

3) Vero. Infatti, con le notazioni precedenti si ha
C={(z,y) eR*: F(z) <0} = F'((—00,0])

a dunque C' ¢ chiuso essendo "antimmagine del chiuso (—oo, 0] rispetto alla funzione
continua F'.
4) Falso. Infatti la funzione f : R — R definita da

1 sex <0,
f(x):{O sex >0
non ¢ continua, ma l'insieme C' = {y > f(z)} & chiuso in quanto
CzclLJ(CQng)
e C; ={y >1}, Cy = {y > 0} e C3 = {& > 0} sono sottoinsiemi chiusi di R?.
L’insieme C' si ottiene dall'insieme A in figura aggiungendo ad A la sua frontiera,
C=A.
O

EsErcIzIO 4.8. Sia A C R? l'insieme
A= {(m,y) eER? ' +yt+2? -y’ < 1}.
i) Provare che A e limitato;

ii) Dire se A & aperto e/o chiuso;

iii) Calcolare A°, A e DA.
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Soluzione. Se (x,y) € A allora
2/ 2 4, .2, 202
vy -1 <z +2+y(y -1 <1
e quindi, posto t = 32, si ottiene t> —¢t — 1 < 0 con t > 0. La soluzione &

y2:t§1+2\/5,

Inoltre si ha

W~ | Ot

< rat <14+ 21 —-yH) <
In definitiva si ha I'inclusione
Ac [=V5/2,V5/2] x [=/(1 +V5)/2,—/(1 + V5)/2].
Proviamo che A ¢ aperto. La funzione f : R? — R,
fla,y) =a' +a” +y* -y

e continua. Dunque, 'insieme A = f _1((—00, 1)) e aperto. Per verificare che A non
¢ chiuso e sufficiente considerare la successione di punti

= ({30 D) {30 D). nen

ed osservare che (z,,y,) € A, (Tn,yn) — (V1/2,1/1/2) e che f(1/1/2,1/2) = 1.
Dunque il punto limite ¢ in A ma non in A.
Mostriamo che risulta

A= {(x,y)GRQ:x4+y4+x2—y2§1},
0A = {(:L’,y)ER2zx4+y4+x2—y2:1}.

E sufficiente provare le seguenti affermazioni per un punto (z,y) € R*:

1) f(z,y) =1 implica (z,y) € A;

2) f(z,y) > 1 implica (z,y) ¢ A.
La verifica di 2) si basa sulla continuita di f. Infatti, l'insieme {f > 1} = {(z,y) €
R?: f(x,y) > 1} ¢ aperto e per ogni punto (z,%) in questo insieme esiste € > 0 tale
che B.(z,y) C {f > 1}.

Supponiamo ora che f(z,y) = 1. Una possibile idea ¢ di descrivere I'insieme

{f = 0} localmente come un grafico della forma x — ¢(z) oppure y — ¥(y). In
effetti, se (z,y) € A allora

, 1l 1—4(yr—y2-1)
r < .
2
L’espressione a destra deve essere positiva. Dopo pochi conti, si ottiene la condizione
di compatibilita ¢ y* — y*> — 1 < 0, che abbiamo gia studiato: y? < (1 +/5)/2.
In definitiva, deve essere

|x,<¢(y):J_1+¢1_42<y4_y2_1>_

Siamo arrivati alla seguente conclusione:

A={(ey) Ry < (14 V5)/2 Jo] < v()}.
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Ora si ottengono facilmente le tesi desiderate.

O

ESERCIZIO 4.9. Stabilire se I'insieme K C R? con la distanza Euclidea ¢ compatto
K={(zy,2) eER*: 2’ + > +2 <1, a+y° +2° < 1}.
Descrivere K geometricamente.
Soluzione. L’insieme K ¢ l'intersezione dei due insiemi
K, = {(x,y,z) ER*: 2+ 9P +2< 1},
K, = {(:p,y,z) eER x4+t +22< 1}.

Sia K7 che K5 sono chiusi, perche antimmagini di insiemi chiusi rispetto a funzioni
continue. Dunque K = K; N K, e chiuso.

Verifichiamo che K & limitato. Seguira che K & compatto, per il Teorema di
Heine-Borel. Se z(z,y) € K allora

242 4+2<1 e z4+92+22< 1

Sommando membro a membro le due disequazioni si ottiene
x2+x+z2+z§x2+x+2y2+z2—l—z§ 2.
Completando i quadrati si ottiene
(x+1/2)%+ (2 +1/2)<2+1/2=75/2.
Si deduce che esistono due numeri a < 0 < b tali che a < z,2 < b. La stima su y ¢
ora facile:
Y <l—-2"-2<1-2<1-a.

L’insieme K e limitato:

K Cla,b] x [-V1—a,V1—al] X [a,b].

ESERCIZIO 4.10. Sia A C R? il seguente insieme
A= {(x,y) eR* 2t +y' —2®+y° < 0}.
1) Dire se A ¢ compatto e/o connesso.

2) Dire se A & compatto e/o connesso.

Soluzione. Vediamo se A e limitato. Una condizione sulla coordinata x ¢ imme-
diata:
ot <at -2yt <0,
da cui si ottiene 2% < 1, ovvero € (—1,1). Con questa restrizione su z possiamo
risolvere la disequazione in y per x fissato. Dopo qualche conto, si ottiene

ly| < p(z) = \/_1 ARG

2 Y

e dunque
A={(z,y) eR*: [y| < p(x), x € (=1, 1)}
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Uno studio della funzione ¢ mostra che A ¢ 'unione di due insiemi aperti. Dunque
A non e connesso.
Dallo studio precedente si deduce anche che

A= {(z,y) eR*: y| < p(x), z € [-1,1]}.

L’insieme A ¢ chiuso e limitato e dunque compatto. L’insieme A ¢ anche connesso,

in quanto e chiaramente connesso per archi.
O

8.5. Teorema delle contrazioni.

ESERCIZIO 4.11. Si considerino il quadrato Q = {(z,y) € R*: [z] < 1 e |y| < 1}
e la funzione f : QQ — R? a valori in R? cosi definita

fe) = (1 -y =) @ 2 - 1)

1) Provare che f(Q) C Q.
2) Usando il teorema delle contrazioni, provare che il sistema di equazioni

6r=1—y—y°
6y=2"—z—1

ha nel quadrato ) una soluzione unica (z,y) € Q.

Soluzione. 1) Indichiamo le due componenti di f nel seguente modo:

)= 0-y—9) e hlay) = 1)

Chiaramente |fi(z,y) < 1(1-+ [yl + o) < & e Ifolw )| < 2L+ [o] + Jof?) < &
Questo prova che f(Q) C Q.

2) @ & uno spazio metrico completo con la distanza Euclidea d. Proviamo che f ¢
una contrazione su ). L’esistenza di un’unica soluzione (z,y) € @ del sistema segue
dal teorema di punto fisso.

Siano (z,y), (Z,y) € Q. Allora

o 1 _ _ 1 _ _ _
filzy) = K@ =gly =9 +y" =71 < 5y =9l + |y = glly + 7)
1 1
< —(1+2ly—7 ==y —7l.
< s+l =gl =5l 7l
In modo identico si prova che |fo(z,y) — fo(Z,9)| < 3|z — Z|. In conclusione:
d(f(I7y>)7f(:fvg)> - \/|f1(x,y) - fl(j7g)|2 + |f2(x,y) - f2(j7g)|2
1 1 1
<oy —a2+ Sl — 72 = = 7 7))
<Ay o+ e - 2 = L), 2.9)

Dunque, f & una contrazione con fattore di contrazione A = % < 1. O]

ESErc1zIO 4.12. Per n > 1 siano B = {x e R": |z| < 1} e r9 € B tale che
2| < 75. Sia poi T : R — R™ la funzione

1 1
T(x)= 2% + §|x\2$ + xo.
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1) Provare che T trasforma B in se, ovvero che T'(B) C B.
2) Per n = 1: provare che T' ¢ una contrazione da B in se.
3) Per n > 1: provare che 'equazione T'(x) = x ha una soluzione unica x € B.

Soluzione. 1) Basta osservare che, per la subadditivita della norma si ha per ogni

veb 1 1 1 1 1
T < - —|z]? <-4+-4+—=<1.
T ()] < glol + 5lal® + fool < ;5 + 75 <

2) Proviamo che T' ¢ una contrazione rispetto alla distanza Euclidea. Siccome B ¢
completo, dal Teorema di punto fisso di Banach segue che T ha un unico punto fisso
x € B, che risolve 'equazione T'(z) = x.

Nel caso n = 1, la funzione T si puo riscrivere in questo modo:

1 1 1 1
T(x) = 17 + §x3 + 29, che ha derivata T'(x) = 1 + gg;?_

Osserviamo che se |z] < 1 allora

1 1 1 1 7
Tl < - - 2 < - =
T (@) < +5klF < +5=1
per il Teorema di Lagrange esiste un
(22) = T"(23) (21 — 22) € quindi

Per ogni coppia di punti z1,z, € B = [—1,1],
punto x3 € [x1,xs] C [—1,1] tale che T(z) = T

7
|T'(21) — T(22)| = |T'(23)] |21 — 22| < E!% — Zo].

Dunque T' ¢ una contrazione da B in se.
Alternativamente, si ha

1 1 1 1

1 1 1 1
< Z!azl — x| + §]:c“;’ — i = Z|x1 — xo| + §|(a:1 — m9) (2% + T120 + 23)]

< Say — 2ol + £l — wal(a? + follaa] + 03) < (5 + 2 oy — o
_4.731 ) 9.2?1 To Ty T1||T2 Ty) = 1 3 T ZTa|.

3) Proviamo che T' & una contrazione nel caso generale n > 1. Siano xy, 25 € B.

Allora

1 1
T (z1) = T(x2)| = < <oy — @]+ = ||@1 oy — 222y
9

—T1+=|T1|" X1 — —T9— < |T2|"X
1 9 1 1 2 9 2 2 = l

4 4

Maggioriamo l'ultima norma nel seguente modo:

‘|x1\2x1 — |22 we| = |21 [Pry — |m1)?20 + |21 P00 — |20 20

< |2a?loy — @ + \5'32\“371\2 - !$2|2‘
< |z — 22| + “331\2 - !352\2’

< |z — 22| + “371\ - |372\H|$1| + |5172\‘
< 3|y — 2.

In conclusione, si ottiene

1 1 7
|T(l‘1) — T($2)| S Z|ZL’1 — J,’2| + §|ZE1 — .172| = E|ZL‘1 — T9]|.
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Questo prova che T € una contrazione da B in se, ed ora si conclude come nel punto
2).
O

EsErcizio 4.13. Sia h € C([0,1]) una funzione assegnata. Verificare che I'equa-
zione funzionale

(@) = hz) + ;Sin(x) [ sz, we o)
ha una soluzione unica f € C([0, 1]).

Soluzione. Sia X = C([0,1]) con la norma della convergenza uniforme e sia
T :X — X la trasformazione

T(f)(x) = h(z) + ; sina) [* @)z, € [0.1]

Verifichiamo che T' € una contrazione. Infatti, per ogni f,g € X si ha

T(£)() = Tlo) ()| = |5 sinte) [ (F0) = g(e)ds] < S0 = glr 2 €101
e dunque

IT(7) = ()l < 51 ~ gl

Dunque T’ ¢ una contrazione e per il Teorema di punto fisso di Banach 7" ha in X un
unico punto fisso. O



CAPITOLO 5

Serie di funzioni e di potenze

1. Serie di funzioni. Criterio di Weierstrass

Sia A un sottoinsieme di R oppure di C e sia (f,),eny una successione di funzioni
a valori reali o complessi su A, ovvero f, : A — R (oppure in C), per ogni n €
N. Introduciamo la successione delle somme parziali s, = f1 + ... + f,, n € N.
Ovviamente, s, : A — R sono ancora funzioni.

DEFINIZIONE 5.1 (Convergenza puntuale e uniforme di serie di funzioni). Sia
(fn)nen una successione di funzioni definite su un insieme A. Diciamo che la serie di
funzioni

i falz), x €A,
n=1

converge puntualmente su A se per ogni x € A converge la successione (sn(x))
delle somme parziali.

Diciamo che la serie di funzioni converge uniformemente su A se converge unifor-
memente su A la successione delle somme parziali (s,,)nen-

neN

TEOREMA 5.2 (Criterio di Weierstrass). Sia (f,,)nen una successione di funzioni a
valori reali o complessi su un insieme A. Se esiste una successione reale (a,),en tale
che

o
sup [fu(@)| < an e ) an, < oo,
T€EA n=1
o0
allora la serie di funzioni Z fn converge uniformemente su A.
n=1

Dim. Osserviamo in primo luogo che la serie di funzioni

2 fule)

converge assolutamente e quindi semplicemente in ogni punto z € A. Stimiamo la
differenza

ACES WACIE D WWACT S SEVICIES g

stima che vale per ogni x € A, e dunque

n

ka(x)_kio:fk(lf)lﬁ i ay,.

k=1 k=n+1

sup
T€EA

83
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Siccomme la serie numerica Y 7%, aj converge, il suo resto ¢ infinitesimo, ovvero

x
lim ap =
n=co Z k 0,
k=n+1

e quindi per confronto si ha anche

i sup| 3 file) — 3 fel)| =0
k=1 k=1

Questa e la convergenza uniforme della serie.
O
o
Talvolta si dice che una serie di funzioni Z fn converge totalmente su A se

n=1
converge la serie numerica

o

> sup | fu(x)] < oo
n—=1 T€EA

Il teorema precedente dice allora che la convergenza totale su A implica la convergenza

uniforme su A. Il viceversa, tuttavia, non vale.

EseEmPIO 5.3. Sia A = {2z € C: |z| < 1} il disco complesso unitario e consideriamo
la serie di funzioni su A
o
d o2t = (2).
n=0

Sappiamo che la serie converge puntualmente su A. Vediamo se c¢’é convergenza
uniforme su A. Le somme parziali sono

1
=35
1—=z2

n 1 _2n+1
sn(2) =Y F=—"— neN,
=0 11—z
e la differenza con la somma limite &
1 — 1 1 — 1 P
s,(2) — s(z)] = — = — =
[5n(2) ()l ‘ 1—z 1—2 ‘ 1—z 1—z 1—z/
e quindi
Zn+1
sup =00, neN
z€A 1—=z

Dunque non c¢’e convergenza uniforme su A. Tuttavia, ¢’e convergenza uniforme su
ogni insieme della forma As = {z € C: |z| <} con 0 < § < 1. Infatti si ha

n+1 n+1 0o fn+l
H < J 3 J _
su (§ S a— 0.
eall—z=1-6 © &Z1-3

L’affermazione segue dal Criterio di Weierstrass.

Applicando il Teorema 4.21 alla successione delle somme parziali, si prova il
seguente teorema sulla derivazione sotto segno di serie.

TEOREMA 5.4 (Scambio di derivata e somma). Sia f, : [0,1] - R, n € N, una

successione di funzioni derivabili. Supponiamo che:
e}

i) Esiste un punto 2o € [0,1] tale che converga la serie Y f,.(xo);

n=1
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ii) La serie delle derivate Z /1 (z) converge uniformemente su [0, 1].
n=1
Allora la serie di funzioni Y f,(x) converge uniformemente su [0, 1], definisce una

n=1
funzione derivabile, ed inoltre

WACED WAL

2. Criterio di Abel-Dirichlet

In questa sezione proviamo il Criteri di Abel-Dirichlet per la convergenza uniforme
di serie di funzioni. Partiamo dalla seguente formula di somma per parti.

LEMMA 5.5 (Somma per parti). Siano (an)neny € (bn)nen due successioni reali
(o] o
o complesse, supponiamo che la serie Zan converga e poniamo A, = Zak. Per

n=1

1 < M < N vale la formula di somma per parti

N N
Z anbn = AMbM - AN—l—le - Z An(bn—l - bn)
n=M n=M+1

Dim. La verifica € elementare:

N N
Z anbn = (An - An+1)bn
n=M =M
N N N+1
= S Ay — Y Apirb, = ZAb—ZAbnl
n=M n=M n=M+1
= AMbM - ANJrle + Z An(bn - bnfl)'

n=M+1

O
TEOREMA 5.6 (Criterio di Abel-Dirichlet). Sia (a,)nen una successione reale o
o
complessa tale che converga la serie Z ay, € sia (f,)nen una successione di funzioni

n=1
definite su un sottoinsieme A di R o di C che verifica:

upsup |1,(2) £ C'< 00 ¢ s i) — fule)] < o
neN z€A z€A p—1

Allora la serie di funzioni »  a, f,(2) converge uniformemente su A.
n=1

o0
Dim. Poniamo A,, = Z ay, cosicche ILm A, = 0. Datin,p € N, usando la formula
n o0
k=n
di somma per parti si trova

n—+p n—+p

kz_: apfr(x) = Apfoo1(x) = Apgpr1 fagp(®) + kz_: Ar(fr(x) = feoa(2)).
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Fissato € > 0 esiste n € N tale che per n > n si ha |A,,| < ¢ e quindi per p € N si ha

n+p 00
sup |3 aufu(o)| < (20 -+ 50 37 o) = a0

Poiche la successione delle somme parziali della serie in esame ¢ uniformemente di
Cauchy su A, la serie converge uniformemente su A. OJ

3. Serie di potenze
In questa sezione studiamo le serie di potenze in campo reale o complesso.

DEFINIZIONE 5.7. Sia (a,)neny una successione di numeri complessi e sia zg € C

fissato. Una serie di funzioni della forma
o

Z an(z — z0)", z€C,

n=0

si dice serie di potenze complessa centrata nel punto z.

Vogliamo capire per quali z € C la serie converge e vedere dove la convergenza e
uniforme. Senza perdere di generalita possiamo supporre che sia zy = 0.

TEOREMA 5.8 (Criterio di Cauchy-Hadamard). Data la serie di potenze com-

plessa Y a,z", sia R € [0,00] il numero reale (eventualmente co) definito dalla

. n=0
relazione ]
— = limsup {/|ay|.
R n—oo
Allora:
i) La serie di potenze converge assolutamente in ogni punto z € {z € C: |z| <
R}.

ii) La serie di potenze converge uniformemente su ogni insieme As = {z € C :
|z| <6} con d§ < R.
iii) La serie non converge nei punti z € C tali che |z| > R.

Il numero R si dice raggio di convergenza della serie di potenze.

Dim. Studiamo la convergenza assoluta della serie con il Criterio della radice. Sia

L(z) = limsup /|a,||z|" = |2|
n—oo

Se |z| < R allora L(z) < 1 e la serie converge assolutamente nel punto z. Se |z| > R
allora L(z) > 1 e la serie non converge assolutamente. Il termine generale non &
infinitesimo, e dunque in effetti la serie non converge nemmeno semplicemente.
Sia ora 0 < § < R. Allora si ha:
o
sup |a,2"| = |a,|6", einoltre > |a,|é" < oco.
2EAs n=0
Che T'ultima serie converga, si vede di nuovo col Crierio della radice, usando il fatto
che § < R.
La serie di potenze converge dunque totalmente su As e per il Criterio di Weier-
strass converge anche uniformemente su As.
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U
Sulla frontiera del cerchio di convergenza {z € C : |z| < R}, ovvero nei punti in
cui |z| = R la serie di potenze puo sia convergere che non convergere.

Facciamo un breve cenno alle funzioni olomorfe. Sia A = {|z| < R} il disco di
convergenza della seguente serie di potenze. La funzione f : A — C' definita da

flz) = Z a2, z € A,
n=1

¢ una funzione continua in A in quanto su ogni insieme As; = {|z| < 6} con § < R
la convergenza ¢ uniforme. In realta la funzione f ha proprieta molto piu forti. Per
ogni punto zy € A esiste in C la seguente derivata complessa

df (2 z)— f(z

o) _ iy — g 1= C0)

dz z—20 z— 2

Non diamo la prova di questa affermazione. I passaggi formali della dimostrazione
sono i seguenti

d (e 9] [e.9] d
/ _ n _ n

Si tratta di dimostrare che & possibile scambiare la derivata (limite del rapporto
incrementale complesso) con la serie.

Usiamo questi fatti per motivare la definizione di funzione olomorfa. Sia A = {z €
C : |z| < R} per qualche R > 0 oppure piu in generale sia A un insieme aperto di C.

z= 2=20 n—1

DEFINIZIONE 5.9. Una funzione f : A — C tale che per ogni punto 2z, € A esista
in C la derivata complessa

si dice funzione olomorfa su A.

Dunque, le serie di potenze definiscono funzioni olomorfe sul loro disco di conver-
genza.

I criteri di Abel sulla convergenza uniforme delle serie di potenze permettono di
studiare la convergenza uniforme fino al bordo del disco di convergenza.

o0

TEOREMA 5.10 (Criterio di Abel I). Se la serie di potenze complessa Z ap 2"
n=0
converge nel punto zy € C, allora converge uniformemente sul segmento [0, zo] =

{tzOE(C:0§t§1}.

Dim. Per z € [0, 1] consideriamo la serie

00 o0
S anzpa" =Y anzg fulx),  falz) = 2"
n=0 n=0

La successione di funzioni f,(z) = 2" ¢ uniformemente limitata su [0, 1] e inoltre

se x € [0,1)

S funle) = hiwl = (-0 L= { o %TED
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La convergenza uniforme segue dal Teorema 5.6. U

Fissati ¢ € [0,7/2) e 1o > 0 definiamo il cono troncato con vertice nel punto 1

CW,1L,rg)={z=1+re¥cC:pc[r—0,7+9],0<r <ry}

TEOREMA 5.11 (Criterio di Abel II). Sia (a,)nen una successione complessa tale

che la serie Y a, converga. Per ogni ¥ € [0,7/2) esiste ro > 0 tale che la serie

n=0
oo
> a,z" converge uniformemente su C(¥,1, o).
n=0

Dim. Fissiamo ry > 0 sufficientemente piccolo in modo tale che C'(¢, 1,79)N{|z| =
1} = {1}. Mostriamo che la successione di funzioni f,(z) = 2" verifica le condizioni
del Teorema 5.6. In primo luogo |f,(2)| < 1 su C(9,1,ry) C {z € C: |z| < 1}.
Inoltre, per z = 1+ re®? € C(9,1,70) si ha

|2 — 27| = |2]"2 — 1] = |1 + re|™,
e quindi
i|z”+1—z”|—r 1 _r1+\1+rew’ _1+|1+rew‘
o 1= |l4reiv| 1 —|147re®2  —r—2cosp’

Se p € [r — ¥, 7+ 9] allora —2cosp > 2cos) > 0, e scegliendo ry < 2cos si trova

o0
sup Y 2" = 2" < .
2€C(9,1,r0) n=0

4. La funzione esponenziale in campo reale e complesso

Introduciamo la funzione esponenziale in campo reale e complesso e studiamo le
sue proprieta piu importanti.
Partiamo dal caso reale. Definiamo la funzione ¢ : R — R

00 k

go(x):Z%, r € R.

k=0

Per il Criterio del Rapporto la serie converge (assolutamente) per ogni x € R. Tl
raggio di convergenza di questa serie di potenze reale ¢ R = oo. Useremo la notazione
p(z) = e* = exp(x) per indicare la funzione esponenziale.

TEOREMA 5.12. Per ogni numero reale x € R il seguente limite esiste finito e
precisamente:

(5.1) lim (1+§>n: iﬁ

n—oo n =0

Inoltre, per x > 0 la convergenza ¢ monotona crescente.
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Dim. Ci limiteremo al caso x > 0. Proviamo che la successione
x n
n

e crescente e superiormente limitata. Da questo seguira l’esistenza finita del limite in
(5.1).
Dalla formula del binomio di Newton si ottiene

52) mF@+plij@§:i@_pm@_ng7

k=0 k—0 n

e in modo analogo

n+1 _
S (e B (BL= P

k=0

Dalle disuguaglianze

(S O P Y R Y 5}

valide per k = 0,1,...,n, e dal fatto che ¥ > 0 segue che a,, < a,,;. Siccome

(1—i)<1,...,(1—k;1)<1,

dallidentita (5.2) si trova anche la maggiorazione

4 A ST SE
n i kY = R
uesto prova l'esistenza finita del limite. Inoltre, per n — oo si ottiene la disugua-
g
glianza

n 00 .lek
) S
i=o F!

Proviamo la disuguaglianza opposta. Siano m,n € N numeri tali che n > m.

Allora si ha:
B V(S T (L E

lim (1 +2
n—oo n

k=0 n n
m _ k
Z;(l—i)...(l—knl)i!.

Passando al limite per n — oo si ottiene
k

T\" L
I (1 f) S5
Jm (1+0) 225

e facendo ora il limite per m — oo si trova

T\ ooxk
i (1+2) >y 2
A (D) 225

Questo termina la dimostrazione del teorema nel caso x > 0. O
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OSSERVAZIONE 5.13 (Stima del resto). Siano z € R ed m,n € N numeri tali che
0 < x <m < n. Spezziamo la somma parziale della serie esponenziale nel seguente

modo:
n k m—1

zji.=z z z £y

kf
Abbiamo usato la disuguaglianza k! = k(k — 1) oo (m4 Dm! > mPmm!l Daltra
parte, dalla formula per la somma geometrica parziale, si ottiene

mk: mml

n k m n—m < T >h rm1 — (x/m)n—m—i-l ™ m

DA
=omEmmml om0 \m m! 1—x/m m!m—x
=m =i

Abbiamo usato il fatto che m > x > 0. In conclusione, troviamo la maggiorazione

per il resto:
L L)
Zk— — , O<z<m<n.
'm—ux

Questa disuguaglianza non dlpende da n, nel membro di destra, e quindi si trova la
stima per il resto della serie esponenziale

gk ™ m
<

(5.4) , O0<z<m.

= Kl = mlm—=zx
=m

Applichiamo questa formula per una stima del numero di Nepero che, per defini-

zione, ¢ il numero
. 1\n |
e = nhm <1 + —) = —.

—00 n Pt
m—1
Per ogni m € Nsihae > Y 1/k!, e con la scelta m = 4 si ottiene la stima dal basso
k=0

1l iy’
¢ 21 T 3] 3

Per ottenere una stima dall’alto si puo usare la (5.4) con = = 1:

m

x
GSZH—Fi—l)’

m!(m
che con m = 4 fornisce

<2+2+ L < 3.
e PR
3 18

OSSERVAZIONE 5.14. Presentiamo una seconda dimostrazione del Teorema 5.12.
Precisamente, vogliamo provare che per ogni numero complesso z € C si ha
‘ Z\" 00 Zk
h_)m <1 + 7) = e
n—00 n = k!
Fissiamo € > 0 e proviamo che ¢ possibile scegliere n € N tale che per n > n si abbia:

oozk

’(1+;)n—zk"<€
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Siano m,n € N da discutere tali che m < n. Dalla formula per il Binomio di Newton
si trova, come in (5.2) nella dimostrazione del Teorema 5.12,

n 00 k m—1 o k
(1+%) —kzo’;: {(1—2)...(1—]‘?”1)—1};

k=0

B e oy

Jo—— n n

Prendendo i moduli ed usando la subadittivita si ottiene

(1—i>...(1—k;1>— o

[ ( B (R

. R

k=m k=m

(1= ) (=) R e o B

Possiamo scegliere m € N con m > |z| e indipendentemente da n tale che — usiamo
la stima del resto, ma se ne potrebbe fare a meno —

k m—1

Z\"™ X 2z
(2 -2l X

J2I*

n

z|k 2|z|m m

2Z| — <%.

E

A questo punto, possiamo scegliere n tale che per n > n si abbia:

m—1 . k
k;] (1—i>...<1—kn1) 1|’Z|‘ g

Questo conclude la dimostrazione.

TEOREMA 5.15. La funzione esponenziale ¢ : R — R, ¢(x) = e, ha le seguenti
proprieta:
1) e*t¥ = e - e¥ per ogni z,y € R (identita fondamentale);
2) e =1/e” per ogni = € R;
) e > 0 per ogni z € R;
) e¥ <e¥sex <y
) Per ogni y > 0 esiste € R tale che e* = y.

Dim. Diamo solo dei cenni sulle dimostrazioni.
1) Una prova della formula fondamentale si puo ottenere mostrando che

1+
lim N = =1
() (1+Y)
n n
La verifica di questo fatto e lasciata come esercizio al lettore. Vedremo nel seguito

un altra linea di dimostrazione.
2) Segue da punto precedente in quanto 1 = e’ = e

T—T _ oT o
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3) Quando x > 0, la positivita deriva dalla definizione
00 l‘k
e’ = Z ﬁ >1>0.
Quando z < 0, la positivita deriva dal punto 2).

4) Che per x > 0 la funzione esponenziale sia strettamente crescente deriva dalla
definizione. Per < 0 la monotonia deriva dal punto 2).

5) Per confronto si deduce che e* — 0o per & — oo. Dal punto 2) segue che e — 0
quando x — —oo. Inoltre la funzione esponenziale ¢ continua (la serie converge
uniformemente sugli intervalli limitati). Dunque la suriettivita di ¢ : R — RT segue
dal Teorema dei valori intermedi per le funzioni continue. [l

OSSERVAZIONE 5.16. 1) La proprieta 1) si pud esprimere anche in questo modo:
la funzione esponenziale p(z) = e* & un omomorfismo dal gruppo addittivo (R, +) al
gruppo moltiplicativo (R*,-), dove RT = {z € R: 2 > 0}.

2) La funzione esponenziale ¢ : R — Rt ¢(x) = e, & iniettiva e suriettiva.
Dunque, ¢ definita la sua funzione inversa =1 : RT — R, che ¢ la funzione logaritmo
ot =log.

3) Il numero e non ¢ razionale, e € R\ Q. La prova di questo fatto ¢ lasciata come
esercizio al lettore.

Ora passiamo alla definizione della funzione esponenziale in campo complesso.
Definiamo le tre funzioni exp, cos,sin : C — C tramite le seguenti serie di potenze
complesse:

o0 n

exp(z) = Z %,

n=0

00 ZQn

cos(z) = Z(—l)”m,
0 Z2n+1

sin(z) = nz:%(—l)”m, zeC.

Scriveremo anche exp(z) = e*. E facile verificare che il raggio di convergenza delle tre
serie ¢ R = oo. Proviamo ad esempio che la prima serie converge assolutamente in
ogni punto z € C con il criterio del rapporto. E sufficiente considerare il caso z # 0:

e R R £

G I E |

=0<1,

per ogni z € C.
Quando z = = € R la definizione di exp(z) coincide con quella data a inizio
sezione.

TEOREMA 5.17. La funzione exp : C — C ha le seguenti proprieta:
1) exp(z + () = exp(z) exp(() per ogni z,( € C;
2) exp(z) = exp(z) per ogni z € C;
3) |exp(iz)| = 1 per ogni z € R;
4) exp(iz) = cos(x) + isin(z) per ogni x € R (formule di Eulero).
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Dim. 1) Dati z,¢ € C, si ha

(SIS -T RS
i 1 Z( ) kgn—k::ni:‘;(z ‘;!C)n ey

Avvertiamo il lettore che I'uguaglianza centrale, che e corretta, andrebbe motivata
meglio. Poi abbiamo usato la formula per il binomio di Newton.

2) Questa affermazione segue direttamente dalla definizione:

3) Sia ora x € R. Usando le proprieta 2) e 1) si ottiene la tesi:

|exp(iz)|* = exp(iz)exp(ir) = exp(iz) exp(—ix) = exp(izx — iz) = exp(0) = 1.

4) Sia di nuovo = € R. Allora:
00 2n,.2n 00 2n+1 2n+1

exp(iz) = Y A > Z(QZ)! + Z W

n=0 nl n=0
00 (_1)nx2n (_1)n 2n+1

T Zﬂ; (2n + 1)

= cos(x) + isin(z).
0J

OSSERVAZIONE 5.18. Dalle affermazioni 3) e 4) risulta analiticamente provata
Iidentita trigonometrica fondamentale sin(z)? + cos(x)? = 1 per ogni = € R.

Ora usiamo la funzione esponenziale complessa per definire la funzione logaritmo
in campo complesso. Consideriamo la striscia S = {z €eC: —m<Im(z) < 7T} e

linsieme C* = C\ {z € C:Im(z) = 0 e Re(z) < 0}.

Q_%

Ficura 1
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Definiamo la funzione argomento arg : C* — (—m, 7) in questo modo: arg(z) =angolo
con segno formato da z (unito a 0) con il semiasse positivo delle parti reali. Allora
abbiamo la rappresentazione esponenziale di z € C*

z = |z|eiarg(z).
La funzione exp : S — C* ¢ iniettiva, infatti se z = x+1iy, w = s+it € S verificano

e = e% allora deve essere
TS — ez(t—y)

e quindi x = s ed y = t. La funzione exp S — C* e anche suriettiva, in quanto fissato
z € C* l'equazione exp(w) = z = |z|e™2() ha la soluzione (unica) w = log |z|+iarg(z).
Dunque & ben definita la funzione log : C* — S c C

log z = log |z| + targ(z), =z € C".

Questa ¢ la funzione logaritmo in campo complesso.

5. Esercizi con soluzione

EsERcIZIO 5.1. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della seguente serie
di funzioni:
00 (1 + an)e—n:c

- x>0.
Z:: 1+n2 -
Soluzione. Osserviamo preliminarmente che
© (14 n’zx)e™ X e < nlre e
I R M
= 1+ n? = 1+n? = 1+n?
e che per x > 0 si ha

e
ey ew
2 = 2
n=0 L+n n=0 L+n
Per il Criterio di Weierstrass la serie a sinistra converge uniformemente su [0, 00).
E dunque sufficiente studiare la convergenza della serie

2 nr

(%) SIS ), 20

n=0 n=0

Per x = 0 la serie converge a 0 in quanto il termine generale e 0 per ogni n € N.

Studiamo brevemente le funzioni f,(x) > 0, per z > 0. La derivata e:
2 .—nx
, n-e
) —
i) =

Dunque, la funzione f, cresce su [0,1/n] e decresce su [1/n,00). Deduciamo che,
fissato 0 > 0, per ogni n > 1/ si ha

sup fu(2) = fu(0)-

>0

(1 —nx).

Siccome la seguente serie converge

00 00 n25e—n5 00 ) )
Z_:lfn((s)zz 1_|_n2 25 6 _e,5<ooa

n=1 n=0
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deduciamo dal Criterio di Weierstrass che la serie (%) converge uniformemente su
[0, 00), per ogni § > 0.
Proviamo che non c¢’¢ convergenza uniforme su [0, 00). Osserviamo che

o) n2xe—nz T X o T e~ T
E — e e
2 — _ AT
— 1+n = 21 —e
Siccome
r e " 1
lim — = #0,

et 21 —e™® 2
deduciamo che la serie (x) definisce una funzione su [0, 00) che vale 0 per z = 0 e che
non e continua in x = 0. Siccome la convergenza uniforme preserva la continuita, con-
cludiamo che la serie (*) non converge uniformemente su [0, 00), e dunque nemmeno
la serie iniziale.

O

EsERcIZIO 5.2. Al variare del parametro reale o > 0, si consideri la serie di
potenze nella variabile complessa z € C
i nz"
ne+1

n=1

i) Calcolare il raggio di convergenza R della serie.
ii) Discutere la convergenza della serie nei punti z € C con |z| = R.
iii) Discutere la convergenza totale e uniforme della serie.

Sia noto che la successione n +— n/(n®+ 1) & decrescente quando « > 1.

Soluzione. 1) Il raggio di convergenza R ¢ dato dalla formula

Ly - 1
— = limsup ¢} = 1.
R n—)oop ne + 1

Il limsup ¢ in effetti un lim, ed il valore del limite segue da risultati noti. Dunque il
raggio di convergenza ¢ R = 1. .
ii) Quando |z| = 1 si ha z = €" per qualche ¥ € [0,27) e la serie diventa

9] neinﬂ
2 ne+1

n=1

Se a <1siha
nd
lim —~ £,
n—oo & 4+ 1
Il limite in effetti non esiste. Mancando la condizione necessaria di convergenza, la
serie in esame non converge se o < 1.
Nel seguito, possiamo restringere lo studio al caso a > 1.
Quando ¥ = 0, il fattore “rotante” scompare e il termine generale della serie
¢ asintotico ad 1/n®7!. La verifica di questo fatto ¢ elementare. Dal Criterio del

confronto asintotico, segue che

[e.e]

> T co o a>2
n®+1

n=1
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Quando v € (0, 27) usiamo il Criterio di Abel-Dirichlet. Se az > 1, la successione
a, = n/(n*+1) ¢ decrescente (fatto noto) e infinitesima (dimostrazione elementare).
Inoltre la successione b, = ¢’ ha primitiva limitata (fatto noto pit volte visto in
classe). Dunque, la serie

ind

+1

. ne
converge per o > 1.
iii) Dal Criterio di Cauchy-Hadamard sappiamo che su ciascun insieme A; = {z €
C:]z] <6} con 0 <6 < 1 la serie converge totalmente e quindi uniformemente.
L’estremo superiore sull’insieme {z € C : |z| < 1} del termine generale della serie

di potenze ¢

sup

nz" ’_ n
|z]<1 n®+1 Tla—l—l'

Quando a > 2, il Criterio di Weierstrass assicura la convergenza uniforme della serie
su tutto il disco {z € C : |z| < 1}. Quando 1 < a < 2 non c’¢ convergenza uniforme
su questo disco, in quanto manca la convergenza puntuale in z = 1.

Dal Criterio di Abel sappiamo che la serie converge uniformemente su ogni seg-
mento [0, z] con |z| =1, z # 1, anche nel caso 1 < a < 2.

O

ESsERCIZIO 5.3. Sia o € R un parametro e si consideri la serie di potenze complessa
>, log(1+n%) ,
ngl — T 2"

i) Calcolare il raggio di convergenza R della serie.

ii) Discutere la convergenza nei punti z € C con |z| = R.
iii) Discutere la convergenza totale e uniforme della serie.

Soluzione. 1) Il raggio di convergenza R € [0, co] ¢ definito dalla relazione

log(1 o
= limsup olog(1 +n%)

n—oo \/ﬁ

Vedremo che in effetti il limite superiore € un limite. E un fatto noto che

lim {/v/n = 1.

n—oo

Analogamente, per ogni o € R si ha

lim {/log(1+ n®) = 1.

n—oo

Questo si prova con il teorema del confronto nel seguente modo. Se o > 0 allora per

ogni n > 1 si ha
V2 < {/log(1l +n*) < V/ne,

dove le successioni a destra e sinistra convergono entrambe ad 1. Se o < 0 si hanno

le disuguaglianze
ne/2 < {Jlog(l +n) < V/n2,
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con la disuguaglianza di sinistra che vale definitivamente e quella di destra per ogni
n>1.
Concludiamo che il limsup che definisce R ¢ un limite e si ha R = 1.

ii) Quando |z| = 1 allora z = e” per qualche ¥ € [0,27) e la serie diventa
i log(l + na) eim9
n=1 \/ﬁ '

Iniziamo a studiare il caso ¥ = 0. Dalla maggiorazione
< log(l+n%) &

R R

segue che per 1/2 — a > 1, ovvero a < —1/2, la serie converge per il criterio del
confronto. Esaminiamo il caso o > —1/2. In questo caso usiamo il confronto

log(1 +n®) < 1n®
Vi T 2yn
che vale definitivamente, per dedurre che la serie diverge.
Passiamo al caso ¥ € (0,27). Se v < —1/2 la serie converge assolutamente (e
quindi semplicemente) per gli argomenti del punto precedente. Esaminiamo il caso

a > —1/2. La successione
log(1 + n®)
ay = NG

¢ infinitesima e definitivamente decrescente per ogni a € R. La successione b, = e’
ha primitiva limitata. La serie dunque converge per il Criterio di Abel-Dirichlet.

iii) I1 Criterio di Cauchy-Hadamard ci assicura della convergenza totale e uniforme
su ogni insieme As; = {z € C: |z| <40} con 0 <0 < 1.

Quando o < —1/2 si ha

> log(1+n%) ,| i log(1 + n®)
NG =TV
e quindi si ha convergenza totale e uniforme sul disco chiuso A = {z € C: |z| < 1}.

Quando @ > —1/2 non si puo avere convergenza uniforme su A percheé non c’e la
convergenza puntale in z = 1.

Zn

sup
n=1 <1

< 00,

O

ESERcCIZIO 5.4. Sia p > 0 un parametro fissato. Per x > 0 si consideri la serie di
funzioni

o
r) =Y nPaPtle™™ 1 >0.

i) Discutere la convergenza puntuale.
ii) Studiare la convergenza totale e uniforme.
iii) Provare che

>/ DPaPtle™™dt, x> 0.
iv) Provare che f non ¢ continua in x = 0.

Soluzione. Soluzione fatta in classe.






CAPITOLO 6

Calcolo differenziale in piu variabili

1. Derivate parziali e derivate direzionali in R"

Fissiamo su R™, n > 1, la base canonica ey, ..., e,, dove, per ogni ¢ = 1,...,n,
si ha ¢; = (O, ...,0,1,0,... ,O) € R", con 1 nella posizione i-esima. Interpreteremo
spesso e; come vettore colonna

0
e, = 1 ,
0

con 1 nella riga i-esima.

DEFINIZIONE 6.1 (Derivata parziale). Sia A C R™ un insieme aperto. Diciamo

che una funzione f : A — R ha derivata parziale i-esima, ¢ = 1,...,n, nel punto
x € A se esiste finito il limite
of [z +te;) — f(x)

/ (x) per ogni
81‘,‘

Diremo che f e derivabile in x se esistono tutte le derivate parziali
1=1,...,n.
Osserviamo che, essendo A aperto ed x € A, si ha = + te; € A per ogni t

sufficientemente piccolo e quindi il limite che definisce la derivata parziale ¢ ben
definito.

ESEMPIO 6.2. Le derivate parziali si calcolano con le regole del calcolo differenziale
di una variabile. Sia ad esempio f : R? — R la funzione

flx,y) = e siny, (v,y) € R
Allora le derivate parziali esistono in ogni punto e sono

g(x ) = 2ze* sin g(az ) = e cos
(9.1' Y) = Y, ay Y) = Y.

ESEMPIO 6.3. La funzione f : R* — R, f(z) = |z| = (22 + ... 4+ 22)Y/2 non &
derivabile in z = 0. Per x # 0, f & invece derivabile e inoltre

of
afl]i

(x)—ﬂ x # 0.

el

99
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OSSERVAZIONE 6.4. Nella letteratura si incontrano le seguenti notazioni alterna-
tive per indicare le derivate parziali

of
4
OSSERVAZIONE 6.5 (Significato geometrico delle derivate parziali). Consideriamo

una funzione f : R? — R derivabile nel punto (z,y) € R?. Le due curve 71,72 : R —
R3

nt)=(z+ty f@+ty), 2t)=(@y+t flz,y+t)), teR,
sono derivabili in t = 0 e i vettori in R?
41(0) = (1,0, folz,9)),  42(0) = (0,1, fy(z,y))

sono linearmente indipendenti e generatono dunque un piano 2-dimensionale in R3.
Questo e il candidato piano tangente al grafico di

gr(f) = {(z,y, f(z,y)) € R’ : (x,y) € R*}
nel punto (0, f(0)) € gr(f).

DEFINIZIONE 6.6 (Gradiente). Sia A C R™ un aperto e sia f : A — R una funzione
derivabile nel punto x € A. Il vettore

Df(x) =V f(x)= <§£(m),,§£(x)) e R"

si dice gradiente di f in x.

OSSERVAZIONE 6.7 (Significato geometrico del gradiente). Supponiamo che sia
Vf(x) #0. Il vettore V f(x) contiene due informazioni:

i) Il versore orientato V f(z)/|V f(x)| indica la direzione orientata di massima
crescita della funzione f.
ii) La lunghezza |V f(z)| misura la velocita di crescita.

DEFINIZIONE 6.8 (Derivata direzionale). Sia A C R™ un insieme aperto. Diciamo
che una funzione f : A — R ha derivata direzionale nella direzione v € R" nel punto
x € A se esiste finito il limite

ESEMPIO 6.9. Sia f : R? — R la funzione definita nel seguente modo
%y )
, Byt £,

flz,y) =9 at+42 v 7

0 r=1y=0.

Calcoliamo le derivate direzionali di f in 0 € R? in una generica direzione v =
(v1,v2) € R? con v # 0:

N { ) B ) B

—(0) = lim = lim ————.
ov t—0 t =0 2v} + v3
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Quando v; = 0 oppure v, = 0 il limite ¢ certamente 0. Dunque, si trova in particolare

of .y _ 9f

L0y = “L(0) =o.
o=
Inoltre, quando vy # 0 si ha
of Vi, vl
ov (0) 50 20t +0v3 vy

Osserviamo che il limite ottenuto non e un’espressione lineare in v.
La funzione f, dunque, ha derivata direzionale in 0 in ogni direzione. Tuttavia, f
non e continua in 0, dal momento che per ogni m € R risulta

. 2y m

Hm f(t,mt") = 1+ m?2

e il valore del limite dipende dall’apertura della parabola.
Nel grafico di f

gr(f) = {(z,y, f(z,y)) € R®: (z,y) € R?}

c’e uno “strappo” nel punto 0 € gr(f). Questo impedisce 'esistenza di un “piano
tangente” al grafico, comunque si intenda la nozione di “piano tangente”.

In conclusione, la nozione di funzione derivabile e naturale ed utile. Tuttavia e
insoddisfacente per almeno due motivi: per n > 2 la derivabilita (anche in tutte le
direzioni) non implica la continuita; sempre per n > 2 la derivabilita non implica
I'esistenza di un piano tangente al grafico della funzione.

2. Funzioni a valori vettoriali

Sia A C R™ un insieme aperto e consideriamo una funzione f : A — R™ m > 1.
Avremo f = (f1,..., fm) dove fj : A= R, j =1,...,m, sono le funzioni coordinate
di f. D’ora in avanti, ci atterremo alla convenzione di rappresentare f come un
vettore colonna

fi
(6.1) f= :
fm
Diciamo che f e derivabile in un punto x € A se ciascuna coordinata fi,..., f,, €
derivabile in x. In questo caso, scriveremo
ofi
. (z)
af .
5 (x) = : , i=1,...,n.
. Ofm

o, %)
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DEFINIZIONE 6.10 (Matrice Jacobiana). Sia A C R™ un aperto e sia f : A — R™
una funzione derivabile nel punto z € A. La matrice

9 df
a—xl(:v) o (x) V()
Jr(x) = Jf(x) = afz afz = ;
m m V fin()

si dice matrice Jacobiana di f in x. La matrice J f(x) ha m righe ed n colonne.

Il significato geometrico della matrice Jacobiana ¢ piu complicato del significato
geometrico del gradiente di una funzione scalare.

3. Funzioni differenziabili

In questa sezione introduciamo la definizione di funzione differenziabile. Ci servo-
no alcuni richiami preliminari di algebra lineare.
Sia T : R™ — R™ una trasformazione lineare, T € .Z(R"; R™). Fissiamo le basi

ei,...,e, base canonica di R",
e1,...,€&, base canonica di R™.
Siano T;; e R, ¢ =1,...,me j=1,...,n, i numeri reali definiti tramite la seguente

relazione
m
Tej:ZTijei, ]:1,...,n.
i=1

Esiste una corrispondenza biunivoca fra la trasformazione lineare T e la matrice

(T3;)i=1,..,m. Scriviamo il punto z € R™ come vettore colonna
7j=1,..,n

T
x = : € R™.
J/’n

Avremo allora, con la notazione di prodotto righe-colonne,

S Ty
TH . Tln I j=1 "
T(z) =Tz = oo, : = : e R™.
Tml ce Tmn Tn "
> T
j=1

3oy

La corrispondenza fra T e la matrice (7};)i=1,...m dipende dalla scelta delle basi
j=1,..n

canoniche su R"™ ed R™.

DEFINIZIONE 6.11 (Differenziale). Sia A C R", n > 1, un insieme aperto. Una
funzione f: A — R™, m > 1, si dice differenziabile (o Fréchet-differenziabile) in un
punto zy € A se esiste una trasformazione lineare 7' € .Z(R"™,R™) tale che

— —T(r —

T—rT0 ’x — xol
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Chiameremo la trasformazione lineare
daf (%) =T
il differenziale di f in x.

OSSERVAZIONE 6.12. Lasciamo al lettore il compito di verificare le seguenti affer-
magzioni.

1. Unicita del differenziale. Se il differenziale esiste allora esso ¢ unico. Precisa-
mente, se T,T € Z(R",R™) sono trasformazioni lineari che verificano (6.2) (per lo

—~

stesso punto zy), allora 7' = T'. Infatti, per ogni v € R” si ha

T — lim f(xo+tv) — f(xo)

t—0t t

e 'unicita di T segue dall'unicita del limite.
2. Caso n = 1. Quando n = 1 (e indipendentemente da m > 1), le nozioni di
derivabilita e differenziabilita coincidono e inoltre

df (xg) = f'(x¢) come vettori di R™.

La verifica di queste affermazioni e lasciata come esercizio.

3. Differenziale di una trasformazione lineare. Se f : R™ — R™ e lineare, allora
df (zo) = f € Z(R™,R™) in ogni punto xy € R™. Questo segue in modo elementare
dal fatto che per ogni x € R" si ha

f(z) = f(zo) — df (zo)(z — wo) = f(x) — f(x0) — f(z — z9) =0.
4. Caso vettoriale. Una funzione f a valori in R™ e differenziabile se e solo se le

sue m coordinate sono differenziabili.

La Definizione 6.11 ha una generalizzazione naturale nell’ambito degli spazi nor-
mati.

DEFINIZIONE 6.13. Siano (X, || -||x) e (Y, | - |lv) due spazi normati, e sia A C X
un aperto. Una funzione f : A — Y si dice Fréchet-differenziabile in un punto xg € A
se esiste una trasformazione lineare e continua 7' € .Z(X,Y) tale che

I 1f(x) = f(x0) = T(x — 20)|ly

= [ = zolly

(6.3) — 0.

La trasformazione lineare df (z¢) = T si chiama il differenziale di f in x.
Il differenziale € per definizione una trasformazione lineare e continua.

TEOREMA 6.14 (Caratterizzazione della differenziabilita). Sia f : A — R™ una
funzione con A C R” insieme aperto e g € A. Sono equivalenti le seguenti afferma-
zioni:

A) La funzione f ¢ differenziabile in z.

B) Esistono una trasformazione lineare 7' € Z(R",R™) ed una funzione E,, :
A — R™ tali che f(z) = f(xo) + T(x — x9) + E, (v) perx € A e

E, (x) =o(lx — zo|), x— zo.
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Dim. A)=-B). Scegliamo T" = df (x¢) e definiamo E, (z) = f(z)—f(zo) =T (x—2x0).

La funzione E,, verifica la proprieta richiesta

f(x) = fzo) = T(x — 20)

T—rT0 |x—x0| T—T0 |I—.TO|

=0,
in quanto f e differenziabile.

B)=-A) Proviamo che T' € Z(R",R™) data in B) ¢ il differenziale di f:
lim fx) = flao) = T(x —x0) _ hy oo () _ 0.

T—rT0 ’x—xol _Z‘HIO |x—$0| o

O

TEOREMA 6.15. Sia f : A — R™ una funzione differenziabile nel punto zy € A
con A C R” insieme aperto. Allora:

i) f ¢ continua in .
ii) f ha in xy derivata direzionale in ogni direzione v € R™ e inoltre

o1
e (20) = df(2o) ().

In particolare, la differenziabilita implica la derivabilita.

(6.4)

Dim. i) Usiamo la caratterizzazione B) della differenziabilita nel teorema prece-
dente, la continuita di 7" e le proprieta di E,,:

lim f(x) = Jim (f(zo) + T(x — m0) + Egy(2)) = f(o).

T—T0

ii) Usiamo di nuovo la caratterizzazione B):

OF () = tim LT 1) = Jl2o)
v T 50 ¢
~ lim df (o)(tv) +th0 (zo + tv)
= df(en) ) + lim T ),

O

OSSERVAZIONE 6.16 (Significato geometrico del gradiente). Quando m =1 si ha
df (zg)(v) = (V f(xg),v) e quindi si ottiene la seguente formula di rappresentazione
per la derivata direzionale

fo(xo) = gi(wo) = (Vf(xg),v).

Se |v| = 1 allora | f,(zo)| = [(V f(x0),v)| < |V f(z0)]- Deduciamo che
mlfffv(l’o) = [V f(xo)]

|v

e il massimo & raggiunto con la scelta v = V f(x)/|V f(x)].
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OSSERVAZIONE 6.17 (Test della differenziabilita). Quando m = 1, la formula (6.2)
che definisce la differenziabilita si puo riscrivere nel seguente modo

(6.5) i @) = J(@0) = (Vf (o), & — o)

T—T0 ’x — xol

= 0.
Dunque, per controllare la differenziabilita di f in x si controlla prima l’esistenza
delle derivate parziali in xg, e poi si verifica che il limite in (6.5) sia zero.

OSSERVAZIONE 6.18 (Identificazione di df (zg) e J f(xp)). Sia ora f a valori in R™
con m > 1 e sia (Tj;)i=1,..,m la matrice associata al differenziale T" = df (x). Allora

Ty = (Teje) = (A an)(s)oe) = {f, (0. ) = 57 Gro),

Dunque, possiamo identificare df (xy) con la matrice Jacobiana J f(zg)

df (zo) = J f(xo).

Questa identificazione dipende dalla scelta delle basi canoniche.

avremo

DEFINIZIONE 6.19 (Piano tangente ad un grafico). Sia f: A — R differenziabile
in un punto zy € A. Sappiamo allora che si ha lo sviluppo

f(l') = f<x0> + <Vf<£€0),.%‘ - .1'0) + E;ro<x>?
dove E, (z) = o(|x — x¢|) per x — zo. Consideriamo la parte lineare dello sviluppo
p(x) = f(zo) + (V[f(x0), x — x0), z€R"
La funzione ¢ : R" — R ¢ affine, verifica p(z¢) = f(x0) e |f(x) — p(z)| = o(|x — z0])
per x — z¢. Il suo grafico
gi(y) = {(z, p(2)) € R : 2w € R"}

¢ un piano affine n-dimensionale che si dice piano tangente (affine) al grafico di f nel
punto (zo, f(zo)) € gr(f).

Ficura 1
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L’equazione x,41 = f(z0) + (Vf(x0),x — xo) nelle variabili (z,z,,,) € R""! si
chiama equazione cartesiana del piano tangente (affine) al grafico di f relativamente
al punto zy € A. Nel contesto della figura precedente, le soluzioni di questa equazione
formano il piano azzurro.

Detto M = gr(f) il grafico di f, il piano tangente vettoriale ad M nel punto
p = (w0, f(x0)) ¢ il sottospazio vettoriale di R"™! generato dagli n vettori linearmente

indipendenti
_ (.. 9f(x0) nl
V;—(ei, oz, )G]R , 1=1,...,n,

e precisamente e l'insieme

T,M = {Y Vi e R san,.. aq € R).
i—1
Nel contesto della figura precedente, questo piano ¢ parallelo al piano azzurro, ma
passa per il punto 0.

4. Differenziale della funzione composta

In questa sezione proviamo la formula per il differenziale della funzione composta.
Nel caso di somma e prodotto di funzioni si hanno i seguenti fatti.

1. Differenziale della somma. Se f,g: A — R™, A C R" aperto, sono differenzia-
bili in un punto xq € A allora anche la funzione somma f + g ¢ differenziabile in zq
e inoltre

d(f + g)(wo) = df (x0) + dg(z0).

La verifica & elementare.

2. Differenziale del prodotto. Siano f,g: A — R, A C R" aperto, funzioni diffe-
renziabili in un punto zy € A. Allora anche la funzione prodotto f - ¢ e differenziabile
in zy e inoltre

d(f - g)(zo) = f(wo)dg(wo) + g(xo)df (o).

La verifica e elementare e si ottiene moltiplicando gli sviluppi
f@) = f(xo) + df (o) (2 — o) + Fry ()
9(x) = g(xo) + dg(xo)(x — o) + Gay (),

con Fy (z) = o(|z — x¢|) e Guy(x) = 0|z — x0|) per x — xy.

TEOREMA 6.20 (Differenziale della funzione composta). Sia A C R™ un insieme
aperto e sia f : A — R™ una funzione differenziabile nel punto =, € A. Sia poi
B C R™ un insieme aperto tale che f(A) C B e sia g : B — RF una funzione

differenziabile nel punto f(zg) € B. Allora la funzione composta go f : A — RF &
differenziabile nel punto x( e inoltre

(6.6) d(g o f)(xo) = dg(f(x0)) o df (o).

Equivalentemente, le matrici Jacobiane verificano

(6.7) Jgor(w0) = Jy(f(0)) Jy(o),
kxn kxm mxn

con la notazione di prodotto fra matrici righexcolonne.
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Dim. Per il Teorema 6.14, avremo
f(x) = f(xo) + T(x — wo) + Fry(x), z €A,
con T' = df(zg) € Z(R",R™) ed F,, : A — R™ tale che F, (z) = o(|z — x¢|) per
x — xo. Inoltre, posto yo = f(zo), avremo
9(y) = 9(yo) + Sy —vo) + Gy (y), vy € B,

con S = dg(y) € ZLR™ RF) ed G,y : B — RF tale che G,,(y) = o(ly — vol|) per

Y = Yo-
Componendo f con g si trova

9(f(x)) = g(f (o)) + S(f(x) = f(20)) + G f(ao) (f (x))
= 9(f(20)) + S(T(x — x0) + Fay (2)) + Gy (f (1))
= 9(f(20)) + S(T(x = x0)) + S(Fy (#)) + Gia) (f ().

Abbiamo usato la linearita di S.
Chiaramente si ha SoT € Z(R" R¥). Consideriamo la funzione H,, : A — RF

on(l’) = S(Fxo<x)) + Gf(xo)(f('r))

Da un lato avremo, per x — o,

S(Fay (x)) = offz = o),
e dall’altro, siccome x — zy implica f(x) — f(xo) (la differenziabilita implica la
continuita), per f(x) # f(xy) avremo

Cren(f() _ [Tw = 0) + Boy@)| Cron(F @) _ ) o

| — ol |z — o |f (@) = f(zo)]
Quando f(z) = f(zo), & semplicemente G () (f(z)) = 0.
In conclusione, H,,(z) = o(|x — z¢|) per © — xy. Per il Teorema 6.14, go f ¢

differenziabile in xy con differenziale d(g o f)(xg) = SoT = dg(f(xo)) o df (xo).

O

ESEMPIO 6.21 (Derivata di una funzione lungo una curva). Siay : [0, 1] — R™ una
curva derivabile (equivalentemente, differenziabile) in tutti i punti. Coerentemente
con la convenzione fissata in (6.1), pensiamo y come un vettore colonna

M(t)
v(t) = : , tel0,1].

’Yn'(t)

Sia poi f : R" — R una funzione differenziabile (in tutti i punti lungo la curva).
Allora avremo
Y1(t
L160) = T ® = 1 0) 50 = (L0 - 2L (30) "
dt for ! K 0x4 Oxy,

(1)
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Con una notazione piu compatta possiamo anche scrivere

(69 9 J1(0)) = (V50,70 1€ [0.1]

EsempiO 6.22. Sia f : A — R una funzione differenziabile nell’aperto A C R".
Fissato un parametro ¢t € R, l'insieme

Mt:{xeA:f(x):t}

sia dice insieme di livello ¢ della funzione f. Sia zy € M; per un fissato ¢t. Sia
v : (=4§,0) — R"™ una curva derivabile tale che v(s) € M; per ogni s € (—0,0) e
7(0) = . Allora si ha

d
0=—f(r(s)) = (Vf(r(s)),7(5)),
ed in particolare (V f(z),¥(0)) = 0. Questo significa che V f(z) & ortogonale a tutte

le direzioni tangenti ad M; nel punto xy € M,.

EsEmMPIO 6.23. Esplicitiamo la formula (6.7) del Teorema 6.20. Siano f : R" —
R™ e g : R™ — R¥ due funzioni differenziabili. La composizione G = go f ha k

componenti G = (Gy,...,Gy), da pensare come vettore colonna. La formula (6.7),
ovvero JG(z) = Jg(f(x)) Jf(x), si legge nel seguente modo:

0Gy 0G: 991 991\ ( Oh oh

oxry Oz, oyr  Oym oxy Oz,

dove le derivate parziali di g vanno calcolate nel punto f(x), quelle di f e G nel punto
xz. Allarigai € {1,...,k} e colonna j € {1,...,n} della matrice JG(x) si trova

I'entrata . 5 of
i . N [

5. Teoremi del valor medio
In questa sezione estendiamo il Teorema di Lagrange al caso multidimensionale.

TEOREMA 6.24. Sia f : A — R una funzione differenziabile nell’aperto A C R",
e siano z,y € A punti tali che [z,y] :== {tz + (1 —t)y e R" : t € [0,1]} C A. Allora
esiste un punto z € [z,y] tale che

(6.9) f(x) = fly) = (VI (2), 2 —y).

Dim. Sia vy :[0,1] — A, y(t) = tz + (1 — t)y una parametrizzazione del segmento,
e definiamo la funzione composta ¢ = f oy, ovvero

p(t) = [tz + (1 =1)y) = f(r(1)), te0,1].
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Avremo (1) = f(z) e ¢(0) = f(y), ed inoltre 4(t) = x — y per ogni ¢ € [0,1]. Per il
Teorema 6.20, ¢ ¢ differenziabile su [0, 1], e quindi per il Teorema di Lagrange esiste
un punto t* € [0, 1] tale che (1) — ¢(0) = ¢'(t*). Per la formula (6.8),

¢'(t) =(VI(r(®),4(®), tel01].
e dunque, posto z = y(t*), si ottiene la tesi. O

Nel caso di funzioni a valori vettoriali la formulazione del Teorema del valor medio
deve essere precisata.

TEOREMA 6.25. Sia f : A — R™ una funzione differenziabile nell’aperto A C R”,
e siano z,y € A punti tali che [z,y] :== {tx + (1 —t)y e R" : t € [0,1]} C A. Allora
per ogni v € R™ esiste un punto z € [x,y] tale che

(6.10) (f(x) = f(y),v) = {df (2)(z = y),v).

Dim. Sia vy :[0,1] — A, v(t) = tx+ (1 —t)y, una parametrizzazione del segmento,
e definiamo la funzione composta ¢ = (f oy, v) ovvero

P0) = 3 flte+ (=g, 1€ 0,1)

Per la formula della della derivata della funzione composta si trova

m

¢ =3 GROOI =3 (TG, - v = W OO)w - ).}

i=1
Abbiamo omesso i conti che provano 'ultima identita.

Per il Teorema 6.20, ¢ ¢ differenziabile su [0, 1], e quindi per il Teorema di Lagrange
esiste un punto t* € [0, 1] tale che ¢(1) — ¢(0) = ¢'(t*). Dunque, posto z = y(t*), si
ottiene la tesi.

O

(i serve ora la definizione di norma di una trasformazione lineare.

DEFINIZIONE 6.26. La norma di una trasformazione lineare 7' € Z(R™;R™) ¢ il
numero reale

IT|| = sup |Tz|,
jal<1

dove l'estremo superiore ¢ fatto su tutti i punti x € R™ tali che |z| < 1. Su R" ed R™
si considerano le norme standard.

Siccome 'insieme {x € R™ : |z| < 1} & compatto I'estemo superiore ¢ in effetti un
massimo e quindi certamente si ha ||T']| € R. Se poi € R" & un punto qualsiasi vale
la disuguaglianza

(6.11) Te| < ||TJa].

COROLLARIO 6.27. Sia f : A — R™ una funzione differenziabile nell’aperto A C
R™, e siano z,y € A punti tali che [z,y] = {tx +(1—-t)y e R": ¢t €0, 1]} C A
Allora esiste un punto z € [z, y] tale che
(6.12) |f(x) = f)l < [ldf (2)[l] =yl
dove ||df (2)|| € la norma di df(z) € Z(R", R™).
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Dim. Per ogni v € R™ esiste z € [z, y] che rende vera 'identita (6.10). Scegliamo
v = f(z)— f(y) e, usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e la (6.11), otteniamo

|[f(x) = f)I* = {df (2)(x — ), f(z) = F(v))
< |df (2)(x =)l f () = f(y)]
< ldf ()l = yllf () = F(y)l.

Se |f(x) — f(y)] = 0 la tesi ¢ banalmente verificata. Possiamo dunque dividere per
|f(z) — f(y)| # 0 e ottenere la tesi. O

COROLLARIO 6.28. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f : A — R™ una
funzione differenziabile in A tale che ||df (x)|| < L < oo per ogni z € A. Allora f ¢
Lipschitziana e Lip(f) < L.

La prova segue immediatamente dal corollario precedente.

6. Funzioni di classe C!

Siano A C R"™ un aperto ed f : A — R™, m > 1, una funzione con coordinate

f=U o fm)

DEFINIZIONE 6.29. Definiamo C'(A4; R™) come 'insieme di tutte le funzioni f :
A — R™ tali che esistano e siano continue in A tutte le derivate parziali

0fi
('32:j

Scriveremo anche C'(A) = C*(A4;R).

eC(4), i=1,....m, j=1,...,n.

TEOREMA 6.30. Se f € C'(A;R™) allora f ¢ differenziabile in ogni punto z, € A.

Dim. E sufficiente provare il teorema nel caso m = 1. Fissato xq € A consideriamo
la trasformazione lineare T' € .Z(R"; R)

"0
Th = (¥ f(a0). ) = 3y

Jj=1

(IL‘[)), h € R™

Dobbiamo provare che

(6.13) f L0 M) = S0 = Th _,
' h—0 || )
Partiamo dalla seguente espansione telescopica:

Fwo+h) = (o) = f w0+ 3 hier) — f(ao)
i=1
n J Jj—1
= Z f(l’() + thel> — f(ﬂ?o + Z hlel)
j=1 i=1 i=1
Dal Teorema del valor medio segue che per ogni j = 1,...,n esiste hj € R tale che
|h3] < [h;| < [h] e si ha

f(xg + i hiei> — f(:vo + Jf hiei> = hj(ii (xo + ]il hie; + h;ej>.
i=1 i=1

=1
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Deduciamo che

f(zo+h) |_h‘f<x0) Z o { (xo 4 i hie; + h*e]> gxf (560)},

j=1 J

dove le quantita h;/|h| rimangono limitate, mentre per la continuita delle derivate
parziali si ha per ogni j =1,...,n:

of = ‘ of
}1112% L‘?m] (a:g + Zh e; + hi ej) — a%(xo)} =0,
e la tesi (6.13) segue. O

OSSERVAZIONE 6.31. Riassumiamo la situazione:
feC*A) = fdifferenziabilein A = f derivabile e continua in A.
Tuttavia, f pud essere differenziabile in ogni punto di A senza che sia f € C'(A).

Questo fatto e gia vero in dimensione n = 1.

7. Teorema di Rademacher

In questa sezione accenniamo ad alcuni teoremi sulla differenziabilita delle funzioni
Lipschitziane. Premettiamo la nozione di insieme di misura nulla in R".
Un plurirettangolo di R™ € un insieme della forma

Q = [al,bl] X ... X [an,bn] C Rn,

con —o0 < a; < b; < oo perognii=1,...,n. La misura (o volume) del plurirettan-
golo @ e il numero reale

Q] = (b1 —ay) ... (b, — ayp).

DEFINIZIONE 6.32 (Insieme di misura nulla). Diremo che un insieme A C R,
n > 1, ha misura nulla in R™ e scriveremo |A| = 0, se per ogni € > 0 esiste una
successione @, k € N, di plurirettangoli di R™ tali che

o0 [ee]
AC UQk, e Z|Qk|§5.
k=1 k=1
La definizione puo essere equivalentemente data usando ricoprimenti di soli cubi

oppure di palle.

EseMPIO 6.33. Mostriamo che Q" C R™ ha misura nulla. Essendo l'insieme
numerabile, si ha

"= {q €Q": k eN}.
Per ogni k € N, sia (), il cubo con faccie parallele agli iperpiani coordinati, centrato
in g e di lato €/"/2%/" Chiaramente

el o L= 5 =¢
k=1

Osserviamo, tuttavia, che esistono insiemi di misura nulla con la cardinalita del
continuo.
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TEOREMA 6.34 (Lebesgue). Sia f : [0,1] — R una funzione monotona. Allora
esiste un insieme A C [0, 1] di misura nulla in R, |A| = 0, tale che f ¢ derivabile in
tutti i punti di [0,1] \ A.

La dimostrazione del Teorema di Lebesgue ¢ impegnativa ed ¢ il punto di par-
tenza di vari risultati di Analisi Reale e Teoria della Misura. Si veda ad esempio
Kolmogorov-Fomin, Elementi di teoria delle funzioni e di analisi funzionale, Mir 1980,
p.319. Per le funzioni Lipschitziane (e pit in generale per le funzioni a variazione
limitata) vale il teorema di Jordan.

TEOREMA 6.35. Sia f : [0,1] — R una funzione Lipschitziana (piu in generale:
una funzione a variazione limitata). Allora esistono due funzioni ¢, : [0,1] — R
monotone tali che f = ¢ — .

Siccome 'unione di due insiemi di misura nulla ha ancora misura nulla, dal Teo-
rema di Lebesgue segue che le funzioni Lipschitiane sono derivabili al di fuori di un
insieme di misura nulla. L’estensione di questo teorema al caso di funzioni di piu
variabili e nota come Teorema di Rademacher.

TEOREMA 6.36 (Rademacher). Sia f : R® — R™, n,m > 1, una funzione Lip-
schitziana. Allora esiste un insieme A C R"™ di misura nulla, |A| = 0, tale che f ¢
differenziabile in tutti i punti di R™\ A.

La dimostrazione si basa sul risultato unidimensionale n = 1. Si veda Evans-
Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of Functions, p.81 (ed anche p.235, per
una dimostrazione basata sulla teoria degli Spazi di Sobolev).

EsEMPIO 6.37. Sia K C R™ un chiuso. La funzione distanza f(z) = dist(z, K) ¢
1-Lipschitziana. Dunque, e differenziabile al di fuori di un insieme di misura nulla.

8. Derivate di ordine superiore. Teorema di Schwarz

Sia A C R™ un insieme aperto e sia f : A — R una funzione derivabile, ovvero
con tutte le derivate parziali

0
/ A—=R, i=1,...,n.
ad]i
Possiamo allora definire, se esistono, le derivate parziali di ordine 2
o of o0 f

— = = D;Dif = fow, d,j=1,... n.
81‘]‘ 8IZ 8%6% I f f “ b "

Nel caso di indici uguali, scriveremo
2
0x;0r;  Ox?

In generale, ’ordine in cui sono calcolate le derivate parziali e rilevante.

EsEMPIO 6.38. Calcoliamo le derivate parziali seconde miste in 0 della funzione

f:R? - R,
22— 02

Y
X 5, 9

f(xay) = y$2+y2
0, altrimenti.

se 2 +y* # 0,
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Se 22 + 9% # 0, la derivata parziale di f in x &

xhy + 4x?y® — b
f:p(m;y> = 2 2\2 9
(22 +y?)

mentre f,(0,0) = 0. Di conseguenza,

y—0 Y

=—1.

D’altra parte, per un evidente argomento di simmetria, si ha

fy2(0,0) = 1.

Dunque, entrambe le derivate parziali miste in 0 esistono, ma sono diverse:

fmy(o) =-1#1= fyx(o)-

Se le derivate parziali seconde miste sono continue, tuttavia, allora coincidono.
Precisamente, si ha il seguente teorema:

TEOREMA 6.39 (Schwarz). Sia f : R? — R una funzione con le derivate parziali
seconde miste definite in un intorno di 0 € R? e continue nel punto 0. Allora si ha

Jay(0) = fya(0).
Dim. Definiamo la funzione
A(h, k) = f(h,k) — f(h,0) — f(0,k) + f(0,0) = F(h, k) — F(0,k), h,keR,

dove F(h,k) = f(h,k) — f(h,0). Per il Teorema di Lagrange (o del valor medio)
esiste h* € (0, h) tale che

F(h,k) — F(0,k) = Fo(h*, k)h = (fo(h*, k) — fz(h*,0))h.

Di nuovo per il Teorema del valor medio, esiste k& € (0,k) tale che f,(h* k) —

o~

fz(R*,0) = fou(h*,k)k. Scegliendo k = h, facendo il limite o — 0 e usando la
continuita della funzione (z,y) — fu,(z,y) in 0 € R?| si trova
A
W g2

= lim o (b ) = £1,(0).
In modo analogo, partendo da
dove G(h,k) = f(h,k) — f(0,k), si trova per un opportuno k* € (0,k) e per un

~

opportuno h € (0, h)
A(h, k) = Gy(h, k) = k(f, (B k") = [,(0,k7)) = khfya(h, k"),

e dunque

A
lim (h, h) =1

im fye(h, ) = f4(0).

h—0 h? h—0
La tesi segue dall’unicita del limite.
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DEFINIZIONE 6.40. Sia A C R™ un insieme aperto. Definiamo C?(A) come 1'in-
sieme di tutte le funzioni f € C'(A) tali che esistono e sono continue in A tutte le
derivate parziali del secondo ordine

0*f
8%'895]-
La matrice Hessiana di una funzione f € C*(A) ¢ la matrice n x n

D*f(z) = Hf(z) = (D:D; f(x))

ij=1,..n"

Se f € C?(A) allora per il Teorema di Schwarz le derivate miste coincidono
D,D;f =D;D;f, i,j=1,...,n.
Di conseguenza, la matrice Hessiana e simmetrica.
DEFINIZIONE 6.41. Sia A C R” un insieme aperto. Per ogni k € N, definiamo

C*(A) come l'insieme di tutte le funzioni f : A — R tali che esistano e siano continue
in A tutte le derivate parziali di ordine k

ak

Definiamo quindi 'insieme delle funzioni con derivate parziali continue di ogni ordine

Dy - Dy f = € C(A), i1,...,ix€{L,...,n}.

C=(A) = () CH(A).
k=0

OSSERVAZIONE 6.42. Dal Teorema di Schwarz segue il seguente fatto. Se f €
Ck(A), k > 1, allora
Dil ‘e D’lkf == Do‘(il) e DO‘(Zk)f
per ogni permutazione o : {1,...,n} — {1,...,n} che fissa {1,...,n} \ {i1,... i}
In altri termini, ¢ possibile scambiare a piacere 1'ordine di derivazione.

9. Punti critici. Punti di massimo e minimo locale

In questa sezione presentiamo condizioni necessarie e condizioni sufficienti affinche
una funzione abbia punti di estremo locale.

DEFINIZIONE 6.43 (Punto di estremo locale). Sia A C R" un insieme.
i) Un punto xy € A si dice punto di massimo locale di una funzione f: A — R se
esiste r > 0 tale che per ogni z € B,.(zg) N A si ha

f(x) < flxo).
Se f(z) < f(xg) per ogni z € AN B,(x) \ {0} diremo che x4 & un punto di massimo
locale stretto.
ii) Un punto zy € A si dice punto di minimo locale di una funzione f: A — R se
esiste 7 > 0 tale che per ogni z € B,(z9) N A

f(x) = [ (o).
Se f(z) > f(x) per ogni © € AN B,(xg) \ {xo} diremo che xy ¢ un punto di minimo
locale stretto.

I punti critici di una funzione sono i punti dove il gradiente si annulla.



9. PUNTI CRITICI. PUNTI DI MASSIMO E MINIMO LOCALE 115

DEFINIZIONE 6.44 (Punto critico). Sia A C R"™ un insieme aperto. Un punto
zg € A si dice punto critico di una funzione f € C'(A) se V f(xq) = 0.

Prossimo obiettivo ¢ di provare che i punti di estremo locale sono punti critici
dove la matrice Hessiana e definita positiva oppure negativa. Abbiamo bisogno della
formula di Taylor in piu variabili.

LEMMA 6.45 (Formula di Taylor del secondo ordine). Siano A C R™ un insieme
aperto, 19 € A ed f € C?(A). Allora per ogni x € A tale che [rg, 2] C A esiste un
punto z € [zg, z| tale che

F(&) = Fwo) + (9 (o), — o) +  (HF(2)( = 0), 2 — o).
Dim. Sia v = z — xg e definiamo la funzione
o(t) = f(zo+tv), tel0,1].

Chiaramente, ©(0) = f(zo), (1) = f(z) e inoltre ¢ € C*([0,1]). Per la formula dello
sviluppo di Taylor nel caso 1-dimensionale per ogni ¢ € [0, 1] esiste 7 € [0, t] tale che

(6.14) o(t) = 9(0) + ¢/ (O + 5P0(r),

Calcoliamo le derivate di ¢. Per la formula della derivata della funzione composta

O'(t) = (Vf(xo+tv),v) = zj: fu: (o + t0)vy,

e inoltre
O"(t) = D fuuw, (o + tv)vv; = (H f (20 + tv)v,v).
ij=1
Scegliamo ¢ = 1 nella formula (6.14) e sia 7 € [0,1] il valore che renda vera la
(6.14). Con la scelta z = z + Tv otteniamo la tesi. U

OSSERVAZIONE 6.46. Nelle ipotesi del Lemma precedente si ha, con v = x — xy,
(Hf(z)(x = o), — wo) = (H f(wo)v,v) + ([H[(2) = Hf(xo)]v,v)
= (Hf(z0)v,v) +o(|[v]*), v=2—120—0,
essendo z € [xg, z] ed usando la continuita delle derivate parziali seconde.

DEFINIZIONE 6.47 (Forme quadratiche (semi)definite). Sia B una matrice reale
n X n simmetrica, B = B'.
i) Diremo che B & semidefinita positiva se (Bv,v) > 0 per ogni v € R™
Scriveremo in questo caso B > 0.
ii) Diremo che B & definita positiva se (Bv,v) > 0 per ogni v € R", v # 0.
Scriveremo in questo caso B > 0.

Diremo che B & semidefinita negativa se —B > 0, che e definita negativa se —B > 0.

LEMMA 6.48. Sia B una matrice reale n x n simmetrica. Sono equivalenti le
seguenti affermazioni:

1) B > 0, ovvero B ¢ definita positiva;
2) Esiste una costante m > 0 tale che (Bv,v) > m|v|* per ogni v € R™.
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Dim. L’implicazione 2)=-1) ¢ chiara. Proviamo I'implicazione opposta. L’insieme
K = {v € R" : |v| = 1} ¢ compatto e la funzione g : K — R, g(v) = (Bv,v) ¢
continua. Per il Teorema di Weierstrass esiste vy € K tale che

m = gél}I{lg(v) = (Buyg, vg) > 0.

Ora, se v € R"™ con v # 0, avremo

(B, 0 = m,
vl ]

da cui segue la tesi. O

OSSERVAZIONE 6.49. Siano \; < ... < )\, gli autovalori della matrice simmetrica
B e sia vq,...,v, € R" una base ortonormale di autovettori di B, con Bv; = \v;.
Allora per ogni x € R™ avremo

n
Tr = Z ;U5
=1

con «; € R. Dunque, si trova

Bx,x) = oo {Bug,v) = QN {0y, V;) = i\
< ) > Z J< ) j> Z J < ) j> Z 12

ij=1 ij=1 ij=1
Da questa formula deduciamo che si ha:

1) B > 0 se e solo se Ay > 0;

2) B > 0 se e solose \; > 0.

In effetti, risulta
A1 = min(Bv, v).

|v[=1

Questo fatto si puo provare col teorema dei moltiplicatori di Lagrange.

OSSERVAZIONE 6.50. Quando B & una matrice 2 x 2, il segno di B si determina
facilmente guardando la traccia e il determinante di B. Ad esempio:

1) B> 0seesolosedet(B) =M\ >0etr(B)=A + X >0.

2) B < 0seesolosedet(B) =M\ >0etr(B)=A + X\ <0.

3) Se invece det(B) < 0 allora B non ¢ definita (non ha un segno).

Possiamo provare ora le condizioni necessarie di estremalita, ad esempio nel caso
dei minimi locali.
TEOREMA 6.51 (Condizioni necessarie di estremalita). Sia xy € A, con A C R”
aperto, un punto di minimo locale di una funzione f € C?(A). Allora:
i) Vf(zo) = 0 (condizione necessaria del primo ordine).
ii) Hf(xo) > 0 (condizione necessaria del secondo ordine).

Dim. i) Esiste r > 0 tale B,(xo) C A ed f(z) > f(xo) per x € B,(xy). Per t € R
con [t| < r avremo xy + te; € B,(x); inoltre,
(o +te;) — f(zo)
t

f(ZEQ + tei) — f(ilfg)
t

>0 pert>Q0,

<0 pert<0.
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Passando al limite per ¢ — 0 si ottengono le disuguaglianze

f(xo + te;) — f(wo)

Frfan) = Jim SR 2 0
 flao +tey) — flao)
‘ = <
frn) = Jim ZEEE S <0,
da cui si deduce che f,,(z9) =0 per ognii=1,...,n.

ii) Dalla formula di Taylor del secondo ordine con resto di Peano e dal fatto che
Vf(zg) = 0, per ogni v € R™ e per ogni ¢t € R sufficientemente piccolo si ha la
disuguaglianza

0 < Flao+10) = flao) = S (Hf(z0)o.2) +oft).
Dividendo per t? > 0 e facendo poi il limite per t — 0 si deduce che
(H f(zo)v,v) > 0.
O

TEOREMA 6.52 (Condizioni sufficienti per la minimalita locale). Siano xy € A,
A C R™ aperto, ed f € C*(A). Supponiamo che:

Allora xy € un punto di minimo locale stretto di f.

Dim. Sia r > 0 tale che B,(z9) C A, da fissare in modo definitivo in seguito. La
funzione f ha lo sviluppo di Taylor

1
fx) = fxo) + §<Hf(x0)(x —20),7 — x0) + o(|r — 20]?), T — 0.
Abbiamo usato il fatto che V f(z) = 0. Sia m > 0 la costante data dal Lemma 6.48.
Allora
1

S HF (@) = 20), @ = o) + o = a0f?) = fo = o5 + 0(1),

2

dove o(1) ¢ una funzione in z infinitesima per  — xy. Dunque esiste r > 0 tale che
per x € B,(zo)

m m
— 1) > —.
2+0()_4

Di conseguenza, se 0 < |x — xo| < r si ha

Fw) = fao) 2 o= wo (2 +0(1) = 2o = ol > 0,

Questo prova che zy € un punto di minimo locale stretto.
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10. Funzioni convesse
Un insieme A C R" si dice convesso se per ogni coppia di punti z,y € A si ha
[z,y) = {te + (1 —t)y e R*: t € [0,1]} C A.
Una funzione f: A — R si dice convessa se per ogni z,y € A et € [0,1] si ha

fltz+ (L =t)y) <tf(x) + (1 —t)f(y).

La funzione si dice strettamente convessa se per ogni x,y € A con z # y, e per ogni
t € (0,1) si ha la disuguaglianza stretta

[tz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 =1)f(y).

La nozione di insieme convesso si formula in modo naturale negli spazi vettoriali.
La nozione di funzione convessa si formula in modo naturale per funzioni a valori reali
definite in un insieme convesso di uno spazio vettoriale.

Omettiamo la dimostrazione della seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 6.53. Sia A C R™ un insieme convesso e sia f : A — R una
funzione. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:
A) f & convessa;
B) l'epigrafico di f
- 1
epl(f) = {(xwrn-ﬁ—l) S Rn+ SRS A7 Tpt1 > f(l‘)}
¢ un insieme convesso in R™*1,

Anche la dimostrazione del seguente fatto € omessa.
PROPOSIZIONE 6.54. Siano A C R™ un insieme convesso ed f € C'(A) una funzione

continua. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f & convessa;
B) Per ogni coppia di punti z,y € A si ha

F(55Y) < Sr) + ).

La dimostrazione della parte non banale B)=-A) si basa sull’approssimazione di
un generico ¢ € [0, 1] con successioni “diadiche” e su un’applicazione iterata della
convessita del punto medio.

Richiamiamo, infine, il seguente teorema sulle funzioni convesse in dimensione
n=1.

PROPOSIZIONE 6.55. Sia ¢ : I — R, con I = [a,b] C R intervallo, una funzione
convessa. Allora:

i) Per ogni y € I, la funzione

(6.15) v P =W
r—Y
e crescente.
ii) Per ogni a < a < § < b, p & Lipschitziana su [«, 5].
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Vogliamo estendere questo teorema a dimensione generica n > 1. Per ogni r > 0
definiamo il cubo chiuso centrato in 0 € R™ di semilato r > 0

Qr={zeR": |z <ri=1,...,n}.

TEOREMA 6.56. Siano 0 < r < R e sia f : Qr — R una funzione convessa,
Qr C R, n > 1. Allora esiste una costante L > 0 tale che per ogni z,y € @, si ha

[f(z) = f(y)| < Llz —yl.
Dim. Diamo la dimostrazione nel caso n = 2. Dalla Proposizione 6.55, parte ii),
segue che f € C(0Q),) e quindi esiste finito il minimo
= mi e R.
Inoltre, detti ¢;, i = 1,2, 3,4, i quattro vertici del quadrato Qg (i “punti estremali”

di Qr), dalla convessita di f segue che per ogni z € Qg si ha f(z) < max{f(¢):i=
1,2,3,4}. Dunque esiste finito anche il seguente massimo

M = max f(z) =max{f(q):i=1,2,3,4}.

TEIQR
Dati z,y € @, con z # y, consideriamo la semiretta L,, = {y +t(r—y) € R™:
t> 0}. Siano T € Qg e y € 0Q), punti tali che
Lacy N 6QR = {j}’ ny N aQr = {g}

Il punto z e definito in modo unico. Il punto § e definito in modo unico se x,y non
sono su uno stesso lato di 9Q),. Usando due volte la monotonia (6.15), deduciamo che

flo) = fly) - f@) - fly) _ f@) - flg)  M—m _

- < —— < =1L.
lr—yl [z —yl |z — 9] R—r
Scambiando il ruolo di x ed y, otteniamo la tesi
[f(z) = f(y)|

SLa va/Eme?éy
|z =yl

O

COROLLARIO 6.57. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f : A — R una funzione
convessa. Allora esiste un insieme £ C A di misura nulla, |E| = 0, tale che f &
differenziabile in ogni punto di A\ E.

Questo corollario segue dal Teorema di Rademacher e dal fatto che un aperto di R"
¢ un unione numerabile di cubi chiusi. Omettiamo i dettagli.

Caratterizziamo ora le funzioni convesse di classe C'(A) e di classe C*(A). Pre-
mettiamo la seguente osservazione. Se A € convesso e x,y € A, allora 'insieme

Ly={teR:y+tlx—y) e A}
e un intervallo. Inoltre, una funzione f : A — R e convessa se e solo se sono convesse
le funzioni gy @ Iy = R, vy (t) = f(y +t(z —y)}, per ogni z,y € A.
TEOREMA 6.58. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f € C*(A). Sono equivalenti
le seguenti affermazioni:

A) f & convessa;
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B) Per ogni ,y € Asi ha f(x) > f(y) +(V[f(y),z —y);
C) Per ogni z,y € A si ha (Vf(zx) —Vf(y),z—y)>0.

L’affermazione C) si puo riassumere dicendo che 'applicazione z — V f(x)é monotona
(crescente).

Dim. A)=-B). Siano z,y € A. Dalla convessita di f deduciamo che per ogni

t € (0,1] si ha

Passando al limite per ¢ — 0% e usando la regola per la derivata della funzione
composta si ottiene la tesi.

B)=-C) Basta sommare membro a membro le disuguaglianze
fl@) = fly) + (V). z —y)
fly) = f(@) +(Vf(z),y — )
e poi semplificare.

C)=A) Consideriamo la funzione

pay(t) = fly+t(z —y)), €Ly
Se proviamo che t — gofw(t) e crescente, segue che ¢, ¢ convessa. E dunque, f sara
convessa. Siano s < t, zx =y +t(x —y) e zs = y + s(y — x). Avremo allora

Py () = Py () = (Vf(2) = Vf(25), 2 —y) 2 0
in quando y — x & un multiplo positivo di z; — z, = (t — s)(z — y).

U

TEOREMA 6.59. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f € C*(A) . Sono equivalenti
le seguenti affermazioni:

A) f & convessa;
B) Hf(x) > 0 per ogni z € A.
Dim. A)=-B) Fissati z € A e v € R", la funzione t — ¢(t) = f(x+tv) ¢ convessa,
e quindi ¢”(t) > 0. In particolare, in ¢t = 0 si trova
0 < ¢"(0) = (Hf(x)v,v),
e quindi H f(x) > 0.
B)=-A). Dalla formula per lo sviluppo di Taylor di f, sappiamo che per ogni
x,y € A esiste z € [x,y] tale che

f@) = fy) +{Vfy),z—y) + ;(Hf(Z)(m —y)hx—y) = fy) +(Vfy),z—y).
Questo termina la prova del Teorema. 0

OSSERVAZIONE 6.60. La convessita e importante nello studio dei problemi di
minimo.

1) Siano A C R™ un aperto convesso ed f € C'(A) una funzione convessa. Se
xo € A ¢ un punto critico di f, allora ¢ un punto di minimo globale (assoluto).

2) Siano A C R” un insieme convesso ed f : A — R una funzione strettamente
convessa. Se f ha un punto di minimo allora questo € unico.
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Concludiamo lo studio delle funzioni convesse enunciando il Teorema di Alexan-
drov. Per una prova si veda Evans-Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of
Functions, p.242.

TEOREMA 6.61 (Alexandrov). Sia f : R® — R una funzione convessa. Allora
esistono funzioni f;; : R" = R, ¢,5 =1,...,n, ed un insieme £ C R" di misura nulla,
|E| = 0, tali che per ogni o € R™ \ E si ha, per x — xy,

1

fla) = f(zo) +{Vf(xo),x — o) + S {H f(20)(z — 20), & — 20) + 0|z — wo/?),
dove H f(xo) = (fij(20))ij=1..n € la matrice Hessiana generalizzata di f. Inoltre, la
matrice H f(zg) € simmetrica.

11. Esercizi con soluzione

Esercizio 6.1. Calcolare tutti gli m,n € N = {1,2,...} tali che la funzione

f:R? = R cosi definita
(6.16) flo,y) =3 22442 4y #0
0 2’ +y* =0

1) abbia tutte le derivate direzionali in 0 € R?;
2) sia differenziabile in 0 € R?.

Soluzione. 1) Sia v = (v1,v2) € R? una direzione v # 0. Allora

vty
tv) — 0) = tm+nf2 172 ,
f(te) = 1(0) e
e dunque
0 sem+n>3
0 tv) — (0 o [
l(O) — hm f( U) f( ) — limtm+n73 vl UQ — vl 1)2
ov t—0 t t—0 v} + v3 -, sem+n=3.
vi + 3

Dunque, esistono tutte le derivate direzionali se e solo se m +n > 3.

2) Quando m +n = 3, 'applicazione v — f,(0) non ¢ lineare e dunque f non puo
essere differenziabile in 0. Nel caso m +n > 3 si ha

of of
0 =50 =0
e dunque dobbiamo studiare il limite per (z,y) — 0 € R? del quoziente

/22 + 2 (22 + y2)3/2 :
Con le coordinate polari x = rcos¢ e y = rsind si trova
|(%)] = 7™ "] cos I|™ | sin | < ™3,
con maggiorazione indipendente da 9. Questo prova che
L () = F(0) ~ (TF(0), (5,9))
(2,5)—(0,0) Va2 +y?

e con cio la differenziabilita di f in 0 quando m + n > 3. O

=0,
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ESERCIZIO 6.2. Sia f:R? = R la funzione
23y

Flag)=| Ty @Y 700,

0 (z,y) = (0,0).

1) Provare che f & continua su R2.
2) Stabilire se f ¢ differenziabile in (0, 0).

Soluzione. 1) Certamente risulta f € C(R?\ {(0,0)}) in quanto su tale insieme
f € quoziente di funzioni continue e il denominatore non si annulla. Controlliamo la
continuita nel punto (0,0). Abbiamo le disuguaglianze:

- (1174—1-3/6)3/4(334—1-3/6)1/3
$4+y6 - l’4+y6

|z[° 1

= (z* +4%) 7.

|f(z,y)] <

Dal momento che
lim (2 + 9% =0,

(xyy)—>(070)( v)
per confronto si ottiene

lim z,y) =0= f(0,0).

oo S (z,9) £(0,0)
Questo prova la continuita di f in (0,0).
2) Le derivate parziali di f nel punto (0,0) esistono e valgono

00(0,0) _, . 04(0.0)

ox oy

Per definizione, la funzione f ¢ differenziabile in (0,0) se il seguente limite esiste ed
¢ zero:

=0.

p @9 10,0 = (FO.0,@y) oyt
(z,9)—(0,0) \/m (2,y)—(0,0) m<x4+y6)
1.3y2

Esaminiamo il limite per z — 0 della funzione g(z,y) = W xermwey lungo una retta
@24y (2t 4y

della forma y = mx, con m € R:

tm?

xr,mr) = .
4l ) 1t|V/1 + m2(1 + mbt2)
Questa funzione ha limite per ¢ — 0 solo nel caso m = 0. Quindi il limite di g(z,y)

per (z,y) — (0,0) non esiste. Di conseguenza, la funzione f non ¢ differenziabile in
(0,0).

O

ESERCIZIO 6.3. Sia f : R? — R la funzione cosi definita:

f(a,y) = (2 + %)

1) Studiare la continuita di f in R?

2) Calcolare, se esistono, le derivate parziali e direzionali di f nel punto (0,0) €
R2.

3) Stabilire se f ¢ differenziabile in R?.
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Soluzione. Se n & un numero naturale dispari la funzione radice n-esima t — /t €
R & una funzione continua da R in se stesso. Ricordando che la somma di funzioni
continue ¢ continua, segue immediatamente che la funzione f(z,y) = (2" +y")"/™ &
continua su R2, essendo composizione di funzioni continue.

Sia ora n = 3. Calcoliamo le derivate parziali in (0,0). Usando la definizione, si
ottiene

f(t,0) — £(0,0) NG

f2(0,0) = lim = lim =1
t—0 t t—0 ¢
t) — t3 1/3
t—0 t t—0 t

Calcoliamo ora tutte le derivate direzionali nell’origine. Dato un vettore v = (v, v3) €
R? si ha, per definizione,

610 0.0 = F0.0) <1in

5 = f(vy,09) = (vf + U§>1/3.
Si osservi che f & 1-omogenea, ovvero f(tv) =tf(v) per ogni v € R? e per ogni t € R.
Esaminiamo la differenziabilita nell’origine. Ricordiamo il seguente teorema: una
funzione f differenziabile in un punto p € R™ ha derivate direzionali in ogni direzione
v € R" e inoltre f,(p) = (Vf(p),v).
Nel caso in esame, se f fosse differenziabile in (0,0) si dovrebbe avere per ogni
v e R?

f (t’Ul s t’Ug)
t

(02 +03)"" = £,(0,0) = (V£(0,0),v) = vy + va,

Ma questo non & vero. Dunque, f non ¢é differenziabile in (0, 0).

EsErcizio 6.4. Consideriamo la superficie n-dimensionale
M = {(z,2n41) ER"x R=R"": 22 | —[z]* = 1}.
Calcolare il piano tangente in un generico punto di M.

Soluzione. M ¢ un iperboloide di rotazione a due falde. Consideriamo le due
funzioni f,g : R" - R

f@) =v1i+lel, glx) =—y1+|z
Allora M = gr(f) Ugr(g).

Calcoliamo il piano tangente ad M nel punto (xo, f(zo)) € gr(f). Il gradiente di

f in To e
Zo

\/ 1 + |930|2‘

Il piano tangente (affine) ¢ il grafico della funzione

o(r) = f(zo) + (Vf(20), 2 — 20) = 1+ |70]? +

e precisamente

V f(zo) =

(w0, 7 — o) 1+ (w0, )
VI+zol2 1+ [z

1+(x0,x)}.

r :{x,:cn eR"™ g, = —21L
gr(y) ( +1) +1 T+ a2
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In particolare, un’equazione cartesiana per questo piano tangente affine e

V14 |zo|?zng1 — (xo,2) = 1.

O

ESERCIZIO 6.5. Siano f,g : R* — R funzioni tali che f(0) = ¢g(0) = 0 e, per
z? +y* #0,

- lyl” zly|?
f(x,y)zx81n(x4+y2), g(z,y) = L

dove @ > 0 e 8 > 0 sono parametri.

1) Calcolare tutti gli « tali che f sia differenziabile in 0 € R2.
2) Calcolare tutti i 3 tali che g sia differenziabile in 0 € R.
3) Calcolare tutti iy > 0 tali che

(L) lim ‘ Sin( vl ) = 0.
(@,9)—=(0,0) /2% + 12 2?2 + yt
Soluzione. Le derivate parziali di f e g in 0 sono
f2(0) = f,(0) =0, g.(0) =g,(0) =0.
1) Dobbiamo determinare tutti gli @ > 0 tali che

(%) lim — sin( 4|y| 2) = 0.
(z,y)=(0,0) VX + Yy r*+y

Usando la disuguaglianza |sin(¢)| < |¢| si ottiene

« «
L sin( £l ) < T e
/1'2"_:’-/2 $4+y2 _x4+y2_y ’

Dunque, per confronto, quando « > 2 il limite () ¢ 0 e la funzione f ¢ differenziabile
in 0.
Supponiamo ora che a < 2. Con la scelta x = y > 0 si trova

2 s () - L (20) - pia)
in = —sin = p(x),
:B2+y2 $4+y2 \/§ JZQ—f—]_ ¥
e, per o < 2, o(x) non tende a 0 per z — 07. Quindi, per a < 2 la funzione f non ¢

differenziabile in 0.

2) Dobbiamo determinare tutti i 8 > 0 tali che

(%) lim zlyl” —0.
(z.9)—=(0,0) /a2 + y?(2? + y*)
Maggioriamo la funzione nel seguente modo:
z[y|” | ly|”~!

R )| S By

Con la sostituzione y* = z prima e con le coordinate polari z = r cos(?) e z = rsin(«J)
poi, si trova

-1 —-1)/2

|$||?/|B _ m |$||Z|(6 u — lim T(ﬂ—l)/2—1| Sim9|(ﬁ—1)/2

()00 22+ y* (2200 2%+ 22 r—0+ ’
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e quando § > 3 l'ultimo limite ¢ 0 (uniformemente in ¥). Dunque, per 5 > 3 la
funzione g e differenziabile in 0.
Supponiamo ora che sia 8 < 3. Esaminiamo il limite (s*) con la restrizione x = 1>
ed y > 0. Avremo
xly|? yP s

VIR ) T
e quando § < 3 'ultima funzione non converge a 0 per y — 0. Quindi per 8 < 3 la
funzione g non ¢ differenziabile in 0.

3) Dalla discussione del punto 2) e dalla maggiorazione

T () eyl
Va4 y? w24yt T V(@ + )
si deduce che il limite (L) & 0 per v > 3. Vogliamo mostrare che in realta il limite &
0 se e solo se v > 2.

Fissiamo un numero 0 < o < 1 da determinare in seguito in dipendenza da v > 2.
Prendiamo un punto (z,y) € R? in un intorno dell’origine e distinguiamo due casi: 1)
lz| < |y|**7; i) |z| > |y|*T°. Fissiamo € > 0. Nel caso i) abbiamo la stima

;
o) < o < <

x .
———= SN
’ /:L.2+y2 <x2_|_y4 - /x2+y2 -

/o Nel caso ii) abbiamo x? > |y|>*) e quindi

se e solo se |y| < ¢

z . ly|” ly|” yl* —2(1+0)
\/$2+y2 Sln<x2+y4>‘ = 1'2—|—y4 = ‘y’2(1+0) - |y|’Y <é€

se e solo |y| < e'/*, dove si ha A = v — 2(1 + ¢) > 0 su scelta opportuna di
v
e (0,2 -1).
7=y

Questa scelta ¢ possibile perche v > 2. Cio prova che il limite (L) ¢ 0 quando v > 2.
Per v < 2 il limite non ¢ 0. Per provare questo fatto basta esaminare il limite (L)
con la restrizione z = y. O

ESERCIZIO 6.6. Sia o > 0 un parametro fissato e si consideri la funzione f : R —
R definita nel seguente modo

x
y[*sin|{—), y#0,
f@ay)=:{| | (y)
0 y = 0.
Calcolare tutti gli a > 0 tali che:

i) f sia differenziabile su tutto R
ii) le derivate parziali di f siano continue nel punto 0 € R?.
iii) f sia di classe C*(R?).

Soluzione. 1) Quando a < 1, la funzione y +— |y|® non ¢ derivabile nel punto
y = 0. Dunque, per o < 1 la funzione f non ¢ differenziabile su tutto R? in quanto
non ha la derivata parziale in y nei punti in cui y =0 e x # 0.

Nell’insieme in cui y # 0, la funzione f e di classe C*°, essendo prodotto e
composizione di funzioni C*°. In questo insieme f e differenziabile.
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Affermiamo che, per a > 1, f ¢ differenziabile anche nei punti (zg,0) € R? per
ogni zy € R. In questi punti, le derivate parziali di f sono

ffﬁ(‘rO?O) = 07
fy(,0) = lim fzo,y) = /(@0,0) = lim Msin (@) =0.

y—0 Y y—0 Y

Proviamo che f ¢ differenziabile nel generico punto (g, 0):

f(x,y) = f(x0,0) — (Vf(xmo)’(%‘—xo,yﬁ’ _ [yl
V(@ —20)2 + 32 V(T —20)2 + 12

e la funzione a destra tende a 0 per y — 0 (indipendentemente da x).
Conclusione: f ¢ differenziabile su tutto R? se e solo se o > 1.

o (2)| <o
Y

ii) Per il punto precedente, possiamo restringerci al caso a > 1. Calcoliamo le
derivate parziali di f nei punti in cui y # 0:

9 . (T ly|*x x
fy(z,y) = aly|® 2ysm(—)— cos(—).

Chiaramente si ha
917 (x)’ < [yl*,
Yy Yy
Oé—2 : E < Oc—l
aly|* ysin S aly[*,

e le quantita a destra tendono a 0 per y — 0 (indipendentemente da x). Esaminiamo
il secondo addendo che appare in f,(z,y):

' |y|2x cos ($>‘ < Jy|*?|a].
Y Y

Quando « > 2 (incluso il caso a = 2), si ha

lim a2 = 0.
e Y|~ |z

D’altra parte, quando a < 2 il seguente limite non esiste:
oyt

lim 5 COS (—)
(z.9)—(0,0) Yy Yy

Per vedere questo fatto scegliamo 0 < e <2 —«a e x = |y|°. Si ha allora

ly|*?|z| = |y|**" - 00 per y—0,

mentre la funzione cos(z/y) = cos(|y|?/y) non ha limite per y — 0.
Conclusione: le derivate parziali di f sono continue in 0 se e solo se o > 2.

iii) Rimane da controllare la continuita delle derivate parziali nei punti (z,0) €
R?, con xg # 0. Quando o > 2 si ha

lim a2l = 0.
(z,y)—(0,0) ’y| | |
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Quando « = 2, invece, il seguente limite non esiste:
: y|*z (@
lim 5 COS (—)

(CU,y)_)(CC(),O) y y

Conclusione: le derivate parziali di f sono continue su tutto R? se e solo se a > 2. [

ESERCIZIO 6.7. In dipendenza da o € R si consideri la funzione f: R? — R

1
(22° +y?)%sin | —==—=) (2,9) # (0,0)
fl@,y) = ( vy )
0 (z,y) = (0,0).

1) Studiare la continuita e la differenziabilita di f al variare del parametro o.
2) Esiste « tale che f & differenziabile su R?* ma non di classe C*(R?)?

Soluzione. 1) Chiaramente si ha f € C®(R?\ {(0,0)}). E sufficiente studiare la
continuita e la differenziabilita della funzione nell’origine.
Se a > 0, dalla disuguaglianza

|fz,y)] < 2%(2® +y7)°

segue per confronto la continuita di f in 0. Per o = 0, la funzione f si riduce a

f(z,y) = si (1 )
Z,y) = sin ,
Y Va? + y?
che non ha limite per v/x? + y?> — 0 e quindi f non ¢ continua in 0. In modo analogo

si prova che per a < 0 la funzione f non e continua in 0.
Studiamo la differenziabilita nel caso o > 0. Dalla disuguaglianza

(222 + y*)* |sin ( : 2)‘
|f(x,y) — f(0,0)] _ VaTty < 2&($2 + yQ)a—l/Q’

si deduce che per a > 1/2 esistono le derivate parziali di f in (0,0) e valgono:

fw(ovo) =0 e fy(O,()) =0.

Per a < 1/2 le derivate parziali non esistono e dunque non ce differenziabilita. Usando
la medesima disuguaglianza si prova che per a > 1/2 si ha

(@,9)—(0,0) VaZ+y?
Dunque. f & differenziabile in 0 se e solo se a > 1/2.
2) Le derivate parziali di f in un punto (z,y) # (0,0) sono

. 1 (22 + y2)°‘ 1
2 (T, = da(22* +yH)° 1azsm< ) cos( ) ,
f ( y) ( ) ) /12 _'_y2 72 +y ) /12 +y2

(
1. 1 y(22% + y ) 1
T, = 20(2z% +y?)* ! sm( ) cos )
Le derivate parziali sono continue in 0 se e solo se @ > 1. Dunque, per 1/2 < a < 1
la funzione f & differenziabile ma non di classe C*.

=0.
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Ad esempio, si consideri il caso o = 1. In questo caso si ha

, 1 x(22% + y?) 1
fz(z,y) = 4dasin (\/m) - 1 )} cos (W) .

Il primo addendo tende a 0 se (z,y) — (0,0), mentre il secondo non ammette limite.

Per vederlo si possono ad esempio usare coordinate polari x = pcos?, y = psind,
con o >0, ¥ € [0,2n]:

1 1
f(ocos¥, psind) = 4pcos ¥ sin () — cos (2 cos? ¥ + sin”® ) cos () :
0 0

Il secondo addendo non ammette limite in quanto prodotto di una funzione che

dipende da ¥ con una funzione di ¢ che non ammette limite per o — 07.
O

ESERCIZIO 6.8. Sia K = {(z,y) € R? : 2? + 2y* < 2} e sia f : R? — R la funzione
f(x,y) = 2% + zy + 2y*. Calcolare 'immagine f(K) C R.

Soluzione. L’insieme K ¢ chiuso e limitato e quindi ¢ compatto. Si tratta di
un’ellisse. La funzione f ¢ continua, essendo un polinomio. Dunque, U'insieme f(K)
¢ un compatto di R e per il Teorema di Weierstrass esistono xg,x; € K tali che
m = f(zo) = min f(K) ed M = f(x;) = max f(K). Dunque avremo K C |[m, M].

Sia y(t) =tz + (1 — t)xg, con t € [0,1]. Siccome K & convesso, risulta (t) € K
per ogni t € [0,1] ed inoltre la funzione composta ¢t — @(t) = f(y(t)) ¢ continua,
essendo composizione di funzioni continue. Per il teorema dei valori intermedi, questa
funzione assume tutti i valori compresi fra m = ¢(0) ed M = ¢(1). Deduciamo che
f(K) = [m, M].

Calcoliamo i valori m ed M. Iniziamo a cercare i punti critici di f interni a K.
Il gradiente V f(z,y) = (22 + y,x + 4y) si annulla solo in (0,0) € int(K). Questo
e l'unico punto critico. Questo significa che uno dei due punti xy oppure x; non &
interno. Per capire se (0,0) € un punto di minimo oppure di massimo studiamo la
matrice Hessiana, che in un generico punto ¢

Hf(%.v)z(? i)

Poiche det(H f(0,0)) = 7 > 0 e tr(Hf(0,0)) = 6 > 0, deduciamo che la matrice
Hessiana in (0,0) ¢ definita positiva. Quindi, (0,0) ¢ un punto di minimo locale
stretto. Vedremo in effetti che si tratta di un punto di minimo assoluto.

Ora siamo certi che x; € OK. La frontiera di K ¢ lellisse di equazione x? +
2y% = 2. Restringiamo f su questa ellisse e studiamo i massimi/minimi di f su 0K.
Parametrizziamo Dellisse in questo modo: z = v/2cos¥,y = sin® con ¥ € [0,27]. La
funzione f sul bordo dell’ellisse e

g(W) = f(v/2cos?,sin?) = 2 + \gﬁ sin(29)

che assume il massimo quando sin(29) = 1. Dunque, si ha

V2

Mzm}z{xxfzrg;m{xsz—l——.

2
Il valore minimo di g € 2 — g > 0. Questo prova che m = f(0,0) = 0.
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In conclusione, I'immagine di K & f(K) = [0,2 +/2/2].

ESERCIZIO 6.9. Sia p > 0 un numero reale fissato, sia K, C R? I'insieme

K, = {(z.y) € R®: [a| + [y|* < 1},

esia f:R? — R la funzione f(z,y) = 23y
1) Provare che f assume su K, un valore minimo m,, ed un valore massimo M,,.
2) Calcolare i valori m, ed M,

Soluzione. 1) La funzione f & continua, perché ¢ un polinomio. L’insieme K, ¢
limitato, percheé & contenuto nel quadrato [—1,1] x [—1, 1], ed inoltre & chiuso perche
la funzione h(z,y) = |z|*’ + |y|* — 1 & continua e dunque K, = h~*(—o0,0]) & chiuso.

Per il Teorema di Weierstrass, f ammette massimo e minimo su k.

2) 11 gradiente di f ¢ Vf(z,y) = (32%y3,32%y?) che si annulla se x = 0 oppure
se y = 0, ovvero sui due assi. In questi punti f = 0. Siccome f & sia positiva che
negativa vicino agli assi, si ha certamente M, > 0 ed m, < 0. I punti critici di f
all'interno di K, non sono punti di estremo locale.

Studiamo la funzione f sulla frontiera 9K, = {(z,y) € R* : [z[* + |y|[* = 1}.
Siccome K & simmetrico rispetto agli assi ed f(—z,y) = f(z,—y) = —f(x,y), &
sufficiente studiare f nel primo quadrante dove x,y > 0. La parte di frontiera nel
primo quadrante ¢ parametrizzata dalla curva

v(9) = (Cos(ﬁ)l/p,sin(ﬁ)l/p), Ve [0,7/2].
Consideriamo la composizione
g(¥) = f(7(19)) = cos(¥)*?sin(19)3/P = 273/P(sin(209))/7.

La funzione g assume valore massimo quando sin(2¢) = 1, ovvero quando ¢ = 7 /4,
cio¢ quando x = y. Deduciamo che

M, =27%" m,=—27%"
I punti di massimo assoluto sono
(27%,27%) e (—27%,-27%),
mentre i punti di minimo assoluto sono
(—27%,27%) e (27%,-27%).
O
EsErcizio 6.10. In dipendenza dal parametro o € R, si consideri la funzione
f:R2 =R
flz,y) =" + 2% + azy + y°.

i) Determinare tutti i valori di « tali che f sia convessa su tutto R
ii) Per ciascun « € [—2, 2] discutere esistenza e unicita di punti di minimo di f.
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Soluzione. 1) Chiaramente, si ha f € C*(R?). Dobbiamo calcolare tutti i valori
del parametro o« € R tali che la matrice Hessiana di f sia semidefinita positiva,
Hf > 0 su tutto R?. Le derivate parziali prime di f sono:

fe=e""V 42+ ay
fy ="+ ax + 2.
Le derivate parziali seconde di f sono:
fox ="V 42
Joy =€"TY 42
foy ="V 4+ a.

La matrice Hessiana ¢ semidefinita positiva, Hf > 0, se e solo se si ha tr(H f) > 0
e det(H f) > 0 su R? dove

tr(Hf) = fow+ fyy = 26" + 4
det(Hf) = feofyy = foy = (€77 +2)° = ("7 + a)’

Ty
sono la traccia e il determinante della matrice Hessiana. Chiaramente si ha tr(H f)
2

4 su tutto R%. Studiamo la disequazione det(H f) > 0, ovvero 4e* ¥ +4—2ae”™ —
0 che ¢ equivalente a

>
>

(2—a)(2e" +2+ ) > 0.

Nel caso a > 2 questa disequazione non ¢ verificata in alcun punto (z,y) € R% Nel
caso a = 2 la disuguaglianza ¢ un’uguaglianza. Nel caso a < 2 la disuguaglianza e
verificata su tutto R? se e solo se 2e*™¥ + 2 + o > 0 per ogni (z,y) € R?, ovvero se e
solo se 24+ a > 0.

In conclusione, f & convessa su tutto R? se e solo se a € [—2,2].

ii) Per i valori a € [—2,2] la funzione f ¢ convessa, e dunque i punti di minimo
coincidono con i punti critici. Cerchiamo eventuali punti critici. Le equazioni f, =
fy = 0 danno il sistema

V4 2r+ay =0, & +ar+2y=0.

Sottraendo le due equazioni si ottiene (2 — a)r — (2 — o)y = 0. Quando a = 2
questa condizione ¢ vuota: le due equazioni precedenti diventano e* ¥ +2(x +y) = 0.
L’equazione e’ + 2t = 0 ha una soluzione unica t* < 0 (si vede con il teorema degli
zeri). Dunque tutti i punti (z,y) € R? tali che z + y = ¢* sono (tutti i) punti critici
di f.

Esaminiamo il caso o # 2. L’equazione (2 — o)z — (2 — a)y = 0 fornisce z = y
e quindi si ottiene I'equazione €** + (2 + a)z = 0. Quando a = —2, 'equazione
non ha soluzione e dunque f non ha punti critici (equiv. punti di minimo). Quando
a € (—2,2), equazione precedente ha una soluzione unica e dunque f ha un unico
punto critico (di minimo). O

EsErcizio 6.11. Siano f(z,y) = vy — 222 e
K = {(x,y)eRQ:xZO, 2y§x2+1,y22x2}.

1) Determinare il dominio di f e disegnare K nel piano.
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2) Stabilire se K ¢ aperto/chiuso/compatto/connesso. Calcolare la frontiera
0K.

3) Calcolare i punti di max e min locale/assoluto di f ristretta a 0K.

4) Determinare I'immagine f(K).

Soluzione. 1) Dato che 'argomento della radice deve essere non negativo, la fun-
zione data ha come dominio Dy = {(z,y) € R? : y > 22?}. Si noti che f > 0 per ogni
(z,y) € Dy e dunque il minimo assoluto di f ¢ 0.

L’insieme K ¢ il sottoinsieme di Dy delimitato a sinistra dall’asse y, dal basso
dalla parabola di equazione y = 222, ed infine dall’alto dalla parabola di equazione
Y= 9”22—“ Queste tre curve sono regolari di classe C™ e si intersecano nei punti (0, 0),

1

(%, %) e (O, %) Si ha dunque 0K = 3 U 72 U 73, dove
1
i) 71:{(m,y)eR2;x=O,y€{0,2}},
1
r,y) ER?: 2 € 0,}7 22352},
{( Y) V3

o 5 1} 2+ 1}
111) 3 {<I7y)€]R 'I€|:07\/§ Y 2 )
2) K ¢ chiuso (ma non aperto), ¢ limitato e quindi anche compatto, ed & connesso
in quanto chiaramente connesso per archi.
3) Lo studio di f ristretta alla frontiera 0K ¢ elementare. Si considera la restrizione
di f alle curve 7y, v e 3:

i) 72

i) La funzione f(0,y) = /¥ ¢ monotona crescente nell’intervallo {0, %} Pertan-
to sul segmento v; la funzione f assume valore minimo 0 nel punto (0,0) e
valore massimo % per y = %

ii) La funzione = — f(z,22?) ¢ identicamente nulla. Sulla parabola y = 222 la
funzione f e 0.

iii) La funzione x + f (x, $2+1) = V1327

3 7 ¢ monotona decrescente nell’intervallo

[0, %} Pelitanto i valori minimo e massimo di f su 73 sono f (%, %) =0e
0,) = —.
f( 2) \/§

In conclusione, il massimo assoluto di f su 0K e % che viene assunto nel punto

(0, 1), mentre il minimo assoluto di f su 0K & 0, ed & assunto sulla parabola 7.
4) Infine, poiche nell'interno di K il gradiente di f non si annulla mai:

—2z 1
Vi) = (=5 57 ) # (00

la funzione f non ha punti di estremo locale nell’interno di K. Essendo K connesso
e compatto, dal Teorema di Weierstrass e dal Teorema dei valori intermedi segue che

F(K) = fOK) = [0, %]

O






CAPITOLO 7

1-forme differenziali in R"

Introduciamo le 1-forme differenziali (“campi vettoriali”) e il loro integrale lungo
curve. Dopo aver definito forme chiuse, forme esatte ed insiemi contraibili ad un
punto, proviamo il Teorema di Poincaré: su aperti contraibili le forme chiuse sono
esatte.

1. Forme differenziali chiuse ed esatte. Campi conservativi

Richiami di algebra lineare. R™ & uno spazio vettoriale (reale) con base canonica
e1,...,e, dove e; = (0,...,1,...0) con 1 alla posizione j-esima. Lo spazio duale di
R™ & I'insieme di tutte le trasformazioni lineari da R™ ad R, indichiamolo con .Z(R™).
Questo insieme e uno spazio vattoriale e la base duale alla base eq, . .., e, si indica con
dzy,...,dz,, dove dr; € Z(R") ¢ la trasformazione lineare che agisce nel seguente
modo: dz;(e;) = 1 se i = j ed ¢ 0 altrimenti. Dunque, ogni trasformazione lineare
T € Z(R") si scrive nella forma

T = aydxy + ...+ aydx,,

per costanti reali aq,...,a, € R. Sul vettore v = vie; + ... + v,e,, la trasformazione
T agisce nel seguente modo:

(71) T(U) = (Z azdxz) < Z vjej) = Z aivjdxi(ej) = Z a;V;.
i=1 j=1 ij=1 i=1
Sia ora A C R™ un insieme aperto.
DEFINIZIONE 7.1 (1-forma differenziale). Una 1-forma differenziale su A ¢ un’ap-
plicazione w : A — Z(R")
w(z) = wi(z)dy;, =z €A,
i=1

per funzioni w; : A — R. Se w; € C(A) sono funzioni continue diremo che w ¢ una
1-forma a coefficienti continui e scriveremo w € Q(A). Se w; € C*(A) sono funzioni
di classe C' diremo che w ¢ una 1-forma di classe C! e scriveremo w € Q'(A).

Ora introduciamo le definizioni di forma chiusa e forma esatta. Ricordiamo che il
differenziale di una funzione f € C*(A) ¢ la 1-forma df : A — Z(R")

df (z) = i af(x)dq:i, r e A

= Ox

DEFINIZIONE 7.2 (Forma esatta). Una l-forma differenziale w € Q(A) si dice
esatta se esiste una funzione f € C'(A) tale che df = w. La funzione f si dice
potenziale di f.

133
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In generale, le 1-forme non hanno potenziale. Se lo hanno non & unico.
DEFINIZIONE 7.3 (Forma chiusa). Una 1-forma differenziale w € Q'(A) si dice
chiusa se in ogni punto z € A si ha
Owi(xz)  Owj(w)
8.’L'j N 8951

perognii,j=1,...,n

Tutte le forme esatte sono chiuse, questo deriva dal Teorema di Schwarz. Sia
infatti w € Q'(A) una forma esatta. Allora esiste un potenziale f € C?(A) tale che
df = w. Ma allora si trova

ow;  *f  Pf Ow,

8.Tj N 81']837@ N (9:1:18:6] N a%z
Vedremo in seguito che le forme chiuse sono esatte, ma solo in insiemi aperti di
struttura speciale.

OSSERVAZIONE 7.4 (Forme e campi vettoriali). Ad una forma w su A rimane
associato un campo vettoriale F': A — R"

F=(w,...,wn),

e viceversa ad un campo vettoriale & associata in modo naturale una forma differen-
ziale.

Un campo vettoriale F' € C'(A;R") si dice conservativo se possiede un potenziale,
cioe se esiste una funzione f € C*(A) tale che F(x) = V f(z) per ogni z € A. Dunque
un campo vettoriale € conservativo se e solo se la corrispondente forma e esatta.

2. Integrazione di 1-forme

In questa sezione definiamo l'integrale di 1-forme lungo curve. Sia A C R™ un
insieme aperto.
DEFINIZIONE 7.5. Si definisce 'integrale di una 1-forma w € Q(A) lungo una

curva vy € C'([0, L]; A) come
w= [ w(T)ds,
Jw=[wm

dove T e il campo tangente unitario alla curva.

In questa definizione stiamo supponendo che la curva sia regolare, e che quindi
il versore tangente 1" esista. Con w(7T) si intende l'azione della forma w sul vettore
T, nel punto 7(t) della curva. Esplicitiamo la definizione in termini di integrale di
Riemann su intervallo. Per la proprieta di linearita delle forme differenziali e per la
formula (7.1) si trova

) L. . g .
o) =o(f57) = ) e @) =Lw)i

Dunque, esplicitando la definizione di integrale curvilineo si trova

/Vw:/vw(T)ds:/OLw<|z|>\f'y\dt:/OLw("y)dt:;/()Lwi(fy(t))f'yi(t)dt.
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Possiamo usare 'ultima formula come definizione di integrale di w lungo v. Questa
formula ¢ ben posta anche per le curve di classe C* che non sono regolari.

Spieghiamo alcune proprieta dell’integrale di forme. Osserviamo in primo luogo
che l'integrale di una 1-forma lungo una curva dipende dalla orientazione. Se infatti
a T sostituiamo —T l'integrale cambia di segno.

DEFINIZIONE 7.6 (Curva inversa). Data una curva v : [0, L] — R™ definiamo la
curva inversa —v : [0, L] — R™ nel seguente modo —~(t) = y(L—t) per ogni t € [0, L].

Il sostegno e lo stesso ma lo si percorre in senso contrario.

DEFINIZIONE 7.7 (Concatenazione di curve). Date due curve v : [0,L] — R”
Kk : [0,M] — R"™ ali che v(L) = k(0) definiamo la loro concatenazione v + K :
[0, L + M] — R" che vale () per t € [0, L] e k(t — L) per t € [L, L + M].

PROPOSIZIONE 7.8. Siano v e x due curve (concatenabili) di classe C' a valori
nell’aperto A C R™ e sia w € Q(A). Allora:

[ o=l

-y Y

/ w:/w~|— w
Y+rK 0% K

Dim. La dimostrazione ¢ elementare e viene omessa. O

Nel seguente teorema proviamo che l'integrale di forme esatte non dipende dal
percorso della curva ma solo dai punti iniziale e finale.
TEOREMA 7.9. Sia w € Q(A). Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) La forma differenziale w ¢ esatta in A.
B) Per ogni curva v € C*([0, L]; A) l'integrale

/e

dipende solo da (0) e (1), ed in effetti ¢ uguale a f(y(L)) — f(v(0)) dove
f € un potenziale di ~.
C) Per ogni curva v € C*([0, L]; A) chiusa si ha

/w—O

Dim. A)=B) Sia f € C'(A) un potenz1ale di f, df = w. Allora si ha
fo=3 [ s ar = [ @160).50)a
= /0 LI = F((1) - F((0).

B)=-C) Immediato.
C)=B) Supponiamo che le curve v e k abbiano gli stessi punti iniziale e finale.
Allora la concatenazione v — k = v + (—k) € una curva chiusa e dunque

o- [ o[- [
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B)=-A) Vogliamo costruire un potenziale di f su A. Senza perdere di generalita
possiamo supporre che A sia connesso e dunque connesso per archi. Fissiamo a nostro
piacere un punto zo € A e prendiamo un punto z € A. Esiste una curva C! a tratti
che parte da z( ed arriva in z, chiamiamola 7,. Definiamo la funzione f : A — R
ponendo

flz) = / w.

Per 'ipotesi B), la definizione non dipende dalla particolare curva -, scelta, ma solo
dal punto x.
Vogliamo provare che per ogni x € A e per ognii =1,...,n si ha

of
S (w) = o).

Siccome w ha coefficienti continui seguira che f € C'(A). Indichiamo con [z, z + te;)
la curva segmento che congiunge i due estremi, dove ¢t € R e abbastanza piccolo. La
concatenazione 7y, + [z, + te;] puo essere usata per definire f(z + te;). Quindi si ha

af(»—Mn<<x+mn—f@»

= hm / w)
t—0 t Yo+, x—&-tel Ye

= lim
t=0 T Jz,z+te;]
1ot
= %1_{% 7 ) wi(z + se;)ds = w;(x),

per il Teorema fondamentale del calcolo integrale.

3. Teorema di Poincaré

In questa sezione proviamo che le forme chiuse su insiemi aperti contraibili sono
esatte.

DEFINIZIONE 7.10 (Insieme contraibile). Un insieme aperto A C R" si dice con-
traibile se esistono un punto xy € A ed una funzione H € C*(A x [0, 1]; A) tali che
H(z,1) =z e H(x,0) = 2o per ogni x € A.

La funzione H si chiama omotopia di A ad un punto.

DEFINIZIONE 7.11 (Insieme stellato). Un insieme aperto A C R™ si dice stellato
rispetto ad un punto xy € A se per ogni z € A il segmento [xg,z] ¢ interamente
contenuto in A.

Se ad esempio A & stellato rispetto al punto 0 € A, allora la funzione H(x,t) = tx
contrae A al punto 0. Quindi gli insiemi stellati sono contraibili.

DEFINIZIONE 7.12 (Insieme convesso). Un insieme aperto A C R™ si dice convesso

se per ogni coppia di punti x,zy € A il segmento [xg, x| € interamente contenuto in
A.
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Gli insiemi convessi sono evidentemente stellati rispetto ad ogni loro punto e
dunque sono contraibili.

TEOREMA 7.13. Sia A C R" un insieme aperto contraibile e sia w € C'(A). Sono
equivalenti le seguenti affermazioni:
A) w & chiusa.
B) w & esatta.
Dim. Sia H € C*(A x [0, 1]; A) una contrazione di A al punto zy € A. Per ogni
x € A consideriamo la curva v,(t) = H(x,t) con t € [0, 1]. Osserviamo che
0H(z,1)
Lt .
1) = —,
Definiamo la funzione f: A — R

1z OH;(x,t
fa)=[ w= S wr(H(, 1)) 21 gy
Yz 0 i=1 at
Vogliamo provare che per ogni j =1,...,7n si ha

0f (x)
al'j

E lecito derivare dentro il segno di integrale (non proviamo questa affermazione):

axj / { M owot ¥ ot 2 ome axj}dt'

k=1

=wj(z), =e€A

Usando il fatto che la forma w ¢ chiusa si trova
Z Ow; OH; 0H,, Z Owy, OH; 0H,, Z
= Oxy, Ot Oz, | Oz; Ot Ox; ox 6t

e quindi

(9xj Z / wil (9x >dt

J

= ;wi(H(:p, 1))25:1(17, 1) — w;(H(x, O))gfj(:p, 0)

= wj(x).

Nell'ultima riga si usa il fatto che H(z,1) =z e H(z,0) = xo.






CAPITOLO 8

Teoremi di invertibilita locale e della funzione implicita

1. Teorema di invertibilita locale

Sia A € M,(R) una matrice reale n x n e consideriamo la funzione lineare f :
R™ - R", f(xz) = Az con x € R". 1l sistema di equazioni lineari

(8.1) Fla)=b
ha soluzione unica per ogni b € R™ se e solo se det(A) # 0. In altri termini, f &
iniettiva e suriettiva se e solo se det(A) # 0. Vogliamo generalizzare questi risultati
di risolubilita a sistemi di equazioni (8.1) dove f : R™ — R™ ¢ una funzione non
lineare.

Dobbiamo preliminarmente introdurre i concetti di diffeomorfismo e di diffeomor-
fismo locale.

DEFINIZIONE 8.1 (Diffeomorfismo). Sia A C R™ un aperto. Una funzione f €
CFA;R™), 1 < k < oo, si dice diffeomorfismo di classe C* se:
i) f:A— f(A) C R" ¢ iniettiva (e suriettiva);
ii) f(A) C R™ ¢ un insieme aperto;
iii) La funzione inversa verifica f=1 € C*(f(A); A).

Quando k£ = 0 la definizione di diffeomorfismo si riduce a quella di omeomorfismo.
Siano A e B due spazi topologici. Una funzione f : A — B si dice omeomorfismo se f
¢ iniettiva e suriettiva, ed inoltre sia f che f~! sono continue. In questo caso (ovvero
se f & 1-1 e su), dire che f~! sia continua equivale a dire che f trasforma aperti in
aperti.

DEFINIZIONE 8.2 (Diffeomorfismo locale). Sia A C R™ un aperto. Una funzione
feCFA;RY), 1 < k < oo, si dice un diffeomorfismo locale di classe C* se:

i) f e aperta, e cioé trasforma insiemi aperti in aperti.
ii) Per ogni punto x € A esiste un § > 0 tale che f : Bs(x) — R™ ¢ iniettiva e
la funzione inversa verifica f=* € C*(f(Bs(x)); R™).

In particolare, se f € un diffeomorfismo locale allora f(A) C R™ ¢ aperto.

TEOREMA 8.3 (Invertibilita locale). Sia A C R”™ un insieme aperto e sia f €
Ck(A;R™), 1 < k < oo. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f & un diffeomorfismo locale di classe C*;
B) det(J¢(zo)) # 0 in ogni punto zy € A, dove J; € la matrice Jacobiana di f.

ESEMPIO 8.4. Si consideri il seguente sistema di due equazioni nelle incognite
rz,y €R

(8.2) { T+ ysinx = b

2%y +siny = by,
139
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dove b = (b1, b2) € R? & un dato assegnato.

Certamente, quando b = 0 il sistema ha almeno la soluzione nulla x = y = 0.
Proviamo il seguente fatto: esistono due numeri ¢ > 0 e 9 > 0 tali che per ogni
b € B.(0) esiste un’unica soluzione (z,y) € Bs(0) del sistema.

Sia f : R? — R? la funzione f(x,y) = (x + ysinz, 2%y + siny). Risulta f €
C>(R?;R?). La matrice Jacobiana di f ¢

[ 1+ycoszx sinx
Jr(2,y) = ( 2xy 2% + cosy ) ’

Nel punto (z,y) = (0,0) = 0 si ha det J¢(0) = 1 e per continuita si deduce 'esistenza
di un 6 > 0 tale che det Jy(z,y) > 0 per ogni (x,y) € Bs(0). Dunque, f ¢ un
diffeomorfismo locale di classe C* su Bs(0). Per il Teorema di invertibilita locale,
pur di prendere § > 0 ancora piu piccolo, f & anche aperta ed iniettiva su Bj(0).
Dunque l'insieme f(Bs(0)) C R? & aperto e siccome 0 = f(0) € f(Bs(0)) allora esiste
e > 0 tale che B.(0) C f(Bs(0)).

Se b € B.(0) allora esiste (z,y) € Bs(0) tale che f(z,y) = b e per I'iniettivita di
f il punto (z,y) € unico in Bs(0). O

EsempIO 8.5. Sia f : R — R la funzione

B x—i—x%in(l/x), x # 0,
flz) = { 0 r=0.
Affermiamo che:

i) f e derivabile in tutti i punti ed in particolare f’(0) = 1;
ii) f non ¢ iniettiva in alcun intorno di z = 0.

In effetti, f non ¢ di classe C*(R) perche f’ non ¢ continua. Le ipotesi del Teorema
di invertibilita locale non sono verificate.

Dalla definizione si calcola immediatamente f’(0) = 1 e inoltre per x # 0
f'(x) =14 2zsin(1/x) — cos(1/x).

Il limite di f’(z) per x — 0 non esiste. Nei punti

keZ, k0,

T —

2k’
si ha f'(zx) = 0 ed f(xr) = zg. Per x # 0 la derivata seconda di f ¢

/() = 2sin(1 /) — icos(l Iz) — ;sin(l /7).

e quindi per £ > 0 si ha

2
f”(l’k) =——<0.
T

I punti z; sono punti di massimo locale stretto e xy — 0 per £ — co. Quindi f non
¢ iniettiva in alcun intorno di z = 0.
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Dim. (Prova del Teorema 8.3) A)=-B). Fissiamo =y € A e sia § > 0 tale che f €
C*(Bs(z0); R™) sia un diffeomorfismo di classe C*. Indichiamo con f~!: f(Bs(xo)) —
Bs(zo) la funzione inversa. Allora per ogni z € Bs(xg) si ha f~}(f(x)) = z = I,(),
dove I,, ¢ la matrice identita n x n. Dal teorema sul differenziale della funzione
composta si ha

S (f(@))Jp(2) = In, @ € Bs(wo).

Dal teorema sui determinanti si ottiene allora

1 = det(I,) = det (Jp-1(f(z))J(z)) = det (Jy-1(f(2))) det(Js(x)).
Questo implica che det(J¢(x)) # 0 per ogni = € Bs(xg) e in particolare per z = xy.

B)=-A). Supponiamo che sia det(J¢(z)) # 0 in ogni punto x € A. Siano z; € A
ed € > 0 piccolo a piacere tale che B.(xy) C A. Proveremo che

(8.3) esiste § > 0 tale che Bs(f(9)) C f(B:(xo)).

Da questo segue che f trasforma punti interni in punti interni e quindi aperti in
aperti. L’affermazione (8.3) puo essere riscritta nel seguente modo:

(8.4) esiste d > 0 t.c. per ogni y € Bs(f(xg)) esiste x € B.(xg) tale che f(x) =y.

Fissiamo dunque y € Bs(f(xp)) con 6 > 0 da determinare e cerchiamo un punto
x € B.(xg) tale che f(z) =y. Sia T = df (z9) € Z(R™";R") il differenziale di f in z
e osserviamo che det(7") = det(J¢(zo)) # 0. Dunque esiste 'operatore lineare inverso
Tt e Z(R™;R"). Definiamo la funzione K della variabile x

(8.5) K(z) =2 - T (f(z) —y).

Vogliamo provare che K : B.(zy) — B.(7g) & una contrazione rispetto alla distanza
standard.

Siccome B. () & completo con la distanza ereditata da R™, dal Teorema di punto
fisso di Banach segue che esiste un (unico) punto z € B.(z) tale che x = K(x). Ma
allora

r=K(@)=v-T(f(x)~y) & 0=T""f(x)~y) & [fl@)-y=0,
e quindi f(x) = y. Questo prova I'affermazione (8.4).

Dobbiamo mostrare che:
i) K & ben definita, e cio¢ trasforma B.(zg) in se stesso;
ii) K ¢ una contrazione.

Per provare che K & ben definita conviene introdurre la funzione ausiliaria g(z) =
x — T (f(x)). Osserviamo che dg(zo) = I, — T~ 'df (xz9) = 0, ovvero, per I'identifi-
cazione di differenziale e matrice Jacobiana,
9gi(xo)
an
Siccome ¢ ¢ di classe C! (in quanto lo & f), pur di prendere un € > 0 pilt piccolo, si
puo per continuita supporre che

(8.6)

=0, i,j=1,....,n

(8.7) |dg(x)|| < = per ogni xz € B.(x).

N | —
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Questa affermazione puo essere provata partendo dalla disuguaglianza (Teorema sulle

norme equivalenti)
n o Ogi(z)\2\ /2
gty < o 32 (24N
; j

ij=1

con C' > 0 costante assoluta. Dalla (8.6) e dalla continuita delle derivata parziali di

g segue la (8.7).7133 in questo punto che si usa la regolarita almeno C*! di f.
Sia ora x € B.(zg). Allora abbiamo

K (2) — 2ol = o = T7(f(2) —y) — 0| =[x = T~ (f(2)) + T~ (y) — o
= lg(x) — g(zo) + T (y — f(20))| < lg() — g(zo)| + T (f(z0) — )I.
Per il Corollario del Teorema del valor medio esiste z € [xg, 2| tale che
19(x) = g(zo)| < [ldg(2)[l|x = o],

e quindi
_ 1 _
(K () = ol < |ldg(2) Il = zol + I THIIf (w0) — yl < 5+ T

In definitiva, affinche K sia ben definita e sufficiente scegliere § < 2”%1“

Proviamo ora che K & una contrazione. Per ogni x,Z € B.(xg) si ha come sopra
|K(2) = K@)| = |z =T (f(z) —y) — (@ =T (f(@) — )|
1
=z =T7(f(2)) = (@ = T(f(2))] = lg(x) — 9(2)| < S|z — 2.

Dunque K ¢ una contrazione con fattore contrattivo 1/2.
Prossimo obiettivo ¢ di provare che esiste una costante M > 0 tale che per ogni
x,T € B.(xp) si ha

(8.8) [f(z) = f(z)| = M|z — .

Tale maggiorazione implica in particolare che f & iniettiva e che f~! & continua.
Precisamente f~! verifica

(39) 7 )~ 7 )] < 3l — ol
La verifica di (8.8) si riconduce nuovamente alle proprieta di g:
| — 2] = |g(z) = T (f(2)) — (9(2) = T~ (f(2)))]
l9(x) = g@)| + 1T If (@) — f(2)]
o= 2+ T 1) - £(@)],
e quindi |f(z) — f(Z)| > M|x — Z| con M = m
Rimane da provare che la funzione inversa ! : f.(B(zg)) — B:(zo) & di classe

C*. Proviamo che f~! ¢ differenziabile con derivate parziali continue. Per ipotesi si
ha

IN

IN

f(l’) = f(xO) + df(xO)(x - Io) + Ewo(x)v

i Pr®) _
T—T0 ’x — xol

dove
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Invertendo 'identita precedente con y = f(x) ed yo = f(x) si ottiene

S ) = (o) = df (m0) ' (y — yo — Eao ()
= df (z0) " (y — o) — df (x0) " (Ep-1(50) (S (1))
Dalla stima (8.8) si deduce che
. By () By () . v —xo|  Egy(x)
1 = lim ———2 ] = 0.
=y — ol P @) — Fo)] o [F@) — F(eo)l e — o]

Questo prova che f~! & differenziabile nel punto 1 con differenziale

df = (yo) = df (o) ™",

Poiche il differenziale puo essere rappresentato come la matrice Jacobiana delle deriva-
te parziali, 'ultima identita puo essere riformulata dicendo che Jf~!(yo) = J f(x) ™ .
Dal Teorema sulla matrice inversa deduciamo che le entrate di .J f ~*(yo) sono funzioni
che dipendono in modo continuo da yy. Lo stesso argomento prova che f~! & di classe
C*. O

Il teorema di invertibilita locale ha una naturale riformulazione nell’ambito degli
spazi di Banach.

TEOREMA 8.6. Siano X ed Y due spazi di Banach, sia A C X un insieme aperto
esia f: X — Y una funzione di classe C'(A) (ovvero f ¢ differenziabile in tutti i
punti di A e la funzione A 3 z — df(z) € Z(X,Y) & continua). Allora per ogni
xo € A esiste § > 0 tale che f(Bs(xp)) C Y e un aperto, f ¢ invertibile su Bs(xg) ed

f=1 € CH(f(Bs(x0)); Bs(xo))-

La dimostrazione del teorema e identica a quella in R™.

OSSERVAZIONE 8.7 (Invertibilita globale). Supponiamo che f : R* — R” sia
un diffeomorfismo locale (ad esempio di classe C'). In particolare, f ¢ localmente
invertibile. Ci si puo domandare sotto quali ipotesi ulteriori su f, la funzione f
¢ globalmente invertibile. Teoremi di questo tipo si dicono teoremi di inversione
globale. Si veda sul tema il Capitolo 3 di Ambrosetti-Prodi, A Primer of Nonlinear
Analysis, Cambridge.

2. Teorema sulla funzione implicita

2.1. Premessa. Sia f : R? — R una funzione e consideriamo I’equazione f(x,y) =
0 nelle variabili z,y € R. Ci domandiamo quando tale equazione definisca im-
plicitamente una funzione y = ¢(x) oppure una funzione z = 1(y), anche solo
localmente.

Consideriamo l'esempio f(z,y) = 2* + y?> — 1 = 0 ed analizziamo 'insieme (la
circonferenza)

M = {(x,y) cR?: f(x,y) = O}.

Le derivate parziali di f sono f, = 2z ed f, = 2y. Dunque, su M si ha |V f(x,y)| =
2 # 0. In particolare, nel “polo nord” N = (0,1) si ha f, =0 ed f, =2 # 0, mentre
nel “polo est” £ = (1,0) si ha f, =2 # 0 ed f, =0.
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La semicirconferenza centrata nel polo nord N e I'y-grafico della funzione ¢ €

C®(=1,1), p(z) = V1 — a2,
Mn{y >0} ={(z,p(z)) eR*:z € (—1,1)}.

La variabile y si esplicita in funzione della variabile x.
Viceversa, la semicirconferenza centrata nel polo est F e I’z-grafico della funzione

Y eC™(=1,1), ¥(y) = v1—v,
Mnf{z>0}={(¥)y) eR*:y e (-1,1)}.

La variabile z si esplicita come funzione della variabile .

2.2. Argomento euristico. Sia f € C'(R?) una funzione tale che f(0,0) = 0
ed £,(0,0) > 0. Allora:

— Per continuita delle derivate prime, esistono 6 > 0 ed > 0 tali che f,(z,y) >
0 per (z,y) € [=4,0] x [-n X n].

— Siccome y — f(0,y) & strettamente crescente ed f(0,0) = 0, avremo f(0, —n) <
0ed f(0,n) > 0.

— Per continuita di f, a meno di scegliere 6 > 0 ancora piu piccolo, avremo
f(z,—n) < 0ed f(z,n) > 0 per ogni z € [—4,d].

— Per il Teorema degli zeri, per ogni x € [—§, 4] esiste un punto y = ¢(x) €
[—n,n] tale che f(z,¢(x)) = 0. Per la stretta monotonia, questo punto e
unico. Dunque, il grafico della funzione x — ¢(z) descrive l'insieme degli
zeri di f.

2.3. Teorema di Dini. Siano p,q € N numeri interi tali che p,q > 1. Scom-
poniamo R” = R? x R?, con n = p + ¢q. Indichiamo con =z € RP la variabile di RP
e con y € RY la variabile di R?. Data una funzione derivabile f : RP x R? — RY,

f=(f1,..., f,), definiamo le matrici Jacobiane parziali
oh  on
of | O O -
P : : , atrice ¢ X p,
%y O
81‘1 o a{L‘p
e analogamente
o oh
of | M O -
87: : : , matrice g X q.
7 0fq
oy 9Yq

TEOREMA 8.8 (del Dini). Siano A C R? x R? un insieme aperto, (zo,y0) € A e
sia f € CF(A;R?), k > 1, una funzione che verifica

df (o, yo)

5 ) #0.

f(zo,y0) =0 e det(
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Allora esistono due numeri 7,6 > 0 ed esiste una funzione ¢ € C*(Bs(z0); B, (o))
tali che:

i) Bs(zo) X By(yo) C A;
i) {(z,0(x)) € R* : x € Bs(wo)} = {(,y) € Bs(wo) x By(o) : f(x,y) = 0};
iii) La funzione ¢ verifica
dp(x) _(Qf(x,w(w)))‘laf(:v,so(x))
Ox oy Ox ’
dove dp/0z indica la matrice Jacobiana di ¢ e a destra si intende un prodotto di
matrici.

x € Bs(zo),

Dim. Definiamo la funzione F': A — RP x R?

F(z,y) = (z, f(z,y), (v,y) €A

Siccome f € C*(A;R?), risulta F' € C*(A;R"). Inoltre si ha F(xg,yo) = (70,0) . La
matrice Jacobiana di F' e

I, 0
Jr(z,y) = ( of (x,y) Of(z,y) ) ., matrice n X n.
Ox dy

e dunque nel punto (zg,yo) € A si ha

df (o, vo)

Per il teorema di invertibilita locale esiste n > 0 tale che la funzione F' € C*(B,(z¢) x
B, (y0); R™) & un diffeomorfismo di classe C* sull'immagine. In particolare, 'insieme
B = F(B,(z0) x B,(yo)) € aperto e (z9,0) = F(zo,y0) € B. Dunque esiste § > 0
tale che Bs(zg) x Bs(0) C B. Indichiamo con G : B — A la funzione inversa di F,
G = F~!' € CY(B; A), e indichiamo con Gy : D — RP ¢ Gy : B — R? le componenti
di G in R? ed RY.

Essendo F' o G l'identita, risulta Gy (z,y) =z e y = f(z,G2(z,y)). Infatti si ha

<I7y) - F(G(l‘,y)) = F(Gl(l‘,y>,G2(ZE,y)) = (G1($,y>,f(G1<I,y),GQ(l’,y)).

Nelle coordinate (z,y), il luogo di zeri di f & dato dall’equazione y = 0. Questo
suggerisce la definizione

det(Jr(zo,v0)) = det (

o(x) = Ga(x,0), x € Bs(xg).

Risulta ¢ € C*(Bs(x0); B,(yo)). Proviamo 1'uguaglianza insiemistica ii).
Per ogni x € Bjs(xg) si ha

f(l‘, 90(1‘)) = f(JZ,GQ(ZE,O)) =0,

e quindi (z, p(z)) € {(:v,y) € Bs(zo)x By (yo) : f(z,y) = O}. Questo prova 'inclusione
MC” .

Proviamo l'inclusione opposta. Siano x € Bs(zo) e y € B, (yo) tali che f(x,y) = 0.
Allora, essendo G o F' 'identita, si ha

(z,y) = G(F(z,y)) = G(z, f(2,y)) = G(2,0) = (2, G2(,0)) = (z,¢(2)),
da cui si deduce che y = ¢(z), e quindi (z,y) € gr(yp).
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Per provare l'affermazione iii), si deriva rispetto ad = l'identita f(x,¢(x)) = 0,
x € Bs(xg), per ottenere

of (x, ()  Of(x,¢(x)) Op(x)
1 =0.
(8.10) ox + dy ox 0
Riordinando e invertendo si ottiene la tesi. O

OSSERVAZIONE 8.9. Se f ¢ almeno di classe C?, lidentita (8.10) pud essere
ulteriormente derivata, ottenendo formule per le derivate seconde di .

ESEMPIO 8.10. Si consideri la funzione f : R? — R

YY) () £ (0,0),

flzy) =4 2242
0 (z,y) = (0,0).
i) La funzione f € continua ed ha derivate parziali in tutti i punti. In particolare
si ha
af(0,0
f0.0)
Jy

Inoltre, f(0,0) = 0.

ii) L'insieme {(z,y) € (=4,6) x (—n,n) : f(z,y) = 0} non & un grafico di
funzione per alcun 4,7 > 0.

iii) Tutte le ipotesi del Teorema di Dini sono verificate tranne una. La funzione
f non ¢ di classe C*.

3. Massimi e minimi vincolati. Moltiplicatori di Lagrange

Nel seguito sara sempre n > 2.

DEFINIZIONE 8.11. Siano M C R”™ un insieme, A C R" un insieme aperto ed
f A — R una funzione.

i) Diciamo che un punto xy € M N A & un punto di minimo locale di f ristretta
(o vincolata) su M se esiste d > 0 tale che Bs(xg) C A e

f(x) > f(xo) per ogni x € M N Bs(xo).

ii) Diciamo che un punto xy € M N A & un punto di massimo locale di f ristretta
(o vincolata) su M se esiste d > 0 tale che Bs(zg) C A e

f(z) < f(xo) per ogniz € M N Bs(x).
Nei casi i) e ii) diremo che z ¢ un punto di estremo locale di f su M.
L’insieme M e talvolta chiamato vincolo.

TEOREMA 8.12 (Moltiplicatori di Lagrange). Siano A C R™ un insieme aperto,
feCYA),ed M = {z € R" : h(z) = 0}, dove h € C}(R"™) ¢ una funzione che
verifica Vh(z) # 0 per ogni x € M. Se Z € AN M ¢ un punto di estremo locale
di f su M, allora esiste un numero A\ € R, detto moltiplicatore di Lagrange, tale che

Vf(z) = \Vh(z).



3. MASSIMI E MINIMI VINCOLATI. MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE 147

Dim. Siccome Vh(Z) # 0 possiamo supporre senza perdere di generalita che

Oh(7)
0.
oz, 7
Usiano la notazione z = (2/,x,) con 2/ € R"!' e x, € R. Per il Teorema della
funzione implicita esistono 4,7 > 0 ed esiste una funzione ¢ € C'(Bs(7'); B,(,))
tale che

{(2',¢(2") € R" : x € Bs(2')} = {x € Bs(z') x B,(z,) : h(z) = 0}
= M N Bs(Z") x By(Zn).

La funzione g € C*(Bs(7')), g(2') = f(2/, o(2')), ha in ¥’ un punto di estremo locale.
Dunque, si ha Vg(z') = 0 e precisamente:

0g(T’ of(z) 9of(x) op(x .
o) _00) @A) gy
D’altra parte, dal Teorema della funzione implicita sappiamo che
Op(z") Oh(x) n Oh(x)
ox;, Oz, ox;

Scegliendo il numero

=0, 2=1,...,n— 1.

0f ()
_ _Oxy
A= on() €8
oz,
dalle equazioni precedenti si ottiene V f(z) = AVh(Z). O

EseEmp1O 8.13. Sia A = (a;j); j=1,., una matrice n X n simmetrica, a;; = aj;
per ogni ¢,5 = 1,...,n, e indichiamo con A\; < Ay < ... < A, i suoi n autovalori.
Proveremo che

‘HTH}(AL@ =\ e Tn\zg;(Aa:,:@ =\,

Siano h(z) = |z|*> — 1 la funzione di vincolo ed f(z) = (Az,z). La superficie sferica
M = {z € R": h(z) = 0} & compatta e dunque f assume massimo e minimo su M.

Sia x € M un punto in cui e assunto il minimo. Per il teorema dei moltiplicatori
di Lagrange esiste A € R tale che V f(x) = AVh(z). Calcoliamo le derivate parziali
di f. Per k=1,...,n si ha

of 0 & = t S -
9. D Y aymivg = Y ai(Ou; + 2id) = D agT;+ D anwi =2 arz;.
Lk Lk jj=1 ij=1 j=1 i=1 j=1

Abbiamo usato il fatto che la matrice A & simmetrica e il simbolo di Kronecker §;; = 1
sei=jed;; =sei# j. Dunque si ha il sistema di equazioni

Ar = \x

lz| = 1.
Questo prova che A\ ¢ un autovalore di A e che x & un corrispondente autovettore.

Proviamo che A = A;. Sia x; un autovettore relativo all’autovalore A\;, cont=1,...,n
e |z;] = 1. Allora si ha per ogni i

A= (Az,z) = f(z) < f(x;) = (A, 2) = N\,
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e quindi A e il minimo degli autovalori.
In modo analogo si prova l'affermazione sul massimo degli autovalori.

4. Esercizi con soluzione
EsERrcizio 8.1. Sia f : R? — R? la funzione

fla,y) = (&% = y*, 2ay).
i) Determinare il pitt grande aperto A C R? tale che f sia un diffeomorfismo
locale di classe C* su A.
ii) Stabilire se f & un diffeomorfismo su A;
iii) Dare esempi di insiemi aperti B C A massimali su cui f ¢ un diffeomorfismo.

Soluzione. 1) La matrice Jacobiana di f e

[ 2r =2y
Jf(l’,y)—<2y 2 >’
e dunque det J;(z,y) = 4(2? + y*). Sull’insieme A = R? \ {(0,0)} il determinan-
te Jacobiano non si annulla e dunque per il Teorema di invertibilita locale f ¢ un
diffeomorfismo locale (di classe C*°) su A.

ii) f non & iniettiva su A in quanto f(—z,—y) = f(z,y). Dunque f non & un
diffeomorfismo su A.

iii) Un insieme aperto B C A su cui f ¢ un diffeomorfismo non puo contenere punti
simmetrici rispetto all’origine. Fissato un punto (£,7) € R? cerchiamo delle soluzioni
(z,y) € R? del sistema di equazioni f(x,y) = (£,7n) con opportune restrizioni su (z, y)
in modo tale che la soluzione sia unica. Il sistema di equazioni e

-yt =¢ 2ay=n.
Dividiamo la seconda equazione per y. Per farlo occorre supporre y # 0. Si ottiene
x = n/2y che sostituita nella prima equazione fornisce

,'72

2= 3
492
Riordinando e risolvendo in 32 si trovano le soluzioni

2 = —{EVET+1?
5 .

La soluzione col segno — va scartata. L’equazione in y ha ora due soluzioni opposte.
Scegliamo la soluzione positiva, ovvero richiediamo y > 0. Si trova

\/—§+\/P+—nf
T

Dopo alcuni conti si ottiene allora anche

E+VE+I?

5 .
In definitiva, con la restrizione y > 0 siamo stati in grado di trovare una soluzione
(z,y) unica. Quindi, sull'insieme aperto B = {(z,y) € R? : y > 0}, il semipiano
superiore, la funzione f ¢ iniettiva e dunque un diffeomorfismo. Un aperto che contiene

z = sgn(n)
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strettamente B contiene necessariamente punti simmetrici rispetto all’origine. Quindi
B ¢ massimale.

U
EsERCIZIO 8.2. Siano A = {(z,y) eR?* : 1+z+y>0}ed f: A= R
f(z,y) =log(1+a +y) — e 1.

1) Provare che I'equazione f = 0 definisce implicitamente intorno a 0 € R? una
funzione ¢ definita in un intervallo (-4, d) per qualche § > 0.

2) Esprimere ¢ in funzione di ¢ e calcolare poi ¢/(0).

3) Calcolare ¢"(0).

Soluzione. 1) Chiaramente si ha f € C*°(A). Osserviamo che f(0,0) = 0. Le
derivate parziali di f sono
1

(T y) = —— —(1+ e$(1+y)’ z,y) =
Jo(z,y) T (1+y) fy(z,y) Ry

Nel punto (0,0) € R? si ha f,(0,0) =0 ed f,(0,0) = 1. Per il Teorema della funzione
implicita, I'insieme {f = 0} si puo esprimere in un intorno di (0,0) € R? come il
grafico di una funzione ¢ € C*°(—§,§) per qualche § > 0. Precisamente, esistono
1,0 > 0 tali che

{(z,y) € (=0,0) x (=m,n) : fz,y) = 0} = {(z,¢(x)) € R* 1w € (=4,9)}.
2) Dal teorema della funzione implicita sappiamo che
o (z) = _fz(957 o(r)) _ 1= (14 () (1 4+ z + ¢(x))er(1+¢@)
fo(@, (@) 1 —z(14 2+ p(z))er(+e@) '

Nel punto z = 0 si trova ¢’'(0) = 0.
3) La derivata parziale seconda di f in = &

(1+z+y)?
e quindi f,,(0,0) = —2.
La derivata seconda di ¢ in un generico punto e

S = [fae(x,0) + foy (@, 0)@ 1 fy (2, 0) = [fay (2, 0) + fru (@, )¢ fu(, )

— rer(+y)

— (1 + y)2e®(HY),

(fy(z, 0))?
Usando ¢'(0) =0 e f,(0,0) = 0 si ottiene
" o fxﬂc(ovo) _
O =00 ~*






CAPITOLO 9

Esercizi

1. Serie numeriche
1.1. Serie geometria e serie telescopiche.

Esercizio 1. Calcolare esplicitamente la somma della seguenti serie

o 1 Ry 7}
D2 cagy W on

EsERcIZIO 2. Per 0 < r < 1 ed z € R calcolare la somma delle seguenti serie

sinnzx

o [o¢]
Zr” sin nx, Zr" CoS N, Zr , Z "
n=1 n=1

1.2. Criteri del confronto, radice, rapporto e condensazione.

cosnx

EsERciIzIO 3. Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche:

00 n 0 n 00 12 00 n
nte 1 () ;o iv) Z‘sin(sinn)‘ :

Vo Dhaast DLt W

EsERciziO 4. Studiare la convergenza delle seguentl serie:

~ o= logn - 1 5
. mn 2 n
1);::17124_1 ii) nz::l\/ﬁlog(nle)’ iii nz:%\/x + |2x|",

EseERrcizio 5. Al variare dei numeri reali a,b > 0 discutere la convergenza delle
serie:

i) » nlog(l+a™); ii) i) eV i) :
% S W oy ae
EsERcCIZIO 6. Discutere la convergenza delle seguenti serie:
o0 1 oo
. T (log n)®
1)7;7<10gn!)a,a>0, i) > ,0<z<lea>0.

EsERcizio 7. Al variare del parametro reale a € R discutere la convergenza delle
serie:

i) illog(nn+1>, i) i ! ~(VI+nl—n?); i) i logn

(07 o
o i o nt+1

EseErciIzio 8. Discutere la convergenza della serie

> s ()"
u .
n:1x>%) 1+:L'n

151
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ESERcIZIO 9. Provare che la serie Z diverge.

log n)log logn

Esercizio 10. Al variare di z € R, studiare la convergenza della seguente serie
o] 2nw(n + 1)n+2

2_: (n+3)!

n=1
1.3. Serie a segno alterno. Convergenza assoluta.

EsErcizio 11. Al variare di x € R studiare la convergenza semplice e assoluta
delle serie

i) i n4< x >n+1' i i n2”(sin(2x)>n_ i) i (="
=0 3" 7 ’

x+1 = n?+1 “—n—logn

EsERcIZIO 12. Studiare la convergenza semplice della serie

o0

Z(—l)”(l —nlog <1 + rlz))

n=1
EsERrcizio 13. Sia 0 < a < 1 un numero reale.
i) Definita a, € (—1,0) tramite la relazione /a =1+ a,, n € N, provare che
1/1—a
jau < —(
n

), n > 1.
a

ii) Studiare la convergenza semplice della serie
o) " {1/5
D (D)
n=1 og'n+1

EsErcizio 14. Al variare di z € R, studiare la convergenza della serie

> Ln(z? — 3z +2)"

Z(_l) (2

27 (n? +4)

n=1

EseErcizio 15. Al variare del numero reale x > 1 studiare la convergenza della
serie

> (- los

1.4. Criterio del confronto asintotico.

ESERrciz1O 16. Al variare di o, 8 > 0 studiare la convergenza delle serie

S (e D) o) 3 izl

ESERcIZIO 17. Al variare del parametro o > 0, studlare la convergenza delle serie
numeriche:

nsin(1/n® )10g(”—‘1>' < -
Z Vvn + Larctan(n) 2) T;n (m—cos(l/n)).

n=2
EsERcIzIO 18. Studiare la convergenza della serie

i n'3log (1+ 1) — V/1+n

log(1 + n?)

n=1
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EseRrcizio 19. Studiare la convergenza delle seguenti serie al variare del parame-
troa e R

i P — arctan } logn, Z a log

1.5. Esercizi generali sulle serie.

ESERCIZIO 20. Sia (¢y,)neny una successione reale infinitesima tale che ¢, > 0 per
oo

ogni n € N. Mostrare tramite esempi che la serie Z puo sia convergere che
n—=

1 n1+Qn
divergere.
EsERrcizio 21. Sia (an)neN una successione reale tale che a,, > 0 per ognin € Ne

1— 1
supponiamo che la serie Z a, converga. Provare che anche la serie Z an " converge.

n=1 n=1

ESERCIZIO 22. Siano (a,)nen € (b )nen successioni reali tali che b, # 0 e a,+b, # 0
per ogni n € N. Supponiamo che le due serie

Sy (o)

n=1 n=1
o0
Qn
convergano. Provare che converge anche la serie Z ﬁ
a
n=1 """

ESERCIZIO 23. Sia ¢ : [0,00) — [0, 00) una funzione non negativa tale che:
a) p(0) = 0; b) ¢ ¢ strettamente crescente; ¢) ¢ ¢ continua.

1) Provare che per ogni successione (a,)nen vale 'implicazione

o0 o0
(*) > elanl) <00 = > w(lanl?) < o0
n=1 n=1
2) Determinare il sottoinsieme minimo delle ipotesi a), b) e ¢) su ¢ > 0 tale che
sia vera l'implicazione (x).
ESERCIZIO 24. Sia (a,)neny una successione reale positiva e crescente. Provare che

la serie
(1-2)

n=1 an

converge se e solo se esiste finito il limite li_)m Qp-
n—oo

Suggerimento. Serie telescopiche. In una direzione, puo essere utile usare log(1 +
x) <.

oo
. . , a
Esercizio 25. Sia a, € C, n € N, e supponiamo che la serie complessa E -
n=1
converga. Dimostrare che

NIE&NZ%*
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ESERcCIZIO 26. Mostrare che per ogni p > 0 si ha 'identita

1
/0 1+:z:P _Zlern

EsERcizIO 27. Sia 8 € R e si definisca per ricorrenza la successione

CLO—1

1 .

Apy1 = —gsina, pern > 0.
n

o0

Studiare la convergenza della serie Z .-
n=0

EsErcizio 28. Sia ) un quadrato di lato 2 e sia ),,, n > 1, una successione di

quadrati tali che @,, abbia lato 1/n. E possibile disporre tutti i quadrati (),, dentro
il quadrato @) senza che si sovrappongano fra loro?

2. Integrali impropri

EseErcizio 29. Al variare del parametro a > 0, studiare la convergenza e la
convergenza assoluta dell’integrale improprio

> gin x log x
[T onelosr,,
1 ¢
Risposte. Per o > 1 si ha convergenza assoluta (e quindi anche semplice); per

0 < a < 1 non si ha convergenza assoluta ma c’e¢ convergenza semplice; per @ = 0
non c¢’e convergenza semplice.

Esercizio 30. Calcolare i seguenti integrali impropri

o logx o0 1 o0
1 / ————dx; 2 / r%e v dr; 3 / e 7% cos(ax) dx, >0, aeR.
) o (z+1) ) 0 ) 0 (az) p
EsERcizio 31. Stabilire se convergono i seguenti integrali impropri
oo Lyl—x
1) / sin? / 3)
0 /1 —sin(z \/1—x2
EsERcIZIO 32. Stabilire se convergono assolutamente i seguenti integrali impropri
1) / Slﬂd:ﬁ; 2) / ?e V¥ cosxdr;  3) / (— — tan —) sin x dz.
o 1422 0 1 \x x
Esercizio 33. Calcolare tutti gli o > 0 tali che converga ciascuno dei seguenti

integrali impropri
1) /1 (1 —cosx)” i 9) /1 sin(x®) d:
0 0

tanx — x log(1 + x)
3) /00 arctan \/x — /2 dr: 1) /00 sinj .
0 x® 2 log”z

ESERCIZIO 34. Studiare la convergenza dei seguenti integrali oscillanti

1) /;O lscl)zz dr; 2) /1C>O sin(x) arcsin ( ) dr; 3) /Ooo zsin(z?) dr.
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Esercizio 35. i) Determinare tutti i parametri o, 5 € R tali che il seguente
integrale improprio converga

[,
o x%(1+4 2?)

ii) Rappresentare i parametri ammissibili nel piano cartesiano af.

3. Curve

EsErcizio 36. Siano L > 0 ed a > 0 due parametri fissati. Calcolare la lunghezza
della curva v : [L, L] — R?

v(t) = (acosht cost,acosht sint,at), te€|[—L, L.
Disegnare il supporto di . Risp. 2v/2assinh L.

ESERCIZIO 37. Sia 7 : [0, 7] — R3 la curva v(t) = (cost,sint, t?), t € [0, 7].

1) Verificare che 7y & regolare, calcolare il campo tangente unitario 7" e disegnare
il supporto della curva.

2) Data la funzione f:R3> = R, f(z,y, z) = \/|2|, calcolare I'integrale

Lfd&

ESERCIZIO 38. Si consideri la curva piana v : (0, 00) — R?

Risp. [(1 + 472)%/% —1]/12.

v(t) = (t; —t, (logt)2>, t>0.

i) Stabilire se v & semplice e se & regolare.
ii) Se possibile, calcolare il campo tangente unitario T'(t) e poi calcolare i limiti

lim T(t).

1+
iii) Disegnare il supporto di .
EsERCIzIO 39. Si consideri il tratto di cicloide 7 : [0, 27] — R?
v(t) = (t —sint,1 — cost), t e [0,2n].

Posto A = {(z,y) € R?* : y > 0}, si consideri la funzione f : A = R, f(z,y) = z/¥.
Calcolare 'integrale di f lungo

Iz/f%.
v

EsERcIzIO 40. Sia v : [0,27] — R? la curva piana data dall’equazione polare
0o=1—cos?, ¥ € [0,2r]. Disegnare il supporto di 7 e calcolare la sua lunghezza.
Risp. L = 8. La curva ~ e la cardioide.

ESERCIZIO 41. Provare che la curva piana v : [0,1] — R? definita da v(¢) =
(t,tsin(l/t)) quando t € (0,1] e v(0) = (0,0) non ¢ rettificabile.
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ESERCIZIO 42. Sia 7, : [0,1] — R? n € N, una successione di curve e supponiamo
che per ogni ¢ € [0, 1] esista il limite
V() = lim 7, (t).
Provare che L(7) < ligglf[,(”yn).
EsERrcizio 43. Siano f, F € C?([0,1]) due funzioni convesse tali che f < F in

1]
tutti i punti, f(0) = F(0) ed f(1) = F(1). Consideriamo le curve v(t) = (t, f(t)) e
I'(t) = (¢, F(t)). Provare che L(I') < L(7).

4. Spazi metrici. Funzione distanza

ESERcIZIO 44. Verificare gli assiomi della distanza nei seguenti esempi.
i) X =R, d(:vy) |z —yl.
i) X =R", \/ S |xs — vil?, la distanza Euclidea su R™.
iii) X =N, d(n m) ' - ’
iv) X = C([0,1]), d(f,g) == max |f(t) — g(t)], cioe X ¢ lo spazio delle funzioni

continue sull’intervallo [O 1] C R con la metrica della convergenza uniforme.

ESERCIZIO 45. Su R? definiamo la funzione d : R? x R? — [0, 00) nel seguente

modo )
T — se x,y € R* sono collineari con 0,
d(z,y) = { | Y| )

|z| + |y| altrimenti.

Verificare che (R?, d) & uno spazio metrico. Disegnare le palle di questo spazio metrico.

ESERCI1Z10 46. Quali tra le seguenti funzioni d : R x R — [0, 00) sono distanze su
R?

2 -y sex>y
) ey ={ 50 NrZY
i) d(w,y) = |z —y| + 2% — 4.
iti) d(z,y) = 2° + y* + 2.
iv) da,y) = -

14|z —y|

ESERCIZIO 47. Sia R* := RU {£o00} e definiamo una funzione su R* x R* come
segue:
d(z,y) = |arctan x — arctan y| per ogni z,y € R*,

dove arctan(4o00) = +m/2. Verificare che la funzione d ¢ una distanza su R*. Quale
e il diametro di R* con questa distanza?

ESERCI1ZIO 48. Sia a € (0, 1] e definiamo la funzione d : R" x R" — [0, 00)
d(w,y) = "I - y’aa T,y € Rna
dove | - | indica la norma Euclidea di R"™. Provare che (R",d) & uno spazio metrico.
ESERCIZIO 49. Sia d : R? x R? — [0, 00) la funzione cosi definita:

_ |z —y| sex,y e 0 sono collineari,
di.y) { |z| + |y| altrimenti.
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Provare che d ¢ una metrica su R? e descrivere (graficamente) le palle in questa
metrica.

EsERC1Z10 50. Definiamo le funzioni | - |4, | - |e : R™ — [0, 00)
|zl = |z + .o 4 |2n], 7)o = max{|z], ..., |2al}, = (21,...,2,) € R™.

Provare che (R™,|-|1) e (R™, |+ |s) sono spazi normati e che come spazi metrici sono
completi.

Esercizio 51. Sia d: R x R — [0, 00) la funzione
d(xz,y) = arctan(|z — y|), =,y € R.
Provare che (R, d) & uno spazio metrico. Stabilire se tale spazio metrico & completo.

ESERCIZIO 52. Per ogni z € R” sia A(z) = (a;;()); =1, una matrice n x n
simmetrica tale che z — A(z) sia continua, ovvero z — a;;(z) € continua per ogni
i,j=1,...,n. Siano A\ (x) < ... < A\, (2z) € R gli autovalori di A(z). Per ogni vettore
v € R e per ogni z € R” vale

M(@)of* < (A(z)v,v) < Aa(z)|v]*.

Supponiamo che A; > 0. Per ogni curva v € C*([0, 1];R™), o pitl in generale C* a
tratti su [0, 1], definiamo la lunghezza

() = [LAGOR0,50)

Quando A(x) ¢ la matrice identita si ottiene la lunghezza Euclidea di 7.
Dati due punti x,y € R™ definiamo

d(z,y) = inf {6(7) 1y :[0,1] = R™ O a tratti con y(0) =z e y(1) = y}

1) Supponiamo che esista m > 0 tale che A\j(z) > m per ogni = € R". Provare
che (R™,d) & uno spazio metrico.

2) Supponiamo in aggiunta che esista M > 0 tale che \,(z) < M per ogni
x € R™. Provare che (R",d) ¢ uno spazio metrico completo.

Lo spazio metrico (R™, d) & un esempio di “varieta Riemanniana”.

Esercizio 53. Sia V' = C([0, 1]). 1) Provare che la funzione || ||z : VxV — [0, c0)

cosl definita
1 1/2
1= ([ 1£()2da)
0

¢ una norma su V. Provare preliminarmente che per ogni f,g € V vale la disugua-
glianza di Cauchy-Schwarz

[ 1@t < 1flalgl

2) Dire se il corrispondente spazio metrico € completo.
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5. Limiti in piu variabili

ESERCIZIO 54. Determinare il pitl grande sottoinsieme di R? su cui ¢ definita
ciascuna delle seguenti funzioni:

i) fz,y) = vy + log x;
ii) g(z,y) = /zeV — ye~;
iii) h(z,y) = ay(zy — 1).
EseRrcizio 55. Usando la definizione, verificare la continuita nei punti specificati
delle funzioni sotto definite:
(1) f(z,y) = T el punto (0,1).
Y
T+
(2) flz,y) =

Y el punto (0,1).
ESERCIZIO 56. Stabilire se esistono ed eventualmente calcolare i seguenti limti:

) sin(z? + y?) i) sin(z? + y?)

i _— i _—

(@y)—=(00) 2+ y? (2y)—(0,0) 12+ y?
ESERCIZIO 57. Stabilire se la funzione f : R? — R
rsiny —ysinx
0,0
f<x7y): £E2+y2 (‘r7y)7é< ) )

0 (z,y) = (0,0),

¢ continua nel punto (0, 0).

ESERCIZIO 58. Determinare tutti i valori del parametro o > 0 tali che la funzione
f:R?—=R

ylz|®

f(x’y) — T4 + yg (x7y> 7£ (Oa 0)

0 (z,y) = (0,0),

sia continua nel punto (0, 0).

ESERCIZIO 59. Per la funzione f : R?\ {(0,0)} — R sotto definita, rispondere

al seguenti quesiti.
(1) Verificare che f(x,y
2) Verificare che f(z

)= % non ¢ prolungabile con continuita in (0, 0).
) = (y*—a)?
) =

non ¢ prolungabile con continuita in (0, 0).

( ) 7y m2+y4

(3) Verificare che f(x,y iiizi ¢ prolungabile per continuita in (0, 0).

(4) Per la funzione f(z,y) = % calcolare il limite  lim  f(x,y).
vy (z,y)—(0,0)

EseRcIzIO 60. Per la funzione f : R?\ {(0,0)} — R sotto definita, rispondere
al seguenti quesiti.

(1) Verificare che f(z,y) = % non ¢ prolungabile con continuita in (0, 0).

(2) Verificare che f(x,y) = % non e prolungabile con continuita in (0, 0).

(3) Verificare che f(z,y) = iiizz ¢ prolungabile per continuita in (0, 0).

(4) Per la funzione f(x,y) = % calcolare il limite  lim  f(z,y).
vy (2,4)—(0,0)
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EsErcizio 61. Sia f: R*\ {(0,0)} — R la funzione cosi definita:

_
flay) = vy
per ogni (z,y) # (0,0). Usando la definizione, verificare che
1
lim z,y) === f(1,1),
(z,y)—=(1,1) fz.y) 2 (1L,1)

ovvero che f & continua in (1,1). Dimostrare inoltre che f non puo essere prolungata

con continuita in (0,0), cioé che non esiste ( l)irrzo ) f(z,y). Verificare infine che f ¢
x?y ﬁ K

limitata nel suo dominio di esistenza.
6. Convergenza uniforme e serie di funzioni
6.1. Successioni di funzioni.
ESERCIZIO 62. Si consideri la successione di funzioni f,, : R — R, n € N,
(n+1)x + n?x?
fa(z) = 1+ n2z? )

Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione (f,,)nen su R.
N
c’e

r € R.

EseErcizio 63. Costruire funzioni f, f,, : R — R, n € N| tali che:
1) lim fulz) = f(z) per ogni x € R;
2) per ogni —oo < a < b < oo la convergenza al punto 1) non & uniforme su (a, b).
EsERrcizio 64. Sia f, : R — R, n € N, una successione di funzioni periodiche,
ciascuna di periodo T}, > 0, tali che:
1) ogni f, & continua;

2) sup 1, < oo;
neN
3) fn — f uniformemente su R, per n — 0.

Provare che f e periodica.

ESERCIZIO 65. Sappiamo che per ogni x € R si ha la convergenza puntuale
. T\"
lim (1 + —) =e".

n—oo n

Discutere la convergenza uniforme in tale limite.
ESERCIZIO 66. Studiare la convergenza puntuale e uniforme su R della successione
di funzioni (f,,)nen cosi definita
142"
fo(z) = n+ x2n

EsErcizio 67. Sia f, : R — R, n € N, la successione di funzioni

, T €eR.

1
folz) = glog(l +e™), zeR.

i) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione (f,)nen.
ii) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione delle derivate

(frlz)neN-
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EseErcizio 68. Sia f, : R — R, n € N, la successione di funzioni
falz) = V1+a?, zeR

i) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione (f,)nen-
ii) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione delle derivate

(f;@)neN'
6.2. Convergenza uniforme e integrale.

EsErcizio 69. Costruire una funzione f : [0,1] — R tale che:
1) f e Riemann-integrabile.
2) Detto A = {x € [0,1] : f non & continua in m} I'insieme dei punti di discontinuita

di f,siha A=10,1].

EsErcizio 70. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione di
funzioni .
folz) = (— + sin? x) , reR.
n
Calcolare quindi il limite

lim /07r fol(z) dx.

n—oo

EsErci1z1o 71. i) Provare che

1
lim [ (1—¢#*)"dt =0.

n—oo 0
ii) Si consideri la successione di funzioni f, : [-1,1] - R, n € N,
/ (1 —t*)"dt
folz) =2 xe[-1,1].

i
/ (1— 2)"dt
0
Calcolare il limite puntuale
f(z) = nh_{ﬁlo falz), 2 €[-1,1],

e discutere la convergenza uniforme.

ESERCIZIO T2. Per ogni x € [—1,1) calcolare la somma della serie

[o@) xn
nz::OQn—i-l'

EsErcizio 73. Si consideri la successione di funzioni f, : R — R, n € N,

non
@)= [ "y R.
Ja() /1 ny? + x? v TE

i) Calcolare il limite puntuale
f@) = Jim fula), weR

ii) Studiare la convergenza uniforme nel limite precedente.
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7. Serie di funzioni e di potenze

EsErcizio 74. Al variare di x > 0 studiare la convergenza puntuale e uniforme

della serie

> (1 —logz)log" x,

n=0

e calcolarne la somma.

Esercizio 75. Al variare di z € R studiare la convergenza puntuale e uniforme
della serie di funzioni

s 2,2
Z enx -n :1?.
n=0

ESERcIZIO 76. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni

i sin(nz) 2> 0

nx
n—1 ne

ESERcCIzIO 77. Per a € R studiare la convergenza della serie di potenze complessa
oo n

z
ZE,ZGC.

n=0

EsERrcizio 78. Per ciascun a > 0 studiare la convergenza puntuale e uniforme

della serie di funzioni
2

ZW, r e R

n=0

EsERrRc1ZIO 79. Calcolare la somma della serie in z € C
Z sp2t dove s, = Z k<n>
n=0 im0 \k

EsErcizio 80. Sia f: (—R, R) — R la funzione

f(z) = i ax", z € (—R,R),
n=0

dove 0 < R < oo e il raggio di convergenza della serie di potenze. Provare che
f € C*(—R, R). Verificare inoltre che
(n)
ap = / (O), n € N.
n!

EsErciz1o 81. Per ogni z € (—1,1) calcolare la somma della serie
> nPan.
n=1

Esercizio 82. Sia f: R — R la funzione

Jw) = nz::l 2y/n + cosz’ veR.

Provare che f € C>(R).
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EsERrcizio 83. Si consideri la successione di funzioni f,, : R® - R, n € N,

PSP il Y

n

i) Provare che la serie di funzioni

converge uniformemente per x € [—1, 1].

ii) Verificare che
d & > d
de 25 70 = 2
per ogni = € [—1,1].
7.1. Topologia di uno spazio metrico.
EsERrcIzIO 84. Sia A = {Hin, n e N} C R con la distanza Fuclidea. Descrivere
gli insiemi A° e A.
EsERcIzIO 85. Determinare interno, frontiera e chiusura dei seguenti sottoinsiemi
di R?. Dire se sono aperti, chiusi (o né aperti né chiusi). Dire se sono compatti e/o
se hanno chiusura compatta:
(1) A={(z,y) e R?: 2? +¢y* = 1};
(2) B={(z,y) eR?:2? +y* > 1}
(3) C={(z,y) eR®: 2’ +9° #1, y > 2*};
(4) D={(z,y) eR?: [a| + |y| <1} U{(z,y) eR*: z =1},

EsERcizio 86. Sia R munito della distanza Euclidea e sia f : R — R una funzione
continua. Provare o confutare tramite controesempi le seguenti affermazioni: i) f(A)
aperto = A aperto; ii) A aperto = f(A) aperto; iii) f(A) chiuso = A chiuso; ii) A
chiuso = f(A) chiuso.

ESERCIZIO 87. Provare che un insieme aperto A C R & 'unione numerabile di
intervalli aperti disgiunti.

EsErcizio 88. Siano (X, d) uno spazio metrico e A C X un suo sottoinsieme.
Provare le seguenti affermazioni:

i) A° & il pin grande insieme aperto contenuto in A;
ii) A e il piu piccolo insieme chiuso che contiene A.

ESERcC1z10 89. Sia (X, d) uno spazio metrico. Per zp € X ed r > 0 definiamo
B,(xg) = {:L“ € X :d(x,x9) < 7‘},
K, (zg) = {m € X d(x,xg) < r},
Sr(zo) = {x € X 1 d(x,z0) = r}.

Provare che 0B, (xy) C S,(x¢) e che B,(x¢) C K,(xy). Mostrare tramite esempi che
le inclusioni possono essere strette.
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EsERrRcCIZIO 90. Sia X un insieme non vuoto e sia d : X x X — R la funzione cosi
definita:
0 sex =y,

d(x,y):{ 1 sex#y.

1) Provare che (X, d) ¢ uno spazio metrico.
2) Descrivere le palle in X.

) Descrivere gli insiemi aperti.

) Caratterizzare gli insiemi compatti in X
) Caratterizzare gli insiemi connessi in X.
6) Provare che (X, d) ¢ completo.

3
4
)

Esercizio 91. Costruire una funzione f : [0,1] — R tale che:
1) f & Riemann-integrabile.
2) Detto A = {w €[0,1] : f non & continua in a:} I'insieme dei punti di discontinuita
di f, si ha A=10,1].

ESERCIZIO 92. Mostrare tramite esempi che ciascuna delle tre ipotesi: a) K com-
patto; b) f continua; e ¢) f,, continua per ogni n € N ¢ necessaria per la validita del
Teorema 4.44.

7.2. Spazi metrici completi e punti fissi.

EsERrcIzIO 93. Siano (X, d) uno spazio metrico, A C X e sia f : A — R una
funzione uniformemente continua su A. Provare che per ogni zy € A esiste finito il
seguente limite

Flao) = Jim f(x).
In altri termini, f si estende in modo continuo su A.
ESERCIZIO 94. Determinare tutti i numeri aw > 0 tali che la funzione f: R — R
fl#) =vV1+a2?, zeR,
sia una contrazione rispetto alla distanza Euclidea.
EsERrcizio 95. Siano A € R e b € R" e consideriamo la funzione 7" : R* — R"
T(zx)=Xx+0b, ze€R"

1) Calcolare una formula per literazione T*(xg) = T o...oT(xp) k volte, dove
o € R™ & un punto fissato;

2) Stabilire per quali valori di A la trasformazione T' & una contrazione rispetto
alla distanza Euclidea e per tali valori calcolare il limite di T%(zq) per k — oo.

EsErcizio 96. Sia X = C([0,1]) con la sup-norma. Provare che per a > 0
I’applicazione T : X — X

T(f)(w) = ["etfie)a

¢ una contrazione.
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EseErcizio 97. Sia f : R — R una funzione con costante di Lipschitz L = Lip(f) <
1. Provare che la funzione F : R? — R?

F(z,y) = (¢ + f(y),y + f(2)), (,y) €R?,
¢ iniettiva e suriettiva. B vero che F~!: R2 — R? ¢ Lipschitziana?

EsErcizio 98. Sia a € R e si consideri ’equazione funzionale

Sinx+/0x\/1 + f/(t)%dt = af(z), x€][0,1].

i) Provare che per || > 1 I'equazione ha un’unica soluzione f € C([0,1]).
ii) Provare che per |a| <1 I’equazione non ha soluzione.

EsErcizio 99. Sia X uno spazio metrico compatto e sia T : X — X un’applica-
zione tale che d(T'(x),T(y)) < d(z,y) per ogni z,y € X tali che x # y. Provare che
T ha un unico punto fisso su X.

7.3. Insiemi compatti.

ESERcIZIO 100. Stabilire se i seguenti sottoinsiemi H, K C R? sono compatti:
K={(z,y) e R*: 2" +y* — 2 +¢* <1},
H= {(x,y) ER?: 1< +ay+y° < 1}.

Esercizio 101. Sia (X, d) uno spazio metrico e siano K, ..., K, C X insiemi
compatti. Provare che Ky U ... UK, e K1 N ...N K, sono ancora compatti. E
vero che I'unione numerabile di compatti ¢ ancora un insieme compatto? E vero che
I'intersezione numerabile di compatti € ancora un insieme compatto?

EsERrcIzIO 102. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia K C X un sottoinsieme chiuso.
Provare che:
(1) Se X e compatto allora anche K & compatto.

(2) Se X ¢ completo allora anche K ¢ completo con la distanza ereditata da X.

EsErcizio 103. Sia X uno spazio metrico compatto, e siano f, f,, € C(X;R),
n € N. Diciamo che la successione di funzioni (f,),en converge continuamente (o
in modo continuo) ad f su X se per ogni successione (z,),eny di X convergente ad
x € X si ha lim, o fu(2,) = f(z). Dimostrare che (f,,)nen converge continuamente
ad f su X se e solo se converge uniformemente ad f su X.

8. Funzione esponenziale

EseRrcizio 104. Dedurre le formule di addizione per seno e coseno per z,y € R
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),
a partire dallidentita funzionale per 'esponenziale exp(z + () = exp(z) exp(¢) con
z,( € C e dalle identita di Eulero
eit 1 o—it o _ iz

CoOSy = ———— sinxy = _
2 ’ 21
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Esercizio 105. Sia (ay,)ne una successione di numeri reali positivi, a, > 0 per
ogni n € N. Provare che

o [o@)
Z(al oL an)l/" < ez Q.-
n=1 n=1

EsERrc1Z10 106. Provare che la costante di Eulero e non ¢ un numero razionale.

EsErcizio 107. Provare che il polinomio della variabile reale x € R

2n ZL‘k

p(r) = 7l

k=0 "
non ha zeri reali.

EseErcizio 108. Provare che
00 1
Zn’” :/ x Ydx.
n=1 0
Idea: usare lo sviluppo di Taylor di e” e integrare per parti.

Esercizio 109. Siano m,n € N taliche m < nesianoa,, > api1 > ... > ay >0
numeri reali. Provare che per ogni x € (0, 27) vale la disuguaglianza

n .
’ Z akezka:
k=m

EsErcizio 110. Sia (a,)nen una successione di interi con a, > 2 per ogni n € N.
Provare che ogni numero reale = € [0, 1) si scrive nella forma

= Tsin(a/2)]

)
n—o @001 - ..0ap

con z, € {0,1,...,a, — 1}.
9. Calcolo differenziale
9.1. Differenziabilita. Funzioni C'.
EsErcizio 111. Detto A = {(z,y) € R* : x > 0,y > 0}, sia f : A — R? la

funzione
[ ¥ +ylogx
f(x7y)_<y:ry_mlogy :

Calcolare la matrice Jacobiana di f in un generico punto del dominio. E vero che
det Jf(z,x) #0 per ogni z > 07

EsERcIzio 112. Siano f,g : R? — R funzioni tali che f(0) = g(0) = 0 e, per
z? +y* #0,

_ oyl _usin (12
f(ﬂ?,y) = x4—i—y2’ g(l'7y) _y81n<x2+y4)7

dove @ > 0 e 8 > 0 sono parametri.
1) Calcolare tutti gli « tali che f sia differenziabile in 0 € R2.
2) Calcolare tutti i 3 tali che g sia differenziabile in 0 € R.
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3) Calcolare tutti i~y > 0 tali che
.
lim 2y > sin( 4]a:| 2) =0.
(2,y)=(0,0) /2 +y xt+y

Esercizio 113. Sia f: R"\ {0} — R, n > 1, la funzione

1
f(x):7> ’$‘7£0,
]
dove |z| = (22 + ... + 22)Y/2. Calcolare in un generico punto x # 0 la derivata
direzionale di f lungo la direzione v = g}tg'.

Esercizio 114.
(1) Sia f: R? — R la seguente funzione:

1
rysin | — T 0,
=] mon(5) w7
0 zy = 0.

Provare che f ¢ continua in R? ma non & derivabile nel punto (1,0).
(2) Sia f: R? — R la seguente funzione:

1
2 2
r Yy sin [ — x 0,
e e ) e
0 zy = 0.
Provare che f ¢ differenziabile in ogni punto di R? ma non ¢ di classe C' (R?).

EsERCI1ZIO 115. In dipendenza da o € R si consideri la funzione f : R? — R

1
(22 + )% sin | === |  (z,9) # (0,0)
flz,y) = ( vy )
0 (z,y) = (0,0).

1) Studiare la continuita e la differenziabilita di f al variare di a.
2) Stabilire se esistono « tali che f sia differenziabile su R* ma non di classe

C1(R?).
ESERCIZIO 116. Sia f : R* — R la funzione
220
f(:v,y) = ZE6—|—y8 (ZL‘,y);&(O’O)’
0 (z,y) = (0,0).

1) Provare che f ¢ continua su R?.
2) Stabilire se f & differenziabile in (0, 0).

ESERCIZIO 117. Sia f : R? — R la funzione
I3y2
flay) = 2ty (z,y) # (0,0),
0 (z,y) = (0,0).

1) Provare che f & continua su R2.
2) Stabilire se f ¢ differenziabile in (0, 0).
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EseErcizio 118. Costruire una funzione f : R® — R, n > 2, tale che:

i) La derivata direzionale f,(0) esiste finita per ogni v € R™;
ii) La trasformazione v — f,(0) ¢ lineare;
iii) f non e differenziabile in 0.

EseErcizio 119. Costruire un esempio di funzione f : R” — R, n > 2, tale che:

i) Per ogni v € R™ con |v| = 1 esiste la derivata direzionale f,(0) e si ha
f(tv) = f(0) +£,(0) + Eu(t), tEeR,

con |E,(t)| < E(t) per una funzione E(t) = o(t) per t — 0.
ii) f non ¢ differenziabile in 0.

EsErcizio 120. Una funzione f : R™\ {0} — R si dice (positivamente) omogenea
di grado o € R se f(tx) =t“f(x) per ogni z # 0 et > 0.

Provare che se f € C*(R™\ {0}) ¢ omogenea di grado « allora le sue derivate
parziali sono omogenee di grado o — 1. Verificare inoltre la formula di Eulero, per

x # 0,
(Vf(z),z) = af(z).
Esercizio 121. Sia A = {(z,y) € R? : y > 0} e sia f € C(A) N C(A) una

funzione con derivate parziali f, ed f, uniformemente continue su A. Provare che
esistono finite anche le seguenti derivate parziali al bordo

ox t—0 t
af . flx,t) = f(z,0)
gy (@ 0) = lim / '

EsErcizio 122. Costruire una funzione f € C'(A) con A C R? insieme aperto
tale che:
i) ||df (z)|| <1 per ogni x € A;
ii) f non & Lipschitziana in A.

EsERrRc1Z1O 123. Sia K € R™ un chiuso non vuoto e definiamo la funzione distanza
d:R" —[0,00)
d(xz) =dist(z; K) = inf |z —y|, = €R"
yeK

1) Provare che 'inf & un min e che Lip(d) =1 (se K # R").

2) Sia z € R™\ K un punto di differenziabilita di d. Provare che = ha proiezione
metrica unica su K.

3) Provare che d? verifica la disuguaglianza di semiconcavita

d(z + h)*> +d(z — h)*> — 2d(2)* < 2|h|?, x,h € R

EseRrcizio 124. Calcolare il piano tangente in un generico punto della superficie
2-dimensionale M = {(z,y,z) € R3: 2?2 +y?> + xy — 2> + 1 = 0}. Tracciare un disegno
approssimativo di M.
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9.2. Funzioni di classe C?.
ESERCIZIO 125. Sia f : R? — R la funzione
ry(z® — y?)
flz,y) = 2 4 12
0 (z,y) = (0,0).
i) Stabilire se f € C*(R?);
ii) Stabilire se f € C*(R?).
ESERCIZIO 126. Sia f: A - R, A= {(x,y) € R*: 22 + y* < 1}, la funzione

_ 2 | 2\\1/2 2, .2
Fay) = { xy(—log(z® +y°))"%, 0<z*+y? <1,
0 (x,y) = (070)
i) Provare che f € C'(A);
ii) Provare che esistono fy,, f,, € C(A);
iii) Stabilire se f € C?*(A).
EsErcizio 127. Sia u : R" — R la funzione u(z) = |z|. Provare che per x # 0 si
ha det D*u(z) = 0.
Esercizio 128. Sia K C R™ un insieme chiuso. Costruire una funzione f €
C>°(R") tale che
K ={zeR": f(z) =0}.
ESERCIZIO 129. Sia f : R? — R una funzione tale che esistano tutte le derivate
parziali
am—i—nf
dxmoyn’
in ogni punto di R2. E vero che f ¢ allora necessariamente continua? Provare questa
affermazione oppure esibire un controesempio.

n,m € {0,1,2,...}

9.3. Convessita.

EsErcizio 130. Provare che se A C R” ¢ un insieme convesso, allora anche la
chiusura A e l'interno int(A) sono convessi.

Esercizio 131. Siano f, : R® — R, a € &7, funzioni convesse. Supponiamo che
per ogni x € R" si abbia

f(z) = sup fo(x) < oco.
acd

Provare che la funzione f & convessa.

ESERcIZIO 132. Sia f € C*(R") una funzione tale che H f(x) > 0 per ogni x € R™.
Provare che f e strettamente convessa. Mostrare anche che I'implicazione opposta
non € vera.

Esercizio 133 (Disuguaglianza dei determinanti di Minkowski). Siano A, B due
matrici n X n semidefinite positive. Provare che

det(A + B)Y/™ > det(A)™ + det(B)"/™.

1) Discutere prima il caso A = I matrice identita e B = A matrice diagonale.
Usare il fatto che la funzione ¢ — log(1 + ') & (strettamente) convessa.
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2) Discutere il caso A > 0 tramite una diagonalizzazione di A~'B.

EsErcizio 134. Sia f € C'(R") una funzione superlineare:

flx) _

Definiamo la funzione f*: R"™ — R (la trasformata di Legendre di f)

(€)= Sgﬂg(i,@ — f(z), €eR™

1) Provare che il sup ¢ un max.
2) Verificare che f* ¢ convessa.

3) Calcolare f* nel caso f(z) = 3|z|*

EsERcIzIO 135. Sia f € C?(R") una funzione convessa e consideriamo 1'appli-
cazione F' : R* — R", F(z) = Vf(z) con x € R". Provare che f ¢ iniettiva
sull’insieme

A={zeR": Hf(x) > 0}.

EsErcizio 136. Sia X = {¢ € C'([0,1]) : (0) = «, ¢(1) = B} dove o, € R
sono due costanti fissate. Consideriamo il funzionale F': X — R

F(yp) = /01 V1+ @/ ()2t

1) Ammettendo che F' assume il valore minimo, provare che F' ha un unico
punto di minimo.
2) Determinare il punto di minimo .

ESERcIzIO 137. Sia f € C?(R") una funzione tale che H f(x) > 0 per ogni z € R".
Provare che f ¢ strettamente convessa. Mostrare anche che 'implicazione opposta
non e vera.

EsErcizio 138. Sia f € C?(R") una funzione convessa e consideriamo 1’appli-
cazione ' : R" — R", F(z) = Vf(z) con « € R" Provare che F ¢ iniettiva
sull’insieme

A={zeR": Hf(x) > 0}.
ESERciIZ1O 139. Sia K C R"™ un chiuso non vuoto e definiamo la funzione distanza
d:R"—[0,00)
d(z) =dist(z; K) = inf |z —y|, x € R".
yeK
1) Provare che 'inf & un min e che Lip(d) =1 (se K # R").
2) Sia z € R™\ K un punto di differenziabilita di d. Provare che = ha proiezione

metrica unica su K.
3) Provare che d? verifica la disuguaglianza di semiconcavita

d(x +h)? +d(x — h)* — 2d(x)* < 2|h]*, x,h€R™

EsErc1zio 140. Sia f : [0,1] x [0,1] — R una funzione continua. Provare che il
suo grafico A = {(z,y, f(z,y)) € R*: 2,y € [0,1]} C R? ha misura nulla nello spazio.
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9.4. Punti critici, massimi, minimi.

ESERCIZIO 141. Al variare del parametro o € R si consideri la funzione f : R? —
R

fla,y) = 2* =y’ + Bazy.
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.

ESERCIZIO 142. Siano K = {(z,y) e R?: 0 <z <7, 0<y<2rted f: K - R

f(z,y) = sin(2z) cos(y).
i) Provare che f assume massimo e minimo su K
ii) Calcolare i punti critici di f in K e classificarli;
iii) Tracciare un grafico qualitativo di f;
iv) Determinare I'insieme immagine f(K).

EsERcizio 143. Sia o > 0 un parametro fissato e consideriamo 'insieme

1
A= Ly) € R?: < — 0.
{en e ol < )
Provare che la funzione f(x,y) = 2zy assume massimo su A e calcolarlo.

EsERCIzZIO 144. Sia f: R?* — R la funzione f(z,y) = (y —2%)(y — 22?). Calcolare
i punti critici di f e stabilire se sono punti di massimo/minimo locale.

EsERrcizio 145. Sia f : R* — R la funzione f(z,y,2) = 2% + y* + 2*> — zy=.
Calcolare i punti critici di f e stabilire se sono punti di massimo/minimo locale.

ESERCIZIO 146. Sia A C R? il pitt grande insieme su cui la funzione
fla,y) = |a* — 22| — log(y* + x) + logx
¢ ben definita.

i) Calcolare i punti di estremo di f in A e classificarli;
ii) Stabilire se f ha punti di sella in A.

ESERCIZIO 147. Per a > 1 sia K C R? il triangolo chiuso di vertici (0,0), (o +
1,0),(0,a+1) esia f : K — R la funzione

flay)=2"+y" +2+a—z—y)*
Calcolare I'immagine f(K) C R.

ESERCIZIO 148. Sia K C R™ un insieme compatto con interno non vuoto, int(K) #
(), e sia f: K — R una funzione con queste proprieta: 1) f & continua su K; 2) f &
differenziabile in int(K); f € costante su K. Dimostrare che esiste almeno un punto
x € int(K) tale che V f(x) = 0.

ESERcCIZIO 149. Trovare il minimo assoluto della funzione
1 t 2
fla,B) = / <at+ﬁ — Sin%) dt
0
al variare di («a, B) € R?.

EsERrcizio 150. Sia K = {(z,y) € R?: 422 +y* < 4}. Calcolare il valore massimo
della funzione f(z,y) = 2%y* su K.
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EsERcIzio 151. Sia
fla,y,2) =y* 3|
definita sull’insieme K = {(z,y,2) € R® : 22 + 3*> + 922 < 9}. Studiare qualitativa-
mente f. In particolare, si determini 'immagine f(K).

9.5. Equazioni differenziali alle derivate parziali.

EsErcizio 152. Sia A : C*(R") — C(R") loperatore differenziale del secondo
ordine (operatore di Laplace)

n 82
A=) —.
; 0x?
Verificare che la funzione u(z) = |z|>™", x # 0, verifica Au(x) = 0 per ogni = € R",
x # 0. A patto che n > 3. La funzione u si dice soluzione fondamentale dell’equazione
di Laplace.
EseERrci1z10 153. Verificare che la funzione u € C*(R™ x (0,00)), n > 1,
1 = .
U(x,t):We 4@ fL‘eR,t>O,
verifica 1’ equazione del calore
Ou(x,t)
ot

dove A =Y", 8‘9—; ¢ l'operatore di Laplace.

= Au(z,t), z€R" t>0,

ESERCIZIO 154. Siano A = {(x,y,z) ER3: a0 # 0} ed f: A— R,
2 .2
flz,y,2) :x5sin<y +z ) .

22
i) Stabilire se esiste & € R tale che f verifica I’equazione alle derivate parziali
zfy +yfy + zf. = kf in tutti i punti di A.
ii) Stabilire se f puo essere estesa con continuita su tutto R3.
iii) Stabilire se f pud essere estesa su tutto R? ad una funzione C''(R3?).

EsERcizio 155. Sia f(z,y) = log(exp(z) + exp(y)), con (z,y) € R? Stabilire se
la disuguaglianza

>0

0*f *f ( o f )2
0x? 0y? 0xdy

¢ verificata su tutto R2.

10. Forme differenziali

ESeERc1zIO 156. Stabilire se i seguenti insiemi sono contraibili (semplicemente
connessi):

i) A={(z,y,2) € R®: 2? + y* # 0} in R3;

i) B = {x € R" :log(1 + |z]) > |a:|/2} in R" con n > 1;

iii) C = {(z+y,2y) € R? : 22 +y* < 1} in R%.

Risp. i) Noj ii) Si; iii) Si.
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Esercizio 157. Calcolare 'integrale della 1-forma differenziale w lungo la curva
7 assegnata:
i) w=a2?dr + xydy in R? ~(t) = (t*,t) con t € [—1,1].
i) w=(r—2)dr+ (1 — zy)dy + ydz in R3, y(¢t) = (t,t*t3) con t € [0, 1].
iii) w = 2z(z+y)dr+2y(z+y)dy in R? lungo la curva v con equazione polare o =
k9, dove ¥ € [0,7/2] e k > 0 ¢ un parametro fissato (spirale di Archimede).
Risp. i) 0; ii) 20/20; iii) k3(n2 + 47 — 16)/2.
ESERCIZIO 158. Determinare tutti i valori del parametro a € R tali che la 1-forma
differenziale in R? \ {0}

1
- (22 + y2)o <($ —y)dz + (z + y)dy)
sia chiusa. Par tali valori w & anche esatta su R*\ {0}7
Risp. a + 1; No.

EsERrcCIZI0 159. Determinare tuttii valori di a € R tali che la 1-forma differenziale
in R3
w= (ay + 2)dz + (ax + 2)dy + (ax + y)dz
sia chiusa. Par tali valori calcolare un potenziale di w su R3.

Risp. a = 1.

EsERcIZIO 160. Si consideri la 1-forma differenziale nel piano

w= <log(x +y) + %)dm +

dy.
+vy 4

r+y

i) Determinare il pitt grande insieme aperto A C R? su cui w ¢ ben definita.
ii) Stabilire se w ¢ chiusa in A.
iii) Stabilire se w ¢ esatta in A ed eventualmente calcolarne un potenziale.

Risp. f(z,y) = zlog(xz + y).

ESERCIZIO 161. Sia w la 1-forma differenziale in R? \ {(0,0)}

1 —sin(v/z? + y?)
Vit +y?

Calcolare l'integrale di w lungo la curva 7 di equazione polare o = e’ con 9 € [0, 7/2]
(spirale logaritmica). Determinare preliminarmente un potenziale della forma.

w =

(acdx + ydy).

Risp. e™/2 + cos(e™?) — 1 — cos 1.

ESERCIZIO 162. Si consideri la forma differenziale su R? \ {(0,0)}

1
— 7(332 ) ((:p2 — y2)d:1: — 2xydy>.

Stabilire se w e chiusa oppure esatta, ed eventualmente calcolarne un potenziale.
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11. Teoremi di invertibilita locale e di Dini

EsERrcIzio 163. Sia f € C'(R™;R") una funzione tale che det(Jf(x)) # 0 per
ogni x € R™. Provare che per ogni y € R" I'insieme

' {yh) = {z e R f(2) =y}
ha cardinalita al pitt numerabile.

ESERCIZIO 164. Determinare tuttii valori del parametro A\ € R tali che la funzione
f:R? - R?
fa,y) = (z+ Mgy — (A + 1)2?)
sia un diffeomorfismo. Calcolare in questi casi la funzione inversa.

EsErcizio 165. Discutere I'esistenza di soluzioni x,y, z,w € R in un intorno di
0 € R* del sistema non lineare di equazioni
et + py + zwed T =1
y + sin(zyz) 4 cos(zzw) = 1.

EsErcI1zio 166. Discutere l'esistenza di soluzioni x,y,z € R per il sistema di
equazioni
r+e* +yzsin(zr) =1
{ ze? + sin(zyz) + y*z = 0.

ESERCIZIO 167. Sia f: R® — R la funzione f(z,y, z) = 2e™ + xye® + zyz.
i) Provare che l'equazione f(x,y,z) = 0 definisce intorno a 0 una funzione di
classe C'*° che esplicita una variabile in funzione delle altre due.
ii) Calcolare il gradiente di ¢ in 0 € R2.
iii) Provare che ¢ ha in 0 € R? un punto di sella.

Esercizio 168. (Teorema della mappa aperta) Sia A C R™ un insieme aperto e
sia f € C'(4;R™) con 1 < m < n. Supponiamo che sia rango(J;(z)) = m per ogni
x € A. Provare che f e aperta.

EsERcIZIO 169. Sia 0 < p < 2.
i) Provare che esiste una costante 0 < C),, < oo tale che per ogni z,y € R risulti

l2Ply[>P < Oy + 7).

ii) Calcolare la piu piccola costante C, che rende vera la disuguaglianza prece-
dente.

ESERCIZIO 170. Si consideri un parallelepipedo in R3 di volume V e di superficie
laterale S. Provare che
9\ 2/3
V S (7) )

6
e mostrare che si ha uguaglianza esattamente quando il parallelepipedo ¢ un cubo.

Esercizio 171. Usando il Teorema sui moltiplicatori di Lagrange provare la
seguente disuguaglianza fra la media geometrica e quella aritmetica

1 +...+x,

Yy oy < ——m——

n
con rq,...,x, > 0edneN.



