Analisi Matematica 2 Foglio 9

Funzioni C! e C?. Insiemi compatti. Maggio 2017

Esercizio 1. Sia f : R? — R la seguente funzione:

1
z?y? sin <—> x 0,
fla,y) = Y ry V7
0 zy = 0.

Provare che f ¢ differenziabile in ogni punto di R? ma non ¢ di classe C''(R?).

Esercizio 2. Una funzione f : R™\ {0} — R si dice (positivamente) omogenea di grado
a € Rse f(tr) =tf(x) per ogniz # 0 et > 0.

Provare che se f € C'(R"\ {0}) & omogenea di grado « allora le sue derivate parziali sono
omogenee di grado a — 1. Verificare inoltre la formula di Eulero, per z # 0,

(Vf(x),z) = af(x).

Esercizio 3. Sia f: A - R, A= {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}, la funzione

| ay(=log(a® +y*)V?, 0 <a?+y? <1,
e ={ ; (z.5) = (0,0).

i) Provare che f € C1(A);
ii) Provare che esistono fy., fy, € C(A);
iii) Stabilire se f € C%(A).
Esercizio 4. Sia (X, d) uno spazio metrico e siano Ki,..., K, C X insiemi compatti.
Provare che K; U... UK, e K1 N...N K, sono ancora compatti. E vero che I'unione

numerabile di compatti € ancora un insieme compatto? E vero che I'intersezione numerabile
di compatti ¢ ancora un insieme compatto?

Esercizio 5. Stabilire se i seguenti sottoinsiemi H, K C R? sono compatti:
K={(z,y) e R* : 2® + ¢ — 2z +y* <1},

H={(r,y) e R*: —1 <2 +ay+y* <1}.



