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Introduzione

In questo testo sono raccolte 11 schede di esercizi. L’ordine degli argomenti corri-
sponde all’ordine seguito nel corso di Analisi Matematica 2 per Fisica ed Astronomia,
dalle serie numeriche alle forme differenziali. Gli esercizi cercano di illustrare in mo-
do pratico tutti gli aspetti (definizioni, teoremi, criteri, tecniche) studiati nel corso di
teoria.

Ogni scheda di esercizi corrisponde approssimativamente al lavoro da fare a casa
sugli esercizi nell’arco di una settimana.

Per alcuni esercizi e indicata la risposta. Di nessun esercizio e riportata la
risoluzione integrale.

Questi esercizi fanno parte integrante del programma del corso di Analisi Mate-
matica 2, Canale 1.

Gli esercizi con % alla fine di ciascuna scheda sono piu difficili. Possono essere
affrontati (dopo aver lavorato sui precedenti) da chi vuole cimentarsi con sfide piu
impegnative.






SETTIMANA 1

Serie numeriche 1

EseErcizio 1.1. Studiare la convergenza delle serie numeriche

. > n—|-en. .. > 4n L = (n')2
I)Z%(n—i-l)!’ 11>Z;3n+5n’ if) ), G

n= n=0

Risposte: i) converge (Criterio del rapporto); ii) converge (Criterio della radice oppure
confronto con la serie geometrica di ragione 4/5); iii) converge (Criterio del rapporto).

EsERrciz1O 1.2. Studiare la convergenza delle seguenti serie

L logn Lo 1 N N O § L 1
1);77,2—1—1’ u);\/ﬁlog(n—i—l)’ m)nz:ln—logn7 lv);n—logn'

Risposte: 1) converge (Criterio del confronto, usare logn < y/n per n > f); ii)
diverge (confronto); iii) converge (Leibniz).

EsErcizio 1.3. Determinare tutti i valori del parametro o € R tali che la serie
o
1

> (YTt —n?)

converga. Risposta: o > —1 (Criterio del confronto).

o0

EsERcIZIO 1.4. Calcolare la somma della serie Z

n=1

1
n?42n’

Risposta: 3/4. (Cfr. serie telescopiche).

ESERCIZIO 1.5. % Sia 0 < a < 1 un numero reale e definiamo a,, € (—1,0) tramite
la relazione Va =1+ a,, n € N.
i) Assumendo come nota la disuguaglianza

1/1—
*) al <= (1), nz,
n a

studiare la convergenza semplice della serie

L

logn+1°

n=1

ii) Provare la (x).






SETTIMANA 2

Serie numeriche 11

Esercizio 2.1. Sia @) un quadrato di lato 2 e sia @),,, n > 1, una successione di
quadrati tali che @,, abbia lato 1/n. E possibile disporre tutti i quadrati @,, dentro
il quadrato @) senza che si sovrappongano fra loro?

EseErcizio 2.2. Al variare di x € R studiare la convergenza semplice e assoluta
delle serie , ( ( )) (w2 )

. > n €T n+1 . > n2™( sin(2x " o 2T — 3z +2)"

2 ;3"(334—1) 1) ; 1 ) ;( V' ez

Risposte: 1) converge assolutamente e semplicemente per x € (—o0,—3/2) U
(—3/4, 00), non converge (ne semplicemente ne assolutamente) per x € [—3/2, —3/4];
ii) discutere i casi |sin2x| < 1/2, |sin2x| > 1/2, sin2z = 1/2, sin2z = —1/2.
Nell'ultimo caso c¢’¢ convergenza semplice (Leibniz) ma non assoluta (Criterio del
confronto).

EsErcizio 2.3. Studiare la convergenza delle serie

. - (-1)” .. - \/27 > "
—_— n 2x|" eR; —_— e R.
1);n—logn’ 11); 2+ 22", x ; 111);1+|y|n,x,y

i) Converge semplicemente ma non assolutamente (Confronto con la serie armo-
nica).

EsERcIzIO 2.4. Studiare la convergenza semplice della serie

i(—l)"(l — nlog <1 + %))

n=

ESERCIZIO 2.5. Al variare dei numeri reali > 0 ed x > 1 studiare la convergenza

delle serie
> 1 > 1
Z (10g n!)oc’ Z (log J;)logn'

n=2 n=1

ESERCIZIO 2.6. % Sia (a,)nen una successione reale positiva e crescente. Provare

che la serie
z : (1 CLn—l)
7

n=1

converge se e solo se esiste finito il limite lim a,,.
n—oo

Idee: serie telescopiche, log(1 + x) < z.






SETTIMANA 3
Integrali impropri

Esercizio 3.1. Calcolare i seguenti integrali impropri

oo IOg[E /oo o 1 /oo B ‘
1 / ————dx; 2 r e =dr; 3 e P sin(ax)de, >0, aeR.
V[ o 2 )| (o)

8]

Risposte: 1) 0. L'integrale su (0,1) & I'opposto di quello su (1,00). 2) 1. 3) z{-

Una primitiva si trova integrando per parti due volte.
ESERCIZIO 3.2. i) Determinare tutti i parametri a, 8 € R tali che il seguente

integrale improprio converga
S R
| e
o x*(1+2a?)

ii) Rappresentare i parametri ammissibili nel piano cartesiano af.

Risposte: 1) Spezzare lintegrale su (0,1) e (1,00). Discutere separatamente
quattro integrali elementari. ii) Parallelogramma centrato nell’origine.

EsERcC1z10 3.3. Stabilire se convergono i seguenti integrali impropri (non si chiede
di calcolarli)

1 S/I_x

3 —dx.
) 0 \/1—.132 ’

oo s 1
1 / sin? xdr; 2 / ——dux;
) 0 ) 0 1-— sin(x)
Risposte: 1) diverge a co; 2) diverge a oo; 3) converge.
EseRrcizio 3.4. Calcolare gli @ > 0 tali che converga ciascuno dei seguenti integrali

impropri X X
1) / (1 —cosx)” i 9) / sin(z®) -
o tanz—axz o log(l+z)

3) /Ooo 7/2 — arctan(y/x) P /200 sin (1)

x® log® x

dz.

Risposte: 1) o > 1;2) a > 0; 3) 1/2 < o < 1. Al fine di studiare la convergenza
a oo con il Criterio del confronto asintotico, determinare preliminarmente 5 € R tale
che il limite

lim 2”(7/2 — arctan(y/z)) = L # 0

T—00

esista finito e diverso da 0. 4) o > 1 (Confronto asintotico con m)

11



12 3. INTEGRALI IMPROPRI

ESsERcIzIO 3.5. Stabilire se convergono assolutamente i seguenti integrali impropri

0o 00 * 1 1
1) / sinx dr;  2) / 227V cos x da; 3) / (— — tan —) sinx du.
0o 1+a? 0 1 v .

Risposte: 1) Converge assolutamente (Confronto). 2) Converge assolutamente
(Confronto). Usare la disuguaglianza x e V® <z 2 perx > M. 3) Converge assoluta-
mente (Criterio del confronto asintotico). Ricordare lo sviluppo tan z = z—sz*4o0(z*)
per z — 0.

EsERrciziO 3.6. Studiare la convergenza dei seguenti integrali con il Criterio di

Abel
®sinz < .1 _ * 4
1)/2 logxdx’ 2)/1 sin(z) arcsin (5) dx; 3)/0 x* cos(z”) dz.




SETTIMANA 4

Curve

ESERCIZIO 4.1. Sia v : [0, 7] = R? la curva (t) = (cost,sint, t?), t € [0, 7].
1) Verificare che v e regolare, calcolare il campo tangente unitario 7" e disegnare
il supporto.

2) Data la funzione f:R*> = R, f(z,y,2) = /|z], calcolare I'integrale /fds.
v

Risp. [(1 + 472)3/2 —1]/12.
ESERcIZIO 4.2. Siano L > 0 ed o > 0 due parametri fissati. Calcolare la lunghezza
della curva v : [L, L] — R3
v(t) = (acosht cost,acosht sint,at), te|[—L,L|.
Disegnare il supporto di . Risp. 2v/2assinh L.

ESERCIZIO 4.3. Si consideri la curva piana 7 : (0, 00) — R?
3

t
v(t) = (5 —t, (logt)2>, t > 0.
i) Stabilire se v € semplice e se & regolare.

ii) Se possibile, calcolare il campo tangente unitario 7'(t) e poi calcolare i limiti
lim T'(t).

t—1%
iii) Disegnare il supporto di ~.
ESERCIZIO 4.4. Si consideri il tratto di cicloide 7 : [0, 27] — R?
v(t) = (t —sint,1 — cost), t € [0,2n].
Posto A = {(z,y) € R?* : y > 0}, si consideri la funzione f : A = R, f(z,y) = z/¥.
Calcolare 'integrale di f lungo vy
I = / fds.
ol

EsERcizIO 4.5. Sia v : [0,27] — R? la curva piana data dall’equazione polare
0=1—cos?, ¥ € [0,2r]. Disegnare il supporto di 7 e calcolare la sua lunghezza.

Risp. L = 8. La curva ~ e la cardioide.

ESERCIZIO 4.6. % Siano f, F' € C?([0,1]) due funzioni convesse tali che f < F
in tutti i punti, f(0) = F(0) ed f(1) = F(1). Consideriamo le curve date in forma
cartesiana y(t) = (t, f(t)) e ['(t) = (¢, F(t)). Provare che L(T") < L(v).

13






SETTIMANA 5
Spazi metrici e limiti in piu variabili

Esercizio 5.1. Quali tra le seguenti funzioni d : R x R — [0, 00) sono distanze
su R?
i) d(z,y) = |vr —y| + |23 — 3.

i) d(x,y) = 22 + y* + xy.
. |z —y]

iv) d(z,y) = ———.
)it =

ESERCIZIO 5.2. Determinare il pitt grande sottoinsieme di R? su cui ¢ definita
ciascuna delle seguenti funzioni:

i) f(z,y) = Vay +logz; ii) g(z,y) = VeV —ye®; iii) h(z,y) = /zy(zy — 1).

ESERcIZIO 5.3. Stabilire se esistono ed eventualmente calcolare i seguenti limti:
. 2 4 : 4 4
s s
) lim sin(e” +y7). i) lim sin(” +y7)
(29)=(0,0) 2%+ y? (2y)=(00)  x*+y?

ESERCIZIO 5.4. Stabilire se la funzione f : R? — R
rsiny —ysinw

f(xay) = 1‘2 _|_y2 ($7y) 7é (0,0)
0 (z,y) = (0,0),

¢ continua nel punto (0, 0).

ESERCIZIO 5.5. Determinare tutti i valori del parametro o > 0 tali che la funzione
f:R2 =R

fla.y) = % (2,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0),
sia continua nel punto (0, 0).

ESERCIZIO 5.6. % Sia « € (0, 1] e definiamo la funzione d : R™ x R™ — [0, 00)
d(z,y) =l —yl* zyeR",

dove | - | € la norma standard di R". Provare che (R™, d) € uno spazio metrico.

15






SETTIMANA 6

Convergenza uniforme

EsERCIZIO 6.1. Si consideri la successione di funzioni f,, : R — R, n € N,
(n+1)x + n’x?

fa(z) = 2.2

14+ nx

Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione (f,,)nen su R.

, xeR.

ESERcIZIO 6.2. Studiare la convergenza puntuale e uniforme su R della succes-
sione di funzioni (f,,)nen cosi definita

1 n
folz) = _rr z € R.

n + x2n’

EsErcizio 6.3. Sia f, : R — R, n € N, la successione di funzioni
folz) = V1422, zeR

i) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione (f,,)nen-
ii) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione delle derivate

(fT/L)nEN-

ESERCIZ1O 6.4. Al variare di x € R studiare la convergenza puntuale e uniforme
della serie di funzioni
o0
Z enxQ—nzx

n=0

ESERCIZIO 6.5. Al variare di z > 0 studiare la convergenza puntuale e uniforme

della serie .

Z(l —logx) log" z,
n=0

e calcolarne la somma.

ESERCIZIO 6.6. Sia o € R un parametro e si consideri la serie di potenze complessa

o0

Z 10g(]_ + no‘) n
v '

i) Calcolare il raggio di convergenza R della serie.

ii) Discutere la convergenza uniforme della serie.

n=1

17



18 6. CONVERGENZA UNIFORME

EsERrcCIzIO 6.7. % Costruire funzioni f, f,, : R =+ R, n € N, tali che:
1) lim f,(x) = f(x) per ogni = € R;
n—oo
2) per ogni —oo < a < b < oo la convergenza al punto 1) non & uniforme su (a, b).



SETTIMANA 7

Funzione esponenziale e topologia

EseRrcizio 7.1. Dedurre le formule di addizione per seno e coseno per x,y € R
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),
a partire dallidentita funzionale per 'esponenziale exp(z + () = exp(z) exp(¢) con
z,( € C e dalle identita di Eulero
eix + e—ix eix _ e—ix

cosT = 5 ) sinx = 5
ESERcCIZIO 7.2. Determinare interno, frontiera e chiusura dei seguenti sottoinsiemi
di R?. Dire se sono aperti, chiusi (o0 né aperti né chiusi):
A={(z,y) e R*: 2? +y* = 1};
{(x,y) e R? : 22 + % > 1};
{(x,y) eR? 122 +¢y2 £ 1, y > 2°};
{(z,y) e R? : x| + |y| < 1} U{(z,y) e R? : z = 1}.

B
C
D

EseRrcizio 7.3. Sia R munito della distanza Fuclidea e sia f : R — R una funzione
continua. Provare o confutare tramite controesempi le seguenti affermazioni: i) f(A)
aperto = A aperto; ii) A aperto = f(A) aperto; iii) f(A) chiuso = A chiuso; ii) A
chiuso = f(A) chiuso.

ESERCIZIO 7.4. Sia A C R? l'insieme
A= {(x,y) ceR? gt 4yt + 2t -y < 1}.
i) Provare che A ¢ limitato; ii) Stabilire se A ¢ aperto e/o chiuso.
Soluzione negli appunti on line.
ESERCIZIO 7.5. % Provare che la costante di Eulero e non ¢ un numero razionale.

Sugg. Dalla formula
e
o !
e = k!

si ottiene la stima per le somme parziali

0< L < !
— — S9k— — .
e MUY (2k)

19






SETTIMANA 8

Derivate parziali. Funzioni differenziabili

EsErcizio 8.1. Detto A = {(z,y) € R* : © > 0,y > 0}, sia f : A — R? la

funzione
[ " +ylogx
f(xvy)_(y:ry_xlogy .

Calcolare la matrice Jacobiana di f in un generico punto del dominio. E vero che
det Jf(z,x) #0 per ogni x > 07

EseErcizio 8.2. Calcolare il piano tangente in un generico punto della superficie
2-dimensionale M = {(z,y,2) € R?: 22 +y*> +xy — 2 + 1 = 0}. Tracciare un disegno
approssimativo di M.

EsERciIzIO 8.3. Sia f : R? — R la funzione
2,6
(z,y) # (0,0),

Y
flzy) =9 26 +4°
0 (z,y) = (0,0).
1) Provare che f ¢ continua su R?. 2) Stabilire se f ¢ differenziabile in (0, 0).

Esercizio 8.4. Sia f : R"\ {0} - R, n > 1, la funzione
1

f@) == |a[#0,
]
dove |z| = (22 + ... + 22)Y/2. Calcolare in un generico punto x # 0 la derivata
direzionale di f lungo la direzione v = %.

ESERCIZIO 8.5. Siano f,g : R?> — R funzioni tali che f(0) = ¢(0) = 0 e, per
2 +y* #0, ,
x| x
o) = S5 gten) = ysin (55,

dove a > 0 e 8 > 0 sono parametri.

1) Calcolare tutti gli « tali che f sia differenziabile in 0 € R2.

2) Calcolare tutti i 8 tali che g sia differenziabile in 0 € R2.

3) Calcolare tutti i~y > 0 tali che

¥
lim Lsin( 2| >:O.

Esercizio analogo risolto negli appunti on line.

21






SETTIMANA 9

Funzioni C!' e C?%. Insiemi compatti.

EsSERCIZIO 9.1. Sia f : R? — R la seguente funzione:

1
z2y? sin (—) x 0,
fla,y) = Y Ty v
0 xy = 0.

Provare che f ¢ differenziabile in ogni punto di R? ma non ¢ di classe C''(R?).

EsErcizIO 9.2. Una funzione f : R™\ {0} — R si dice (positivamente) omogenea
di grado a € R se f(tx) =t“f(x) per ogni z # 0 et > 0.

Provare che se f € C*(R™\ {0}) ¢ omogenea di grado « allora le sue derivate
parziali sono omogenee di grado o« — 1. Verificare inoltre la formula di Eulero, per

x # 0,
(Vf(@),z) =af(x).

EsErcizio 9.3. Sia f: A 5 R, A= {(z,y) € R? : 2* + y? < 1}, la funzione
_ 2, 2\1/2 2, .2
f(:c,y)z{ xy(—log(z® +y*))"/?, 0<x_+y <1,

i) Provare che f € C'(A);
ii) Provare che esistono f,, f,, € C(A);
iii) Stabilire se f € C?(A).

Esercizio 9.4. Sia (X, d) uno spazio metrico e siano K, ..., K, C X insiemi
compatti. Provare che K; U... UK, e K;N...N K, sono ancora compatti. E
vero che I'unione numerabile di compatti ¢ ancora un insieme compatto? E vero che
I'intersezione numerabile di compatti € ancora un insieme compatto?

ESERCIZIO 9.5. Stabilire se i seguenti sottoinsiemi H, K C R? sono compatti:
K={(z,y) eR*:2®+¢* — 2" +y* <1},
H={(z,y) eR*: =1 <2’ +ay+y’ <1}

23






SETTIMANA 10
Massimi, minimi, punti critici

EsSERCIZIO 10.1. Al variare del parametro o € R si consideri la funzione f : R? —
R
f(z,y) = 2° — y* + 3axy.
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.

EsERrcizio 10.2. Sia f : R? — R la funzione f(z,y) = (y—z?)(y —2z?%). Calcolare
i punti critici di f e stabilire se sono punti di massimo/minimo locale.

EsErcizio 10.3. Siano K = {(z,y) e R*: 0 <z <7m,0<y<2r}ed f: K - R

f(z,y) = sin(2x) cos(y).
i) Provare che f assume massimo e minimo su K
ii) Calcolare i punti critici di f nell’interno di K e classificarli;
iv) Tracciare un grafico qualitativo di f;
v) Determinare l'insieme f(K).

EsErcizio 10.4. Sia a > 0 un parametro fissato e consideriamo 'insieme

1
- a2 _|_y2 :
Provare che la funzione f(x,y) = 2xy assume massimo su A e calcolarlo.

EsErcizio 10.5. Sia f : R® — R la funzione f(z,y,2) = z* + 3> + 2% — zy=.
Calcolare i punti critici di f e stabilire se sono punti di massimo/minimo locale.

EseErcizio 10.6. % Sia K C R” un insieme compatto con interno non vuoto,
int(K) # ), e sia f : K — R una funzione con queste proprieta: 1) f & continua
su K; 2) f ¢ differenziabile in int(K); 3) f ¢ costante su K. Dimostrare che esiste
almeno un punto x € int(K) tale che Vf(z) = 0.

25






SETTIMANA 11

Forme differenziali

Esercizio 11.1. Calcolare l'integrale della 1-forma differenziale w lungo la curva
7 assegnata:
i) w=2%dr + xydy in R?, y(t) = (t2,t) con t € [—1,1].
i) w=(z — 2)dr + (1 — xy)dy + ydz in R3, y(t) = (¢,1%,3) con t € [0, 1].
iii) w = 2z(z+y)dr+2y(z+y)dy in R? lungo la curva v con equazione polare ¢ =
k9, dove ¥ € [0,7/2] e k > 0 ¢ un parametro fissato (spirale di Archimede).

Risp. i) 0; ii) 29/20; iii) k*(x2 + 47 — 16)/2.

EseErcizio 11.2. Stabilire se i seguenti insiemi sono contraibili (semplicemente
connessi):

i) A={(z,y,2) € R®: 2? + y* # 0} in R3;

ii) B={z € R":log(1 + |z|) > |z|/2} in R" con n > 1;

i) C = {(z+ y,zy) e R? : 2? + y* < 1} in R?
Risp. i) No; ii) Si; iii) Si.

EsErcizio 11.3. Determinare tuttii valori del parametro o € R tali che la 1-forma
differenziale in R? \ {0}

1
w=-———\(r—y)dr+ (z+ d>
gy (v )y

sia chiusa. Par tali valori w & anche esatta su R?\ {0}?
Risp. a = 1; No.

EsERcCIZIO 11.4. Determinare tutti i valori di € R tali che la 1-forma differen-
ziale in R3

w= (ay + 2)dz + (ax + 2)dy + (ax + y)dz

sia chiusa. Par tali valori calcolare un potenziale di w su R3.

Risp. a = 1.

EsErcizio 11.5. Si consideri la 1-forma differenziale nel piano

dy.

T
w = (log(x + +—>dx+
( g( y) T+ r+y

i) Determinare il pilt grande insieme aperto A C R? su cui w ¢ ben definita.
ii) Stabilire se w ¢ chiusa in A.
iii) Stabilire se w ¢ esatta in A ed eventualmente calcolarne un potenziale.

Risp. f(z,y) = zlog(z +y).

27



28 11. FORME DIFFERENZIALI

ESERCIZIO 11.6. Sia w la 1-forma differenziale in R?\ {0}

1 —sin(+/2? + y?)

w = xdx + ydy).
/172 + y2 ( )
Calcolare I'integrale di w lungo la curva 7 di equazione polare ¢ = e’ con ¥ € [0, 7/2]
(spirale logaritmica). Determinare preliminarmente un potenziale della forma.

Risp. iii) e™/2 4 cos(e™?) — 1 — cos 1.

ESERCIZIO 11.7. Si consideri la forma differenziale su R? \ {(0,0)}
1

(22 + 12)? (

Stabilire se w e chiusa oppure esatta, ed eventualmente calcolarne un potenziale.

W= (2 — y*)dx — 2zydy).



