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Fubini-Tonelli, insieme di Cantor, misure Boreliane 27 Novembre 2014

Esercizio 1 Consideriamo il quadrato Q � r0, 1s � r0, 1s e sia f : QÑ R la funzione

fpx, yq �
$&
%

x2 � y2

px2 � y2q2 px, yq � p0, 0q
0 px, yq � p0, 0q.

Stabilire se f è integrabile su Q. Calcolare gli integrali ripetuti, nei due ordini.

Esercizio 2 Sia f : r0,8q � r0,8q Ñ R la funzione fpx, yq � e�yx2
sin y. Verificare che i

seguenti integrali ripetuti esistono e sono uguali»
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fpx, yqdx
	
dy �

»
8

0

� » 8
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fpx, yqdy
	
dx.

Provare che f R L1pr0,8q � r0,8qq.
Sugg. Integrare sul rettangolo r0, ns � r0,ms e poi passare al limite. Conti lunghi.

Esercizio 3 Sia µ una misura Boreliana di probabilità su R, µpRq � 1. Provare che per
ogni insieme Boreliano E � R si ha

L 1pEq �
»
R
µpx� Eqdx.

Sugg. Scambio ordine integrazione (si suppone µ completa).

Esercizio 4 Sia µ una misura Boreliana finita su r1,8q e definiamo la funzione f : r0, πs Ñ
R

fptq �
»
8

1

cosptxqdµpxq.
Provare che esiste t P r0, πs tale che fptq � 0.

Sugg. Moltiplicare per sinptq e integrare.

Esercizio 5 � Sia f : RÑ R una funzione localmente integrabile tale che»
I

fpxqdx � 0

per ogni intervallo I � R di lunghezza 1 o
?

2. Provare che f � 0 L 1-q.o.

Esercizio 6 � Costruire una funzione f : r0, 1s Ñ R tale che: 1) f P C1pr0, 1sq; 2) f è
strettamente crescente; 3) L’insieme C � R dei valori critici di f è più che numerabile,
dove C � tfpxq P R : f 1pxq � 0u.


