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Esercizio 1 Consideriamo la funzione f : r0, 1s Ñ R definita da

fpxq �

#
0 x � 0

x

| logpx{2q|α
sinp1{xq 0   x ¤ 1.

Determinare tutti i valori di α P R tali che f P BV pr0, 1sq.

Esercizio 2 Sia f : r0, 1s Ñ R una funzione. Provare che (a meno di insiemi di misura
nulla):

i) Se f P W 1,pp0, 1q con 1   p ¤ 8 allora f è Hölderiana.

ii) Si ha f P W 1,8p0, 1q se e solo se f è Lipschitziana.

Esercizio 3 Siano f, g : r0, 1s Ñ R due funzioni. Discutere la validità delle seguenti
affermazioni:

i) Se f, g P BV pr0, 1sq allora il prodotto fg P BV pr0, 1sq.

ii) Se f, g P ACpr0, 1sq allora il prodotto fg P ACpr0, 1sq.

Esercizio 4 Sia
 
qn P QX r0, 1s : n P Nu una enumerazione di QX r0, 1s e indichiamo con

χn : r0, 1s Ñ R la funzione caratteristica dell’intervallo pqn, qn�1q, ovvero χnpxq � 1 se x è
(strettamente) compreso fra qn e qn�1, e χnpxq � 0 altrimenti. Provare che per α ¡ 1 la
funzione

fpxq �
8¸
n�1

1

nα
χnpxq, x P r0, 1s.

è a variazione totale limitata su r0, 1s.

Esercizio 5 Sia f P ACpr0, 1sq una funzione assolutamente continua. Provare che f
trasforma insiemi di misura nulla in insiemi di misura nulla.


