Analisi Reale

Scritto del 22 Febbraio 2016

Esercizio 1 (10 punti) Si consideri la successione di funzioni f, : [0, 1] - R, n € N,
fn(z) =1 — cos(2mnz).

(i) Per ogni g € L'([0,1]) calcolare il limite

lim fu(z)g(z)dz.

n—0o0 [0’1]

(ii) Per p € [1,00), provare che la successione (fn)nen converge debolmente in LP([0, 1]).

(iii) Stabilire se (f,)nen converge fortemente in L7([0,1]) per qualche p € [1,00).

Esercizio 2 (12 punti) Sia f € L?(R?) una funzione non negativa, f > 0. Per ogni z € R?
ed 7 > 0 definiamo

F(z,r) = f(y)dy,
(z,7) /Br(x) (y)dy
dove B,.(z) = {y e R%: ly —z| < r}.

(i) Provare che per ogni r > 0 fissato si ha I Ilim F(z,r) =0.
T|—00

(ii) Provare che per ogni 7 > 0, la funzione z —s F(z,r) & continua su R".

(iii) Provare che per ogni r > 0 esiste z, € R? tale che F(z,,r) = max F(z,r) .
z€

(iv) Dare un esempio di f € L?(R?), f > 0, tale che necessariamente lim |z,| = oo.
=00

Sugg. (1) f € L, (R™). (ii) xp.(x) — XBi(z0) 4-0- PET T — g.

Esercizio 3 (10 punti) Sia ¢ : [0, 1] — [0, 1] una funzione assolutamente continua,
(i) Provare che f(z) = sin(p(z)), z € [0, 1], & assolutamente continua su [0,1].
(ii) Provare che g(z) = p(z*) & assolutamente continua su [0, 1], per ogni o > 1.

(ili) Sia 1 : [0,1] — R assolutamente continua. Stabilire se in generale la funzione h =
o :[0,1] = R & assolutamente continua su [0, 1].

Sugg.: (i) |sin(t) — sin(s)| < |t — s].
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