Analisi Reale

Scritto del 31 Agosto 2016

Esercizio 1 (10 punti) Sia p una misura esterna su R e, data una funzione f : R — R,
definiamo v(A) = u(f~1(A)) per ogni A C R.

i) Provare che v & una misura esterna su R.

ii) Supponiamo che y sia una misura di Borel e che f sia di Borel (ovvero che f~'(B) ¢ R
¢ di Borel se B C R ¢ di Borel). Provare che v ¢ una misura sulla o-algebra di Borel.

Esercizio 2 (10 punti) Rispondere alle domande i) e ii):

i) Provare che e* > 1+t per ogni t € R con uguaglianza se e solo se t = 0.

ii) Sia f € L'([0,1]) una funzione tale che

f(z)dz=0 e / /@y < 1,
[0,1] [0,1]

Provare che f(z) = 0 per q.0. z € [0, 1].

Esercizio 3 (12 punti) Sia f, : [0,1] — R, n € N, la.successione di funzioni definita nel
seguente modo:

Fulz) = v/m se z € [0,1/n] ed fa(z) =0 altrimenti.
i) Per ogni p € [1, 00) stabilire se la successione (f,)nen converge fortemente in Lr([0,1]).
i) Provare che per p < 2 la successione converge debolmente in L?([0, 1]).

iii) Provare che per p > 2 la successione non converge debolmente in Lr([0,1)).

Sugg. iii) Funzione test g(z) = 1/2% con a > 0 da discutere.
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