Analisi Reale

Scritto del 4 Febbraio 2016

Esercizio 1 (12 punti) Dati uno spazio di misura (X,&/,u) ed s > 0, definiamo u°
Z(X) = [0, 0]

— inf{z,u(Ai)s :EC GAi, A e}
=1 =1

i) Provare che p® € una misura esterna su X.
ii) Dato A € &, provare che u(A)* < p°(A) per 0 < s < 1.
Sugg.: i) (z +y)° <z°+y° perz,y > 0 ed s € (0,1]

Esercizio 2 (12 punti) Sia F': R — R la funzione

_ [* arctan(tz)
F(m)_/o i, TER

i) Provare che F' ¢ effettivamente definita da R in R.

ii) Provare che F € C'(R).

iii) Calcolare F' e quindi una formula esplicita per F'.
)

iv) Provare che F' ¢ C?*(R).

Esercizio 3 (8 punti) Sia f, : [0,1] = R, n € N, una successione di funzioni misurabili
tale che

Z|fn )P € L}(0,1),

dove 1 < p < co & un parametro. Voghamo studiare la convergenza della serie di funzioni

Z fn3/4 , 0 1]

i) Provare che per 1 < p < 4 la serie converge in L'(0,1).

ii) Discutere la convergenza in L'(0,1) della serie quando p > 4.

Sugg.: i) oy < 2aP+ yTperz,y > 0e s+ =1
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