Analisi Reale

Scritto del 5 Febbraio 2015

Esercizio 1 (10 punti) Stabilire se la funzione f : [0,1] — R definita nel seguente modo

@) = I—(SgT—(lx/?)sin(loga:), se z € (0,1],
0

se x =0,

& assolutamente continua su [0, 1].

Esercizio 2 (10 punti) Sia f :[0,1] — R la funzione

_ [Mlog(z +1)
f(z) —/o —1_-_k_t—dt’ z € [0,1].

i) Provare che f & continua su [0, 1].
ii) Provare che f & derivabile in ]0,1].

iii) Stabilire se f € L'(0,1).

Esercizio 3 (10 punti) Siano E, E, C [0,1], n € N, insiemi misurabili e siano f = xg ed
fn = Xm, le rispettive funzioni caratteristiche. Provare che per un qualsiasi 1 < p < o0
sono equivalenti:

A) f, — fin L?(0,1) forte.
B) f, — f in L?(0,1) debole.

2.30 ore a disposizione



ENecnazio Sis trloq] —R A2 fumrowe

1 Log (x+t)
_ j B AT x € [0,1]
O = o t 44 J

D) Provace e 4e ClloM)
u"f) Provare e F ¢ oo vshnte Aw :{OJ"]J’
Hy Shbhieire ne e Lo .

f 4 -
goﬁwz\lm«z_i) ONNe AN I efLe ‘ew t5e o ler X>o

/{og(f) = ’60; (X+£‘7

A

Ed i harhedne le~ o< tx < =
1
llog(xpa} < "60;'” e L

o WT{-( Mo vedle  Ke ja \’Cogfcl dt = 1 < 0 .

le Nbhwie \’\%U:O\WF‘ /e oo \,a/r (> Coubnulbs v Xx=o.
(‘17@( x ¢ (o7 < bt ]"‘\; ﬁ““’.& }
e Conmver@umza  olominaty ¥¥oelo,d ~ ba:

’)\N\/OY\M
f/’ {/0‘* (x44) (Xohédk_ ,ﬁ(x )
Jiva 400 = [ L dt= | ”'Lf = fo
X =2 Xo 2

:f) To e Ximeute |

N Log [ -
,é_ j‘n- {per (X FE) db = j % g‘xw) db =
dx > (%6 ) (€44
X" —'—'1——— 47”' ’
= s [(H+)(E) , y

1
o = 1
v o<SEx<A m b < " e L @1),

CRR (£41Y1CEFYD ke (+45)

Q/vv\‘v\ﬁ?\': A% hv\; slorivie Aot Negrao ol’ l‘wi'(;s,rrﬁ

A 1
ot
{0 = So ( £+ (00O




d /
. ? (X ed Iniie = C (o 47)
ﬁ'l() ‘.)W\AM’\O A+ ) > o . —‘C_ & 3 )

%""OY"" X = ’Kr'(x) v suminte -

'F&s( |‘ | Tedr/\n?d ol

7 1 4 Dy
| v o=
LY4 {(x)dx = jo (XO 417 Chgx) )

Towelhi

\/W‘\/
A b4
1o j dx> ak
= So £t > ttX
Ny _ X=|
X . [ e»gwm] ciz
= dy b4 Xz
= g{, 4
- fe E‘;(i‘ﬂr’) e Lo, ([ll\uv[(/v\/b M il et )
Clhna cyven .

Twndi~e . 4
J;{L\ < é (ot € L10o)
E+i 4
te(o 1)
1

) ’f.[(%)o\x Loo
(Qnento ‘(YOW Ao 50 -



' P L — (2 ‘
Erorcyio S 41 Tod — R Peam 2orne

fxy =

Provae ke € ACCTOND),

Livn '-\30() = O = ‘ﬁfo)

gd&p'-?:fw&‘ o v xnoT
-3 m
4 ¢ combuwe Au Tod L - Pliasmvente £eC (30,43).
%ﬂw e 0 < Y<x = | sv fhoe
X
/
Lo —feg = § O gt

N}

fe b formuds Wl anke jer =0 e feic(lail)

fo «;’ & V(o) e O« Farvneke

J

X
400 = [T4 ®ar
(A ecln |
-3 i |
0 = _E ( ' - + ton (£ogx)
40x) = @og X/z7> AN %o% x) - QD%Z(XIZ) ¢
odx gl
Ore~v/ 1 vno ry
54___4_____ - [- @Qg(x/z» J ‘oo
N x%ogf(x/a) Y‘
L 0

1 v [ (g (XYY" j

\L X j(’»g_(y/z\]

(/&12)

e ' (o)

g 1

2 - +
i ( < =
Q(/W Ae [/f' b()l = X )%(x/ﬂ‘.’) % ‘e%?()(/‘).)

a



Ea C 000 tvimewnr Wi v 0 [ B

Enexvtio  dwo  E,
rawo  F= Xg ed  He T Yo . S Agp <o
'?revafrc e Nowno Q,Oh»vu\l. valewvih

LFeo,4) {orte

Ay At w
LPo1)  delote

3) Fe —4 WV

Solurione . A) = B e Ve,

g) = A) . Omeave Ky fet S AL pco m b
2 2

51": JYE,,.‘)(E[ = X 2%, X 4»)(5

Xz, ~ Xg
= X‘Ev» - QXEM YE + XE
Gome  A=Xe €l ¥ peTim Ao
J
»/(:\N) J )C'Eu X'E' dAX = j )CE- )CE Sy = j Kgd\(
V=7 R Co, ) CD, N o
= {£(E)

N ellan ¥pelm) Ata:
J

fiv [ X By [ x_dx = L&)
= )
h>e T (=10

G cconne

Tin Conarovw !
X/\‘\r\n j )Y?V\’XF‘PO\X = {w Q( ZXE.,X'(; +X? Oly
N a0 E’l 0 W Eo\ n)

e - Q4B 4 LB =o

e



Analisi Reale

Scritto del 23 Febbraio 2015

Esercizio 1 (10 punti) Sia @ = [0,1] x [0,1] C R? e sia f : Q@ — R la funzione
1

few)={ Tooa F7Y

0 ser =vy.

Determinare tutti i p € [1,00) tali che f € LP(Q) e per tali valori calcolare || f||,.

Esercizio 2 Per ciascun A C [0, 1] definiamo

wA) = /LY (A) e v(A)=+/diam(4) =sup{/|z —y| €R:z,y € A},
dove #! & la misura esterna di Lebesgue.

i) (7 punti) Stabilire se u e v sono misure esterne su [0, 1].

ii) (3 punti) Stabilire se u e v sono misure Boreliane su [0, 1].

Esercizio 3 (10 punti) Sia f : R — R la funzione

00 d 2
f(@) =/O (f—f(%dt, z €R.

E da intendersi f(0) = 0.

i) (4 punti) Provare che f & continua in ogni punto z # 0.

ii) (4 punti) Provare che f & derivabile in ogni punto z # 0.

) (
) (

iii) (2 punti) Provare che f non ¢ continua in z = 0.
) (

iv) (Facoltativo) Provare che lil% f'(z) =0.
T—

3 ore a disposizione
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Analisi Reale

Scritto del 15 Giugno 2015

Esercizio 1 (10 punti) Su R fissiamo la misura di Lebesgue.

i) Trovare, se possibile, una successione di numeri reali ¢, > 0, k& € N, tale che la
successione di funzioni fi(z) = cxz*X[0,1)(%) converga a zero in L' (R) ma non in L*(R).

ii) Trovare, se possibile, una successione reale c, > 0 tale che la successione di funzioni
fr(x) = cxa™ 1" V*xp of(z) converga a zero in L*(R) ma non in L*(R).

iii) Trovare, se possibile, una successione di funzioni f; € L*([0,1]) N L?([0, 1]) che tenda
a zero in L?([0,1]) ma non in L([0, 1]).

Esercizio 2 (10 punti) Sia ¢ : R — C una funzione tale che |p(z)| = 1 e p(z +y) =
o(z) - p(y) per ogni z,y € R.

i) Supponendo ¢ € C'(R;C) provare che ¢'(z) = ¢'(0) - () per ogni = € R e dedurne
che () = e**®, per qualche costante a € R.
T

ii) Provare che se ¢ & misurabile allora ¢ & ancora della forma ¢(z) = €

iii) (Facoltativo) Sia f : R — R una funzione misurabile tale che f(z +y) = f(z) + f(y)
per ogni z,y € R. Provare che esiste o € R tale che f(z) = ax per ogni z € R.

Sugg.: i) (o(z + h) — p(z))/h = ((¢(h) — ¢(0))/h)p(z). i) Regolarizzazione.

Esercizio 3 (10 punti) Sia 4 una misura di Borel finita su [0, 1].

i) Provare che la formula

1
x) = d y, 5660,1,
o@)= [ i), v

definisce una funzione ¢ € C*(]0,1]; R).

ii) Supponiamo che esista o > 0 tale che p([0,z]) < z* per ogni = € [0,1]. Determinare
tutti gli o > 0 tali che ¢ sia assolutamente continua su [0, 1].

3 ore a disposizione
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