Calcolo delle Variazioni Foglio 2

consegna entro il 7 aprile 2017

Esercizio 1. Dati X = {u € C*([0,1]) : u(0) = u(1) = 0} ed a € (0,1], si consideri
F,: X —=>R

Fa(u):/ (ju/| + 3u — 1])dz.
(0,1]

Provare che:
i) infx F,, =0se 0 <a<1,einfx F} <2sea=1.

ii) F, non ha minimo su X.

Esercizio 2. (Moltiplicatori di Lagrange) Si considerino lo spazio funzionale X = {u €
CY(-1,1)NC([-1,1]) s u(£l) =0} ed F,G: X = R

F(u):/ll V1 +u(z)2de, G@):/1 u(z) da.

1

i) Date ¢,1 € C°(—1,1) definiamo H : R? - R, H(e,7) = G(u + ep + 7¢). Provare
che esiste una funzione di classe C', e — 7(¢), tale che H(e,7(g)) = v per ogni |e| < 4.

ii) Supponiamo che v € X sia un minimo di F' soggetta al vincolo G(u) = v per qualche
costante v > 0. Provare che esiste A € R (il “moltiplicatore di Lagrange”, in questo

caso la curvatura) tale che
/

d 1 A/ I u/2

Abbiamo risolto (in parte) il “Problema di Didone”. E facile generalizzare 1’esempio ad F
e GG piu generali.

Esercizio 3. Siano A ={z € R?: 1 < |z| < 2} ed M > 0. Sull'insieme di funzioni
Ay ={ueCA)NC'(A):u=0su|z|=2edu=Msu|z|=1}
consideriamo il problema di minimo min{F(u) : u € Ay} dove F : Ay — [0,00] & il

funzionale dell’area
F(u) = / V14 |Vu(z)?de.
A

Provare le seguenti affermazioni:



i) Se il minimo esiste allora ¢ unico.
ii) Se il minimo esiste allora ¢ della forma u(x) = p(|z|) con ¢ € C([1,2]) N C(1,2).

iii) Per una funzione u come nel punto precedente (“u radiale”) si ha
2
F(u) = 271/ V 1+ ¢ (r)rdr.
1

iv) Per un minimo radiale u(x) = ¢(|z|) si ha

d r¢’ B
%(W) = 0, re (1,2)

v) Provare che esiste My > 0 tale che per M > M, il problema di minimo in esame non
ha soluzione.



