Calcolo delle Variazioni Foglio 3

consegna entro il 21 aprile 2017

Esercizio 1. Sia X linsieme delle funzioni y € H}

e(R) tali che x(0) = 1/2 e tali che
esistano i limiti

\(=00) = lm x(@) =0 ¢ x(oc) = lim x(x) = 1,

T—r—00 T—00

e si consideri il funzionale F': X — [0, 00]

F(x) = /R (X +x*(1 - x)?)d.

Provare che F' ha minimo su X e calcolarlo.
Suggerimenti. Sia (X )neny Una successione minimizzate. Si puo supporre 0 < y,, < 1.

Estrarre una sottosuccessione che converge debolmente in H} .(R). Si potra anche avere

convergenza puntuale quasi ovunque. Semicontinuita inferiore. Dedurre l'equazione di
Eulero-Lagrange in forma debole. Il minimo y e piu regolare. Integrare I'’equazione ed
arrivare alla soluzione esplicita.

Esercizio 2. Per n > 1 ed R > 1 consideriamo 'insieme di funzioni
op = {u € Lip(R") : u(z) > 1 per |z <1 e u(z) =0 per |z| > R}.

Provare che il funzionale F' : &/ — R

F(u) = /Rn |Vu(x)|*dw

ha minimo su 7g.

Suggerimenti. Provare l'esistenza in H}(Bg). Provare 'unicita per stretta convessita.
Dedurre la simmetria radiale del minimo dall’unicita. Derivare 1’equazione di Eulero-
Lagrange nel caso simmetrico. Calcolare il minimo risolvendo 1’equazione differenziale
ordinaria. Constatare a posteriori che il minimo w ¢ Lipschitz.

Esercizio 3. Sia p una misura di Borel finita su R”. Supponiamo che per ogni ¢ €
CH(R™;R") si abbia

| [ divods] < el
Provare che esiste una funzione f € BV (R™) tale che u = f.£™.

Suggerimenti: regolarizzazioni, compattezza.



