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CAPITOLO 1

Panoramica sulle equazioni alle derivate parziali

1. Equazioni differenziali del primo ordine
1) Forma generale:
F(z,u(z),Vu(z)) =0, z €,

dove F: QxRxR*—>ReQCR".
2) Legge di conservazione scalare:

ug(z,t) + divF (z,u(z,t)) =0, z€Q, teR,

dove F': 2 x R — R™ & un campo vettoriale C*. E un equazione non lineare
(se F' & non lineare in u) in forma di divergenza.
3) Equazione di Hamilton-Jacobi:

w(e,t) + Hiz, Vu(e,1)) =0, z€Q, t€R,

dove H : ) x R* — R e ’'Hamiltoniana.
4) Equazione Iconale:

[Vu(z)| =1, =z €.

E un equazione non lineare di tipo Hamilton-Jacobi stazionaria.
5) Equazione di Burgers (in R?)

ur(z,t) + u(z, t)ug(x,t) =0, z€R teER

E una legge di conservazione non lineare.

2. Equazioni differenziali del secondo ordine
1) Forma generale:
F(z,u(z), Vu(z), V’u(r)) =0, z€Q,

dove F': Q X Rx R* x R™" — R e (2 C R*. Equazione “fully non-linear”.
2) Equazione di Laplace:

tr(V2u(z)) = divVu(z) = Au(z) =0, z € Q.

Equazione lineare di tipo ellittico in forma di divergenza.
3) Equazione di Poisson non lineare:

Au(z) = f(u(z)), =€,
dove f: R — R. Equazione semilineare di tipo ellittico.
5



6 1. PANORAMICA SULLE EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI
4) Equazione di Monge-Ampere:
det(V?u(z)) = f(z), =€Q,

con f: € — R. Equazione non lineare.
5) Equazione delle superfici minime:

) Vu(zx)
le( o \Vu(x)|2> =0, ze€

E un equazione non lineare di tipo ellittico in forma di divergenza.
6) Equazione del calore

up(z,t) = Au(z,t) z€Q, t>0.

E un’equazione lineare di tipo parabolico, equazione di diffusione.
7) Equazione delle onde

ug(x,t) = Au(z,t), €, teR

Equazione lineare di tipo iperbolico.
8) Equazione di Schrodinger

ug(z,t) = iAu(z, t) + V(z)u(z, ),

dove u : R* xR — C, e V : R" — R ¢ il potenziale.
9) Flusso di Ricci:

g¢(x,t) = Rice(g(z,t)), zeM, t>0,

dove M ¢ una varieta, g(-,t) € una metrica Riemanniana su M (forma quadrat-
ica su T, M), Ricc(g(-,t)) & la curvatura di Ricci relativa alla metrica g(-,t) (&
una forma quadratica su T, M, operatore differenziale su M del secondo ordine,
non lineare).

3. Problemi generali e strumenti

Le domande principali sulle equazioni differenziali sono:

i) Esistenza di soluzioni;
ii) Unicita delle soluzioni;
iii) Regolarita delle soluzioni;
iv) Dipendenza dai dati iniziali o dalle condizioni al bordo;
v) Formule di rappresentazione per le soluzioni.

Gli strumenti per studiare le equazioni alle derivate parziali coprono I'intera analisi
moderna e contemporanea:

i) Analisi Lineare: Analisi di Fourier, Teoria delle distribuzioni;
ii) Analisi Funzionale: Spazi funzionali, Spazi di Sobolev;
iii) Analisi convessa e “non smooth analysis”;
iv) Analisi non lineare;
v) Calcolo delle Variazioni;
vi) Analisi Reale e Complessa;
vii) Teoria Geometrica della Misura.



3. PROBLEMI GENERALI E STRUMENTI 7

Il punto di vista contemporaneo sulle equazioni differenziali puo essere riassunto nel
seguente programma:

1) Per dimostrare I’esistenza di soluzioni si cercano “soluzioni generalizzate” (dis-
tribuzionali, deboli, in senso viscoso etc.) in uno spazio funzionale sufficiente-
mente grande.

2) Si cerca di dimostrare che le “soluzioni generalizzate” sono anche “soluzioni
classiche” (Problema della Regolarita).

3) L’unicita si ottiene sviluppando opportuni Principi di Confronto.
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CAPITOLO 2

Introduzione

1. Teorema della divergenza e identita di Green

Sia Q@ C R" un aperto limitato e sia k € N. Indichiamo con C*(Q) I'insieme delle
funzioni f € C*(Qy) per qualche aperto €y contenente strettamente €.

DEFINIZIONE 2.1.1 (Aperto di classe C*). Un insieme aperto Q C R" si dice di
classe C*, k € N, se per ogni punto z, € 02 esistono un intorno aperto U C R" di z
ed una funzione f € C*(U) tali che Vf(xq) #0e 0Q2NU = {z € U : f(x) = 0}. Se
f(z) <0 per x € UNK, il vettore

(2.1.1) (o) = L)

V£ (o)

si dice normale esterna a 0f2 nel punto o € 0S2.

La funzione f si dice funzione definiente per 0€). La normale esterna v non dipende
dalla scelta della funzione definiente.

La frontiera M = 0 dell’aperto 2 & una superficie di classe C* che ha in ogni
punto x € M un piano tangente 7, M di dimensione n — 1. Il piano tangente T, M
puo essere identificato con un iperpiano vettoriale di R™. Il campo normale esterno v
¢ definito in modo unico su M = 09 e verifica (v(x),v) = 0 per ogni v € T, M.

Formula dell’area. Su una ipersuperficie M C R” e definita una misura di super-
ficie standard che indichiamo con H"™!, la misura di Hausdorff (n — 1)-dimensionale
in R”. Con questa misura & possibile calcolare integrali di funzioni (ad esempio con-
tinue) definite su M. Supponiamo che la ipersuperficie M sia il grafico di una funzione
© € CHQ) con @ C R*! insieme aperto, e precisamente M = {(2,p(z')) € R" :
2’ € Q}. Sia inoltre g € C(M) una funzione continua. Per la formula dell’areal si ha

(2.1.2) /M g(x) dHm! = /Q oo, o)) /T + V@) P

DEFINIZIONE 2.1.2 (Divergenza). Sia) C R un insieme aperto e sia F' € C' (; R")
un campo vettoriale. La divergenza di F' e

. "\ OF;(x)
div F(z) = E :
= 0z

Il seguente Teorema della divergenza € un caso particolare del Teorema di Stokes
per le varietd con bordo?.

LCfr. Evans & Gariepy, Measure theory and fine properties of functions, CRC Press 1992.
2Cfr. do Carmo, Differential forms and applications, Springer 1994.

9



10 2. INTRODUZIONE

TEOREMA 2.1.3 (della divergenza). Sia Q@ C R" un aperto limitato di classe C*
e sia F € CH(Q;R™) un campo vettoriale. Allora

(2.1.3) /Qdiv F(z)dz = / (F(z),v(z)) dH" ",

o0
dove v(zx) & la normale esterna a 02 nel punto x € OS).

Dim. A) Supponiamo che esista un cubo aperto U C R™ con facce parallele agli
iperpiani coordinati tale che:

1) spt(F)={z € Q: F(z) #0} C U;

2) 0NNU ={(2',p(z')) € R* : 2’ € Q} per una funzione p € C'(Q) e Q@ C R*!
cubo aperto (n — 1)-dimensionale. Supponiamo anche che QN U sia contenuto
nell’epigrafico di ¢.

Per il Teorema di Fubini—Tonelli, si ha

+oo
/leF dx—// div F (', z,) dz, da’ = // 0Faa; + Zn) dz,, dx'.

Integriamo separatamente ciascun contributo della dlvergenza. Per i = n si trova

+o0 oF !
(2.1.4) / OF,(«, 2n) dz, = —F, (2, p(z")).
p(a') Ozy,
Peri=1,2,. — 1, si ha la seguente identita
T 9F (2!, x o [T dp(x")
(2.1.5) ”dn Fy(2', xy,) dy, + Fi(2', (2 :
e = g [ R ) e+ R o) 7

Poniamo &} = ($1, coy Ti1, Tig1, s Tn—1) € consideriamo la sezione Qz = {z; € R :
2" € Q}. Al variare di £;, risulta Qg = () oppure Qs; = (a,b) per numeri fissati a < b.
In questo secondo caso abbiamo

b 0 +o0
(2.1.6) / / Fy(2', x,) dxy dz; = 0,
a al‘z o(z')

perche F'si annulla sul bordo del cubo U.
La normale esterna v a 02 in z = (2/, p(z')) € U ¢ il vettore

N, -1
(2.1.7) o) = Vo) )
1+ V(')
Tenuto conto di (2.1.7), dalle (2.1.4)—(2.1.6) si trova

/levF dx—/ (ZE agiz) Fn(x',go(a:'))>dx'
=/Q<V(33'aﬂﬂ($))a (@', o(«)) V1 + |Vo(a')[? da’
- /a (@) v

Nell’'ultima riga abbiamo usato la formula dell’area (2.1.2).
B) Proviamo il caso generale. Per il Teorema della funzione implicita, per ogni
punto = € 0f1 esiste un cubo U, C R" con facce parallele agli iperpiani coordinati tale
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che 02N U, & un grafico del tipo x; = ¢(Z;) per qualche scelta di i = 1,2,...,n. Gli
insiemi U, con x € 0f) formano un ricoprimento aperto di 0€2. Poiche 0f) ¢ compatto,
essendo (2 limitato, esiste un sottoricoprimento limitato 02 C Uszl Uy, con Uy, = Uy,
per opportuni z; € 0§2. Scegliamo un insieme aperto Uy CC (), non necessariamente
un cubo, tale che Q C UkN:0 Ug. Sia v, k£ = 0,1,..., N, una partizione dell’'unita
subordinata al ricoprimento Uy, Uy, ..., U, ovvero:
1) v € CL(U) per k=0,1,...,N;
N

2) nyk(x) =1 per ogni = € (.

Usando il risultato della parte A) si trova:

foivrtarae = [ v (Sutere) ar =3 [ di (o)
- Z/ div (v () F(2)) dz = ;/mﬁk(:v)F(x),V(x)) dH™ !
/ <Z% )>d’H” ' /m(F(x),l/(x))dH”l.

Abbiamo usato il fatto che / div (v F') dz = 0, la cui verifica ¢ lasciata come esercizio.
Q
O
OSSERVAZIONE 2.1.4. Se F(x) = Vu(z) per una funzione u € C?((Q), la (2.1.3)
diventa

o .. 1
(2.1.8) /QAU(IE) dx = o, 00 dH
dove
ou
(2.1.9) 5, (1) = (Vu(z), v(2))

¢ la derivata normale di u, ovvero la derivata parziale di u nella direzione v(z), € 012,
mentre

n 82
(2.1.10) A=Y~
— oz?

e 'operatore di Laplace.

DEFINIZIONE 2.1.5 (Funzione armonica). Una funzione v € C?((2) tale che che

Au = 0 si dice armonica. L’insieme delle funzioni armoniche in un aperto 2 C R" si
indica con H(f2).

PROPOSIZIONE 2.1.6 (Identita di Green). Sia ) C R" un aperto limitato di classe
C* e siano u,v € C*(2). Allora

(2.1.11) /vAudx:/ va—ud’H” ! /(Vu, Vo) dz,
Q v Q
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. ou ov 1
(2.1.12) /Q(vAu — ulAv)dx = /an (va — u$> dH" .

DiM. L’identita (2.1.12) & una conseguenza di (2.1.11). Dalla regola per la derivata
del prodotto di funzioni troviamo
n n
div(vVu) = z:(vu,)Z = 2:(1),11,z + vuy;) = (Vou, Vu) + vAu.
i=1 i=1

Integrando e usando il Teorema della divergenza si ottiene la (2.1.11):

/Q (vAU + (Vau, Vo)) dz = /

Q

div (vVu) dzx = / (Vu,v)dH" .

i)
0

OSSERVAZIONE 2.1.7 (Integrazione per parti). Se v = 0 oppure du/dv = 0 su
09, allora I'identita di Green (2.1.11) diventa la formula di integrazione per parti

(2.1.13) /UAu dz = —/(Vu, V) dz.
0 Q

2. Funzioni armoniche e olomorfe nel piano

In questa sezione identifichiamo R? = C e indichiamo con z = z + iy la gener-
ica variabile complessa. Gli operatori di derivazione olomorfa ed antiolomorfa sono
rispettivamente

0 1,0 .0 0 10 .0
=5 =3lm i) %= mala i)
Un breve conto mostra che A = 40,0; = 40;0,.

DEFINIZIONE 2.2.8 (Funzione olomorfa). Sia 2 C C un insieme aperto. Una fun-
zione f € C'(Q; C) si dice olomorfa in € se risulta 9; f(z9) = 0 per ogni z, € Q.

Equivalentemente, una funzione f & olomorfa in €2 se per ogni 2y € € esiste finito
il limite
f(z) — f(z)

= lim ——————=
dz 2220 2 — 2

In effetti, il limite vale 0, f(%0). Le funzioni olomorfe sono analitiche.

Se f = u +iv con u, v funzioni (analitiche) reali, diremo che v = Ref ¢ la parte
reale di f, e v =Imf ¢ la parte immaginaria di f. L’equazione 0;f = 0 e equivalente
al sistema di equazioni di Cauchy-Riemann

(2.2.14) { Yo = Uy
Uy = —Vy.

TrEOREMA 2.2.9. Sia Q) C C un aperto e sia f una funzione olomorfa in 2. Allora
la parte reale di f € una funzione armonica. Viceversa, se §) € semplicemente connesso
eu € H(Q) & una funzione armonica, allora u & la parte reale di una funzione
olomorfa.
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Dmm. Sia f = w + v, con u,v funzioni (analitiche) reali. Dalle equazioni di
Cauchy-Riemann (2.2.14) segue che

AU = Ugy + Uyy = Vyg — VUgy = 0.

Supponiamo ora che v € H(2) sia una funzione armonica. Vogliamo trovare una
funzione v definita in €2 tale che f = u + v sia olomorfa. Ovvero, v deve verificare le

equazioni di Cauchy-Riemann v, = —u, e v, = u,. Il campo vettoriale F' € C'(; R?),
F = (F1, F;) = (—uy, uy) verifica la condizione di chiusura

O _ ., _OB

oy T ox

Dunque, siccome {2 & semplicemente connesso, per il Lemma di Poincaré esiste una
funzione potenziale v € C?(Q) tale che F = Vv = (v,,v,). La funzione f = u +iv &
olomorfa.

Equivalentemente possiamo usare il linguaggio delle forme differenziali. Sia w la
1-forma differenziale in Q, w = —u,dx + u,dy. La forma w e chiusa, infatti

dw = —Uygdx N\ dx — Uyydy N dz + ugpdr A dy + Ugydy A dy = Audx A dy = 0.

Dunque, siccome {2 ¢ semplicemente connesso, esiste una funzione potenziale v €
C*(Q) tale che w = dv = v,dz +vydy. Confrontando i coefficienti di dz e dy si ottiene
la tesi. O

OSSERVAZIONE 2.2.10 (Armonica coniugata). Data una funzione u armonica in
(2, una funzione v tale che f = u + iv & olomorfa in € si dice armonica coniugata di
u. Se €1 & connesso, I’armonica coniugata € unica a meno di una costante addittiva.

3. Interpretazione variazionale delle funzioni armoniche
Sia Q C R" un insieme aperto e sia ¢ € C'(992) una funzione continua sul bordo.
Sia
(2.3.15) A(Q; ) = {u eC' ) NC(Q) : upa = o, / |Vul*dz < +oo}.
Definiamo il funzionale di Dirichlet F' : A(£; p) — [0, +00)

(2.3.16) / V() dz.
TEOREMA 2.3.11. Sia u € A(; ¢) un minimo per il funzionale di Dirichlet. Se
u € C%(Q) allora Au =0 in Q.

DiM. Sia v € C§°(2) una funzione di classe C* con supporto compatto in €. Per
ogni € € R risulta u + ev € A(); ), e inoltre, per la minimalita di u, si ha

f(e) = F(u+ev) > F(u) = £(0),

la funzione f : R — [0,4+00) ha un punto di minimo in € = 0, e quindi f'(0) = 0,
posto che la derivata esista. In effetti, f &€ un polinomio quadratico in € e inoltre

f'e) = i(/ \Vu|2da:+25/(Vu,Vv>dx+52/ \Vv\%ia:)
d€ Q (e} Q

= 2/(Vu,Vv)dx+25/ \Vo|*dz.
Q

Q
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Quindi I'equazione f’(0) = 0 & equivalente a

(2.3.17) /(Vu, Vu)dz = 0,
Q

dove v € C§°(Q) ¢ una funzione generica. Se u € C?*(Q), per il Teorema della
divergenza (integrazione per parti) si trova

/(Vu, Vu)dz = —/ vAudz.
0 0

Non c’e contributo di bordo, perche v si annulla in un intorno di 9f2.
Dunque, I’equazione (2.3.17) ¢ equivalente all’equazione

/vAudx: 0
Q

per ogni v € C§°(£2), e questo implica Au = 0 in Q. O

[’ambiente naturale in cui definire il funzionale di Dirichlet & lo spazio di Sobolev
H'(Q).

DEFINIZIONE 2.3.12 (Spazio H'(Q2)). Sia Q C R" un insieme aperto. Diciamo
che una funzione u € L*(Q)) appartiene allo spazio di Sobolev H'(Q) se esiste un
vettore di funzioni G = (gi,...,9,) con g; € L*(Q), i = 1,...,n, tale che vale la
formula di integrazione per parti

(2.3.18) /Q wdivF dz = — / (@, F) dx

Q
per ogni campo vettoriale F' € C§°(£2; R"). In questo caso scriviamo, con abuso di
notazione,

ou
o0x;
Il vettore Vu si dice gradiente debole di u, e le funzioni g; si dicono derivate parziali
deboli di u.

DEFINIZIONE 2.3.13 (Soluzioni deboli). Diciamo che una funzione u € H'(Q)
verifica I’equazione differenziale Au = 0 in senso debole se

/(Vu, Vu)dzr =0
Q

(2.3.19) Vu=G, e

=g, t=1,...n.

per ogni v € C§°(2).

Nel Capitolo 8 vedremo che una funzione u € H'(Q2) che risolve Au = 0 in senso
debole ¢ di classe C*°(2), a meno di ridefinirla in un insieme di misura nulla, e quindi
risolve I’equazione in senso classico.

OSSERVAZIONE 2.3.14. In generale il funzionale di Dirichlet non ammette minimo
finito (Cfr. il controesempio di Hadamard nell’Esercizio 7). Se il dato al bordo ¢
“oscilla troppo” l’energia della funzione armonica che ha ¢ come valore al bordo e
infinita e I'insieme in (2.3.15) & vuoto, A(£; ¢) = 0.



CAPITOLO 3

Soluzione fondamentale e formule di rappresentazione

1. Soluzione fondamentale per I’operatore di Laplace

Cerchiamo una soluzione u dell’equazione Au = 0 in R" \ {0} con simmetria
radiale: u(z) = ¢(|z|) = ¢(r) con |z| =7 > 0 e ¢ € C?*(R"). Abbiamo:

/ Z;
du(z) = ¢ (\x\)m,
L N N
Oua) = ¢ (ol) g + & (o)
e dunque

Au(z) = ¢(r) + "2 (r).

L’equazione alle derivate parziali Au = 0 & equivalente, in questo caso, alla seguente
equazione differenziale ordinaria nella variabile r

0= (r) + (n = V5" ) = o

Per n > 2 si trovano le soluzioni

o(r) = +D,
mentre per n = 2 si trovano le soluzioni
o(r)=Clogr+ D,

con C, D € R costanti.
Scegliamo la costante D = (. La costante C e fissata in dipendenza dalla dimen-
sione n € N. Precisamente definiamo, in R" \ {0},

1
(3.1.2) D(z) = { "2 —njwn [z
— log |z| se n = 2.
2m

se n > 3,

Qui e nel seguito w, = |B(0,1)| indica la misura di Lebesgue della palla unitaria di
R".

La funzione I' e la soluzione fondamentale del Laplaciano. ' ha una singolarita
nel punto z = 0. Questa singolarita & integrabile, ovvero I' € L{ (R"). La scelta
della costante C' ¢ motivata dal Teorema 3.1.2.

Sia § la misura di Dirac in R" concentrata in 0, ovvero §(4) = 0se 0 ¢ A e
d(A) =1se 0 € A, per un qualsiasi insieme A C R".

15



16 3. SOLUZIONE FONDAMENTALE E FORMULE DI RAPPRESENTAZIONE

DEFINIZIONE 3.1.1 (Soluzioni distribuzionali). Diciamo che u € L (R") verifica

loc
I’equazione differenziale Au = § in senso distribuzionale in R" (ovvero in D'(R")), se

(3.1.3) / u(z)Ap(x) dz = ¢(0)

per ogni funzione test ¢ € Cg°(R*) = D(R").

Usando il linguaggio delle distribuzioni!, I’equazione (3.1.3) puo essere riscritta nel
seguente modo: (Au, @) = (4, ¢).

TEOREMA 3.1.2. La funzione I' in (3.1.2) verifica in senso distribuzionale l’equazione
Al'=6 m R*, n > 2.

DiM. Dimostriamo il teorema per n > 3. Il caso n = 2 & lasciato come esercizio.
Data ¢ € C{°(R™) sia R > 0 tale che che spt(p) C B(0, R), ovvero ¢(z) = 0 per

|z| > R. Siccome I' € L{ (R"), per il Teorema della convergenza dominata abbiamo

/ F'Apdr = lim M'Apdz
n e—0F e<|z|<R
= lim (div(I'Ve) — (VI, Vo))dz,

e—0F e<|z|<R

e per il Teorema della divergenza

/ div(I'Vy) dx = / L (Vo,v)ydH" ! — / [ (Vo,v)ydH" !
e<|z|<R lz|=R |z|=¢

(3.1.4)
=— / [ (Vo,v)ydH" !,
|z|=¢

dove, con abuso di notazione, abbiamo indicato v(z) = x/|z|. Nell’ultima riga, abbi-
amo usato il fatto che p(z) = 0 per |z] > R. Poiche H" '({|z| = €}) = nw,e" ! e
ricordando la (3.1.2), si trova

/ T (Vip, )| dH™ " < sup |Vepla)|——
|z|=¢

e dunque l'integrale a sinistra in (3.1.4) & infinitesimo per € — 01, Pertanto

/ F'Apdr = — lim (VI, V) dz,

n e-0t Jec|z|<R

e poiche (VI', Vo) = div(pVI) — pAT' e Al'(z) = 0 per |z| > 0, usando di nuovo il
Teorema della divergenza si ottiene

—/ (VI, Vo) dx = —/ div(eVT) dx
e<|z|<R

e<|z|<R
= o (VT, vy dH" ',
|z|=¢
dove, come sopra, v(z) = z/|z|. Dal momento che, per |z| = ¢,

(V@) () = 20 1

o nwy,lz/nt’

LCfr. Hérmander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators I, Springer 1990.
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si arriva all’identita
[ et =)+ | @ —etopan.

La tesi del teorema segue ora dal fatto che, essendo ¢ continua, si ha

lim (p(z) — @(0)) dH™ " =0

e—0t |z|=¢

1

nwpen—1

2. Formule di rappresentazione di Stokes

Definiamo la soluzione fondamentale per A con polo in un punto fissato x € R”
come
1 1

n(2 —n)w, ly — z["=2’

Pa(y) =Ty —2) =

Per n = 2 la definizione & analoga. Indicando con 9§, la delta di Dirac concentrata in
z, la funzione I';, verifica in senso distribuzionale ’equazione differenziale AI';, = 4.

y#x, n>3.

TEOREMA 3.2.3 (Formula di Stokes). Sia Q C R* un aperto limitato di classe C*
e sia u € C*(Q). Allora, per ogni xz € Q si ha
du(y) 0l (y) 1
2. =T A — r — "
325) (@)= [ Lwaumay— [ ()G - um T2 D)),

DiM. Fissato = € € sia ¢ > 0 tale che B.(z) CC Q e poniamo ., = Q \ B.(z).
Siccome T, € L. (R™), per il Teorema della convergenza dominata si ha

loc

lim I, Audy = / I, Audy.
Q. Q

e—0

Inoltre, poiche AT, = 0 in €., dall’identita di Green (2.1.12) si ottiene

/QEFzAudyz/m (rw% aary)cm" 1
ou  AT,\ du T,y .
:/ (r. a_z_“au)‘m 1_/33@ (T a—Z—uay>d% L

Nell’'ultimo integrale, con abuso di notazione, v(y) = ‘Z_;

indica la normale esterna
al bordo della palla B (x). Osserviamo che

‘/ r, —d’H” 1
OB, ( ov

e dunque I’ 1ntegrale a sinistra converge a zero per ¢ — 01. Inoltre, si ha

OL4(Y) 1ym—t _uxaF() S O,(y) .,
/aBE(S(y) oy M /a BE(U(@/) (2)) =5~ dH" ™ + u(a) /a y s

(z) n OV

dove, essendo Z=2W — L __1_ ner y € 9B, (), si ha 'identita

v nwy |z—y|"1

(3.2.6) / 6F ( ) an 1 _ 1 81_n%n_1(835) —
0B (x)

ov Wy,

< C(n)e* " sup |[Vu(z)| "' (0B.(z)) < Ce,

e
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Infine, dalla continuita di u nel punto z si deduce che

. Il (y) -1
2. 1 — — 2 dH" T =
(3.2.7) L (u(y) — u(z))—5 = dH 0,
e questo conclude la dimostrazione della formula di Stokes.

O

La formula (3.2.5) permette di ricostruire una funzione v a partire da Au in €,
e da u, Ou/Ov su 09. In particolare, se u € C*({)) ¢ una funzione armonica in Q, si
ottiene la formula di rappresentazione

(3.2.8) u(z) = /a ) (u(y)argil(jy)) _ rw(y)ag—f))dﬂn—l.

Il membro di destra ¢ una funzione differenziabile con continuita infinite volte nella
variabile z. Limiti e derivate in z, infatti, passano sotto il segno di integrale e
I'integranda & di classe C*°(Q) in z per ogni y € 0S).

COROLLARIO 3.2.4. Sia Q@ C R* un aperto, n > 2. Se u € C?*(Q) ¢ armonica
allora u € C*(Q).

COROLLARIO 3.2.5. Una funzione u € C*(B(z,r)), z € R* er > 0, verifica la
formula di rappresentazione

(3.2.9) u(z) ZJQB( )+ / . (F=) =T 0) duty)iy

dove I'(r) =

n(2—n)wn *

Dim. Verifichiamo la formula nel caso n > 3. Usiamo la formula di Stokes (3.2.5)
relativamente all’insieme Q = B(x,r):

(3.2.10)
o4 (y) n—1
e R N (e L
Ricordiamo che se y € 0B(x,r) allora
ory . 1
v Y = @B @)
Inoltre, per il Teorema della divergenza si ha

Ou(y) 1ym1 _ duly) oy
/33(55,7") La(y) Oov dH™ = F(r)/ Wdlﬂ = F(T)/ Au(y)dy.

OB(z,r) B(z,r)

Sostituendo queste informazioni in (3.2.10) si ottiene la formula di Stokes (3.2.9). O



CAPITOLO 4

Formule di media e Principio del Massimo

1. Formule di media

TEOREMA 4.1.1 (Formule di media). Sia Q@ C R, n > 2, un aperto e sia u €
C*(Q2) una funzione armonica. Per ogniz € ) e per ognir > 0 tale che B(xz,r) CC
risulta

(4.1.1) u(:c):]éB( RO u(x):]é L )y

Dmm. Se Au = 0 in Q, dalla formula di Stokes (3.2.9) si ottiene la formula di
media di superficie

u(z) = ][ u(y)dH™ .
OB(z,r)

Integrando in ¢ fra 0 e r 'identita
nwnt”_lu(ac) = / u(y)d”;'-t"_1 + nwnt”_l/ (Fw(y) - F(t))Au(y)dy,
(9B(£E,t) B(iE,t)

si trova ’'ulteriore variante della formula di Stokes
n [T
(4.12)  u(z)= ][ w(y)dy + — [ " / (Ta(y) — T(t)) Auly) dy dt,
B(z,r) ™ Jo B(z,t)

e se Au = 0 si ottiene la formula di media di volume. O
DEFINIZIONE 4.1.2. Diciamo che una funzione u € L] .(Q) ha la proprieta della

media se per ogni x € Q) e per ogni r > 0 tale che B(z,r) CC Q si ha
(4.1.3) u(z) = ][ u(y) dy.
B(z,r)

Le funzioni con la proprieta della media sono continue perche la funzione a destra
in (4.1.3) & continua nella variabile z. Per il Teorema 4.1.1 le funzioni armoniche
hanno la proprieta della media. Vale anche il viceversa:

TEOREMA 4.1.3 (Koebe). Siano Q C R™ un insieme aperto e u € Li () una
funzione con la proprieta della media in ). Allora u é armonica in S2.

La dimostrazione e nel Capitolo 9.

2. Funzioni subarmoniche e superarmoniche

DEFINIZIONE 4.2.4 (Funzioni sub- e superarmoniche). Diciamo che una funzione
u € C(2) & subarmonica in €2 se per ogni x € Q e per ogni r > 0 tale che B(z,r) CC Q

19
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si ha
(4.2.4) u(z) < ][ u(y) dy.

B(z,r)

Indichiamo con Sub(f2) 'insieme delle funzioni subarmoniche in €.

Diciamo che una funzione u € C(Q2) & superarmonica in {2 se —u € Sub(2).

Indichiamo con Sup(f2) 'insieme delle funzioni superamoniche in .

OSSERVAZIONE 4.2.5. Elenchiamo alcune proprieta delle funzioni subarmoniche.

1) L’insieme Sub(£2) & chiuso rispetto alla somma di funzioni e alla moltiplicazione
per scalari non negativ.
2) Sub(£2) & chiuso rispetto alla convergenza uniforme sui compatti.

3) Sub(2) & chiuso rispetto all’operazione di massimo.

Dim. Siano, infatti, u;,us € Sub(Q2) e consideriamo la funzione v(z) =
max{ui(z), uz(x)}. Dalle disuguaglianze

w@ < w@dsf @y  i-12
B(z,r)
si deduce che
o) <4 vy
B(z,r)
]
4) Se u € C*() sono equivalenti: i) u € Sub(Q); ii) Au > 0 in Q.

Dim. ii)=i) Supponiamo che sia Au > 0 in 2 e sia B(z,r) CC €. Allora
sia ha

t” 1/ — I['(t)) Au(y) dydt <0,
B(z,t)

in quanto I' ( ) I'(t) < 0 per |z — y| < t. Dalla formula di Stokes (4.1.2)
segue che

u@)<f  ulyay
B(z,r)
L’implicazione i)=-ii) si prova in modo analogo. O

3. Principio del Massimo per le funzioni subarmoniche

TEOREMA 4.3.6 (Principio del Massimo forte). Sia 2 C R* un aperto connesso

e sia u € Sub(Q2). Se esiste xy € Q tale che u(xy) = max,cq u(x) allora u(x) = u(xg)
per ogni x € €.

DiM. Consideriamo I'insieme Qy = {z € Q : u(z) = u(xy)} # 0. Se proviamo che

Q) ¢ sia aperto che chiuso relativamente ad €2, allora per connessione si trova {2y = €.

Poiche u & continua, {2y € chiuso in 2. Mostriamo che )y & aperto. Siano x € )

ed r > 0 tale che B(z,7) C Q. Per la proprieta di sottomedia

(4.3.5) 0=u(z) —u(z) < ][ (u(y) — u(zo))dy.

B(z,r)
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D’altra parte vale u(y) —u(x¢) < 0 per ogni y € B(z,r), e quindi I'integrale in (4.3.5) &
nullo. Deve dunque essere u(y) = u(xg) per ogniy € B(z,r) ovvero B(z,r) C Q. O

Il Principio del Massimo debole vale, in particolare, per le funzioni armoniche.

COROLLARIO 4.3.7. Sia S un aperto connesso e siano u,v € C*(Q2) due funzioni
armoniche tali che u(z) > v(z). Se esiste xy € Q tale che u(zy) = v(zy), allora
u=v.

TEOREMA 4.3.8 (Principio del Massimo debole). Sia Q C R® un aperto limitato
e sia u € Sub(Q). Se per ogni y € 052 si ha
(4.3.6) limsupu(z) <0,

T—Y

allora u(z) < 0 per ogni x € Q.
Premettiamo alla dimostrazione del Teorema 4.3.8 il seguente lemma.

LEMMA 4.3.9 (Weierstrass). Siano Q2 C R" un aperto limitato eu : @ — R, allora
esiste un punto xo € ) tale che per ogni r > 0
(4.3.7) supu(z) = sup  u(x).
€N zE€B(z0,r)NQ
DiM. Supponiamo per assurdo che per ogni z € Q esista un raggio 7, > 0 tale
che supg u > supg(, . )no u. La famiglia di palle aperte {B(z,r;) : z € Q} forma un
ricoprimento aperto di 2, che & compatto. Dunque, esiste un numero finito di palle
B; = B(z;,7s;), i = 1,..., k, tale che Q C Ule B;, e quindi
Supu = max Sup u.
o) i=1,...,k B;NQ

Questo ¢ assurdo, in quanto supg,nq v < supg u per ogni i =1,.... k. O

DiM. DEL TEOREMA 4.3.8. Senza perdere di generalita possiamo supporre che
(2 sia connesso. Sia xy € {2 un punto tale che valga la (4.3.7) per ogni r > 0. Ci sono
due casi: 1) zy € ; 2) 2y € 09.

Se xy € €, allora dalla continuita di u segue che

u(zg) =lim sup wu(zr) =supu(z),
™40 zeB(zo,r) €N

e quindi u(zg) = maxgeq u(z). Il Principio del Massimo forte implica che u(z) = u(zo)
per ogni z € €. Dall’ipotesi (4.3.6) segue che u(xg) < 0 e il teorema & provato.

Supponiamo che zy € 0. Fissato € > 0, per ogni k € N esiste 2y € B(z,1/k)
tale che u(xzg) > supgu — &. Poiche xp — xy € 9 per k — +oo, dalla (4.3.6) si
deduce che

0 > limsup u(zy) > supu(z) — e.

k—o00 z€eN

Dunque, si trova supg u < € per ogni € > 0 che implica v < 0 in €. O

EseEMPIO 4.3.10. Per aperti illimitati il Principio del Massimo debole puo non
valere. Siano ad esempio ) = {(m,y) ER :2 >0,y > 0} e u(z,y) = zy. La
funzione u & armonica in R? (in particolare & subarmonica) e inoltre u = 0 su 9.
Tuttavia v > 0 in €.



22 4. FORMULE DI MEDIA E PRINCIPIO DEL MASSIMO

OSSERVAZIONE 4.3.11. La Definizione 4.2.4 di funzione subarmonica puo essere
generalizzata richiedendo che u : Q — [—o0, +00) verifichi:
) u € Lyoe();
ii) u & semicontinua superiormente in 2: limsup, ,, u(y) < u(z) per ogni z € §;
iii) Proprieta della sottomedia (4.2.4).
Il Principio del Massimo forte e debole continuano a valere per questa classe piu

ampia di funzioni subarmoniche.

4. Problema di Dirichlet. Unicita della soluzione

PROPOSIZIONE 4.4.12. Sia Q C R™ un aperto limitato e sia u € C*(2) N C(R)
una funzione armonica tale che u =0 su 0. Allora uw =0 in €.

DiM. Infatti per il Principio del Massimo debole risulta sia u < 0 che —u < 0 in
Q. O

Data una funzione continua ¢ € C(092) (il “dato al bordo”), il Problema di

Dirichlet consiste nel trovare una funzione u € C*°(2) N C(£2) tale che
(4.4.8) { Au=0 in

Ujgn = ©.
L’esistenza di soluzioni e studiata nel Capitolo 12.

PROPOSIZIONE 4.4.13. Supponiamo che il Problema di Dirichlet (4.4.8) abbia una
soluzione. Allora essa é unica e inoltre

max [u(z)] = max |¢(z)].
DiM. Se u,v € C*®(2) N C(Q) sono due soluzioni, allora la funzione v — v &
armonica in €) e nulla al bordo. Dunque per la Proposizione 4.4.12 si ha u —v = 0 in
Q. Dalle disuguaglianze

— < <
max ] < u(z) < max p|

che valgono per z € 0f2 si deducono con il Principio del Massimo debole le stesse
disuguaglianze per = € (). O

PROPOSIZIONE 4.4.14. Sono equivalenti le sequenti affermazions:
i) u € Sub(Q); B
ii) per ogni palla B CC §, detta h € C*(B) N C(B) la soluzione del Problema di

Dirichlet
(4.4.9) {Ah:O in B

UjpB = U,
st verifica u < h in B.

DiM. i)=ii) Se u € Sub(2) e h & come nell’enunciato, allora v — h € Sub(B) e
poiché u = h su 0B dal Principio del Massimo debole segue che u — h < 0 in B.

ii)=1) Siano z € Q ed r > 0 tali che B(z,r) CC €. Sia h la soluzione del
Problema (4.4.9) con B = B(z,r). Allora

u@) <h@)=F  wwanr i =f  ugane

OB(z,r) OB(z,r)
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e con un’integrazione in r si ottiene la proprieta di sottomedia. Abbiamo, di passaggio,
ottenuto anche la proprieta di sottomedia sferica per le funzioni subarmoniche. [
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CAPITOLO 5

Principio del Massimo per operatori ellittici

1. Operatori ellittici ed ellittico-parabolici

Sia 2 C R" un aperto e siano a;;,b;,c : @ = R, 4,57 = 1,...,n, delle funzioni.
Consideriamo 'operatore differenziale lineare del secondo ordine

(5.1.1) L= Za,] U+Zb )i + c(x

irj=1
Indichiamo la matrice dei coeflicienti della parte del secondo ordine con
A= (aij)i,jzl,...,n-
Nel caso A =1, b = (by,...,b,) = 0 e ¢ = 0 si trova Poperatore di Laplace £ = A.
DEFINIZIONE 5.1.1 (Operatore ellittico). L’operatore L si dice di tipo ellittico-
parabolico (o ellittico degenere) in € se la matrice A ¢ (simmetrica e) semidefinita

positiva in tutti i punti x € {2, e precisamente

n

(5.1.2) D ai(2)&8 = (A(@)€,€) >0, z€Q, LR
2,j=1
L’operatore L si dice ellittico in €2 se la matrice A ¢ simmetrica ed esiste una
costante A > 0 tale che

(5.1.3) (A0)E,€) 2 MeP, z€9Q E€R.

L’operatore L si dice uniformemente ellittico in {2 se la matrice A e simmetrica
ed esistono due costanti 0 < A < A tali che

(5.1.4) A€ < (A()€,€) < AP, zeQ EeR

L’operatore di Laplace ¢ uniformemente ellittico con A = A = 1 su qualsiasi
aperto.

TEOREMA 5.1.2 (Principio del Massimo debole). Sia Q C R™ un aperto limitato
e sta L un operatore ellittico-parabolico in € tale che:

i) ¢ <0 in Q.

ii) Esiste una funzione w € C?*(Q) tale che Lw >0 e w < 0 in Q.
Allora

Lu>01in

(5.1.5) limsupu(y) <0 } = u <0 4n
y—T€IN

per ogni funzione u € C?(Q).

25
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DiM. Supponiamo preliminarmente che sia Lu > 0 in (2. Per il Lemma di Weier-
strass esiste zy € (2 tale che per ogni r > 0

supu(z) = sup  u(x).
e z€QNB(zo,r)

Caso 1): zg € Q. Poiché zy & un punto di massimo interno si ha Vu(zg) = 0 e
V2u(zy) < 0, dove VZu & la matrice Hessiana di u. Dunque, abbiamo

(5.1.6)

n

0 < Lu(zg) = Z @i (20)Oiu(xo) + c(To)u(mo) = tr(A(z0) V(o)) + c(zo)u(zo).

ij=1
Ricordiamo che se A, B sono due matrici n X n (simmetriche e) semidefinite positive
allora tr(AB) > 0. Infatti, posto (d;;) = D = VB, si ha bij = p_, digdj, € quindi

tI‘(AB) = Z A(Z)B(Z) = Z aijbij = Z Z aijdikdjk Z 0.
i=1 i=1 k=1 i,j=1
Nel caso in esame, abbiamo A > 0 e B = —V?u(x) > 0 e quindi
tr(A(zo) Vu(zo)) < 0.
Dalla (5.1.6) si deduce che c(zg)u(zo) > 0. Per l'ipotesi i), deve essere u(zy) < 0.
Questo prova che u(z) < 0 per ogni z € Q.
Caso 2): zg € 0. In questo caso si trova direttamente

sup u(z) = limsupu(z) < 0.

€N T—T0

Supponiamo ora che sia Lu > 0 in Q. La funzione u(z) +ew(z) con € > 0 verifica
le ipotesi della prima parte della dimostrazione:

Lu+ew)=Lu+eLw>0 e limsup(u(y)+ew(y)) <O0.
y—TE€IN

Dunque u 4+ ew < 0 in €2, e data I'arbitrarieta di € > 0 si ottiene u < 0 in €. O

OSSERVAZIONE 5.1.3. Supponiamo che aq1(x) > § > 0 per ogni z € 2 e che by, ¢
siano limitati in un aperto limitato 2 C R". La funzione w € C?

w(z) =e M — M

verifica Lw > 0 e w < 0 in €, pur di scegliere A\, M € R" sufficientemente grandi.
Infatti

Lw(z) = (Nan(z) — Abi(z) + ¢(z))e " — Mc(z).

COROLLARIO 5.1.4. Sia L un operatore di tipo ellittico-parabolico in un aperto
limitato Q C R™ che wverifica le ipotesi Teorema 5.1.2. Sia u € C%(Q) N C(Q) una
funzione tale che Lu = 0 in Q. Allora

max [u(z)| = max |u(z)|
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In particolare, se il Problema di Dirichlet

Lu=0in
ujpn = ¢ € C(09),

ha soluzione u € C?(Q) N C(R), allora essa ¢é unica.

2. Lemma di Hopf. Principio del Massimo forte

DEFINIZIONE 5.2.5 (Sfera interna). Un insieme aperto @ C R" ha la proprieta
della sfera interna in un punto zy € 0€2 se esistono = € 2 ed r > 0 tali che B(z,r) C Q

e 0B(z,r) N0 = {xp}. Chiamiamo il vettore v = sy Mormale interna a 0€ in .

Se Q C R* & un aperto di classe C? allora ogni punto del bordo ha la proprietd
della sfera interna (Esercizio).

TEOREMA 5.2.6 (Lemma di Hopf). Sia Q un aperto con la proprieta della sfera
interna in xo € 0S). Sia L un operatore ellittico in Q) con b;, a;; limitati e c = 0. Sia

u € C?(Q) N CYQ) una funzione tale che:
i) Lu >0 in Q;
i) u(z) < u(zy) per ogni x € Q.
Allora si ha
Ou(zy)
ov
dove v é una normale interna a 0X) in .

Dim. Siano y € Q ed r > 0 tali che B(y,r) C Q e 0B(y,r) N 0Q = {xo}-
Consideriamo la funzione

<0,

ar2

—alo—yl’ _ -
7

v(z)=e
con « > 0 parametro da discutere. Si calcolano le derivate parziali
djv = —20e 7V (a; — yy),
Dijv = —2a[ — 2a(x; — y;) (@i — yi) + 65| e oY,
e quindi

Lv= i ai]-(?ijv + ibjajv
j=1

— e ol [402(A(z — ), (& — 9)) — 20(6e(A) + (b7 — )],

dove A = (a;j) e b = (b1, ..., b,) dipendono da z. Se |z —y| > p > 0, allora dalla
condizione di ellitticita (5.1.3) si ha

(A(@ = y), (= y) > Az —y[* > Ao,
e siccome tr(A) + (b,x — y) ¢ limitata per z € €, & possibile fissare & > 0 tale che
Lvu(z) >0 per z € Q con |z —y| > p.
Consideriamo I'anello Qy = {z € Q: p < [zt —y| < 7} e per £ > 0 sia w(z) =
u(z) — u(xg) + ev(x). Abbiamo le seguenti proprieta:
(i) Lw = Lu+eLv >0 in .
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(i) Se |[x—y| =r, alloraw(z) = u(z) —u(zy) < 0, percheé z; & un punto di massimo
per u.

(iii) Se |z — y| = p allora w(z) = u(z) — u(zo) + ev(z) < 0 pur di prendere € > 0
sufficientemente piccolo. Questo € possibile perche z; € un punto di massimo
stretto.

Dal Principio del Massimo debole segue che w < 0 in 2y, ovvero

u(z) —u(zg) < —ev(z), =z € Q.

Quindi, detta v = é:zgl la normale interna a 0 in z, si ha
ou(x . u(zg+tv) —u(x . v(xg+tr
(0)=hm (%o ) (0)<—5hmy

2
< = —2eare” " < 0.
ov t—0+ t t—0+ t

O

TEOREMA 5.2.7 (Principio del Massimo forte). Sia Q C R* un aperto connesso
e sia L un operatore ellittico in Q con b;,a;; limitati e ¢ = 0. Sia u € C*(Q) una
funzione tale che Lu > 0 in . Se esiste xo € §2 tale che u(xy) = maxgzequ(x), allora
u(z) = u(zg) per ogni x € L.

DiM. Linsieme Qy = {z € Q : u(z) < u(zy)} ¢ aperto perché u & continua.
Supponiamo per assurdo che Qq # (). Essendo € connesso, si ha 0QyNQ # (). Infatti,
se cosl non fosse allora

Q:Q()UQ\Q():Q()UQ\Q(),

ed ) sarebbe I'unione di due aperti disgiunti.

Esistono un punto y € Qg ed r > 0 tali che B(y,r) C Qo e 0B(y,r) N0 = {x1}
per un certo z; € 2. Poiche u(zy) = u(z1), si ha Vu(z;) = 0. D’altra parte,
u(zy) > u(z) per ogni x € B(y,r) e Lu > 0in B(y,r). Il Lemma di Hopf implica che

ou(zy)
Vu(x,),v) = <0,
(Vu(a), ) = 248
dove v = é:gl ¢ la normale interna ad Qg in xz; € 9. Questo non ¢ possibile.

O

OSSERVAZIONE 5.2.8 (Operatori in forma di divergenza). Sia A = (a;;); j=1,....n una
matrice di coefficienti in 2 tale che a;; € C'(Q2). Un operatore £ della forma

(5.2.7) Lu = div(AVu) = Zn: 0 ( a“)

= 8.% Ja.’L‘j

,j=1

si dice in forma di divergenza. Se la matrice A ¢ simmetrica e verifica la condizione di
ellitticita (5.1.3), 'operatore L si dice ellittico. Sviluppando la derivata del prodotto
in (5.2.7) si ottiene un operatore della forma (5.1.1) con ¢ = 0.

Un operatore ellittico £ in forma di divergenza tale che a;; e le loro derivate sono
limitate in € verifica sia il Lemma di Hopf che il Principio del Massimo forte.
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3. Cenni di teoria della regolarita

DEFINIZIONE 5.3.9 (Soluzione debole). Sia Q2 C R un aperto e siano a;; € L*(£2),
i,j =1,..,n, ed A= (ai)ij=1,. n Una funzione u € H'(Q) si dice soluzione debole
dell’equazione

div(AVu) =0 1in Q,
se per ogni ¢ € C}(Q) si verifica

/Q<A($)VU($), Vo(z))dr = 0.

Il problema della regolarita (all’interno) consiste nel provare che una soluzione
debole di un equazione differenziale alle derivate parziali ha, sotto determinate ipotesi,
un guadagno di regolaritd. Ad esempio!:

TEOREMA 5.3.10. Sia 2 un aperto di R, sia A = (a;;) una matrice ellittica in 2
con a;; € C*°(Q). Seu € HY(Q) & una soluzione debole dell’equazione div(AVu) =0
in Q allora u € C*(Q).

Il principale teorema di regolarita per equazioni alle derivate parziali ellittiche e
dovuto ad E. De Giorgi e J. Nash.

TEOREMA 5.3.11 (De Giorgi-Nash-Moser). Sia Q un aperto diR", e sia A = (a;;)
una matrice ellittica in Q con a;; € L*(Q). Se u € H(Q) & una soluzione debole
dell’equazione div(AVu) = 0 in §, allora per ogni compatto K C Q esiste 0 < o <1

tale che
o [1(2) = u0)

< +00.
zyeK,zy lz —yl®

Si veda ad esempio E. De Giorgi, Selected Papers, Springer 2005, p. 179.

ICfr. L. C. Evans, Partial Differential Equations, AMS 1998, Sez. 6.3.
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CAPITOLO 6

Disuguaglianza di Harnack

1. Disuguaglianza di Harnack

TEOREMA 6.1.1 (Disuguaglianza di Harnack). Sia Q C R™ un aperto connesso.
Per ogni compatto K C 2 esiste una costante C' > 0 tale che

(6.1.1) supu < C'infu
K K

per ogni funzione armonica u € C*®(Q) positiva.
Dim. Proviamo preliminarmente che per ogni funzione armonica v positiva in €2
e per ogni palla B = B(z,r), r > 0, tale che B(Z,4r) C Q si ha

(6.1.2) sup u < 3"inf u.
B B

Se, infatti, z,y € B allora B(z,r) C B(y,3r) C B(z,4r) C 2, e dunque dalle formule
di media

u(z) :][ u(z)dz < nl / u(z)dz = 3"][ u(z)dz = u(y).
B(z,r) rWn B(y,3r) B(y,r)

Prendendo estremo superiore per x € B ed estremo inferiore per y € B si ottiene la
(6.1.2).
Definiamo la funzione S : Q x Q — [0, +00]

S(z,y) = sup {% :u € C™(Q) armonica e u > 0 in Q} :
Vogliamo provare che S(z,y) < +oc per ogni coppia di punti z,y € 2. Fissato y € €,
sia Q, = { € Q: S(z,y) < 400}. Sicuramente 2, # 0, in quanto y € Q,. Proviamo
che Q, ¢ aperto. Sia z € Q, ovvero u(z) < Cu(y) per una costante finita C > 0 e per
tutte le funzioni armoniche u € C*(Q2), u > 0. Preso r > 0 sufficientemente piccolo,
per la (6.1.2) si ha

sup u(z) < 3" inf wu(z) < 3"u(x) < 3"Cu(y),

2E€B(z,r) z€B(z,r)

e unque B(z,7) C Q,. Quindi , & un insieme aperto.

Proviamo che €, & un insieme chiuso in €. Siano z; € €, k¥ € N, punti tali che
zp — = € Q per k — +oo. Preso r > 0 sufficientemente piccolo, si ha z € B(x,r)
per qualche £ € N, con u(z) < Cu(y). Dunque:

u(z) < 3" inf wu(z) < 3"wu(zg) < 3"Cu(y),
2€B(z,r)

e quindi z € €),,. Essendo 2, non vuoto, aperto e chiuso deve essere {2, = ). Siccome
y € € & generico, questo prova che S(z,y) < 400 per ogni coppia di punti z,y € Q.

31



32 6. DISUGUAGLIANZA DI HARNACK

Se K C €2 e un insieme compatto, allora K x K & un insieme compatto in €2 x (2.
Sia d = dist(K;00) esia 0 < r < d/4. Esistono finite coppie di punti (z;,y;) € K x K,
1=1,...,m, tali che

K x K C UB(.Ii,T) X B(y;,r).
i=1
Dati z,y € K x K avremo z € B(z;,r) e y € B(y;,r) per qualche i = 1,...,m. Dalla
(6.1.2) si ottiene

TR

< 9"S(zi, ;) < 9"max {S(zi,y;) s i =1,...,m}.

u(y)

2. Principio di Harnack

TEOREMA 6.2.2. Sia Q2 C R™ un aperto e sia uy, € C*(R2), k € N, una successione
di funzioni armoniche convergente uniformemente sui compatti ad una funzione u.
Allora u € armonica in €.

Dim. La funzione u ¢ continua in Q. Siano z € Q e 0 < r < dist(z;09). Grazie
alla convergenza uniforme e possibile passare al limite sotto al segno di integrale nelle
formule di media:

(6.2.3)
u(z) = lim ug(z) = lim ug(y)dy :][ lim ug(y)dy =][ u(y)dy.
B(z,r) B(z,r) B(z,r)

k—+o00 k—+o00 k—+o00
Quindi u ha la proprieta della media in € e per il Teorema di Koebe u € armonica. [

TEOREMA 6.2.3 (Principio di Harnack). Sia Q C R™ un aperto connesso e sia
up € C*(Q), k € N, una successione crescente di funzioni armoniche. Se esiste
xo € Q tale che ug(xo) converge per k — +oo ad un valore finito, allora uy converge
uniformemente sui compatti ad una funzione armonica.

DiM. Poiche la tesi riguarda compatti, non e restrittivo supporre uy, > 0 in {2 per
ogni k € N. Sia K C €2 un compatto contenente x,. Per la disuguaglianza di Harnack
esiste una costante C' > 0 tale che per ogni £ € N

sup ug(z) < C inf ug(z) < Cug(x)-

zeK €K
Siccome la successione ¢ crescente, segue che uy(x) converge per ogni z € K (e quindi
su tutto ) ad una funzione u(z). Dal Teorema della convergenza monotona segue,
come in (6.2.3), che u verifica la proprieta della media, e dunque & armonica.

Ora ci sono due casi. Caso 1: esistono Z € 2 e k € N tali che u(Z) = uz(7). Allora
u = uy, per ogni k > k.

Caso 2: u(x) > ug(z) per ogni z € Q e per ogni k € N. In questo caso, per la
disuguaglianza di Harnack abbiamo la maggiorazione

sup (u(z) = u(2)) < C(u(zo) — un(a0)),

da cui segue che la convergenza e uniforme sui compatti. O



CAPITOLO 7

Analiticita delle funzioni armoniche

1. Stime di Cauchy

Un vettore di interi non negativi o = (au, ..., @) € Nj si dice multi-indice. Il peso
di un multi-indice ¢ |a| = a; + ... + @, ed inoltre si pone a! = aq!- ... - ol

L’operatore di derivazione 0% in R" associato ad un multi-indice a & definito nel
seguente modo:

o (051 O
9% = 9™ ... 90,
dove 0; = 0/0z; & 'operatore di derivazione parziale nella direzione i-esima.

TEOREMA 7.1.1 (Stime di Cauchy). Sia Q una aperto di R* e sia u € C®(Q)
una funzione armonica. Per ogni compatto K C ) si ha

(7.1.1) sup 0 (a)] < (“7) " sup fu(a),

reK

dove d = dist(K; 092).

DiM. La funzione J;u & armonica per ogni 7 = 1,....,n. Per le formule di media
con notazione vettoriale, si ha per ogni x € K e per ogni raggio 0 < r < d

1
w(m):]é Vs /BB( )

wpr"

La seconda disuguaglianza segue dal Teorema della divergenza. Dunque, per ogni
1=1,...,n abbiamo

Ou(z)| < |Vu(z)| < L7'1"_1((9]5(33,7‘))SUP () = ~sup lu(z)],
Wy " zEQ T zeq

e con r — d si ottiene

(7.1.2) sup [0;(2)| < = sup |u(z)],
TeK d e

che ¢ la (7.1.1) per |a| = 1.
Proviamo il caso generale. Le funzioni 0%u sono armoniche in {2 per ogni «. Per

i =1, ..., || consideriamo gli insiemi aperti
. ud
Q; = {x € Q:dist(z; K) < W},
e
e osserviamo che dist(€2;0Qi11) = d/|a|. Siano Ky = K e K; = Q; per i =
1,..,|a| — 1. Usiamo la disuguaglianza (7.1.2) |a| volte sugli insiemi K; e €;;1 per
i=0,1,...,|al — 1 togliendo ad ogni passo una derivata. Si ottiene la (7.1.1).
U
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2. Analiticita delle funzioni armoniche

TEOREMA 7.2.2. Le funzioni armoniche sono analitiche reals.

DiM. Sia 2 C R™ un aperto e sia u € C*(2) una funzione armonica. Siano
zo € Q ed 7 > 0 tale che B(zg,7) CC . Verifichiamo che lo sviluppo di Taylor di u
con centro xy converge ad u uniformemente in B(zg, ¢) per qualche g > 0.

Per ogni p € N abbiamo lo sviluppo di Taylor

(7.2.3) u(z) = Z 8"‘#(!330)(:5 — 20)* + Ry(z, o),
la|<p
dove
(7.2.4) R,(z,20) = Z 80‘2!(3/) (x —x0)®
|a|=p+1

& il resto p-esimo, con y € [z, zq].
Scegliamo ¢ < r/2, e prendiamo z € B(zg,0). Allora y € B(zg,r/2) e per il
Teorema 7.1.1 con d = 5 si ha

*u(y)l < (

Si trova la maggiorazione per il resto

|Ry(x,z0)| = ‘ > aaz,(y) (z — x0)®
a|=p+1 '
<y Z( Nz — ol

|a|=p+1

. O

T z€B(zo,r) la|=p+1

9 laf
D supu().
2€B(zo,r)

Mettendo x1 = x9 = ... = x,, = 1 nella formula generalizzata per il binomio di Newton
pl
(T + o+ xn)P = Z P

la|=p

si ottiene l'identita
> ST
ol

In conclusione, si trova la maggiorazione per il resto

2no(p + 1)>P+1 e
r (

By, 0)| < (

sup |u(z)] := a,.
p+1)!z€B(wo,r)‘ ( )| g

Ora osserviamo che

i ap QnQQ(p—i— 1)10 _ 2n%p
im —— = lim — ] = e.

p=too Ap_q  potoo T P r
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Scegliendo p < I'ultima quantita ¢ minore strettamente di 1 e quindi

ane>
lim sup |Ry(z,zo)| =0.
P2+ e B(x0,0)

Dunque, la serie di Taylor converge uniformemente ad u in B(xy, 0)-
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CAPITOLO 8

Problema di Dirichlet. Introduzione

1. Funzione di Green e nucleo di Poisson

Sia Q C R"® una aperto limitato con frontiera di classe C'. Data una funzione
@ € C(09) si considera il Problema di Dirichlet

(8.1.1) { Ay :_0 in
’LL‘@Q = Q.

Alternativamente, data una funzione f € C(Q) si ha il problema di Poisson

Au=f in(
8.1.2
( ) { ujpn = 0.

Per ottenere formule di rappresentazione per le soluzioni di tali problemi si con-
sidera, per ogni x € (2 fissato, il Problema di Dirichlet ausiliario

Ayhy; =0 in Q
8.1.3 v
( ) { hz\BQ =Ty,

dove I';(y) = I'(y — x) & la soluzione fondamentale con polo nel punto x.

Ipotesi. Supponiamo che per ogni z € ) esista una soluzione h, € C?(2) N C*(Q)
del Problema (8.1.3).

Sia u € C?(Q2) N C(Q) una funzione di classe C! fino al bordo. Poiche Ah, = 0
in €, dalla formula di Green (2.1.11) si trova

ou oh
= — A S i n—l
0 /Qhw Udy+/(99(h$81/ uay)dﬁ

Inoltre, essendo h, = I'; su 092, per la formula di Stokes (3.2.5),

Ju ar
= [ roaudy— [ (h2r —uZ2)aynt.
u(z) /Q udy /an (h o Yy )d?-[

Sommando le due identita si ottiene la formula di rappresentazione

. ahx ar]} n—1
(8.1.4) U(SE) - /S; (Fz - hz)AUdy+ /Mlu( ov h ov )d% ’

che suggerisce la definizione della funzione di Green e del nucleo di Poisson relativi
ad €.

DEFINIZIONE 8.1.1. Nelle ipotesi precedenti, & possibile definire la funzione di
Green G : Q x Q\ {z = y} — R relativa ad

(8.1.5) G(z,y) = Ge(y) = Ta(y) — ha(y).
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I1 nucleo di Poisson relativo ad €2 & la funzione P : 2 x 000 — R
oG (z,y)
ov

dove la derivata normale e rispetto alla variabile y € 0f).

(8.1.6) P(z,y) =

La definizione del nucleo di Poisson, in particolare, presuppone che la funzione di
Green sia di classe C* fino al bordo. Con le notazioni (8.1.5) e (8.1.6) la formula di
rappresentazione (8.1.4) assume la forma

(8.1.7) u(z) = /QG(x,y)Au(y)dy-l- /89 P(z,y)u(y)dH" .

In particolare, se u € C?*(Q) ¢ soluzione del Problema di Dirichlet (8.1.1), allora
Au=01n Q2 e u = @ su 012 e si ottiene la formula di rappresentazione

(5.18) ue) = [ owPlepir
Q
Se invece u € C%(Q2) N C(£2) & soluzione del Problema di Poisson

(8.1.9) { Au=f in{

ujpn =0
per una unzione f € C(f), allora si trova la forma di rappresentazione

(8.1.10) U@%jAG@wV@My

TEOREMA 8.1.2. Se esiste, la funzione di Green G : QxQ\{z = y} — R verifica:

i) G(z,y) = G(y, ) per ogni x,y € 2 con x # y;
i) A,G(z,y) = 0.

Dim. Fissiamo due punti distinti z1,22 € 2 ed € > 0 tale che le palle B(z1,¢) e
B(z4,€) siano contenute in 2 e siano disgiunte. Sia Q. = Q \ (B(z1,¢) U B(x2,¢)).
Le due funzioni G1(y) = G(z1,y) e G2(y) = G(z2,y) sono armoniche su . e per
I'identita di Green (2.1.12) si ha

0G, 0G4

_ _ — b -1 n—1
0= /QE(GIAGQ G2AG)dy /ana (Gl ey Go £y )dH .

Dal momento che G e G5 sono identicamente nulle su 0f€2, si ottiene 1’identita

len el B / 8G, 0G »
_ n — T T2V dH L
/63(z1,5) (Gl ov @ ov ) i 8B(z2,€) (G2 ov G ov ) H

Poiche in z; la funzione Gl% ha una singolarita di ordine ¢

G251 in Z9), si ottiene

27" (e analogamente

v
lim 01@ dH™ ! =lim GQ% dH" ! =0,
e—0 OB(x1,¢) ov e—0 OB(xz2,¢) ov
e quindi
lim GQ% dH" ! = lim Gl% dH™ L.

e—0 OB(z1,¢) ov e—0 OB(z2,¢) ov
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Dal momento che le funzioni h(z1,y) e h(zs,y) sono regolari su tutto ) si ottiene
infine

ol'(z, — Ol (0 —
lim Gz, y) 2B =) gynet _ iy R )

£0 OB(z1,¢) ov £0 OB(z2,¢) ov

dH™ .

La derivata normale della soluzione fondamentale & un’approssimazione dell’identita
sulle superfici (Cfr. (3.2.6) e (3.2.7)), e si ottiene la tesi G(z2, 1) = G(x1,x2). La ii)
¢ una conseguenza immediata di i). O

2. Problema di Dirichlet nella palla

Determiniamo la funzione di Green e il nucleo di Poisson per una palla in R” cen-
trata nell’origine B = B(0,r), con 7 > 0. Dalle espressioni esplicite per questi nuclei
si ottiene la formula di rappresentazione per la soluzione del Problema di Dirichlet.

Sia x € B un punto fissato e cerchiamo una funzione h, soluzione del Problema
di Dirichlet ausiliario

(8.2.11) { Ah,=0in B

hz|6B =T%.

Consideriamo l'inversione sferica z — I(z) = &

7'2

I(z) = W:r, x # 0.
L’inversione I trasforma la palla B nel suo complementare lasciando fissa la frontiera
0B. Se y € 0B, allora abbiamo le identita

z—yl* _ |a =2, y) +r° jz? — 2(z,y) +1° _ =
-yl (2P —2z,y) 2 et al? - 2r2a 2 e, y) + 02 2

da cui si ottiente la relazione |z — y| = r~!|z||Z — y|. Quindi, per y € OB la soluzione
fondamentale I', verifica I'identita

(8.2.12) Fa(y) = (é—‘)“mw.

Per ogni x € B con z # 0 consideriamo la funzione della variabile y

0=()" T

La funzione y — h,(y) ¢ definita per y # Z ed in particolare & armonica in B, perche
lo & T'z. Inoltre, h, = T'; su 0B, per la (8.2.12). In conlcusione h; & la soluzmne del
problema (8.2.11).

Dunque, troviamo la funzione di Green per la sfera (per n > 3)

1 1 r o\ "2 1
2.1 = @) =z
(8.2.13) G(z,y) n(2 — n)wn [Iy — z[n? <|$|) ly — z|*?
11 nucleo di Poisson & (ora |y| =)
0G(z,y )
P(z,y) = % (V,G(z,y), |y|>
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dove

nwy, Lz — y|"

L (Y (- )]

= - e —_— - —X

g Lz —ylr ~ N ) Jo—gr V7 (2P
1 r?—|z|?

nwnTZ |.T - y‘n

VyG(SL',y)Z 1 [y—x _(L|>n2ig—$}
|

In conclusione, il nucleo di Poisson per la palla B = B(0,7) ¢

1 r?— |z
8.2.14 P =
( ) (z,v) nw,T T —y|"

Elenchiamo alcune proprieta della funzione di Green e del nucleo di Poisson:

i) G(z,y) = G(y,x). Questa proprieta ¢ un fatto generale (Teorema 8.1.2) e nel
caso della palla puo essere verificata con un conto diretto.

ii) A;G(z,y) = 0. Deriva da i) e dal fatto che A,G(z,y) = 0.

iii) AP (z,y) = 0. Segue da ii).

iv) P(z,y) > 0 per ogni x € B e y € 0B.

v) Per ogni z € B si ha

(8.2.15) / P(z,y)dH" '(y) = 1.
oB
La prova di (8.2.15) ¢ lasciata come esercizio (Cfr. Esercizio 15).

TEOREMA 8.2.3 (Problema di Dirichlet per la palla). Sia B = B(0,r) conr >0
e sia ¢ € C(0B). La funzione

(5.2.16) ua)=— [ o, 60

7.2 _ |CU|2

d%n_l

Wy, T |z —y|”

¢ armonica in B e inoltre u € C(B) con u= ¢ su 0B.

DiM. Siccome e possibile portare le derivate di ogni ordine sotto il segno di inte-
grale in (8.2.16), si trova

Ayulz) = A, /

WPy = [ o)Ay dH =0
9B(0,r)

0B(0,r)
Abbiamo usato la proprieta iii). Questo prova che u € armonica in B.
Proviamo che per ogni z¢ € OB si ha

(8.2.17) lim o(y)P(z,y) dH" ' = p(z).

T—T0 5B
Fissiamo € > 0 e scegliamo § > 0 tale che |p(y) — ¢(z0)| < € per ogniy € 0BN{|y —
xo| < 6}. Questo & possibile per la continuita di ¢. Grazie alla (8.2.15), possiamo
trascrivere 'integrale nel seguente modo

[ etr@pan =g+ [ (o) = olen) Ploy) an
0B(0,r)

0B(0,r)
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L’integrale di bordo su |y — zo| < § si stima nel seguente modo

/ (¢(0) — ¢lan) Play) a | < | 00) — olw0) | Pz, ) ar
OBN{|y—xo|<d} 8BN{|y—zo| <4}

< e/ P(z,y)dH" ' <e.
oB
Abbiamo usato il fatto che P(z,y) > 0 e la (8.2.15). Questa stima vale indipenden-
temente da z € B.
L’integrale di bordo su |y — zo| > 0 si stima nel seguente modo

/ (40) = plan) Pla,p) i~ < [ o0) ~ (o) Pz, ) dH™
0BN{|y—zo|>4}

9BN{|ly—zo| >4}

< 9max|o(y)] P(a,y) dH™!
yE€OB dBN{|ly—zo|>6}

Per il Teorema della convergenza dominata, € possibile passare al limite dentro il
seguente integrale e poiche |zy| = r si trova

1 2 _ 2 1 2 2
lim / r 2l g —/ r 1wl g — g,

220 NWT J |y g5 1T — Y™ CnwT y—z0/>6 |1To — Y[

Siccome € > 0 & generico, la (8.2.17) & provata.
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CAPITOLO 9

Funzioni armoniche in senso distribuzionale

1. Teorema di Koebe

TEOREMA 9.1.1 (Koebe). Siano Q C R" un insieme aperto e u € L () una
funzione con la proprieta della media in €). Allora u é armonica in S2.

Dim. La funzione u & continua in ). Sia T € €2 e proviamo che u & armonica in
un intorno di z. Sia B = B(Z0,r) CC €2, con r > 0 opportunamente piccolo, e sia
v € C*(B) N C(B) la soluzione del Problema di Dirichlet

Av=0 in B
v=u suodB.
Questa soluzione esiste per il Teorema 8.2.3. La funzione u — v ha la proprieta della

media in B ed ¢ nulla al bordo. Dal Principio del Massimo debole (Teorema 4.3.8)
segue che

max [u(z) — v(z)| = max |u(z) —v(z)| = 0,

e dunque u = v in B. O

2. Soluzioni distribuzionali dell’equazione Au = 0

DEFINIZIONE 9.2.2. Sia  C R" un insieme aperto. Una funzione u € L] (Q) si
dice armonica in senso distribuzionale in €2 se

(9.2.1) /Qu(:v)Agp(x) der =0

per ogni ¢ € C§°(9).

TEOREMA 9.2.3. Sia u € L .(Q) una funzione armonica in senso distribuzionale
in Q. Allora, a meno di ridefinire la funzione in un insieme di misura nulla, u €

armonica in €2.

La dimostrazione del Teorema 9.2.3 richiede alcune premesse sulla tecnica di re-
golarizzazione. Sia x € C§°(B(0,1)) una funzione tale che:

i) x >0

i) x(z) = x(-2);

iii) [|xl, = 1.
Per ¢ > 0 definiamo la funzione x.(z) = ¢"x(x/e). Si ha x. € C(B(0,¢)) e
x|l = 1.

DEFINIZIONE 9.2.4 (Regolarizzazione). Data una funzione v € L{ _(R"), defini-
amo la regolarizzazione di Friedrichs (mollificazione)

wa(2) = xo # u(x) = / ve@—yuly)dy, =R

n
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Risulta u, € C°°(R") e inoltre si hanno le seguenti proprieta di approssimazione?:

i) Per ogni Z € R" e per ogni r > 0 si ha
(9.2.2) lim |ue(z) — u(z)|dz = 0.
e—0 B(i‘,?")

ii) Per ogni punto T € R" e per quasi ogni raggio r > 0 si ha

e—0

(9.2.3) lim inf/ ue(z) — u(z)|dH™ ! =0.
oB(z,r)

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 9.2.3. Senza perdere di generalita supponiamo
2 = R". Vogliamo mostrare che, a meno di modificare la funzione su un insieme
di misura nulla, u verifica la proprieta della media in R" e quindi & armonica per il
Teorema di Koebe.
Fissiamo z € R" ed r > 0, e consideriamo la funzione
2

(z) = e —Z>—r? |z —Z| <r
=00 |z —Z| >

Questa funzione non puo essere usata come funzione test in (9.2.1) perche, pur essendo
continua con supporto compatto, non & in C*(R"). Sia ¢., € > 0, la sua regolarizzata.
Risulta ¢, € C§°(R") e quindi

0= [ u@rp@dr= [ @) [ Ao -y)el) dyds

N /Rn u(=) /Rn Ayx(y — z)o(y) dy do

— [ o) [ u@xty-a)dedy= [ ply)duy)dy

Abbiamo usato la proprieta ii) della regolarizzazione x.(x — y) = x.(y — z). Poi
abbiamo usato il Teorema di Fubini-Tonelli per scambiare I'ordine di integrazione. In
B(z,r) la funzione ¢ & regolare, e quindi abbiamo l'identita

pAu, = div(eVu,) — div(u: Vo) + uAgp,
dove V() = 2(x — Z) e Ap(z) = 2n. Dal Teorema della divergenza si ottiene

0= / o Au, dx = / {div(ngug) —div(u. V) + uEAgo} dx
B(z,r) B(z,r)

0
= —/ ug—(p A ! +/ u Ap dx
dB(Z,r) ov B(z,r)

= —27"/ U dH™ ! + 2n/ U dz.
dB(z,r) B(z,r)

Per ¢ — 0 (eventualmente scegliendo una opportuna successione £; — 0 per j —
+00), usando (9.2.2) e (9.2.3) troviamo 1’equazione

(9.2.4) r/ udH" ! = n/ udz = ny(r),
8B(z,r) B(z,r)

LCfr. Evans & Gariepy, Measure theory and fine properties of functions, CRC Press 1992.
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che vale per quasi ogni » > 0. Il membro di destra ¢ una funzione continua della
variabile r, e senza perdere di generalita possiamo supporre che la relazione precedente
valga per ogni r > 0. La funzione ¢ e derivabile rispetto ad r, e precisamente

Y'(r) = lim 1 u(z) dz

50+ 0 r<|z—Z|<r+4

r+4
= lim / / dH™ 'ds = / u(z) dH™ "
0—0+ 5 lz—Z|=s |z—z|=r

Per il passaggio a coordinate sferiche si puo usare la formula di coarea. Quindi ¢ &
una funzione derivabile con continuita che verifica 1’equazione differenziale 7' (r) —
n(r) = 0 che & equivalente a (r~"¢(r))’ = 0. Deduciamo che per ogni Z € R" esiste
una costante C'(Z) € R che non dipende da r > 0 tale che

][ w(@)de = C(z), r>0.
B(z,r)

Per il Teorema di differenziazione di Lebesgue, sia ha per quasi ogni z € R”
C(z) = lim u(z) dx = u().
r—0 B(J_),T)
Dunque, a meno di ridefinire » su un insieme di misura nulla ponendola uguale a
C(Z), u verifica la proprieta della media. O
OSSERVAZIONE 9.2.5 (Operatori ipoellittici). Siano 2 C R” un insieme aperto ed
f € C®(Q). E possibile dimostrare che una funzione u € L () che verifica in senso

distribuzionale ’equazione differenziale Lu = f in 2 con £ = A e di classe C*. Gli
operatori differenziali £ che verificano questa proprieta si dicono ipoellittici.

COROLLARIO 9.2.6. Sia u € H'(Q) una soluzione debole dell’equazione differen-
ziale Au =0 in §2. Allora u € armonica in €.

DiM. Se v € H'(2) allora u € L. .(Q). Inoltre per ogni ¢ € C$°(Q) si ha
= /(Vu, V)dz = —/ uApdz.
Q o

Quindi » & una funzione armonica in senso distribuzionale. O
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CAPITOLO 10

Singolarita isolate

1. Teorema di Boécher

Indichiamo con B = B(0,1) la palla unitaria in R*, n > 2, centrata nell’origine.
Vogliamo provare il seguente teorema.

TEOREMA 10.1.1 (Bocher). Sia u una funzione armonica positiva in B\ {0}. Al-
lora esistono una funzione armonica v in B e una costante a > 0 tali che

_ | v(z) —aloglz| n=2,
(10.1.1) u(z) = { v(z) +alz*™, n>3.

COROLLARIO 10.1.2. Sia u € C*(B\ {0}) una funzione armonica limitata. Al-
lora esiste una funzione armonica v € C*(B) tale che u =v su B\ {0}.

La dimostrazione del Teorema 10.1.1 richiede alcune definizioni e lemmi prelimi-
nari.

DEFINIZIONE 10.1.3 (Operatore di media sferica). Sia u € C(B \ {0}) una fun-
zione continua. La funzione M(u) : B\ {0} - R

M(u)(z) = M,(2) =]|[ RO

si dice media sferica di w.

La media sferica verifica le seguenti proprieta:
1) se |z1| = |zo| allora M, (x1) = M,(z3), cioé M(u) € una funzione radiale;
2) M(M(u)) = M(u), cioé la media sferica ¢ un’operazione involutiva;
3) u+ M(u) & lineare;
4) se u € C(B\ {0}) allora M (u) € C(B\ {0});
5) se u & continua allora M (u) < u implica M (u) = u.
PROPOSIZIONE 10.1.4. Sia u una funzione armonica in B\ {0}. Allora esistono
due costanti a,b € R tali che
[ aloglz|+b n=2,
(10.1.2) M,(z) = { B P

In particolare, M, é armonica in B\ {0}.

DiM. Definiamo la funzione ¢ : (0,1) - R
1
o(r) = ][ u(z) dH™ ' = / u(ry) dH™ .
|z|=r NWn Jiy|=1

Per ottenere la secondo identita si fa il cambiamento di variabile x = ry, con cam-
biamento (formale) delle misure di integrazione dH" !(z) = r" 'dH" '(y). In altri
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termini, abbiamo posto ¢(r) = M,(z) con |z| = r. Ora osserviamo che per 0 < r < 1
la funzione ¢ e derivabile e risulta

1 1
'(r) = Vu(ry),y)y dH" " = = Vu(x), ) dH"
¢0)= | (ueaw (.2

Wy,

Siano 0 <r<s<leQ={x e B:r<|z|] <s} Dal Teorema della divergenza
troviamo

1 1
0= / Au(z)dx = —/ (Vu(z),z) dH" ! — —/ (Vu(z), z) dH™ .
Q S Jiz|=s T J\z|=r
Quindi 7"~ '¢'(r) & costante per r € (0,1). Integrando otteniamo la (10.1.2). O

LEMMA 10.1.5. Esiste una costante C' > 1 tale che per ogni funzione armonica
positiva in B\ {0} si ha

(10.1.3) u(y) < Cu(x)
per ogni 0 < |z| = |y| < 1/2.

DiM. Sia K = {z € R* : [z| = 1/2}. Per la Disuguaglianza di Harnack (6.1.1),
esiste C' > 1 tale che

(10.1.4) sup u(z) < C inf u(x)

TEK TEK
per ogni funzioni armonica positiva v in B\ {0}. Dalla (10.1.4) applicata alla funzione
v(z) = u(rz) con 0 < r < 1 si ottiene la tesi. O

PROPOSIZIONE 10.1.6. Sia u una funzione armonica positiva in B\ {0} tale che
u(z) — 0 per |x| — 1. Allora esiste una costante a > 0 tale che

| —alog|z| n=2,

DiM. E sufficiente provare che M (u) < w, che implica M (u) = u e quindi (10.1.5),
per la Proposizione 10.1.4.
Dalla (10.1.3) segue che per 0 < |z| < 1/2 si ha

M,(z) = ][y|:|z| u(y) dH" " < Cu(z).

Posto 8 = C~1, la funzione v = T'(u) = u — M (u) verifica le seguenti proprieta:

i) v & armonica in B \ {0};

i) v(z) > 0 per 0 < |z| < 1/2;

iii) v(z) — 0 per |z| — 1.
Dal principio del Massimo segue che v > 0 in B\ {0}. Poniamo v; = v. Possiamo
iterare argomento e dire che la funzione vy, = T'(vy) = v; — M (vy) verifica vy > 0.
Precisamente, abbiamo

0<v —BM(vy) =u— BM(u) — BM(u— BM(u)) =u— (28— B*)M(u).

Sia p(8) = 28— 3? e definiamo la successione ricorsiva By = 8 € (0,1) e B = ©(B_1),
k > 1. I’argomento ricorsivo fornisce la disuguaglianza

u > BpM(u), in B\ {0},
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per ogni k£ € N. La successione (0 )ren € crescente e verifica 5 < 1 per ogni k € N e
quindi £, — 1. Questo prova la tesi.
O

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 10.1.1. Senza perdere generalita supponiamo
che u € C(B\ {0}). Sia v € C*(B) N C(B) la soluzione del Problema di Dirichlet
Av=101in B e v = u su dB. La funzione w(z) = u(x) — v(z) + |z[*™ — 1 verifica le
seguenti proprieta:

i) w € armonica in B\ {0};

ii) w(z) — +o0 per |z| — 0;

iii) w(z) — 0 per |z| — 1.
Dal Principio del Massimo debole segue che w > 0 in B\ {0}. Per la Proposizione
10.1.6, w ha la forma (10.1.5), e quindi u & della forma (10.1.1).
U
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CAPITOLO 11

Integrale di Poisson nel semispazio

1. Nucleo di Poisson del semispazio

In R**! indichiamo le variabili con z = (z,y) dove z € R" e y € R. Consideriamo
il semispazio R} = {z = (z,y) e R*™ : y > 0}.

Fissiamo un punto z € R} e cerchiamo una funzione h, € C*(R}™)NC(R}™)
soluzione del problema

_ : n—+1
(11.1.1) { Ah; =0 in R}

h,=T, inoR}"" =R",

dove I, & la soluzione fondamentale con polo z. Defininiamo z = (z,y) = (z,—y) e
osserviamo che

() =T(¢) se ¢edRI.

Se ¢ = (£,n7) € R* xR, allora ¢ € R equivale a dire n = 0. Inoltre ', & armonica
in R%™' e dunque una soluzione del problema (11.1.1) &

hz(C) = FZ(C) - (n + 1)w:+1(1 - TL)

In analogia alla (8.1.5), definiamo la funzione di Green del semispazio G : R x
R\ {¢=2} >R

€=z

G(z,¢) =T.(Q) — h.(¢) = T.(¢) = I':(¢),
e il nucleo di Poisson P : R*™ x R* — R
0G(z, (£,0)) y 2

P(Zaé-):_—:On 5 Cn:
877 (‘.T o §.|2 4 yz)(n+l)/2

Il nucleo di Poisson verifica le seguenti proprieta:
1) A,P(2,€) =0 in R per ogni £ € R".
2) P(z,€) > 0 per z € R}t
3) Per ogni £ € R™ e per ogni y > 0 si ha

Y
[ Pwiga=c. [ P

y
(11.1.2) = Cn / ( )<n+1)/2d$

]2 + 32

1
=C, / der =1
R™ (|$|2 + 1)(""’1)/2
La verifica dell’ultima identita ¢ lasciata come (Cfr. Esercizio 16).
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2. Integrale di Poisson. Convergenza in L?

Con abuso di notazione, definiamo P : R* — R, y > 0,

Yy
Py(z) = P((2,9),0) = Co————57.
’ (22 + %)%
Se z = (z,y) € Rt e £ € R*, abbiamo lidentitd P(z,£) = P,(z — £).

DEFINIZIONE 11.2.1 (Integrale di Poisson). Qualora esso esista, l'integrale di Pois-
son di una funzione misurabile ¢ : R* — [—o0,+00] & la funzione u : R}t" — R
definita come

we) = Pyeple) = [ Al 0@t =0 [ ot

TEOREMA 11.2.2. Sia ¢ € LP(R™) per qualche 1 < p < +oo. Allora l'integrale di
Poisson u di ¢ esiste finito in R’}fl e inoltre:
(i) u & armonica in RT;
(i) Jlu(y)llp < llllp per ogniy > 0;
(iii) Se 1 <p < +oo si ha ylig{r u(-,y) = ¢ in LP(R™).

DiM. Osserviamo che per ogni z = (z,y) € Rt si ha P(z,-) € LY(R") per ogni
1 < ¢ < +00. Sia g ’esponente coniugato di p, ovvero %+;} = 1. Dalla disuguaglianza
di Holder si trova

u(2)] < / P(z,8)|p©)]de < [|P(z,-)llqllellp < +o0.

Inoltre per ogni 2, € R’}rﬂ esiste r > 0 tale che per ogni 1 < ¢ < 400
sup |V.P(z,§)| € L(R"),

2€Br(z0)
sup |V2P(z,€)| € LY(R").

2€Br(z0)
Dunque si possono portare derivate prime e seconde dentro l'integrale e si trova
Bae) =8, [ Peop©d = [ APEOOE=0.
n Rn
Infatti, A,P(z,&) = 0.
Proviamo (ii). Con il cambiamento di variabile &' = (z — £)/y si trova

Yy 1 NP,
u(ay) = Co | O = [ rple - v,
w (j = €2 +92)"F (i
e dunque, con la disuguaglianza integrale di Minkowski si ottiene
I :
u(-,y SCn/—nl/ ez —y&)[Pdx ) " dE = ||¢|p-
Il < Cn | ot psagr (], el —voPda)de = il

Abbiamo usato la proprieta 3) del nucleo di Poisson.
La prova di (iii) & analoga. Dal momento che

1
) = o) = O [ e ole — ) (@)
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come sopra si ottiene

(11.2.3) |lu(-,y) — ¢||p <C, /Rn m( - [z —y&) — f(ﬂf)‘pdl') 5d€.

Ora, per la convergenza in media si ha per ogni £ € R” fissato

im [ 1f(e = v6) ~ S(@)Pds =0,

y—)0+ R»
e passando al limite sotto segno di integrale nella (11.2.3) con il Teorema della con-
vergenza dominata si ottiene la tesi. O

OSSERVAZIONE 11.2.3. Il Teorema 11.2.2 puo essere rovesciato. Precisamente, sia
u una funzione armonica in Rﬁ“ e supponiamo che per qualche C' >0el <p <+
risulti ||u(-, y)||, < C per ogni y > 0. Allora u ¢ I'integrale di Poisson di una funzione
¢ € LP(R") se p> 1. Nel caso p = 1, u ¢ l'integrale di Poisson di una misura su R".
Cfr. Stein & Weiss, Introduction to Fourier Analysis on Euclidean Spaces, Princeton
1971.

3. Convergenza puntuale

TEOREMA 11.3.4. Siau l'integrale di Poisson in R di una funzione p € C(R*)N
L>®(R"). Allora, lir(€1+ u(z,y) = o(x) con convergenza uniforme sui compatti.
Yy—

DiM. Sia € > 0 e fissiamo R > 0 tale che

1
L ——
/IEIZR (€2 +1)"%"

Come nella dimostrazione del Teorema 11.2.2, abbiamo

o) = P < O [ s lole —v9) oo

< {...}d§+/ {...}d¢ =1L+ L.
€< [€EI>R
Da un lato si ha

(11.3.4) b< el [ T < 2l
>k (&7 +1)72
Questa stima non dipende da y > 0.
Siano ora [{| < R ez € K con K C R* compatto. Per 'uniforme continuita di
¢ esiste 0 > 0 tale che |¢(x — y€) — ¢(z)| < e per ogni 0 < y < §. Dunque, per la
proprieta 3) del nucleo di Poisson

(11.3.5)
n=c, | prlele - v6) - ela)lde <= | G <
1=0Unp e e 1P Yg) — T ¢ o ankt €
c<n (6P +1)F i<r (€2 +1)"F
Da (11.3.4) e (11.3.5) segue la convergenza uniforme. O

DEFINIZIONE 11.3.5 (Cono positivo). Il cono positivo I'y(z9) C R con vertice
o € R" e apertura a > 0 e I'insieme

La(wo) = {(z,y) €RY" : [z — x| < ay}.
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TEOREMA 11.3.6 (Convergenza non tangenziale). Sia u l'integrale di Poisson in
R di una funzione p € LP(R"), 1 < p < +oo. Allora, per quasi ogni o € R* e
per ogni o > 0 st ha

lim u(z,y) = @z
con convergenza per (z,y) € T'y(z0).
La dimostrazione di questo teorema richiede il Teorema della funzione massimale

ed & omessa. Cfr. Stein & Weiss, Introduction to Fourier Analysis on FEuclidean
Spaces, Princeton 1971.



CAPITOLO 12

Problema di Dirichlet

1. Costruzione di Perron-Wiener

Sia 2 C R" un aperto limitato e sia ¢ € C'(9€2) una funzione continua. II problema
dell’esistenza di una soluzione u € C*°(€2) N C(£2) per il problema di Dirichlet
(12.1.1) { Au=0 inQ

Ujgn = @,
si puo suddividere in due sottoproblemi:

A) Dimostrare l'esistenza di una soluzione generalizzata u dell’equazione differen-
ziale Au = 0 all’interno di §2; B

B) Studiare sotto quali ipotesi su 2 la soluzione generalizzata verifica u € C(2) e
u = @ su 0f2.

In questa sezione illustriamo la costruzione di Perron-Wiener, che risolve il Problema
A).

Fissiamo l'insieme aperto 2. Introduciamo I’insieme delle sottosoluzioni relativo
ad una generica funzione ¢ : 902 — R

U, = {u € Sub(Q) : limsupu(z) < ¢(y) per ogni y € 00},

Ty

e l'insieme delle soprasoluzioni relativo a ¢

U? = {u € Sup(Q) : liminfu(z) > ¢(y) per ogni y € 9Q}.
Ty

Se ¢ ¢ limitata allora esistono sotto- e soprasoluzioni (ad esempio funzioni costanti)
e quindi U, # D e U? # 0. Se u € U, e v € U?, allora u < v in . Infatti,
u — v € Sub(2) e inoltre per ogni y € 0

limsup (u(z) — v(z)) < limsupu(z) — liminfv(z) < p(y) — ¢(y) = 0.

Ty Ty Ty
Dal Principio del Massimo per le funzioni subarmoniche segue che u — v < 0 in ().
Definiamo gli inviluppi superiore e inferiore
(12.1.2) Hy(z) = sup {u(z) : ueU,},
H?(z) = inf {v(z) : v € U¥}.
Si ha H, < H?.

DEFINIZIONE 12.1.1 (Funzioni risolutive). Una funzione ¢ : 90 — R si dice riso-
lutiva se:

i) H, = H?;

ii) H, & armonica in €.
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La funzione H, si dice soluzione generalizzata del Problema di Dirichlet (12.1.1).
Indichiamo con R I'insieme di tutte le funzioni risolutive (relativamente ad €2).

OSSERVAZIONE 12.1.2. Le soluzioni classiche, se esistono, coincidono con le soluzioni

generalizzate. Sia ¢ € C(02) e supponiamo che esista h € H(2) N C(£2) soluzione
del Problema di Dirichlet (12.1.1). Allora h € U, N U? e quindi

H?Y <h<H,<H?
Dunque, H, = HY = h.

TEOREMA 12.1.3 (Perron-Wiener). Sia Q C R" un aperto limitato. Le funzioni
p € C(09) sono risolutive.

Dunque, per ogni funzione continua ¢ € C(0f) esiste una soluzione generalizzata
H, € H(R2) del Problema di Dirichlet (12.1.1). Affinche la soluzione generalizzata sia
una soluzione classica deve essere verificata la condizione al bordo

il_)IT;H(p(x) = o(y), y € 0.
Questa proprieta dipende dalla geometria di €.

EseMPIO 12.14. SiaQ ={z € R? : 0 < |z| < 1} e sia ¢ : 9Q — R cosi definita:
©(0) =1e p(z) =0 per |z| = 1.

Proviamo che ¢ & risolutiva e H, = 0. Infatti, 0 € U, e quindi 0 < H,. Per € > 0
consideriamo la funzione

we(z) = —¢elog|x|, =z #0.
Si ha w. € H(QQ), w.(z) = 0 per |z| =1 e w.(x) = 400 per £ — 0. Dunque w, € U¥
e quindi 0 < H¥Y < w, per ogni € > 0. Per ¢ — 0 si deduce che H¥ = 0.

La soluzione generalizzata H, = 0 non verifica la condizione al bordo nel punto
z = 0.

TEOREMA 12.1.5 (Perron). Sia Q C R™ un aperto limitato e sia ¢ : 02 — R una
funzione limitata. Allora le funzioni H, e H¥ sono armoniche in €.

Dim. Essendo ¢ limitata, le funzioni H, e H? sono finite. E sufficiente dimostrare
il teorema per H,, infatti H¥ = —H_,,.

1) Introduciamo la regolarizzata di Perron. Sia u € C(Q2) e sia B CC (2 una palla.
La regolarizzata di Perron di u relativamente a B ¢ la funzione ug : 2 — R
_J u(z) sex € Q\B,
up(w) = { h(z) sez € B

dove h € H(B)NC(B) verifica h = u su 0B. La regolarizzata di Perron ha le seguenti
proprieta:
i) u<v=up<uvp;
ii) Se u € Sub(Q2) allora u < ug;
iii) Se u € Sub(Q2) allora up € Sub(fQ2).

Verifichiamo la proprieta iii). Sicuramente ug € C(§2). Dobbiamo provare che per
ogni palla B" CC , detta z € H(B') N C(B') la funzione armonica tale che z = ug
su 0B', risulta ug < z in B'.
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a) Si ha up > w in B, per il Principio del Massimo, e quindi in particolare
z>u=ugsuodB' NB.
b)

In B’ abbiamo, per il Principio del Massimo:

z=up=usudB\ B
z=ug>usuoB NB = z>uin B.
u — z € Sub(B’)

Quindi in particolare si ha z > v = up in B'\ B.
¢) In B'N B abbiamo per il Principio del Massimo:

zZ > upg su GBHB_’
z=ugsudB'NB = z>upin BNAB.
A(z—upg)=0in BN B

Questo termina a prova di iii).

2) Proviamo che la funzione h = H,, & armonica in €. E sufficiente provare che h
€ armonica in una generica palla B CC (). Sia x € B un punto fissato. Esiste una
successione uy, € Uy, k € N, tale che
(12.1.3) h(z) = lm ug(z).

k—-+o00

Le funzioni
vp = max{uy,...,ux}, k€N

formano una successione crescente. Inoltre v, € U, perche lo spazio delle funzioni
subarmoniche ¢ chiuso rispetto alla operazione di massimo.
Le funzioni regolarizzate di Perron

W = (Uk)Ba ke N,

formano una successione crescente. Inoltre wy € Sub(f2), come mostrato al punto 1),
e quindi wy, € U,. Dalle relazioni

uk(w) < vg(w) < wi(x) < h(z)

e dalla (12.1.3) deduciamo che wy(z) — h(z) per £ — +o0. Siccome le funzioni wy
sono armoniche in B, convergono in z € B e formano una successione crescente, dal
Principio di Harnack segue che esiste una funzione h; armonica in B tale che wy — hy
uniformemente sui compatti di B.

Si ha hy < h in B e inoltre hy(x) = h(z). Vogliamo provare che hy = h in B. Sia
y € B un altro punto nella palla. Come sopra si prova ’esistenza di una successione
di funzioni 2, € U, k € N, tali che: i) z/(y) — h(y) per £ — +00; ii) (2k)ken ©
crescente; iii) zx > wy per ogni k € N; iv) le funzioni z; sono armoniche in B.

Per il Principio di Harnack, esiste una funzione h, armonica in B tale che 2y — hy
uniformemente sui compatti di B. Inoltre, ha(y) = h(y) e, per la iii), hy < hy < h.
Dunque

h(z) = hi(z) < he(z) < h(z),
da cui segue che hy(z) = hy(x). Siccome h; < hs, dal Principio del Massimo segue
(v)

che hy = hy in B e quindi hy(y) = ha(y) = h(y). Siccome y € B & generico, hy = h in
B. ]
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DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI PERRON-WIENER.
1) L’insieme R delle funzioni risolutive & non vuoto.
2) L’insieme R forma uno spazio vettoriale.

Siano ¢, € R e proviamo che o+ € R. Se u € U, v € Uy allora u+v € Uyyy
e dunque u+v < Hy,y, da cui si deduce H,+ Hy < H, . In modo analogo si prova
che HY + HY > H*t%. Se ¢, € R allora abbiamo

H,+ Hy<H, , <H?*"Y <H?+ HY = H, + Hy,

e quindi si hanno tutte uguaglianze. Segue che p +¢¥ € Re Hy,,y = H, + Hy.

In modo analogo si prova che ¢ € R implica Ap € R per ogni A € R e inoltre
Hy, = AH,,.

In particolare, I'applicazione H : R — H(S2), H(¢) = H, ¢ lineare.

3) Lo spazio R & chiuso rispetto alla convergenza uniforme. Precisamente, se ¢y € R,
k € N, e ¢ — ¢ uniformemente per k£ — +o0, allora ¢ € R.

Dato £ > 0 sia k£ € N tale che ¢, — ¢ < ¢ < ¢ + € per ogni k > k. Dunque,
H, —¢=H, .<H,<HY<H%Y=H%+4+e¢=H, +¢, k>k.

Poiche € > 0 & arbitrario segue che H, = H?. Inoltre H, € H(f)) converge uni-
formemente ad H,. Siccome la convergenza uniforme preserva ’armonicita, si ha

H, € H(Q).
4) Sia ® € Sub(2) N C(Q) e sia ¢ = Pjpn. Allora ¢ € R.
Infatti, siccome ® € U, si ha ® < H,. Dunque,
o S _ .
lim inf H,(2) > lim ®(z) = ¢(y), y € 00

P Pr—€

Per il Teorema di Perron, H, € H(Q2) e quindi H, € U¥. Questo implica che H¥ < H,,
e quindi HY = H,,.

5) La restrizione su 92 di un polinomio p di R" ¢ risolutiva.
Per una costante M € R da determinare si considera
p(@) = (p(z) — M|z|*) + M|z*.
La funzione |x|? & risolutiva, perché & subarmonica. Per linearitda M|z|*> & risolutiva
per ogni M € R. Siccome 2 & limitato esiste M € R tale che
A(p(z) — M|z|?) = Ap(z) —2nM >0, =z € Q.

Quindi p(z) — M|z|? € Sub(2) NC(£2) e dunque & risolutiva. Siccome R & uno spazio
vettoriale segue che p € R.

6) Le funzioni continue ¢ € C(02) sono risolutive.

Per il Teorema di Stone-Weierstrass' esiste una successione di polinomi py, k € N,
tali che p, — ¢ per £ — +o0o uniformemente su 0€). Siccome R & chiuso rispetto alla

convergenza uniforme, segue che ¢ € R.
U

LCfr. Dunford & Schwartz, Linear Operators. Part I. General Theory, Wiley 1988, p.272.
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2. Regolarita al bordo. Barriere

DEFINIZIONE 12.2.6. Sia 2 C R” un aperto limitato. Un punto xq € 0f2 si dice
A-regolare se

lim H,(z) = ¢(x0)

T—>T0
per ogni funzione ¢ € C(09), dove H, ¢ la soluzione generalizzata di Perron.
DEFINIZIONE 12.2.7 (Barriera). Sia © C R™ un aperto limitato e sia zo € 0S2.
Una funzione w : 2 — R & una barriera per €2 in zg se:
i) Esiste un intorno V' di z; tale che w € Sup(Q2NV);
ii) Per ogni 6 > 0 si ha inf {w(z) : 2 € ANV, |z — 4| > 6} > 0;
iii) w(z) — 0 per £ — .
TEOREMA 12.2.8 (Bouligand). Un punto zy € 02 é A-regolare se e solo se esiste
una barriera per ) in x.

Dim. A) Supponiamo che zy € 092 sia A-regolare. Vogliamo costruire una barriera
per Q in . Sia ®(z) = |z—2¢|* e ¢ = P|gn. Siccome ® € Sub(R"), si ha in particolare
® € U,. Proviamo che la funzione w = H, ¢ una barriera. Infatti:

i) w € H(Q2) per il Teorema di Perron;
i) w > ® in Q, e quindi, fissato § > 0, si ha
w(z) > ®(z) = |2 — 30> > 6% >0, per |z — x| > 6.
iii) Infine, siccome o & A-regolare, w(z) — ¢(x9) = 0 per £ — xo.

B) Supponiamo che esista una barriera in xy e proviamo che il punto ¢ A-regolare.
E sufficiente mostrare che

(12.2.4) limsup Hy,(z) < ¢(xo)

T—>T0

per ogni ¢ € C(09). In questo caso, infatti, si ha anche
liminf H,(z) = liminf —H_,(z) = —limsup H_,(z) > —(—¢(z0)) = ¢(z0).
T—T

T—Zo 0 T—T0

Sia w : 2NV — R la barriera per ) in z,. Fissato ¢ > 0 sia § > 0 tale che
lo(x) — (x0)| < € per |[x — x| < §, x € 0, e in corrispondenza di tale § > 0 sia
C > 0 una costante tale che

Cw(x) > 21%%X|90|, per |[x —xo| >0, z€QNV.
Questa costante esiste grazie alla proprieta ii) della barriera.
Supponiamo di poter provare che ogni u € U,, verifica
(12.2.5) u(z) < Cw(z) + p(xg) +¢6, zeQNW.
Allora la stessa stima vale anche per H, e quindi, per la proprieta iii) della barriera,

limsup H,(z) < lim Cw(z) + ¢(x0) + € = ¢(x0) + &,
T—T0

T—>T0

con ¢ > 0 arbitrario, e la (12.2.4) segue.
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Proviamo la (12.2.5). Siccome u(z) — Cw(x) € Sub(2NV), ¢ sufficiente mostrare
che

L(y) = limsup (u(z) — Cw(z)) < ¢(z) + €.

T—Y
per ogni y € (2N V). Distinguiamo due casi:

Caso 1: |y — x| < 4. In particolare si puo supporre che y € 9. In questo caso
si usano Cw(z) > 0 e il fatto che limsup,_,, u(z) < ¢(y) per ottenere

L(y) < ¢(zo) +&.
Caso 2: |y — xo| > 6. In questo caso si ha “definitivamente” |z — x| > 0 e quindi

Cw(z) > 2max|y|. Inoltre, dal fatto che per ogni y € 02 si ha
limsupu(z) < ¢(y) < max|y|,

T—Y

segue che u(x) < max |p| per ogni z € 2, per il Principio del Massimo. Dunque,
L(y) = limsup (u(z) — Cw(z)) < —max|p| < ¢(zo).
Ty
Questo termina la dimostrazione. O

3. Criteri geometrici di regolarita

DEFINIZIONE 12.3.9 (Palla tangente esterna). Un insieme 2 C R ha la proprieta
della palla tangente esterna nel punto zy € 0€) se esistono y € R” ed r > 0 tali che

B(ya T) N Q = {.T()}
Se € & un insieme aperto non vuoto di classe C?, allora Q ha la proprietd della

palla tangente esterna in ogni punto xy € 0€2. Lo stesso vale se {2 € un insieme
CONvesso.

PRrOPOSIZIONE 12.3.10 (Poincaré). Sia Q C R™ un insieme aperto e limitato con
la proprieta della palla tangente esterna in xq € 0N). Allora xo € un punto A-regolare.

Dim. Sia B(y, r) una palla tangente in zy € 0f) esterna ad €. Per x # y, definiamo
la funzione (nel caso n > 3)

w(z) =Ty(z) —T(r) = {\x T TQ_”}.

n)

Inoltre

(2 =)
)
o, ) =0

n
La funzione w € armonica in 2 e w € C(Q

e per ogni 6 > 0 si ha
inf {w(z) : x € Q, |z — zo| > 6} > 0.
Infatti, w & continua in Q e, in questo insieme, si annulla solo nel punto z,. Dunque,
w € una barriera per €2 in xy e per il Teorema di Bouligand z, € A-regolare. O
Nel caso speciale n = 2, il Criterio della palla esterna puo essere migliorato.

DEFINIZIONE 12.3.11 (Segmento esterno). Un insieme 2 C R?> = C ha la pro-
prieta del segmento esterno nel punto 2o € 0 se esiste 21 € C, 21 # 2z, tale che
(20, 21] N Q2 = {2}, dove [zg, 21] = {tz1 + (1 — t)20 € C: t € [0,1] }.
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PROPOSIZIONE 12.3.12. Sia 2 C C un insieme aperto e limitato con la proprieta
del segmento esterno in zy € 0S2. Allora zy é un punto A-regolare.

DiM. Senza perdere di generalita possiamo supporre che zy = 0 che z; = —1 € C.
Definiamo la funzione w : C* = C\ {Imz =0 e Rez <0} - R

w(z) = —Re( ! ),

log z

dove logz = log |z| + i argz con argz € (—m, ). La funzione w & armonica in C* ed &
positiva in C* N {|z| < 1}, infatti

w(z) =

 log? |2| + arg?z’

—log |2|

Inoltre lim, ,ow(z) = 0 e per ogni 0 < 6 < 1 si ha inf{w(z) : § < |z2| < 1/2, 2z €
C*} > 0. Quindi w & una barriera per € in 2o = 0. O

DEFINIZIONE 12.3.13 (Cono). 1) Un insieme H C R" & un cono (convesso) se: i)
z,y€ H=2x+y€ H;ii) Az € Hperogni A >0ez € H.

2) Un insieme K C R™ ¢ un cono troncato se esistono un cono H C R* ed r > 0
tali che K = H N B(0, 7).

DEFINIZIONE 12.3.14. Un insieme 2 C R" ha la proprieta del cono esterno in
T € 0N se esiste un cono troncato K con int(K) # ) tale che 7o + K C R" \ Q

DEFINIZIONE 12.3.15. Un aperto (limitato) 2 C R™ ha frontiera Lipschitziana se
per ogni g € 0f) esiste un intorno U di xy tale che a meno di una trasformazione
ortogonale si ha

oQNU = {(z,¢(z') e R" : 2’ € D}
con D C R* ! aperto limitato e ¢ : D — R Lipschitziana su D:

L=  suw (@) = eIl _ | o
o'y €D,z £y’ 2" — /|

Il numero L = Lip(¢p) si dice costante di Lipschitz di ¢.

Se €2 & un aperto limitato con frontiera Lipschitziana, allora ha la proprieta del cono
esterno in ogni punto.

TEOREMA 12.3.16 (Criterio del cono esterno). Sia Q@ C R* un aperto limitato
con la proprieta del cono esterno in xq € 0. Allora xq é A-regolare.

Dim. Possiamo supporre xy = 0. Esistono r > 0 ed un cono H tali che K =
HNB(0,r) C R*\ Qe int(H) # 0. Senza perdere di generalitd assumiamo che H
sia un cono circolare retto. Possiamo inoltre supporre Q C B(0,r). Infatti, zo = 0 &
A-regolare per € se e solo se lo & per QN B(0, 7).

Sia Q* = B(0,r) \ K. Se esiste una barriera per Q* in z, = 0, allora esiste anche
una barriera per €2 in zo = 0. Senza perdere di generalita possiamo in conclusione
supporre che Q = Q*. Tutti i punti z € 92 \ {0} sono A-regolari per il criterio di
Poincaré.
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Sia () = |z| e definiamo la funzione w : Q \ {0} — R

_Jo(z) sexz €0, x#0,
w(z) = {H(p(x) se z € (.

Allora risulta w € H(Q) N C(Q\ {0}), infatti tutti i punti * € 9Q, = # 0, sono
A-regolari. Per il Principio del Massimo risulta 0 < w(z) < r per z € Q.
Per A € (0,1) fissato definiamo ) = A2 C Q e consideriamo la funzione wy :
Q)\ — R,
wa(z) = w(z/A), wy € H(Qy).
Vogliamo provare che esiste € € (0, 1) tale che w < ew, in €,. Ne segue che
limsupw(z) < elimsupwy(z) = €limsupw(zx),
T—0 T—0 z—0
da cui limsup,_,,w(z) < 0 e quindi lim,_,o w(z) = 0. La funzione w & una barriera
per €2 in g = 0.
Osserviamo che, per il Principio del Massimo,
1
M==- max w(y) <1,
T yeQ,|y|=Xr
e quindi possiamo scegliere € € [M, 1). Con tale scelta, per y € 2, con |y| = Ar, si ha

lim (w(z) — ewy(z)) = w(y) —er <0.
Ty
Inoltre, se y € 092, con 0 < |y| < Ar, allora
. £
lim (w(z) — ew(z)) = ly| = S|yl = |y|(1—/A) <0
oy A

per € > . Le due condizioni su € sono compatibili.
Osserviamo infine che w — ew, e limitata. Dalla seguente proposizione segue che
w — ewy > 0in €Q,. O

PROPOSIZIONE 12.3.17. Sia Q C R"*, n > 2, un aperto limitato tale che 0 € 0N e
sia u € H(Q) una funzione limitata tale che
liminfu(z) > 0

T—Y

per ogni y € 02, y # 0. Allora u > 0 wn Q.

DiM. La dimostrazione e lasciata come esercizio. Per n > 3, dato ¢ > 0, si
consideri u, = u + €|z ", etc. O

4. Misure armoniche

Sia 2 C R" un aperto limitato con frontiera A-regolare. Per ogni ¢ € C(992) il
Problema di Dirichlet

(12.4.6) { Au=0, in &,
Ujon = ¢

ha una soluzione unica v € H(2) N C(2). Definiamo l'operatore T : C(0f2) —

H(Q)NC(Q2) ponendo T'(¢) = u se e solo se u risolve il Problema (12.4.6). L’operatore
T ha le seguenti proprieta:
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i) T & lineare.
ii) T & un operatore isometrico rispetto alle norme del max. In particolare, se
¢ — ¢ uniformemente in C'(092) allora uy = T'(¢) converge uniformemente a
u = T(p) in Q. Infatti, per il Principio del Massimo
max |ug(z) — u(z)| = max |px(z) — ¢(z)].
€N T€EIN

iii) T & un operatore positivo. Ovvero ¢ > 0 su 09 implica u = T(¢) > 0 in €.
Anche questo segue dal Principio del Massimo.
Fissiamo un punto z € Q e definiamo 7}, : C(052) — R ponendo T (¢) = T(p)(x).
Questo funzionale e lineare, continuo e positivo. Per il Teorema di rappresentazione
di Riesz? esiste una misura Boreliana p, su 0 tale che

(12.4.7) u(@) = Ta() = /a pdn

per ogni ¢ € C(09). Inoltre, scegliendo ¢ = 1 si ha u = T(¢) = 1 e quindi
1z (0Q2) = 1. La misura p, ¢ una misura di probabilita su 0. La misura pu, si dice
misurae armonica associata all’aperto () relativamente al punto x € 2.

EseMPIO 12.4.18. Ad esempio, se 2 = B(0,7) C R, allora
1 r?—|z|?
He =

= H™ L 990,
nwyr ‘.’E - y|n

2Cfr. Dunford & Schwartz, Linear Operators. Part I. General Theory, Wiley 1988, p.493.
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CAPITOLO 13

Problema della capacita
In questo Capitolo sara sempre n > 3.

1. Traformazione di Kelvin

DEFINIZIONE 13.1.1. Data una funzione u : R* \ {0} — R, definiamo la trasfor-
mata di Kelvin v* : R* \ {0} - R

X

(13.1.1) u*(z) = |z|*"u (—) : x # 0.

ks
La mappa x — z/|z|? & Uinversione sferica in R".
PROPOSIZIONE 13.1.2. Se u € C*(R™ \ {0}) allora u* € C*(R" \ {0}) e inoltre
(13.1.2) Au*(z) = 2|72 " Au(z/|z|?), 2z #0.
In particolare, u é armonica se e solo se u* é armonica.

DiM. Introduciamo le coordinate sferiche (r,9) con 7 > 0 and 9 € S*~!. Data u,
definiamo v, v* : Rt x S" ! = R

v(r,¥) = u(rv), v*(r,9) = u*(rv) = r* "v(1/r,9).
L’operatore di Laplace in coordinate sferiche e

-1 1
n 67- + _2ASn—1’
T T

A=09+
dove Agn-1 & l'operatore di Laplace sulla sfera S™~.
Scriviamo v* = v*(r,9) e v = v(1/r,9) omettendo gli argomenti. Abbiamo

o' = (2 —n)r'"y — r "
O2v* = (2—n)(1 —n)r " +2(n — 1)r"'0v + r "0,

e quindi troviamo
62* n_la x _ . —n—2 82 7o
v +TTU =7 v+ (n—1)rov).

Dal fatto che Agn-1v* = 72" Agn-1v it follows

Au*(z) =r "2 ((')fv + (n—1)rov+ TQASn—IU) = 2| " ?Au <i) .

|2

Questo prova la formula (13.1.2). O

65
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2. Problema della capacita

TEOREMA 13.2.3. Sia 2 C R™ un aperto limitato con frontiera Lipschitziana e
sia ¢ € C(09). Allora il problema esterno

Au=0 in R*\ Q

U= su 052
lim u(z)=0

|z| =400

ha una soluzione unica u € C*®(R*\Q)NC(R*\Q). Inoltre esiste una costante o € R
tale che per |xz| — 400

(1323) wu(z) = —— + 0(

= |z[n 2

), Vu(z) = (2 — n)ai —|—O(i).

|z | |

DiM. Se u e v sono due soluzioni, allora la funzione w = u—v & armonica in R*\ Q2,
verifica w(z) = 0 per z € 09 e inoltre w(z) — 0 per || — +oco. Dal Principio del
Massimo segue che w = 0, se cosi non fosse w avrebbe un punto di massimo o di
minimo interno, cosa non possibile.

Proviamo ’esistenza di una soluzione. Senza perdere di generalita possiamo sup-
porre che 0 € Q). Consideriamo 'insieme

Q= {z/lz]? eR" : z € R* \ Q} U {0},
e la funzione p* € C(0Q*), ¢*(z) = |z|* "p(z/|z|?).
L’insieme Q* ¢ limitato con frontiera Lipschitziana (Esercizio) e quindi ¢ A-

regolare. Dunque, il Problema di Dirichlet

Au* =0 in Q*

u* = ¢* suod*
ha una soluzione unica u* € C*(Q*) N C(Q*). La funzione u(z) = |z[>~"u*(z/|z|?)
¢ armonica in R" \ Q per la Proposizione 13.1.2 e verifica (13.2.3) con a = u*(0)
(Esercizio). O

DEFINIZIONE 13.2.4 (Capacita). Sia 2 C R* un aperto limitato con frontiera
Lipschitziana. La soluzione u € C*°(R" \ Q) N C(R™ \ 2) del Problema esterno

Au =0 in R* \ O
(13.2.4) u=1 su 02
lim wu(z)=0
|z| =400

si dice potenziale capacitario di €. Inoltre, si definisce la capacita di €2

_ . U(.’L‘) _ . : n—2
cap(Q2) = |m|li>1£100 T n(n — 2)wy, |m|li>1£100 |z|" " u(x).

OSSERVAZIONE 13.2.5 (Proprieta della capacita).
(i) cap(£2) > 0 per ogni aperto limitato 2 C R™ con frontiera Lipschitz. )
(ii) Se u ¢ il potenziale capacitario di 2 allora 0 < u(z) < 1 per ogni z € R" \ €.
Inoltre esiste R > 0 tale che |Vu(z)| # 0 per ogni |z| > R.
(iii) cap(Q2) = cap(xo + Q) per ogni zy € R".
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(iv) cap(AQ) = A"2cap(Q) per ogni A > 0. Infatti, se u ¢ il potenziale capacitario

di Q allora uy(z) = u(xz/A) ¢ il potenziale capacitario di AQ2 e inoltre
lim |z 2uy(z) = A" % lim |z/M" 2u(z/N).
|| =00 |z| =400

(v) Se 1 C €y allora cap(€1) < cap(€)s). Infatti, se ui,us sono i potenziali di
Q1, €y allora us = 1 mentre u; < 1 su 0{)y. Dal Principio del Massimo segue
che u; < up su R* \ Q.

(vi) cap(B,) = r" 2cap(B;) = r" ?n(n—2)w,, per ogni r > 0. Infatti, u(z) = |z
e potenziale capacitario di B;.

‘an

Sia 2 C R* un aperto limitato di classe C* e sulla classe di funzioni

|z|—=+o0

A(Q) = {U €C'R*"\Q):v=1su0%, lim v(z)—0, / \Vv|2dz < +oo}
Rr\Q
consideriamo il funzionale E : A(Q) — RT
E(v) = / Vo|2ds.
RP\Q

PROPOSIZIONE 13.2.6. Se esiste u € A(2) tale che E(u) < E(v) per ogni v €
A(Q), allora u risolve il Problema esterno (13.2.4). Inoltre si ha

(13.2.5) cap(Q)z/ (Vu, l/)d’H"1=/ \Vuldz,
20 Rr\Q

dove v é la normale interna a 0f).

Dim. 11 fatto che u risolva il problema (13.2.4) si prova esattamente come nel
Teorema 2.3.11. Proviamo le identita (13.2.5).

Per R > 0 sufficientemente grande, definiamo Qz = R* \ 2. Usando il fatto che
Ay = 0 in (g si trova con il Teorema della divergenza

/ |Vu\2dx=/ div(uVu)dz
Qr Qn
_ / (Vu, v)dHm " + / WV, /|| ydH .
onN

z/=R

(13.2.6)

Abbiamo usato il fatto che u = 1 su 9§ Per le (13.2.3) esistono C >0 e R > 0 tali
che per |z| > R

u(z)| < Clz*™",  [Vu(z)| < Clz|'™".
Quindi per R > R si ottiene

‘ / uw(Vu,z/|x|)dH"
|z|=R

< / lul|Vu| dH™ < CPnw, B2,
|z|=R

Facendo tendere R — +o0 nella (13.2.6), si trova I'indentita

/ \Vu\de:/ (Vu, v)ydH" .
R™\Q o9
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D’altra parte, usando di nuovo il Teorema della divergenza si ottiene

/ (Vu,v)ydH" ' = / Audr — / (Vu, z/|z|)dH" !
a9 Qr z|=R
—— [ (Vus/lapare,
|z|=R
dove, per la (13.2.3),
_ x 1 _ cap()
e quindi

_ /| (Vi) = cap(@) +0(%).

A posteriori, si deduce che 'ultimo O(1/R) in effetti ¢ zero per ogni R sufficientemente
grande. O

3. Disuguaglianza di Brunn-Minkowski per la capacita

LEMMA 13.3.7. Siano X uno spazio vettoriale su R, a > 0 e G : X — R} una
funzione che verifica:
(i) G(\x) = X\*G(x) per ogni x € X e per ogni A > 0;
(ii)) G((1 = N)xo + Az1) > min{G(x¢), G(x1)} per ogni xo,z1 € X e X € [0,1].

Allora si ha la disuguaglianza di concavita
(13.3.7) G((1 = Nz + Az > (1 — NG (20) Y™ + MG (z1) Y.
DmM. E sufficiente provare che
G(xo + )Y > G (o) + G(z1)V*,

e la (13.3.7) segue dalla proprieta (i). Per ogni 0 < A < 1 si ha
Lo T . Zo T
= —_ — | > - - —
Glao +1) =G0 A)11 — A /\1) = mm{G(1 —/\)’G( A )}
A= el @), FG(xl)}-

Se scegliamo il A che rende uguali i due argomenti del minimo, e cioe

G(.’L‘l)l/a
G(.To)l/a + G(.??l)l/a’

> min{

A=

si ottiene
G(xo + 331) Z (G(ﬂ?o)l/a + G(l‘l)l/a)a.
O

LEMMA 13.3.8. Sia u il potenziale capacitario di un insieme convesso e limitato
Q CR". Allora Vu(x) # 0 per ogni z € R" \ Q.
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DiM. Senza perdere di generalita possiamo supporre che 0 € ). La funzione
w(z) = (x, Vu(z)) & armonica in R" \ Q:

n n n
Wy = (Zx]u])“ = (Zéw’u] + acju,-j)i = Z (25Z]UZ] + xjuiij),

e quindi Aw = 2Au = 0. Proviamo che w(z) < 0 per x € R" \ Q. Infatti, per
0 < A < 1sia ha u(z) < u(Az) e dunque

—u(A
(Vua),a) = tim "D
Ora dal Principio del Massimo forte segue che w(z) < 0 per z € R* \ Q. O

La capacita verifica una disuguaglianza di concavita nota come disuguaglianza di
Brunn-Minkowskit.

TEOREMA 13.3.9 (Borell). Siano g, C R* due insiemi convessi limitali e sia
D =(1=X)Q + A2 con 0 < X< 1. Allora

cap(Q)7™7 > (1 = Aeap(Q0) 77 + Acap(Q;) 7.

Dim. Step 1. Sia uy il potenziale capacitario di €2 e conveniamo di estendere wu)
su tutto R™ ponendo uy(z) = 1 se x € Q). Vogliamo provare che per ogni A € [0,1] e
per ogni zp,x; € R" si ha

(13.3.8) ux((1 = Nzg + Az1) > minfug(zo), u1(x1)}-
In particolare, prendendo xq = x; = x si trova
ux(x) > min{ug(x), u1(z)}.
Moltiplicando per |z|*~2 e facendo || — +oc0o si trova
cap(2y) > min{cap(), cap(1)},

e la tesi segue dal Lemma 13.3.7.

Step 2. Definiamo la funzione 7y : R* — R

Ux(x) = sup { min{uo(zo), u1(z1)} : o, 21 € R*, (1 = N)zo + Azy = z}.

Affermiamo che vale
(13.3.9) uy >0y in R".

Dalla (13.3.9) segue la (13.3.8) e quindi la tesi.
Supponiamo per assurdo che la (13.3.9) sia falsa: esistono Z € R" ed € € (0,1)
tali che

(13.3.10) I%%X(QA —u}) = Ux(T) — u(Z) > 0.
Per continuita, esistono Zy,Z; € R" tali che

(13311) ﬂ,\(f) = min{uo(fg), Ui (fl)}
con T = (1 — \)Zy + 7.

LC. Borell, Capacitary inequalities of the Brunn-Minkowski type, Math. Ann. 263, 179-184,
1983.
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Step 3. Deve essere To & Qg e T1 ¢ Qy:

1) Se fosse 7y € Qo e 71 € Q allora Z € Q) e quindi ux(Z) = 1: non puo valere la
(13.3.10).

2) Se fosse Tp € 2y e 71 ¢ Q; si contraddice la condizione di massimalita di 7y e
71 in (13.3.11). Infatti, v = Vu(Z;) # 0 per il Lemma 13.3.8 e dunque per ogni s > 0
piccolo, posto §; = Z; + sh si ha u(71) < u(y1). Definiamo 3, tramite la relazione
T = (1= XN)yo+ Ay1. Allora per s > 0 piccolo min{ug(Yo), u1 (1)} = ui (V).

Step 4. 1 vettori Vuy(Zy), Vui(Z1), Vu5(Z) sono paralleli.

Sia h € R" tale che (h, Vuy(Zy)) > 0. Allora per s > 0 piccolo si ha uy(Zy + sh) >
uo(Tp). Siccome

y=T+s(1—=Ah

segue che U\ (7) = Un(T+ s(1 — A\)h) >
Dalla (13.3.10) si ha @y (9) — u5(7)

Ui (@ + (1 = Ah) — ui(Z) = ux(Z) — U§(??) > 0.

Si deduce che (Vu5(Z), h) > 0. Quindi Vuy(Zy) e Vu5(Z) sono paralleli con stessa
orientazione.

Il
—~
—_

— \)(Zo + sh) + A3y,

Supponiamo che ) (Z) = min{uy(Zy), u1(Z1)} = wo(Zy). Poniamo
a=|Vui(Z)], ao=|Vue(@o)|, a1 =|Vui(z1)],

a Qg ay

Step 5. Sia h € R™ tale che k = (h,v) # 0. Per r, s € R piccoli, sia
f(r,s) = uo(Zo + sh/ag) — uo(Zo) — {u1(T1 + rh/ar) — ui(T1)}.
Poiche f(0)=0e
1 ~
Fr(0) = ——(Vui(@1), h) = —{v, h) = —k #0,
1

per il Teorema della funzione implicita esiste una funzione di classe C* s — r(s) tale
che f(s,r(s)) = 0. Derivando una e due volte I'identita f(s,r(s)) = 0 si trovano le
relazioni (con r = r(s))

fs(sar) + fT(S,T)’f" =0,
fss(s’ T) + QfST(s’ T)T, + frr(sa T)(TI)Z + fr(S, 7')7'” = 0,

e per s = ( si ottiene

(13.312)  rF(0)=1, (0) = %{%(V%O(:’n‘o)h, By — —%<V wi(@)h,h)}.

Step 6. Definiamo la curva in s

(s) = (1 — \)(Fo + sh/ac) + A@1 +r(s)h/ar)



3. DISUGUAGLIANZA DI BRUNN-MINKOWSKI PER LA CAPACITA 71
e osserviamo che le variazioni di ugy e u; lungo Zy + sh/ag e T1 +7(s)h/a;s sono uguali.
Dunque, si ha

0

u
Uy
(DY
u
0

<Y
+
w
>
~
1
=
=
I
N
>
—_
8)
VA
~
~

€)

I VAVANT
TN NN
N—
w
~—

I
) S
—~~
=
VA
~—
~

8) 8) 8)

) —ux(7) =

0 ©(0).
e pertanto ¢"(0) < 0.

(=]

Ovvero ¢ ha un massimo in s =

Step 7. Conti preliminari:
(13.3.13)
~ ~ 1 ~
uo(To + sh/ag) = ug(Zy) + a—O(Vuo(aco), h)s + —(V uo(To)h, h)s® + o(s?).
Inoltre
d . .
HUEE)|
dove p = (1 —\)/ag + A/ ay. Poi
d2

@)

= (Vu5(Z(s)), (1 — N)h/ag + A\r'h/aq) = p(Vu5(Z), h),

= p (V25 (@)h, h) + (Vus(Z), Ar"(0)h/ar)

s=0

= p(V*u3(@)h, h) +

13.3.14
( ) akAr"(0)

a1
Step 8. Esistono due numeri &, &; indipendenti da A tali che
£o(V?uo(Zo)h, h) + &(V?ur (T1)h, h) — p*(V?u5(Z)h, h) <0

Questo segue da ¢"(0) < 0, tenuto conto di (13.3.12)—(13.3.14). Per continuita, la
disuguaglianza vale per ogni A € R". Dunque, nel senso delle forme quadratiche si ha

€0 V?uo(To) + & V7 ur(T1) — p*Vui(F) <0,
e prendendo la traccia si ottiene
EoAug(To) + & Aur (Z1) — p*Aui(Z) <0,
dove Aug(Zo) = Auy(z7) = 0.
Step 9. Dal momento che
Aus = e(e — 1)u5 | Vuy|® + eus 'Auy = e(e — 1)u§ *|Vuy/?,

si ottiene |Vu,(Z)| = 0, che & I’assurdo cercato. O
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CAPITOLO 14

Problemi sovradeterminati e metodo dei piani mobili

1. Problema di Serrin

In questo Capitolo ci proponiamo due obiettivi: 1) Illustrare la tecnica dei “piani
mobili” per lo studio della simmetria nelle equazioni alle derivate parziali; 2) Studi-
are un esempio di problema sovradeterminato. In particolare, ogliamo dimostrare il
seguente Teorema!.

TEOREMA 14.1.1 (Serrin). Sia Q@ C R*, n > 2, una aperto limitato e connesso
di classe C?. Supponiamo che esista una funzione u € C?(Q) che risolve il problema
sovradeterminato

Au=-1 nQ

u=0 su 052
(14.1.1) .

—=c  su 09,

ov

per una costante ¢ > 0 (v indica la normale interna a 092). Allora per qualche xy € R"
risulta Q = B(xo,7) e u(z) = 5 (r? — |z — m|?) con r = ne.

Per il Lemma di Hopf, la costante ¢ in (14.1.1) deve essere necessariamente posi-
tiva. Il problema e sovradeterminanto, in quanto il problema di Poisson

Au=-1 in
u=20 su 0f2

ha soluzione unica. La differenza di due soluzioni, infatti, ¢ una funzione armonica
nulla al bordo e dunque identicamente nulla.

La dimostrazione del Teorema 14.1.1 utilizza il metodo dei piani mobili e un
raffinamento del Lemma di Hopf per domini che non hanno la proprieta della palla
interna.

(14.1.2)

2. Principio del Massimo negli angoli

Siano 2* C R" un aperto di classe C?, zy € 0Q* e ¥ normale interna a 9Q* nel
punto zy. Sia T C R" un iperpiano di R" passante per x( e contenente 7. L’iperpiano
T suddivide ©Q* in due aperti. Sia 2 uno di questi due aperti e supponiamo che sia
connesso. In un intorno di zy I'ultima richiesta e automaticamente soddisfatta.

LEMMA 14.2.2 (Serrin). Siano Q C R" e 2y € 9§ come sopra e sia u € C?()
una funzione tale che:

i) u > 0 e non identicamente nulla in QN B(x,0), per qualche § > 0;

i) u(xo) = 0;

1J. Serrin, A symmetry problem in potential theory, Arch. Rational Mech. Anal. 43 (1971),
304-318.
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iii) Au <0 in Q.

Se v un vettore entrante in €2 da xy in modo non tangenziale, allora

ou 0%u

5 (xo) > 0 oppure w(:co) > 0.

(14.2.3)

Esempio 14.2.3. La situazione tipica del Lemma 14.2.2 e descritta dal seguente
esempio. Si consideri il primo quadrante nel piano Q = {x € R? : 2; > 0 e 25 > 0}.
La funzione u(z) = x1z, & armonica e sia annulla sugli assi. Inoltre Vu(0) = 0. Sia
v = (v1,s) con v; > 0 e vy > 0 un vettore entrante nel quadrante e consideriamo la
funzione ¢(t) = u(tv) = vivpt?. Allora si verifica p(0) = ¢'(0) = 0 e ¢"(0) = 2v11 >
0.

ProvA DEL LEMMA 14.2.2. A meno di una rotazione e di una traslazione pos-
siamo supporre che zy = 0, 7 = (0,...,0,1) e T'= {z € R* : ; = 0}. In un intorno
B(0,0) ={z € R* : |z| < 0}, § > 0, di zop = 0 abbiamo

QN B(0,d) ={z = (2',2,) e R" : 2, > f(2'), 1 > 0} N B(0,9),
per una funzione f € C*(R""!) tale che f(0) =0 e Vf(0) = 0. (Stiamo supponendo
che Q sia nella regione dove z; > 0.) B

Posto z, = (0, ...,0,7), esiste r > 0 tale che By = B(x,,r) C Q* e B(x,,r)NON* =

{0}.2 Sia By = B(0,7/2) e consideriamo 'insieme
D = Q N Bl M BQ.

La funzione u non ¢é identicamente nulla in D. Dunque, per il Principio del Massimo

u>0 inD .
(14.2.4) { Au<0 inD = u>0in D.
Proviamo che per ogni punto £ € "N 0D N JB, esistono n > 0 e p > 0 tali che
(14.2.5) u(z) > nzy per ogni x € B(Z,p) N D.

Se u(z) > 0, la (14.2.5) si verifica con un argomento di continuita. Se u(Z) = 0, siamo
nelle ipotesi del Lemma di Hopf. Infatti, dal momento che dist(7’N0DNOBy; 0N*) > 0,
esiste una palla B C Q tale che BNT = {z}. Dunque 0;u(z) > 0 e per continuita
si ha dyu(x) > 2n per qualche n > 0 e per ogni x € D N B(Z, g), per qualche o > 0.
Per integrazione segue la (14.2.5). Siccome v > 0 in D, dalla (14.2.5) segue che esiste
e > 0 tale che

(14.2.6) u(z) > exy, perxz € 0B, NAD.
Consideriamo la funzione di confronto
w(z) = xl(e’a‘w"””z _ e—ar2)
dove o > 0 ¢ un parametro da fissare. La funzione w verifica le seguenti proprieta
a) w(z) < xq, per x € D;
Posto g(z') =r — \/r2 — [2/|? si hanno gli sviluppi di Taylor
o(x) = 5 (Ho(0)a',2') +olla'P),  [(@) = S{HI(O0)a', ') +ol|a'").

Si verifica (Hg(0)x',z') = r~!|2'|? e (Hf(0)z',2") < Cl|a’'|> per una costante C > 0, etc.
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b) w(x)>0peraz€Dew( )=0perz €T UO0By;
)V (0;=

d) Aw(z) > 0 per z € D, con una scelta opportuna di a.

Proviamo d). Poniamo E = E(z) = e = = g-olel’~2r#tr®)  Calcoliamo le
derivate di w:
w; = 0w = (E — E(0)) — 2az7E = (1 — 2a2?)E — E(0)
wyy = —4ar E — 2ax,(1 — 2023)E = —2a1,(3 — 202})E
Wy, = —20x1(x, —7)E
Wpp = =202, E + 4’z (2, — 7)’E = =202, (1 — 2a(z, — 7)) E.

Inoltre per i =2,...,n —1
w; = —2azx1,E
wy = —2ar1 E + 40’721 22E = 2021 (1 — 202} E.
Dunque Vw(0) = 0 e inoltre
Aw = —2azi(n+2 — 2|z — z,|*)E

Per z € D risulta |z — z,| > r/2 e dunque n + 2 — 2oz — z,|* < n+ 2 — ar?/2.
Scegliendo o = 2(n + 2)/r? si ottiene Aw > 0 in D.
Sia z = u — ew. Verifichiamo che z > 0 su 0D. Infatti

u >0 su 0D N 0B,
z=u—cw>< u>0 su 0D NoT
ex; —ew >0 suodDNoBs.

Nelle prime due disuguaglianze si usa la b). Per la terza si usano (14.2.6) e la proprieta
a) di w. Nel punto zo = 0 sia ha z(0) = u(0) — ew(0) = 0. Inoltre in D si verifica

Az = Au — eAw < 0.

Dal Principio del Massimo segue che z > 0 su tutto D.

Sia v = (v, ..., V,) una direzione che entra in Q (e quindi in D) in modo non
tangenziale, ovvero v; > 0 e v, > 0. Consideriamo la funzione ¢(t) = z(tv). Dalla
discussione precedente risulta ¢(0) =0 e ¢(t) > 0 per ¢t € (0,t), per qualche ¢, > 0.

Dunque,
¢'(0) >0,

¢'0)=0 = ¢"(0)>0.

Siccome Vw(0) = 0, si ha ¢'(0) = (Vu(0),v) = 2%(0). Con uno sviluppo di Taylor
elementare

w(tv) =t (e‘”"t”_mf|2 - e_‘”2) = 2u1e7 (2av,r + o(1)),
con o(1) — 0 per t — 0. Dunque, se ¢'(0) = 0 si ottiene

" 0*u
0<¢"(0)= W(O) — deavvpre
v

—ar2

Questo prova (14.2.3). O
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3. Dimostrazione del Teorema di Serrin

Iniziamo con il seguente Lemma, la cui prova e lasciata come esercizio.

LEMMA 14.3.4 (di simmetria). Sia Q C R* un insieme simmetrico rispetto a tutti
gli iperpiani passanti per Uorigine. Allora Q ha simmetria radiale, ovvero Q = {x €
R™ : |z| € R} per qualche R C [0, +00).

ProvA DEL TEOREMA 14.1.1. Essendo 2 limitato, per ogni direzione v € R",
v # 0, esiste un iperpiano S C R" normale a v e disgiunto da 2. Inoltre, esiste un
(unico) iperpiano T parallelo a S che “tocca” 0f e lascia € dalla stessa parte di S.
A meno di una rotazione e di una traslazione, possiamo supporre che 7' = {z € R" :
xy = 0} eche Q C {z € R* : 2; < 0}. L’obiettivo & provare che 2 & simmetrico
rispetto a un iperpiano parallelo a 7T'.

Indichiamo con e; = (1,0, ...,0) il primo versore della base canonica di R". Dato
A>0,siano 2y = de1 +Q, 'y = {(—331,3:2, ,LEn) eR* .z € Q)‘}, eD, = Q,\ﬂ{$1 >
0}. Definiamo

A=sup{\ > 0: Dy CTy}.

Risulta 0 < A < 400, infatti per ogni A > 0 sufficientemente piccolo si ha Dy C T.
Si possono verificare solo i seguenti due casi:

1) 0D5 “tocca” OT'5 in almeno un punto Z € {x; > 0} (le due frontiere hanno in
z la stessa normale interna);
2) 095 e OI'y hanno la stessa normale interna in almeno un punto Z € {z; = 0}.

Se né il caso 1) né il caso 2) & verificato, si contraddice la massimalita di A.
Proveremo in seguito che il caso 2) non pud presentarsi. Studiamo il caso 1).
A partire dalla funzione u, si definiscono per traslazione e riflessione due funzioni

v € C?*(Qy) e w € C?(Ty) tali che

Av = —1 in Q5 Aw=-1 in Ty
(14.3.7) va: 0 su 0925 15 =0 su Ol'x
B_U =c su 095, a—w =c sudly,
v v

dove v indica la normale interna. Dal Principio del Massimo segue che v > 0 in Q5 e
w > 0 in I';. Inoltre, per la costruzione simmetrica, si ha

(14.3.8) w(T1, Ty ey Ty) = V(—2Z1, Loy -y Ty), T € ;.

La funzione differenza z = w — v verifica z > 0 su dD5 e Az = 0 in Ds. Per il
Principio del Massimo si hanno due casi:
1A) z > 0 in Dy;
1B) z = 0 identicamente in Dy.
Mostriamo che il caso 1A) non puo verificarsi. In questo caso, infatti, la funzione
z soddisfa
Az=0 in Dy
(14.3.9) z>0 in D5
z(z) = 0.
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Per il Lemma di Hopf deve essere

ow ,_ ov , B 0z
5(37)—5(35) ~

Ma questo non e possibile perche v e w hanno derivata normale uguale nel punto z.

Dunque, deve necessariamente verificarsi il caso 1B). In questo caso, v = w in Dj,
ma allora Q25 = I'; e quindi 2 & simmetrico rispetto a un piano parallelo al piano 7.
Essendo il vettore normale a 7" generico, dal Lemma di simmetria e del fatto che Q2 &
connesso segue che {2 & una palla.

(z) > 0.

Mostriamo che il caso 2) non puo verificarsi. Proveremo che le funzioni v e w
hanno derivate seconde uguali e quindi derivate direzionali seconde entranti uguali
nel punto z. Allora la funzione differenza z = w — v viola il Teorema 14.2.2.

A meno di una traslazione e di una rotazione, possiamo supporre che z = 0 e
che in un intorno di 0 la frontiera 0Q; sia il grafico z, = f(2') di una funzione
feC*{|z'| < 6&}), >0, tale che f(0) =0, Vf(0) = 0 e con normale interna a 0S5
data da

(-VI@),1)
VIF V@R

Calcoliamo le derivate seconde di v nel punto 0 in funzione delle derivate seconde di
f nel punto 0. Precisamente, abbiamo:

a) v;;(0) = —cfij(0), 4,5 =1,...,n — 1;

b) Um(O) = 0, 1= 1, ey U — 1;

¢) vnn(0) = cAf(0) — 1.

Derivando in z; 'identita v(z', f(z')) = 0 si trova

(14.3.10) v=uv( f(z')) =

v; + fiv, =0, 1=1,...,n—1,
e derivando nuovamente in z;
Vij + fivin + fijon + (Unj + vanfi) fi =0, t,7=1,..,n—1.

Usando Vf(0) = 0 e v, = ¢ si ottiene a).

Usando (14.3.10), dalla condizione % = (Vv,v) = ¢ si ottiene

n—1
va =c/IT+[VZ+ ) vif;.
7j=1

Derivando in z;, e usando v;(0) = f;(0) = 0 si trova b). Infine dalla equazione
Av = —1 e dalla a), troviamo

n(0) =~ 3 v(0) ~ 1= eAF(0) ~ 1.

Ora consideriamo w e OI'5. La funzione g(2') = f(—x1,%2,...,2,) parametrizza
il grafico di OI'; in un intorno di 0. Inoltre, ¢;;(0) = fi;(0) se i,7 > 2 oppure se
i=7=1,e ¢0) = —f;(0), ¢ > 2. Proviamo che f;;(0) = 0. Per z; > 0 si ha



78 14. PROBLEMI SOVRADETERMINATI E METODO DEI PIANI MOBILI

g(z') < f(z'), in quanto Q5 N {z; > 0} C I'5s N {z; > 0}. Usando sviluppi di Taylor
elementari si ottiene

n—1
fl@) = g@) =>" 0z +o(|2'?) >0, 1 >0.
i=2
Se f1;(0) # 0 per qualche 2 < i < n — 1, la disuguaglianza non puo essere verificata.
Dunque v e w hanno derivate seconde uguali nel punto Z = 0. Il caso 2) non puo
presentarsi. Questo termina la dimostrazione del Teorema. O



CAPITOLO 15

Funzione massimale e teorema di Lebesgue

1. Funzione massimale

DEFINIZIONE 15.1.1 (Funzione massimale). Da una funzione f € L _(R"), defini-
amo la funzione massimale

M(f)(z) = sup]i Wi

r>0
Osserviamo che per r > 0 fissato, la funzione
o glain) = 1f)ldy
B(z,r)

¢ continua, e dunque M(f)(z) = sup,s, ¢(z;r) & semicontinua inforiormente, ovvero
gli insiemi {z € R* : M(f)(xz) > t} sono aperti per ogni ¢ > 0. In particolare, la
funzione massimale & misurabile.

TEOREMA 15.1.2 (della Funzione Massimale).
(i) Esiste una costante C > 0 tale che per ogni f € L'(R™) si ha

(15.1.1) Lz € R : M(f)(z) > £} < 37 [ 17w
(ii) Per ognip > 1 e per ogni f € LP(R™) si ha

2P3"
(15.1.2) IM(Dllp < =17l

OSSERVAZIONE 15.1.3. Per p = 1 la stima (15.1.2) per la funzione massimale
non vale. Infatti, se f € L'(R") esistono C, M > 0 tali che per |z| > M si ha
M(f)(z) > Clz|™"

LEMMA 15.1.4. (Lemma di ricoprimento) Sia F = {Bi,...By}, k > 1, una
famiglia finita di palle diR™. Allora esiste una sottofamiglia disgiunta G = {Bj, ..., By} C
F, 1< h <k, tale che

(15.1.3) UBc | 35,

dove 3B* indica la palla con raggio 3 volte quello di B* e stesso centro.

DiM. Selezioniamo B; € F in modo tale che r(B;) = max{r(B) : B € F}.
Quindi, selezioniamo B; € F disgiunta da Bj tale che

r(B3) = max {r(B) : B € F disgiunta da Bj}.
79
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In generale, selezionate Bi, ..., By, scegliamo Bj,, € F disgiunta da B, ..., B} in
modo tale che

r(B,,,) = max {T(B) : B € F disgiunta da Bj, ..., B;}.

Ad un certo passo h € N il processo di selezione termina.
Proviamo la proprieta di ricoprimento (15.1.3). Data B € F esiste ¢ € N tale che
BN (BjU..UB; |)=0eBnNB;#0. Allora r(B) <r(B;) e quindi B C 3B;. [

DiM. DEL TEOREMA 15.1.2. La misura di Lebesgue e regolare, e quindi posto
QG ={zeR": M(f)(z)>1t},t>0,siha
(15.1.4) L") = sup {L*(K) : K C Q; compatto}.

Sia dunque K C €; un compatto. Per ogni z € K esiste una palla aperta B, centrata
in z tale che

f(y)ldy > t.
B,

Le palle {B, : z € K} formano un ricoprimento aperto di K dal quale & possi-
bile estrarre un sottoricoprimento finito. Per il Lemma di ricoprimento, ¢ possibile
selezionare un numero finito di palle disgiunte B; = B,., @ =1, ..., h, tali che

h
K c | J3B.
=1

Dunque, si ha

OB WADEED WEATESD o) MIOITES S MU

La (15.1.1) segue ora dalla (15.1.4).
Proviamo I’affermazione (ii). Sia f € LP(R") con 1 < p < oo e per t > 0 sia
Q= {z € R* : M(f)(z) > t}. Con il Teorema di Fubini-Tonelli si trova

M(f) 0o
M(f)Pdx = p/ / Pl dt do = p/ =1L (Qy)dt.
Rn nJo

0
Allo scopo di stimare £"(€2;) introduciamo la funzione troncata

fl(x):{ @) se [f@)] > t/2

0 altrimenti.

Risulta f; € L'(R"), infatti:
|f1(z)|dz :/ [f(@)|dz < |[Fll, £ f| > ¢/2} < +oc.
R® {lf1>t/2}

Dal momento che |f| < f; 4+ t/2, segue che M (f) < M(f;) +t/2, e dunque
{M(f) >t} C{M(f1) >1/2}.

Applicando la prima parte della dimostrazione alla funzione f; si ottiene

2-3"
=) £l

L) = LYM(f) >t} < LY{M(fr) > 1/2} <
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e dal momento che

= d
1l /{ s

sostituendo sopra si trova

—|—oo
M(f)dz < 2p3" / / f(2)|de dt
R™ |f|>t/2}

2/ f()| opgn
— 93" / 2| / P2t dy = P2 / () [de.

2. Teorema di differenziazione di Lebesgue

TEOREMA 15.2.5. Sia f € Li .(R") una funzione localmente integrabile. Allora,
per quasi ogni x € R* si ha

(15.2.5) lim f(y)dy = f(z).

r—0 B(l‘,T)

DiM. Senza perdere di generalita possiamo supporre f € L'(R"). Per ogni n > 0
esiste una funzione g € Cy(R™) tale che ||f — g||i < 1. Questa funzione si puo
trovare nel seguente modo: 1) esiste h € L'(R") con supporto compatto tale che
Ilh — fll1 < n/2; 2) La regolarizzione di Friedrichs h., ¢ > 0, di h & continua con
supporto compatto e inoltre ||h. — hl|; < n/2 per £ > 0 sufficientemente piccolo.

Per ogni r > 0 introduciamo la funzione di media

fo(x) = ][ W= ][ J e

Risulta lim, ¢ || fr — f||1 = 0, infatti

1f=sl= [ [ Gora-r@afie<f [ |f+o - folday,
R B(0,r) JR»
e per la continuita in media per ogni € > 0 esiste 7 > 0 tale che per |y| <7

[ 1+ )= )| <

Di conseguenza, esiste una successione di raggi (7x)gen infinitesima tale che per
quasi ogni z € R

(15.2.6) hmC>o fr () = f(2).

Vogliamo provare che si ha convergenza per r — 0. Introduciamo la funzione di
oscillazione locale

B(0,r)

Q(f)(z) = limsup f(x) — hgl_)i(}lff?n(x).

r—0
La funzione di oscillazione ha le seguenti proprieta:
1) Se g € C(R™) & continua allora Q(g)(z) = 0 per ogni z € R".
2) Se f € L.(R") allora Q(f)(z) < 2M(f)(z) per ogni z € R™.
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3) Se Q(f)(z) = 0 per quasi ogni x € R" allora il limite lin(l) fr(z) esiste per quasi
r—
ogni z € R* e coincide con f(z) in virtu di (15.2.6).
Proviamo che Q(f) = 0 quasi ovunque. In effetti, si ha
Q) = —9) +92g) =S —g) <2M(f - g)

e dunque per ogni ¢ > 0 dal Teorema 15.1.2 si trova

-3" 2-3"
LA > 1) S L{M(f = g) > 1/2) < == =gl < =
con 7 > 0 arbitrario. Segue che L"{Q(f) >t} = 0 per ogni t > 0 ovvero Q(f)(z) =0
per quasi ogni x € R™. O

3. Teorema dell’integrale singolare.

DEFINIZIONE 15.3.6 (Integrale frazionario). Sia f : R® — R una funzione mis-
urabile e sia 0 < a < n. Se l'integrale converge, si definisce I'integrale frazionario di
f di indice « (o potenziale di Riesz) la funzione

O R =

TEOREMA 15.3.7 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Siano 1 < p < 400, 0 < a < n/p
e sia ¢ = 2. Esiste una costante C = C(n,p,a) > 0 tale che

n—pa’
Ha(lla < ClIFllp

per ogni f € LP(R™).

DiM. Siad > 0 una parametro da determinare in seguito e scomponiamo l'integrale
frazionario isolando la singolarita

|Ia(f)(x)‘§/ Mdy:/ Mdy+/| IR EAC) I

R™ |.T - y|n—a T—y|>d |.T - y|n—a z—y|<d |$ - y‘n—a

= Es(z) + I;(x).

Iniziamo a stimare la parte esterna. Con una disuguaglianza di Holder si trova

Ba(o) < Il [

|lz—y|>d

1
ol

oy )

1
ol

+00
—cuplfl( [ e

dove p' = 1%’ e quindi

p D n n

—(n—a)p' +n=(a—n) +n:—(a——><0 se a< —.

p—1 p—1 p p

Questo implica che I'integrale converge per ogni 6 > 0 e precisamente si ottiene
Es(z) < C(n,p,a)||f][,0" .

Per stimare la parte interna si introducono le corone per £ = 0,1, 2, ...

s 5
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Con questa scomposizione si trova:

Ia(ﬂlﬁ)=/| J) |na Jio/ |x_ |na

z—y|<d |$ -

+00
33 ()" [ L
<> (o) () e, Il
k=0 L5k

< w M (D)) g 3 (56) " = Cln, ) M () ).

In conclusione si ottiene la maggiorazione

() @) < C(If1,6% 7 + M(f)(x)5?)
per ogni § > 0 con C costante indipendente da d. Scegliamo § in modo tale che risulti

“préa_% = M(f)(x)d* e cioe
_ (Al =
o= (Frtnt)
L@ < oM@ () = I MU,

e prendendo la norma in L7, e di seguito utilizzando la maggiorazione per la funzione
massimale si ottiene

Il < CALE [ d(rrds < csisF 1y = Colsl

In conclusione si ottiene la tesi ||1,(f)|l; < C|| fllp-

Si trova
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CAPITOLO 16

Esercizi

ESERcCIZIO 1. Verificare che le seguenti funzioni sono armoniche nei domini spec-
ificati e calcolarne I’armonica coniugata:
1) u(z,y) = 3 — 3zy? in R?;
2) u(z,y) = €¥sinz in R?;
3) u(z,y) = arctan (Q) in {(z,y) € R*: x> 0}.
x

EsErcizio 2. Sia © C R" un aperto limitato e connesso di classe Clesiau €
C?(2) una funzione armonica tale che

ou
—dH" 1 =0.
\/[jﬂual/ H

Verificare che u € costante.

EsERci1zIO 3. 1) Sia u € C*(R") una funzione a supporto compatto. Verificare

che
/ \V2u\2dx:/ (Au)?da,
Rn n

dove |V?u|? = Z uz; ¢ la norma della matrice Hessiana.
ij=1
2) Dedurre dal punto 1) che una funzione armonica con supporto compatto &
identicamente nulla.

EsERcIZIO 4. Sia 2 C R" un aperto limitato con frontiera di classe C! e sia
u € C?%(Q) tale che u = 0 su 9S2. Dimostrare che per ogni € > 0 vale la disuguaglianza

/|Vu|2dx < a/ude—i- i/(Au)Zdyc.
Q Q de Jo

Dedurre che se u € C?(2) & armonica in 2 e nulla al bordo allora u = 0.

ESERCIZIO 5. Siano 2 C R un aperto limitato e g € C'(€2) una funzione continua
e limitata. Sia u € C%(Q) una funzione tale che

/Q (|Vul* + (u — g)*)dz < /Q (IVo* + (v — 9)*)da

per ogni v € C*(€). Provare che u risolve I'equazione differenziale Au = u — g in Q.

EsErcizio 6 (Laplaciano in coordinate polari). Siano (x,y) € R? coordinate nel
piano e siano r > 0 e ¥ € [0, 27) le corrispondenti coordinate polari, cio¢ x = r cos ¥
e y = rsin1. Verificare che

”? 10 102
- Or? + ror + r2 092

85
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Esercizio 7 (Esempio di Hadamard). Sia B={z€ C:|z| <1} esia 8 € N un
parametro. Definiamo la funzione u in B tramite coordinate polari

u(rﬁ)—Jri.or"BW 0<r<1,9€l0,2n)
) _n:1 n2 I = = bl I .
Verificare che:

i) u e C(B) e Au=0in B;

ii) / |Vul?dedy < +00 & B < 3.
B

Suggerimenti. Considerare la funzione a valori complessi
+oo  pB8

Z
f(z):ZF, ZE(C: |Z|S1a

n=1

e osservare che |Vu|? = |9, f]?. Si pud (deve) usare I'identita di Parseval

+00 9 —+00
/ ‘chz” dxdy = Z/ len2™ [2dady.
B h=o0 n=0"B

ESERCIZIO 8. Sia v una funzione armonica non negativa nella palla B = {z €
R™ : |z| < 1}. Stimare u(z) per |z| = 1/2 in rapporto a u(0).

EsERci1ZIO 9. Sia u € C?(R") una funzione subarmonica. Verificare che per ogni
z € R" la funzione ¢ : R - R

o) =f  utan
OB(z,r)
€ monotona crescente.

Esercizio 10. Sia7 : R* — R” una trasformazione ortogonale rispetto al prodotto
scalare standard. Verificare che A(uoT) = (Au) o T per una qualsiasi u € C?.

EsERrcizio 11. Sia 8 > 0 un parametro e sia B = {z € R? : |z| < 1}. Si consideri
il problema di Poisson
Au=|z/* inB
u=20 su 0B.

i) Verificare che se il Problema di Poisson precedente ha una soluzione u €
C?(B) N C(B) allora essa ¢ unica e verifica u(z) = u(y) se |z| = |y|.
ii) Calcolare la soluzione del Problema.
iii) Sia ora —1 < < 0. Producendo un esempio, mostrare che 'equazione dif-
ferenziale in forma debole

- / (Vu,Vy)dr = / ¢ |z|* dz, per ogni ¢ € CL(B),
B B
ha una soluzione u € H'(B) N C(B) che verifica il dato al bordo u = 0 su 0B.

EsErcIzIO 12. Sia u una funzione subarmonica in R” e sia f una funzione con-
vessa e crescente in R. Dimostrare che v = f o u € subarmonica in R".

i) Provare il caso u € C*(R") ed f € C*(R).
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ii) Provare il caso generale 1.

ESERCIZIO 13. Siano Q C R™ un aperto limitatoe u € C?(Q)NC(Q) una soluzione
del Problema di Poisson

Au=-1 in €
u=~0 su 0f).

Provare che per ogni x € (2 si ha
1
u(z) > %dist(x;OQ)Q.

EsErcIzIO 14. Sia u una funzione armonica in R” tale che per qualche k € N

|u(z)]
sup ——
weﬂg 1 + ‘x‘k

Provare che u & un polinomio di grado al piu &.

< +0o0.

Esercizio 15. Sia B = B(0,7) C R” e si consideri il nucleo di Poisson di B
1 r?—|z|?

Pz,y) = ——— 1
(z,) nwnr |z —y*’

x € B,y€0B.
Verificare che per ogni z € B si ha
u(z) == / P(x,y)dH" (y) = 1.
oB

Suggerimento: v & armonica in B, calcolare u(0) ed esaminare le simmetrie di u.

ESERCIZIO 16. Verificare le seguenti identita:

1 /2 Do,
/ R = ”wn/ sin™ 19 i = M'

Eserci1z1o 17 (Teorema di Liouville). Provare che una funzione armonica e non
negativa in R" & costante.

Esercizio 18. Siano 21,2, C C insiemi aperti e sia f : {; — )y una funzione
olomorfa. Provare che se u € armonica in {25, allora v = v o f € armonica in 2;.

ESERCIZIO 19 (Teorema di Liouville in R? \ {0}). Provare che una funzione ar-
monica e non negativa in R? \ {0} & costante.

EsEercizio 20. Sia ¢ € C([0,7]) una funzione continua della forma

+0o0
o(z) = Z ay, sin(nx), a, € R,
n=1

con serie convergente uniformemente.

'Ricordiamo la disuguaglianza di Jensen. Sia (X, A, x) uno spazio di misura con u(X) = 1 e sia
f : R — R una funzione convessa. Allora

£([ s dn@) < [ 1(u@) duto)

per ogni funzione u : X — R integrabile con f o u integrabile.
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Risolvere il Problema di Dirichlet nel rettangolo R = (0,7) x (0,1) C R?

Au =0 in R
u(z,0) = ¢(z) z € [0,
u=0 su dR \ [0, 7] x {0}.

Suggerimento: cercare soluzioni dell’equazione Au = 0 con il metodo della separazione
delle variabili: u(z,y) = f(z)g(y), da cui (f" — Af)g+ (¢" — Ag)f = 0 con X € R,
separare le equazioni, determinare A in base ai dati al bordo, etc.

Esercizio 21. (Principio di simmetria di Schwarz) Siano B = {z € R" : |z| < 1},
Bt ={ze€B:2,>0}e B ={z€ B:x, <0}. Sia C(B") una funzione armonica
in BT tale che u(z) = 0 per z,, = 0. Definiamo la funzione 4 : B — R:

a(z) = u(z) se T € Z?J_“,
—U(Z1, ey Tp_1,—Tp) Sex € B™.
Dimostrare che @ ¢ armonica in B.

ESERCIZIO 22. Sia u una funzione armonica in R? tale che I'insieme {z € R? :

u(z) = 0} & 'unione di due rette non coincidenti. Determinare la funzione u.

Esercizio 23. Sia Q = {z € C : |z2| < 1} \ (—1,0] il disco aperto meno un
segmento e sia ¢ : 02 — R una funzione continua. Verificare che il Problema di
Dirichlet

Au=0 in
u=¢@ suodfl
ha soluzione (unica).

EsEercizio 24 (Nucleo di Poisson del disco). Sia D = {z € C : |z| < 1} il disco
unitario e sia ¢ : 0D — R la funzione

+oo
0(z) = co + Z {cnz” + EnZ”}, lz| =1,
n=1

con serie convergente uniformemente, dove ¢y € R e ¢, € C per n > 1.
1) Verificare che

1
21 Jig)=1

Cn p(Q)C aH .
2) Dedurre che la soluzione del Problema di Dirichlet Au = 0in D e u = ¢ su

0D ha la forma

v =g [ {1+ 60+ oo

3) Calcolare il nucleo {...} nell’integrale precedente.

EseErcizio 25. Sia u il potenziale capacitario di {2 C R”, aperto limitato di classe

C'. Verificare che
/ \Vul*dz S/ \Vv|*dx
R™\Q R\

per ogni funzione v € C*'(R" \ Q) tale che v =1 su 99 e lim; 4o v(z) = 0.



