Equazioni Differenziali

Nome: Esame scritto del 18 Marzo

Tempo a disposizione: 2.30 ore

Esercizio 1 (8 punti) Sia u una funzione armonica in R" tale che per qualche k € N
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Provare che u e un polinomio di grado al piu k.

Esercizio 2 (9 punti) Siano Q@ = {z € R" : 1 < |z| < 2}, n > 2, una corona sferica e
a,b € R due costanti. Si consideri il Problema di Dirichlet

Au=0 inQ
u=a sulz]=1 ()
u=>b sulzr]=2.

(i) Verificare che la soluzione u € C?(2) NC(Q) del problema (x) & radiale, ovvero u(z) =
u(y) se || = |y|.

(ii) Calcolare la soluzione del problema (x).

(iii) Sia ora n = 2. Supponiamo che esista w € C?(Q2) N C*(Q2) soluzione del Problema

”
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=b/2 =2
b2 sulel =2,

\
dove v ¢ la normale esterna a 0€2. Dimostrare che deve essere a = b e calcolare quindi

la soluzione w di (xx).

Esercizio 3 (8 punti) Dare la definizione di funzione subarmonica e illustrare le pro-
prieta pit importanti delle funzioni subarmoniche (max 1 pagina).



Soluzione dell’Esercizio 1. Per ipotesi esiste una costante C; > 0 tale che per ogni
x € R si ha

u(@)] < Cr(1+ ).

Siano ora B, e By palle centrate in 0 con raggi 0 < r < R. Dato un multi-indice o« € N*|
per le stime di Cauchy abbiamo

< C’l( nla] >|a sup (1 + |z|¥) (©)
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Per |a| > k si ha
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e quindi facendo il limite per R — 400 in (V) si deduce che

sup [0%u(z)| =0
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per ogni r > 0 e per ogni multi-indice tale che |«| > k. Questo implica che u & un polinomio
di grado al piu k.

Soluzione dell’Esercizio 2. (i) (3 punti) Sia 7" : R* — R" una trasformazione ortogonale
e consideriamo la funzione v = w o T. Siccome Av = A(uoT) = (Au) o T, la funzione v
& armonica in €. Inoltre v = a su |z| =1 e v = b su |z| = 2. Dunque, v & soluzione del
Problema di Dirichlet e per 'unicita della soluzione si deduce che u =v =wuoT.

(ii) (4 punti) Poiche la soluzione ¢ radiale, si ha u(z) = @(r) con r = |z| dove ¢ €
C*(1,2) N C([1,2]) & soluzione del problema

o"(r) + ”T_lgo’(r) =0, re(l,2),
e(l)=a
©(2) =b.

La soluzione generale dell’equazione differenziale e

| clogr+d, pern=2
S0(70)_{07"2”+d, per n > 3.



Le costanti ¢,d € R si determinano con le condizioni al bordo. Tornando ad u si trova la
soluzione

b—a
1 2log|x|+a, n=2
u(z) = Ogl , ,
- - ny g2y > 3.
22—"—1{(b a)lz|“ ™ + a—b}, n>3

(iii) (2 punti) Sia w una soluzione del Problema (%). Allora, con il Teorema della diver-
genza si trova

. . 8w 1_ a_w 1 a_w 1_ _
0—/9Aw(3:)al:::—/aQ ayd’H _/:51 8Vd7-£ +/I2 8Vd7-£ =2m(b—a),

e quindi @ = b. Un modo per provare questo fatto che produce anche la soluzione e
il seguente. Si considera la funzione u(z) = (Vw(z),z). Questa funzione & armonica
(Cfr. Appunti del corso a p.69). Inoltre, si ha

Ow(x)

o u(wy = 24D
e analogamente u(x) = b per |z| = 2. Dunque u risolve il Problema di Dirichlet (x) e
quindi
b—
u(x) = log; log |z| + a.
Fissato v € R" con |v| = 1, definiamo ¢(r) = w(rv), una sezione radiale di w. Allora

r'(r) = u(rv) e quindi ¢ risolve ’equazione ordinaria

, b—a
) = 1002

logr+a, 1re€(l,2),

con il dato iniziale ¢)(1) = 0. Integrando ’equazione si trova

_b—a
"~ 2log?2

p(r) log?r + alogr,

e in particolare 1) non dipende da v. Quindi w deve essere della forma

b—a

2Tog2 log? || + alog |z|.

w(x) =

La funzione log? |z| non & armonica: questo si prova con un conto oppure ricordandosi che
I'unica funzione armonica radiale nel piano é log |x|, a meno di una costante moltiplicativa
e di una addittiva. Quindi affinche w sia soluzione del Problema (*x) deve essere b—a = 0.
La funzione w(x) = alog |z| & soluzione ed & l'unica.



