
Equazioni Di�erenzialiNome: Esame s
ritto del 18 MarzoTempo a disposizione: 2.30 oreEser
izio 1 (8 punti) Sia u una funzione armoni
a in Rn tale 
he per qual
he k 2 Nsupx2Rn ju(x)j1 + jxjk < +1:Provare 
he u �e un polinomio di grado al pi�u k.Eser
izio 2 (9 punti) Siano 
 = fx 2 Rn : 1 < jxj < 2g, n � 2, una 
orona sferi
a ea; b 2 R due 
ostanti. Si 
onsideri il Problema di Diri
hlet8<: �u = 0 in 
u = a su jxj = 1u = b su jxj = 2: (�)(i) Veri�
are 
he la soluzione u 2 C2(
)\C(�
) del problema (�) �e radiale, ovvero u(x) =u(y) se jxj = jyj.(ii) Cal
olare la soluzione del problema (�).(iii) Sia ora n = 2. Supponiamo 
he esista w 2 C2(
) \ C1(�
) soluzione del Problema8>>>>><>>>>>: �w = 0 in 
w = 0 su jxj = 1�w�� = �a su jxj = 1�w�� = b=2 su jxj = 2; (��)dove � �e la normale esterna a �
. Dimostrare 
he deve essere a = b e 
al
olare quindila soluzione w di (��).Eser
izio 3 (8 punti) Dare la de�nizione di funzione subarmoni
a e illustrare le pro-priet�a pi�u importanti delle funzioni subarmoni
he (max 1 pagina).



Soluzione dell'Eser
izio 1. Per ipotesi esiste una 
ostante C1 > 0 tale 
he per ognix 2 Rn si ha ju(x)j � C1(1 + jxjk):Siano ora Br e BR palle 
entrate in 0 
on raggi 0 < r < R. Dato un multi-indi
e � 2 Nn ,per le stime di Cau
hy abbiamosupx2Br j��u(x)j � � nj�jR� r�j�j supx2BR ju(x)j� C1� nj�jR� r�j�j supx2BR(1 + jxjk)= C1� nj�jR� r�j�j(1 +Rk): (~)
Per j�j > k si ha limR!+1 (1 +R)k(R� r)j�j = 0;e quindi fa
endo il limite per R! +1 in (~) si dedu
e 
hesupx2Br j��u(x)j = 0per ogni r > 0 e per ogni multi-indi
e tale 
he j�j > k. Questo impli
a 
he u �e un polinomiodi grado al pi�u k.Soluzione dell'Eser
izio 2. (i) (3 punti) Sia T : Rn ! Rn una trasformazione ortogonalee 
onsideriamo la funzione v = u Æ T . Si

ome �v = �(u Æ T ) = (�u) Æ T , la funzione v�e armoni
a in 
. Inoltre v = a su jxj = 1 e v = b su jxj = 2. Dunque, v �e soluzione delProblema di Diri
hlet e per l'uni
it�a della soluzione si dedu
e 
he u = v = u Æ T .(ii) (4 punti) Poi
h�e la soluzione �e radiale, si ha u(x) = '(r) 
on r = jxj dove ' 2C2(1; 2) \ C([1; 2℄) �e soluzione del problema8<: '00(r) + n�1r '0(r) = 0; r 2 (1; 2);'(1) = a'(2) = b:La soluzione generale dell'equazione di�erenziale �e'(r) = � 
 log r + d; per n = 2
r2�n + d; per n � 3:



Le 
ostanti 
; d 2 R si determinano 
on le 
ondizioni al bordo. Tornando ad u si trova lasoluzione u(x) = 8><>: b� alog 2 log jxj+ a; n = 2122�n � 1 �(b� a)jxj2�n + 22�na� b	 ; n � 3:(iii) (2 punti) Sia w una soluzione del Problema (��). Allora, 
on il Teorema della diver-genza si trova0 = Z
�w(x) dx = Z�
 �w�� dH1 = Zjxj=1 �w�� dH1 + Zjxj=2 �w�� dH1 = 2�(b� a);e quindi a = b. Un modo per provare questo fatto 
he produ
e an
he la soluzione �eil seguente. Si 
onsidera la funzione u(x) = hrw(x); xi. Questa funzione �e armoni
a(Cfr. Appunti del 
orso a p.69). Inoltre, si hajxj = 1 ) u(x) = ��w(x)�� = a;e analogamente u(x) = b per jxj = 2. Dunque u risolve il Problema di Diri
hlet (�) equindi u(x) = b� alog 2 log jxj+ a:Fissato v 2 Rn 
on jvj = 1, de�niamo  (r) = w(rv), una sezione radiale di w. Allorar 0(r) = u(rv) e quindi  risolve l'equazione ordinariar 0(r) = b� alog 2 log r + a; r 2 (1; 2);
on il dato iniziale  (1) = 0. Integrando l'equazione si trova (r) = b� a2 log 2 log2 r + a log r;e in parti
olare  non dipende da v. Quindi w deve essere della formaw(x) = b� a2 log 2 log2 jxj+ a log jxj:La funzione log2 jxj non �e armoni
a: questo si prova 
on un 
onto oppure ri
ordandosi 
hel'uni
a funzione armoni
a radiale nel piano �e log jxj, a meno di una 
ostante moltipli
ativae di una addittiva. Quindi aÆn
h�e w sia soluzione del Problema (��) deve essere b�a = 0.La funzione w(x) = a log jxj �e soluzione ed �e l'uni
a.


