
Equazioni Di�erenzialiNome: Esame s
ritto del 1 AprileTempo a disposizione: 2.30 oreEser
izio 1 (8 punti) Sia u il potenziale 
apa
itario di 
 � Rn , aperto limitato di 
lasseC1. Veri�
are 
he ZRnn
 jruj2dx � ZRnn
 jrvj2dxper ogni funzione v 2 C1(Rn n 
) tale 
he v = 1 su �
 e limjxj!+1 v(x) = 0.Eser
izio 2 (10 punti) Sia u una funzione armoni
a in Rn , n � 2.(i) (2 punti) Provare 
he per ogni x 2 Rn ed r > 0 si hau(x)2 � ZBr(x) u(y)2dy;dove Br(x) = fy 2 Rn : jy � xj < rg.(ii) (5 punti) Supponiamo 
he lim infr!+1 ZBr(0) u(y)2dy < +1:Provare 
he u �e 
ostante.(iii) (3 punti) Supponiamo 
he lim infr!+1 1r2ZBr(0) u(y)2dy < +1:Provare 
he u �e aÆne.Eser
izio 3 (8 punti) Illustrare i teoremi pi�u importanti sulla 
onvergenza di su

essionidi funzioni armoni
he (max 1 pagina).



Soluzione dell'Eser
izio 1. Ponendo w = v � u, si haZRnn
 jrvj2dx = ZRnn
 jr(v � u) +ruj2dx= ZRnn
 jrwj2dx+ 2 ZRnn
hrw;ruidx+ ZRnn
 jruj2dx� 2 ZRnn
hrw;ruidx+ ZRnn
 jruj2dx:Se proviamo 
he ZRnn
hrw;ruidx = 0; ((�))segue l'a�ermazione nel testo dell'eser
izio.La funzione w = v � u 2 C1(Rn n
) veri�
aw(x) = 0 per x 2 �
; limjxj!+1w(x) = 0:Si ri
ordi 
he u �e in�nitesima per jxj ! +1, Teorema 13.2.3 a p.66 degli Appunti.Dato R > 0 sia 
R = fx 2 Rn : jxj < Rg n �
. Dal fatto 
he rv 2 L2(Rn n 
) (altrimentinon 
'�e nulla da provare) ed an
he ru 2 L2(Rn n 
), segue 
he hrw;rui 2 L1(Rn n 
).Per il Teorema della 
onvergenza dominata vale alloraZRnn
hrw;ruidx = limR!+1Z
Rhrw;ruidx:Poi
h�e �u = 0 si ha hrw;rui = div(wru) e dunque per il Teorema della divergenzaZ
Rhrw;ruidx = Z
R div(wru)dx = Z�
R whru; �idHn�1 = Zjxj=Rwhru; �idHn�1;dove � �e la normale esterna a �
R. Nell'ultima uguaglianza abbiamo usato il fatto 
hew = 0 su �
.Per il Teorema 13.2.3 a p.66 degli Appunti, esistono R1 > 0 e C > 0 tali 
hejru(x) � Cjxj1�n per jxj � R1:Inoltre, per ogni " > 0 esiste R2 > 0 tale 
he jw(x)j � " per jxj � R2. Dunque seR � maxfR1; R2g allora��� Zjxj=Rwhru; �idHn�1��� � Zjxj=R jwjjrujdHn�1 � "CR1�nHn�1(fjxj = Rg) = "Cn!n:Questo prova la (�).



Soluzione dell'Eser
izio 2. (i) Si

ome la funzione u �e armoni
a e f(t) = t2 �e 
onvessa,dalla propriet�a di media e dalla disuguaglianza di Jensen segue 
heu(x)2 = f(u(x)) = f�ZBr(x) u(y)dy� � ZBr(x) f(u(y))dx = ZBr(x) u(y)2dy;per x 2 Rn ed r > 0. Alternativamente, per la disuguaglianza di H�older si ha�ZBr(x) u(y)dy�2 � !nrn ZBr(x) u(y)2dy;e si arriva alla stessa 
on
lusione. Alternativamente an
ora, si 
al
ola �u2 = 2jruj2 � 0 equindi u2 �e subarmoni
a e dunque ha la propriet�a della sottomedia.(ii) Esiste una su

essione di raggi (rj)j2N tali 
he rj ! +1 per j ! +1 elimj!+1ZBrj u(y)2dy = C1 < +1:D'altra parte, in virt�u di (ii), per ogni x 2 Rn e per ogni s > 0u(x)2 � ZBs(x) u(y)2dy � 1!nsn ZBs+jxj(0) u(y)2dy = �s+ jxjs �nZBs+jxj(0) u(y)2dy:S
egliamo sj = rj � jxj, per j suÆ
ientemente grande. In questo modou(x)2 � limj!+1� rjrj � jxj�nZBrj (0) u(y)2dy = C1:Dunque u �e una funzione limitata. Dal Teorema di Liouville segue 
he u �e 
ostante.(iii) Le derivate parziali �1u; :::; �nu sono funzioni armoni
he. Se proviamo 
he jruj �e unafunzione limitata, dal Teorema di Liouville segue 
he ru �e un vettore di funzioni 
ostanti,e quindi u �e una funzione aÆne.Con notazione vettoriale, per le formule di media e per il Teorema della divergenzaru(x) = ZBs(x)ru(y)dy = 1!nsn Z�Bs(x) u(y)�(y)dHn�1;dove �(y) = (y � x)=jy � xj. Riordinando e integrando in s 2 (0; r) si trovaru(x) Z r0 snds = 1!n Z r0 Z�Bs(x) u(y) y � xjy � xjdHn�1ds = 1!n ZBr(x) u(y) y � xjy� xjdy;ovvero ru(x) = n + 1r ZBr(x) u(y) y � xjy� xjdy;da 
ui, ad esempio 
on una disuguaglianza di H�older, si ottienejru(x)j2 � (n+ 1)2r2 ZBr(x) u(y)2dy:Ora si pro
ede 
ome nel punto (ii) e si prova 
he esiste una 
ostante C2 < +1 tale 
hejru(x)j2 � C2 per ogni x 2 Rn .


