Appunti del Corso di Matematica A, 20072008

Roberto Monti, Andrea Centomo

Versione del 15 Novembre 2007
Per segnalare errori: monti@math.unipd.it






Indice

1

3

Calcolo Differenziale
1.1 Sviluppidi Taylor . . . . . . ... .. ... ... ... ...
1.1.1  Sviluppi delle funzioni elementari . . . . . ... ... .. ...

Integrale di Riemann
2.1 Costruzione dell’integrale di Riemann . . . . . .. ... ... ... ..
2.1.1 Proprieta generali dell’integrale di Riemann . . . ... .. ..
2.2 Teorema fondamentale del calcolo integrale . . . . . . .. .. ... ..
2.3 Integrazione delle funzioni razionali . . . . . . .. ... ... ... ..
2.3.1 Esempielementari . .. ... .. ... .............
2.3.2 Decomposizione in fratti semplici . . . .. ... ... ... ..
2.4 Integrazione per parti e per sostituzione . . . . .. ... ... .. ..
2.4.1 Integrazione perparti. . . . . .. . . .. ... .. ... ..
2.4.2 Integrazione per sostituzione . . . . . . .. ... ... ... ..
2.4.3 Integrali trigonometrici . . . . . . ... ..o
2.5 Integrali impropri . . . . . . . . . . ..
2.5.1 Integrali impropri su dominio illimitato . . . . . . ... .. ..
2.5.2 Integrali impropri di funzioni non limitate . . . . ... .. ..
2.5.3 Integrali assolutamente convergenti . . . . ... ... .. ...
2.6 Esercizisvolti . . . . . . . . ... o

Equazioni differenziali ordinarie
3.1 Problemadi Cauchy . . ... ... .. ... ... . 0.,
3.2 Equazioni differenziali lineari del primo ordine . . . . . . ... .. ..
3.3 Equazioni a variabiliseparabili. . . . .. . ... ... 000000
3.4 Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti costanti . . . . . . .
341 Casoomogeneo f=0.. ... ... ... ... ...
3.4.2 Casononomogeneo f#0 . . ... ... ... ...,
3.4.3 Metodo delle soluzioni similari . . . . . ... ... ... ...
3.4.4 Metodo della variazione delle costanti . . . . . . . .. .. ...
3.5 Esercizisvolti . . . . . . . . . . ...
3.6 Esercizi . . . . . .. ...

13
14
17
17
20
22
22
22
25
26
26
29
30
32



INDICE



Capitolo 1

Calcolo Differenziale

1.1 Sviluppi di Taylor

Definizione 1.1 (Polinomio di Taylor e Resto) Sia A = (a,b) un intervallo aper-
to e sia f € C*®(A). Il polinomio di Taylor di f di grado n € N, con centro xy € A
e

)
Po(z,20) = Z / k(!xO) (z — o).
k=0

Il resto n-esimo ¢ Ry, (x,x0) = f(x) — Py(x, x0).

Ad esempio, il polinomio di Taylor di f di grado 3 e con centro in xg = 0 sara
1 1
Py(a,z0) = £(0) + f(0)z + 3 £(0)* + = f" (0)a’.

Teorema 1.2 (Taylor) Siano A = (a,b) un intervallo aperto, xo € A, f € C*®(A),
ed n € N. Allora per ogni x € A si ha

f(z) = Pu(z,20) + Ru(2, o) (1.1)
dove il resto verifica

z — 2)" ()
(n+1)!

R, (x,x0) = ( (1.2)

per un certo & compreso fra xq e x. In particolare, per x — xo si ha
R (z,20) = o((z — z0)"). (1.3)

Dim. L’espressione (1.3) per il resto segue dall’espressione (1.2). E sufficiente
provare che il resto R, (z, x¢) si puo scrivere nella forma (1.2). Poniamo per semplicita

G(z) = (v —z0)"™" e F(x) = R,(z, 7).
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Osserviamo che

G®(zg) =0 per k=0,1,...,n, (1.4)
mentre G"*Y(z) = (n + 1)!. Analogamente,

F®(z5)=0 per k=0,1,...,n, (1.5)
mentre F("+1)(z) = f(+(z). Per verificare la (1.5), si osserva preliminarmente che

i (k) k! sei=k
(($—3;o)) wzwo_{o se i # k.

Dunque,

per k=0,1,...,n
Usando ripetutamente (1.4) e (1.5), dal Teorema di Cauchy si trova

Fle) = Flao) _ (&)
Gla) ~ Gla) = Glao) ~ G(E)

con & compreso fra zy e z, e quindi

F(&) _ F'(&) — F'(zm) _ F"(&)

G'(fl) B G'(&) - G'(l'o) B G"(fz)

con & compreso fra zy e &. Iterando questo argomento si ottiene la catena di
uguaglianze

) _ PO (&) = F™(zo) _ FO(&ar) _ [T (Ern)

3
Gx) " GW(E) =G (z) G (&) (n+1)

con &,41 compreso fra xg e &,. In conclusione, si ha

Fr0(E)
(n+1)!

f ()

R, (z,z9) = F(z) = CES)

(33 _ $0)n+1

G(z) =

dove si e posto £ = £,11, un numero compreso fra xy e z.

Osservazione. L’espressione (1.2) si chiama Resto in forma di Lagrange. L’e-
spressione (1.3) si chiama Resto in forma di Peano.
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1.1.1 Sviluppi delle funzioni elementari

Sviluppiamo le funzioni elementari nel punto zy = 0.

Sviluppo di e”. La funzione f(x) = e® verifica

Quindi

per x — 0.

Sviluppo di sinz. La funzione f(z) = sinz verifica
f®)(z) = (=1)*sinz, FEHD(z) = (=1)k cos z, k€N,

e quindi f®*(0) =0, f@*+D(0) = (~1)*, per k € N. Si ottiene lo sviluppo di Taylor

, 3 2P N T

2n+1
+ R2n+1 (.1', 0)7

dove il resto & della forma

con & compreso fra 0 e £. Osserviamo che lo sviluppo contiene solo potenze di grado
dispari, essendo sin z una funzione dispari. Inoltre, il resto verifica, per x — 0,

Roni1(z,0) = o(x*+2).
Infatti, sin(§) = o(1) per z — 0.
Sviluppo di cosz. La funzione f(x) = cosz verifica
% (z) = (=1)* cos z, fEHD () = (=1)*sinz, k€N,
e quindi f®%)(0) = (=1)k, f@k+1(0) = 0, per k € N. Si ottiene lo sviluppo di Taylor

1,2 $4 x2n

cosr =1-— 5 +E — +(_1)HW +R2n($,0),

dove il resto ¢ della forma

ao(.0) = (1) S
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con & compreso fra 0 e £. Osserviamo che lo sviluppo contiene solo potenze di grado
pari, essendo cos z una funzione pari. Inoltre, il resto verifica, per x — 0,

Ron(,0) = o(z®" ).

Sviluppo di log(1 + z). La funzione f(x) = log(1l + z) verifica

1 —1 2
! — n _ " _
f (x) - 1+$a f (.’E) - (1 +,’L‘)2’ f (-’E) = (1—{-.’1}')3’ etc.
e quindi in generale
(k) — (=1 k+1 (k B 1) (k) -1 k+1 kE—1)! k N
@ = ) Y0 = ()= ke
Si ottiene lo sviluppo
.’L‘2 373 .I4 " (_1)nxn+1
—r— 4+ -4 (D)
gl te)=e—5+g -+ + VT T+ i

con & compreso fra 0 e x.



Capitolo

Integrale di Riemann

2.1 Costruzione dell’integrale di Riemann
Consideriamo un intervallo chiuso e limitato A = [a,b] C R.

Definizione 1.1 (Suddivisione) Una suddivisione di A é un insieme ordinato di
punti D = {a = 2y < 1 < 29... < z,, = b}, con n > 1. Indichiamo con D(A)
Uinsieme di tutte le suddivisions di A.

Definizione 1.2 (Suddivisione piu fine) Siano Dy e Dy due suddivisioni di A.
Diremo che Dy é piu fine di Dy se tutti © punti di Dy sono contenuti in Dy ossia se
D, C D;.

Sia f: A — R una funzione limitata. Data una suddivisione D = {a = z¢ < 71 <
To... < x, = b}, sia A; = [r;_1,%;], con i = 1,... ,n, 'i-esimo intervallo associato
a questa suddivisione. Essendo f limitata, sono finiti i seguenti estremi inferiore e
superiore

m; = 1nf f(z) e M;=sup f(z).

Si chiamano rispettivamente somme inferiori e somme superiori di f relativamente
alla suddivisione D i valori

Zm, — ;1) ZM — Zi_1)

Somme inferiori e superiori ammettono una semplice interpretazione geometrica come
aree di opportuni plurirettangoli (si vedano le Figura 2.1 e 2.2).

Proprieta delle somme inferiori e superiori:
1) Per ogni suddivisione D vale s(f, D) < S(f, D).

2) Se D; ¢ una suddivisione piu fine di Dy, allora s(f, D1) > s(f, Ds) e S(f, D) <
S(fa DQ)
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a 0 Ti Tiy1 b T

Figura 2.1: Somme inferiori

3) Date due suddivisioni generiche D; e Dy, si ha sempre s(f, D;) < S(f, D). Per
verificare questa affermazione, osserviamo che la suddivisione D; U D, & pil fine
sia di D; che di D,. Quindi, dalle proprieta 1) e 2) segue che

s(faDl) Ss(faDIUDQ) SS(f:DIUDQ) SS(faDQ)

4) Dalla proprieta 3) discende che

sup s(f,D) < inf S(f,D).
DeDI(DA) (f, D) panf (f, D)

Definizione 1.3 (Funzione Riemann-integrabile) Sia A = [a,b] C R un inter-
vallo. Una funzione limitata f : A — R si dice Riemann-integrabile su A e si scrive

feR(A) se

sup s(f,D)= inf S(f,D).
S s(fD)= int S(f,D)

In questo caso, il valore comune

/f(:v)dx = sup s(f,D)= inf S(f,D)

DeD(A) DeD(4)
si dice integrale di f su A = [a,b].

Nel caso di funzioni positive l'integrale di Riemann ammette un’interpretazione
geometrica come area della regione del piano delimitata dal grafico di f e dall’asse
delle z.



2.1. COSTRUZIONE DELL’INTEGRALE DI RIEMANN 11

Figura 2.2: Somme superiori

Definizione 1.4 (Funzione uniformemente continua) Sia A C R un insieme.
Una funzione f : A — R si dice uniformemente continua su A se

Ve >030 >0Vz,ye A |z—y|<d = |f(z)— fly)] <e.

Teorema 1.5 (Heine-Cantor) Sia A = [a,b] un intervallo chiuso e limitato e sia
f:A—= R continua su A. Allora f & uniformemente continua su A.

Dim. Supponiamo per assurdo che f non sia uniformemente continua su A.
Allora:

1
de > 0Vn € N3z,,y, € A tali che |a:n—yn|<ﬁ e |f(zn) — flyn)| > &

Le successioni (Z,)nen € (Yn)nen sono limitate e quindi esistono delle sottosuccessioni
convergenti (Zx, Jnen € (Yk, Jnen: Per qualche zp € A e yp € A, si ha

lim z, =x9 e lim = 1.
n—-+4o00 kn 0 n—)—l—ooykn yO

Deve essere xy = yo, dal momento che (x, — yi,) — 0 per n — +oo. Essendo f
continua, abbiamo

0= [f(zo) = flyo)| = lim [f(z,) = f(yr.)| = e

n—+
Questo ¢ assurdo, perche £ > 0. [J
Teorema 1.6 (Integrabilita delle funzioni continue) Sia A = [a, b] un interval-

lo chiuso e limitato e sia f : A — R una funzione continua. Allora f é Riemann-
integrabile in A.
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e

Figura 2.3: Significato geometrico dell’integrale definito

Dim. Fissato ¢ > 0 proveremo che esiste una suddivisione D € D(A) tale che
S(f,D) <s(f,D)+e. (1.1)
Da questo fatto segue che

inf S(f,D)<S(f,D)<s(f,D)+e< sup s(f,D)+e.

DED(A) DeD(A)
Data l'arbitrarieta di € > 0, si conclude che

inf S(f,D) < sup s(f,D).
DeD(A) (f, D) DE’DI()A) (/D)

Da questa disuguaglianza e dalla disuguaglianza oppostache & sempre vera, la propri-
eta 4) delle somme inferiori e superiori, si deduce che

inf S(f,D)= sup s(f,D),

DED(A) DED(A)

ovvero che f ¢ Riemann-integrabile su A.

Dimostriamo la (1.1). Sia ¢ > 0 fissato. Dal momento che f & continua su A,
allora per il Teorema di Heine-Cantor essa ¢ anche uniformemente continua su A e
quindi esiste § > 0 tale che

€
b—a

z—yl<d = |f(zx)-fly)l<

Scegliamo la suddivisione D = {a = ¢y < 1 < 23 < ... < z,, = b} in modo tale che
i —x; 1 < dperognii=1,2,...,n. Dunque se z,y € A; = [r; 1, ;] allora

9 9

f@) = fly) < [f(@) = fy)l < y—, ovvero f(z) < f(y) +

—a b—a
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Si deduce che

g 15
:gflif(fv)_;gAif(x)Jr = mit
Dunque
n n c
S(faD)=;Mi($i—$z‘—1) Sizzl{mi+b_a}($i_$i—1)

:s(f,D)—i-bjaZ(xi—a:i,l) = 5(f, D) +¢.

=1

Questo prova la (1.1) e quindi il Teorema. O

Osservazione 1.7 1) Polinomi, esponenziali, logaritmi, funzioni trigonometriche e
iperboliche e loro composizioni sono Riemann-integrabili (su intervalli chiusi e limitati
dove sono definite).

2) Se f:]a,b] = R & una funzione monotona, allora f é Riemann integrabile su
la,b] (prova omessa).

3) Se f :[a,b] = R ¢& limitata ed é discontinua in al pit un numero finito di punti,
allora f é Riemann integrabile su [a,b] (prova omessa).

Esempio 1.8 (Funzione di Dirichlet) Esistono funzioni che non sono integrabili
nel senso di Riemann. Un esempio classico é la funzione di Dirichlet. Sia f :[0,1] —
R la funzione definita come seque:

1, z€]0,1]\Q
f(‘”):{ 0, z€[0,1]NQ.

Data una qualsiasi suddivisione D = {0 = 2o < £ < 22... < x, = 1} dell’intervallo
[0,1], posto A; = [x;_1, ;] risulta sempre

inf f(z) =0 e sup f(z)=1.
xEAi ZCEAi

Infatti in ogni A; ci sono sia punti razionali che punti reali non razionali. Dunque,
s(f,D)=0eS(f,D)=1 per una qualsiasi suddivisione e quindi

sup s(f,D)=0<1= fA S(f, D).

in
DeD(A) DeD(A)

La funzione di Dirichlet non é Riemann-integrabile.

2.1.1 Proprieta generali dell’integrale di Riemann

L’integrale di Riemann gode delle seguenti proprieta:

1) Linearita. Se f,g € R(A) allora (af + 8g) € R(A) per ogni a, 5 € R e inoltre

/ab (af(z) + Bg(x))dx = a/ab f(x)dz + B/abg(x)dx_
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2) Monotonia. Se f,g € R(A) e f(z) < g(x) per ogni z € A allora

/ fla)de < / ' g(a)da.

3) Scomposizione del dominio. Se f € R(A) e A = [a,b] = [a, ] U [c, b] allora

/ab f(z)dx = /acf(x)dx + /cbf(ac)dx.

4) Se f € R(A) allora |f| € R(A) e inoltre
b b
[ twyis| < [ 15w

Convenzione (Integrale con segno). Sia f € R([a,b]). Definiamo l'integrale
di f fra b ed a (con b > a) nel seguente modo

/baf(x)dx = —/ab f(z)dz.

2.2 Teorema fondamentale del calcolo integrale

Teorema 2.1 (dei valori intermedi) Siano A = [a,b] ed f € C(A). Per ogni
numero reale t € R tale che

mAin f<t< max f
esiste almeno un punto £ € A tale che f(§) =t.
Dim. Per il Teorema di Weierstrass esistono xg, z1 € A tali che
f(z) =minf e f(z1)=maxf.

La funzione ausiliaria g(z) = f(x) — t verifica g(xg) = f(xo) —t < 0 e g(z1) =
f(zo) —t > 0. Siccome g ¢ continua, per il Teorema degli zeri esiste £ € [zg, x1] tale

che 0= g(§) = f(§) —t. O

Lemma 2.2 (della Media Integrale) Siano A = [a,b] ed f € C(A). Allora esiste
& € A tale che

1
b—a

[ i =0
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Dim. Osserviamo che

1
b—a

/bf(:r)d:r < max f.

min f <
tin f <
Quindi ’affermazione ¢ una conseguenza del Teorema dei valori intermedi. [J

Definizione 2.3 (Funzione integrale) Sia f : [a,b] — R una funzione continua.
La funzione F : [a,b] — R

qu)=:/$f@yu

st chiama funzione integrale di f.

Definizione 2.4 (Primitiva) Sia f : [a,b] = R una funzione continua. Una fun-
zione G € C'([a,b]) tale che G'(z) = f(x) per ogni x € [a,b] si dice primitiva di
f.

Osserviamo che se G & una primitiva di f allora anche G(z) + k, k € R, & una
primitiva di f. Quindi una funzione che ammette una primitiva ne ammette infinite.

Lemma 2.5 Siano F,G € C*([a,b]) e tali che G'(z) = F'(x) per ogni x € [a,b].
Allora la funzione F — G ¢ una funzione costante.

Dim. La funzione ausiliaria H = G — F' & derivabile e verifica H'(z) = 0 per ogni

x € [a,b]. Siano x1,x2 € [a,b]. Per il Teorema di Lagrange esiste un punto £ compreso
fra z; e x4 tale che

H(.Tl) - H(ﬂ?z) = H'(f)(acl - xz) =0.
Questo prova che H & costante su [a, b]. O

Teorema 2.6 (Fondamentale del calcolo integrale) Sia f € C([a,b]) una fun-
zione continua e sia F' la sua funzione integrale:

1) Allora F ¢ derivabile in [a,b] ed F'(x) = f(x) per ogni x € [a,b].

2) Inoltre, se G ¢ una primitiva di f si ha F(x) = G(x) — G(a), ed in particolare
b
/f@@:F@:G@—m@

Dim. Fissiamo z4 € [a, b] e consideriamo il rapporto incrementale per x # xg

et 2 [ e}
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Nell’'ultima uguaglianza abbiamo usato la proprieta di scomposizione del dominio per
I'integrale di Riemann. Per il Lemma della media integrale esiste un punto & = £(z)
compreso fra x e xy tale che

1

r — X9

[ 1= sieta)

Nel limite x — x¢ si ha anche £(x) — zo e quindi esiste il limite del rapporto
incrementale e vale

Fi(ag) = tim 2O ZFE0) _ oy pea)) = (o).

T—T0 T — ,’I/‘O T—T0

Nell’'ultima uguaglianza abbiamo usato la continuta di f. Questo prova la Tesi 1) del
Teorema.

Essendo F'(z) = f(z) = G'(z) per ogni = € [a, b], dal Lemma 2.5 segue che F'—G
e costante e quindi F(z) — G(z) = F(a) — G(a). Essendo F(a) = 0 si trova

come volevasi dimostrare. [

Applicazione del Teorema fondamentale del calcolo integrale. Il Teorema
2.6 permette di calcolare gli integrali: data una funzione integranda f si cerca una
primitiva G e quindi si ha

/ f(@)dz = [G(@)]’ = G() - G(a).

Ad esempio, la funzione f(z) = 1/z ha come primitiva G(z) = log|z| in quanto
G'(z) = 1/z, e dunque

2
1

/ —dx = [log|xﬂf:10g2—10g1=log2.
1 T

Analogamente, la funzione f(z) = log|z|/z ha come primitiva G(z) = log® |z|/2
e dunque

2] 1 21
/ %87 iy = {— log? x] = —log?2.
1z 2 . 2

Definizione 2.7 (Integrale indefinito) Con [’espressione integrale indefinito di
una funzione f si indica una generica primitiva di f. L’integrale indefinito di f
st indica con il simbolo di integrale senza estremi di integrazione

/ F(@)da.
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Integrali indefiniti elementari: (Omessa costante addittiva)

xa—f—l

) a+1’
—dz = log |z|
T

eaz

—, a#0
«

a# —1

z%dxr =

Q)
Q
8

U

8

Il

cosh zdx = sinh z

&z
5
=5
8
=y
S

|
o
o)
2]
=
8

coszdx =sinz
sinxdz = —coszx

tgrdr = —log| cos z|
1

1—=x
1

+ z2
1

V1+ 22

dx = arcsinz

.

dr = arctgx

—_

e e e

dz = settsinh z

2.3 Integrazione delle funzioni razionali

Una funzione razionale € una funzione del tipo

P(z)
Q(x)

flz) =

dove P e () sono polinomi. La funzione ¢ ben definita nell’insieme dove Q(z) # 0.

2.3.1 Esempi elementari

Vediamo alcuni esempi di calcolo dell’integrale di funzioni razionali.

Esempio 3.1 Q(z) =z +k con k € R.

1
=1
a:+kdx og |z + k|

x r+k—k k
/.T-i-kdx / T+ k dz /( Z+l€)dm v = klog|z + k|

z? z(x + k) kx z? 5
/ac—I—kdx_/( oy _a:-i—k)dx_?_]m_'_k log |z + k.

17
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Esempio 3.2 Q(z) = 2> + 1.

1
/ dr = arctge
T 1 2z
dr = = [ ———dz = = log(z* +1
/x2+1x 2/x2+1$ og(z” + 1)
2 24+1-1 1
/ a dxz/de /1— dr = x — arctge
x2+1 x2+1 x?2+1
z3 R T 22 1
—dr= | ds = - =% — 5 log(a® + 1),
/x2+1$ / 2+1 /(x x2+1> 7 ~glosle 1)
Esempio 3.3 P(z) =2az +b e Q(z) = az® + bx + ¢ con a,b,c € R.

2 b
/ %dm = log laz® + bx + c|.
az? +br + ¢

N | —

Esempio 3.4 P(z) =1 e Q(z) = az® + bz + c. Vogliamo calcolare Uintegrale

1
| et wbeeR

con a # 0. Si considera il discriminate A = b?> — 4ac del polinomio Q.

Caso 1: A < 0. In questo caso, si puo sempre scrivere Q(x) = a((ﬁx+7)2 + 1),
con «, B,7 € R da determinare in funzione di a,b,c. Ci si riduce all’integrale

1 1
/ (o) +1) de = a—ﬁarctg(ﬂx + 7).

Caso 2: A > 0. In questo caso, si ha Q(z) = a(x — zo)(x — 1), con zg,z; € R
radici (distinte) di Q. Ci si riduce all’integrale

bl

/ 1 p 1 1 ‘x — Xy
T = 0

a(x — zo)(x — x1) a(xy — 1) e T

che st calcola col metodo dei fratti semplici.

Caso 3: A = 0. In questo caso, si ha Q(z) = a(x — z9)?, con zy € R radice
doppia di Q. Ci si riduce all’integrale

e et

Esempio 3.5 Calcolare ['integrale

/2 4
I:/ de.
e l—2
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Soluzione. 11 polinomio Q(z) = 1 —z? ha due radici reali distinte. Scomponiamo
la funzione integranda come segue:

1 A B

1—x2_1+x+1—x

con A e B numeri reali da determinare. Osserviamo che

1 A, B _(A+B)+(B- A

1—22 14z 11—z 1— 22

Per avere l'uguaglianza si deve avere 1 = (A + B) + (B — A)z e quindi

A+B=1 A
A-B=0 T\ B

Possiamo allora calcolare I'integrale

1 [Y2 1 1
I = — + dr =
1/2

= [log\l—l—m\—log\l—ﬂ] =
~1/2

1 1/2
[log|1+x‘] = log 3.
11—z ~1/2

I

wl»—ml»—‘

I

Esempio 3.6 Calcolare l’integrale

! 1
I:/ ——————dz.
1t +1

Soluzione. Il polinomio al denominatore ha discriminante A = —3 e quindi e
sempre positivo. Completiamo il quadrato relativamente ai primi due addendi

1 1 N2 3 372 12
x2+x+1:(:v2+x+1)+1——=(:v+—> +—=Z[(—x—|— )—1—1]

4 2 4 V3 3
Quindi
I = %/_l 1 dr = 2\/5 [arctg(f \}—)Eillp = ?W.

2
1/2 (22 4 1
/ ﬂf+¢0 +1
Esempio 3.7 Calcolare l’integrale

! 1
I:/ ———dx.
o 2+3x+2
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Soluzione. Il polinomio al denominatore ha due radici semplici —1 e —2. Cer-
chiamo allora di scomporre la funzione integranda nella forma

1 _ A B
22 +3r+2 z+1 z+2

con A e B numeri reali da determinare. Osserviamo che

1 A B (2A+B)+ (A+ B)z

2 +3c+2 z+1 zT+4+2 22+ 32+ 2

Per avere l'uguaglianza deve essere 1 = (24 + B) + (A + B)z e quindi

2A+B=1 A=+1
A+B=0 B=-1

Possiamo allora calcolare I'integrale

! 1 1 4
I:/ < — )dac:log—
i\ +1 T +2 3

dove i conti intermedi sono lasciati al lettore per esercizio.

2.3.2 Decomposizione in fratti semplici

Siano P e () due polinomi. Il procedimento per calcolare 'integrale
P
/ @) ;.
Q(x)

Passo 1. Divisione di polinomi. Se P ha grado maggiore o uguale al grado di

@, si esegue una divisione di polinomi:
Pla) _ 5(z)
Qz) Q(z)

dove S € un polinomio con grado strettamente minore del grado di () ed R ¢ il resto
della divisione, un polinomio che sappiamo integrare.

Passo 2. Fattorizzazione di (). Si fattorizza @ in un prodotto Q(z) = Q1 (z) -
.+ Qr(z), k € N, dove ciascun fattore @); ¢ un polinomio di uno dei due tipi:

si suddivide nei seguenti passi:

+ R(z),

Qi(z) = (x —x9)™, con zy € Rem €N, oppure:
Qi(z) = (az® + bz +¢)™, con a,b,c € R tali che A = b* —4dac < 0ed m € N.

Vediamo due esempi di fattorizzazione, in entrambi casi ci sono 2 fattori (k = 2):

Qz) =2"—2* =23z - 1),
Qr)=2"+22° + 22> + 22+ 1= (2 + 1)(z + 1)%.
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Passo 3. Decomposizione in fratti semplici. Supponiamo che P abbia grado
strettamente minore del grado di Q. Decomponiamo il quoziente P/ nel seguente
modo:

P@) _ P, Pl)
Q) Cil@) 7~ Qi(x)
dove ciascun P;(z) & un polinomio, che & da determinare, con grado uguale al grado
di @;(z) meno 1. Nei due esempi precedenti si ha la decomposizione:

P(x) _A—|—B:U—i—0$2+ D

+

w3(z—1) x3 x—1
P(z) _A(x+1)+B+C’x+D
(22+ 1) (z+1)2  (z+1)2 1422’

con A, B,C,D € R da determinare in funzione di P.

Passo 4. Integrazione dei fratti semplici. Si integrano i fratti semplici con
le tecniche note.

Esempio 3.8 Calcolare l’integrale

3 1
I = —dx.
/2x3<x—1) !

Soluzione. Abbiamo la decomposizione in fratti semplici:
1 A+ Bz+Ca? N D

w3z —1) x3 x—1
Le costanti A, B, C' e D si determinano nel seguente modo. Eseguendo le somme
algebriche si trova 'identita

1 A+ Bz+C2? D
w(x—-1) x3 +x—1
_ (C+D)P+(B-C)>+(A-B)z— A
B 23(z — 1) '

Confrontando i numeratori si trova 1’equazione
1=(C+D)z*+ (B-C)r*+ (A - B)x — A.

Quindi, per il principio di identita dei polinomi, si arriva al sistema

C+D=0 A=—1
B-C=0 B=—-1
A-B=0 ) c=-1
—A=1 D=1,

Usando la decomposizione in fratti semplici, si trova

3 2 3
—1—z— 1 1
I:/ T dx:/ —zx -z g4 ——)do
9 x3 r—1 9 x—1

Il risultato & I = 17/72 + log3/4 e i calcoli intermedi sono lasciati al lettore per
esercizio.
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2.4 Integrazione per parti e per sostituzione

2.4.1 Integrazione per parti

Teorema 4.1 (Integrazione per parti) Siano f,g € C'([a,b]), allora

[ r@steds = [f@a@)]. - [ f@)g()ds
Dim. La regola di derivazione del prodotto ci da
(f9)'(z) = f'(z)g(z) + f(2)g'(z)
per ogni = € (a,b). Integrando su [a, b] si ha
| G @ds= [, = [ Fegia+ [ @)@

da cui, riordinando, la tesi. [J

Esempio 4.2 Esempi di integrazione per parti:

1 1
/ retdr = [xem](l) — / e“dr =e— [eﬂ(l) =1,
0 0

/2 w/2 ! /2
/ rsinzdr = [—xcosx]o +/ cos xdx = [sin:r} =1,
0

0
¢ x? ¢ cx? 1 e ‘x e +1
logxdr = |—1 - — . dr=— — “dr =
/lmoga:x [2 ogx]l 2 0T = 1230 1

1 1
log 2
/Oarctg:rd:v: [xarctg:v](l)—/o ﬁdng_%'

2.4.2 Integrazione per sostituzione

Teorema 4.3 (Integrazione per sostituzione) Sia ¢: [yo,y1] — [z, 21] una fun-
zione derivabile con derivata continua e tale che o(yo) = xo € p(y1) = x1. Sia poi
f: [®o, z1] = R una funzione continua. Allora

Z1 Y1
| t@de= [ few)etan
Zo Yo
Formalmente, si pone x = ¢(y), si cambiano gli estremi di integrazione e si sostituisce
dz = ¢'(y)dy.
Dim. Per y € [y, y1]| consideriamo la funzione H : [yo,y1] = R
o(y)

o(y)
H(y) = / f(z)dz = / f(@)dz = F(o(y))

zo ©(yo)
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dove F' e la funzione integrale di f, ossia

Flz) = / o

Allora, utilizzando il Teorema di derivazione della funzione composta e il Teorema
fondamentale del calcolo, si ha

H'(y) = F'(o(y)¢'(y) = fle()¢'(y)-

Integrando in y questa identita si ottiene

/mﬁwwzyVWMW@@.

0

Ora si osserva che

#(yo) z1

o(y1)
)y =) - H) = [ f@do— [ fa)z = [ @),

Yo zo Zo zo

Y1

da cui si ha la tesi. O

Esempio 4.4 Calcolare l’integrale

U 243

= ————dx.
WAV 2

Soluzione. Utilizziamo il teorema di integrazione per sostituzione. Conviene porre

1

y=vVr+2, z=y>—2, dzr=2ydy.

Gli estremi di integrazione di trasformano nel seguente modo: z = -2 = y =0 e
z =—1 =y =1. Dunque

1 2 1,2
y +1 v +1
I:/ 72ydy=2/ dy.
o Y(y?—2) 0 Y2 —2

Si tratta ora di calcolare I'integrale di una funzione razionale. Il grado del polinomio
al numeratore e al denominatore sono uguali e quindi dobbiamo fare una divisione di
polinomi. Alternativamente possiamo decomporre la funzione razionale col seguente
artificio

2 2

+1 —24+3 3
yz =2 2 =1+ :
y:—2 Yy —2 y:—2

Allora
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Calcoliamo ora

1
1
dy.
/oy2—2y

Osserviamo che il polinomio al denominatore ammette due radici semplici e quindi
cerchiamo una decomposizione del tipo

L _ A B _y(A+B)+V2(B - A)
V=2 y+v2 y—V2 y? — 2 '
Per determinare A e B risolviamo il sistema

A+B=0 A=—2/4
{mB—A):l ‘:’{B:ﬁm.

Allora

| V2 [ -1 1 V2. V2-1
5 dy = — + dy = — log .
0o Y —2 o 4 \y+v2 y—+2 4 V241

In conclusione

2 2-1
2+3\/_1 V2

I = 0 .
2 VIt

Esempio 4.5 Calcolare ’integrale
1
I :/ V1 — x2dzx.
0

Soluzione. Utilizziamo il teorema di integrazione per sostituzione. Conviene porre
xr =sint, t=arcsinz, dx = costdt.

Gli estremi di integrazione si trasformano nel seguente modo: x =0=1t=0,ex =1
= t = /2. Dunque

w/2 /2
I :/ cost - costdt :/ cos® t dt.
0 0

Ora, per le formule di bisezione, si ha

/2 ™21 + cos 2t T 1
9 . . . 7r/2_7r
/O cos tdt_/o — dt_z+z[sm2t}0 =7

Non & difficile verificare la correttezza del calcolo se si ricorda che I corrisponde
all’area di un quarto di cerchio unitario.
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2.4.3 Integrali trigonometrici

Se si pone t = tg(x/2), le funzioni sin x e cosx si trasformano nel seguente modo:

2sin(w/2) cos(z/2)  2tg(x/2) 2t
sin?(x/2) 4+ cos2(z/2)  1+tg?(x/2) 1+12
o . _cos?(z/2) —sin®(z/2) 1 —tg¥(x/2) 11t
cosz = cos™(z/2) = sin’(z/2) = sin?(x/2) 4+ cos?(z/2)  1+tg2(x/2) 1+

sinz = 2sin(z/2) cos(z/2) =

Inoltre, dalla relazione z = 2arctg(t) si ottiene la regola per trasformare il “differen-
ziale”

2
142

Queste formule sono dette sostituzioni parametriche.

dzx dt.

Esempio 4.6 Calcolare [’integrale

w/2 d
I :/ =
o SInx +cosx

Soluzione. Usiamo le sostituzioni parametriche. Nell’integrale in esame, gli estremi
di integrazione si trasformano nel seguente modo: x =0 =t=0,ez =7 = ¢t = 1.
Quindi si trova

1 1
1 2t 2tdt 2
1:/ : dt / 7:£log(2\/§+3)—10g2.
0 0

2+ =L 1+ fy 142t -2 2

Il calcolo dell’integrale della funzione razionale si lascia per esercizio.
In alcuni integrali trigonometrici conviene fare la sostituzione ¢t = tgz.

Esempio 4.7 Calcolare 'integrale definito:

/ﬂ/4 dr
o sin?z +sin2z + 2cos?x’

Soluzione. Possiamo riscrivere I'integrale nella forma

/”/4 dz B /"/4 dz
o sin’z +2sinzcosz +2cos2z  J, cos?z(tg’z + 2tgx + 2)

Se ora ricordiamo che Dtgz = 1/ cos? x possiamo intuire che I'integrale si pud calcolare
utilizzando la sostituzione

de = dt, t, =tg0=0, t2=tg2=1,

t = tgz, 5
cos’zx

che conduce all’integrale di una semplice funzione razionale

/IL—/IL—[M@ (t—i—l)]l—arct p
o 2r2t+2 J, 12+l 1MU8 o STy
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2.5 Integrali impropri

2.5.1 Integrali impropri su dominio illimitato

Definizione 5.1 Sia f: [a,+00) — R una funzione continua. Diciamo che f ¢é
integrabile in senso improprio su [a,+00) se esiste finito il limite

lim /M f(z)dz = +00 f(z)dz.

M—+o0
In questo caso, chiamiamo lintegrale sulla destra integrale improprio di f su [a,+00).

Esempio 5.2 Calcolare l’integrale itmproprio

1:/4+°°mdx.

Soluzione. Calcoliamo innanzitutto

/ : e

Utilizziamo il teorema di integrazione per sostituzione. Si pone /z = y & = = y?,
dr = 2ydy. Gli estremi di integrazione si trasformano in questo modo: z = 4 =
y=2, =M = y=+vM. Dunque

/4M mdmﬂ/fv T

Decomponendo in fratti semplici si ha

[ = [T [T (10 VL)
2 y(y —1) 2 Yy 2 y—1 vM .

In conclusione

X VM -1
I = Mli)riloo2(logW —|—10g2> = 2log2.

Esempio 5.3 (Fondamentale) Studiamo la convergenza del sequente integrale im-
proprio al variare del parametro reale o > 0

Nel caso o # 1 si ha

Da cio concludiamo che:



2.5. INTEGRALI IMPROPRI 27

a) Se a > 1 'integrale converge

too g Mi-e -1 1
1

e M-+ 11—« a—1

b) Se 0 < a < 1 l'integrale diverge

+o00 1 ) lea -1
—dzr= lim —— = +o0.
1 T¢ M—+o00 1 —

Nel caso o = 1 si ha

M1
/ —dx =log M
L@

e quindi 'integrale diverge

+00 1
/ —dr = lim logM = +o0c.
Tz

M—+o0

Riassumendo abbiamo

+ 1
ooidx: a1 a>1
T x@ +o0 0<a<l.

Teorema 5.4 (Criterio del confronto) Siano f,g € C([a,+00)) due funzioni tali
che 0 < f(x) < g(z) per ogni x > M, per qualche M > a. Allora:

+00 +oo
a) / g(x)dr < +00 = f(z)dz < 4o0;

a

+00 +oo
b) f(x)dx =400 = / g(z)dr = +00.

Definizione 5.5 (Ordine di infinitesimo per z — +00) Una funzione f : [a,+00) —
R si dice infinitesima di ordine o > 0 rispetto ad 1/x per z — +o00 se esiste finito il
limite

lim f(lx) = lim z*f(z) =L #0.

r—+00 — T—+00
;Ca

Teorema 5.6 (Criterio del confronto asintotico) Sia f : [a,+00) — R una fun-
zione continua, infinitesima di ordine o > 0 rispetto ad 1/x per x — +oo. Allora:

+o0o
a) se a > 1 lintegrale improprio (x)dx converge;
a
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+oo
b) se a < 1 lintegrale improprio (x)dz diverge.
a

Dim. Dimostriamo la 1). Supponiamo ad esempio che

lim z*f(z) =L > 0.

T—+00

Dunque esiste M > 0 tale che

per ogni z > M. Siccome

converge per « > 1 il risultato segue dal Teorema del confronto. La dimostrazione
del punto 2) si lascia per esercizio. [J

Esempio 5.7 Al variare di « € R si consideri ’integrale improprio

+00 ¢ 1
I, = —F1 1+ —)dz.
/1 1+1/x og( +x)x

1) Determinare tutti gli o € R tali che l'integrale improprio é convergente;

2) Calcolare 1, per o = —2.

Soluzione. 1) Per rispondere alla prima domanda osserviamo in primo luogo che nel
limite x — 400 la funzione integranda si scrive come

xO{

log (1 + %) =17 1 (% + 0(1/3:)) = $11a (1+0(1)).

xoc
1+1/x

Per il Criterio del confronto asintotico I'integrale I, converge se solo se
l-a>1&a<0.

2) Per rispondere alla seconda domanda osserviamo che

_x_2

1+1/z

1 1
Dlog® (14 -) =21log (1+-)
X X

da cui

too o g2 1 1 1\ 1%
1 (1 —)d — I [——1 2(1 —)] — log 2
/1 1+1/z o8 +x R 9 8 +x L
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2.5.2 Integrali impropri di funzioni non limitate

Definizione 5.8 Sia f: (a,b] = R una funzione continua (non necessariamente li-
mitata intorno all’estremo a). Diciamo che f ¢é integrabile in senso improprio su
(a,b] se esiste finito il limite

b b
li dx = dx.
m [ s / f(2)dz

e—0t

In questo caso, chiamiamo lintegrale sulla destra integrale improprio di f fra a e b.

Esempio 5.9 (Fondamentale) Studiamo la convergenza del sequente integrale im-
proprio a variare di o > 0

1
1
—dzx.
0o z¢
Nel caso o # 1 si ha
1 1 x—a—i—l 1 1 _gl—a
—dzx = [ } = .
e T¢ —a+1], 11—«
Da cio concludiamo che:
a) Se a > 1 l'integrale diverge
1 1—
1 l—g @
—dz = lim S ~+00
0 IT% et 1 —a
b) Se 0 < a < 1 l'integrale converge
1 1-a
1 1— 1
0o T® e=0+ 1 —« 11—«

Nel caso o = 1 si ha

"1
/ —dxr = —loge
. T

1
1
/ —dzxr = — lim loge = 4o00.
0

T e—0t

e quindi l'integrale diverge

Riassumendo abbiamo

1[40 a>l
1 z° T L O<a<l.
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Definizione 5.10 (Ordine di infinito per = — 0%) Una funzione continua f : (0,1] —
R si dice un infinito di ordine o > 0 rispetto ad 1/x per x — 07 se esiste finito

lim @ = lim 2*f(z) = L # 0.

T—0t .CL‘_O‘ T—0t

Teorema 5.11 (Criterio del confronto asintotico) Sia f : (0,1] — R una fun-
zione continua, infinita di ordine oo > 0 rispetto ad 1/x per x — 0%. Allora

1
a) se a > 1 lintegrale improprio / f(z)dz diverge;
0

b) se 0 < a < 1 lintegrale improprio / f(z)dz converge.
0

Dim. Segue per confronto con 1/z%. O

Esempio 5.12 Studiare la convergenza del sequente integrale improprio

/ Vsinz log (zt2)

=2 dx.

Soluzione. Osserviamo che la funzione integranda non & definita per x = 7
mentre € definita e continua in [0,7). Per comodita operiamo il cambiamento di
variabile y = m — x, dx = —dy ottenendo

/ \/smxlog (%2) / V/siny log(l—%)

7T—.’L'

dy.
Nel limite per y — 0" si ha
. Y Y
siny = g+ o(y) g (1= L) ==L +oly)

Dunque

y(= 3 +o(D)yHL +0(1)) _ —3 +o(1)

y? yl/2

Allora la funzione integranda € un infinito di ordine 1/2 rispetto ad 1/y per y — 0.
Siccome 1/2 < 1 I'integrale improprio converge.

2.5.3 Integrali assolutamente convergenti

Definizione 5.13 (Convergenza assoluta) Una funzione continua f: [a,+00) —
R ha integrale improprio assolutamente convergente se converge l’integrale improprio

+o0
/ F(2)]dz < +oo.
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Teorema 5.14 (Criterio della convergenza assoluta) Sia f : [a, +00) — R una
funzione continua. Allora

a

+0o0 +00
/ If(z)lde < +o00 = f(z)dzx converge.

Esempio 5.15 Verificare che la funzione f(z) = sinz logz/x? ha integrale improprio
assolutamente convergente su [1,+00).

Soluzione. Dobbiamo verificare che

/+oo
1

Cerchiamo di utilizzare il Teorema del confronto ricercando una maggiorazione della
funzione integranda. Si ha

inzl
SIMTO8T | < 400,

12

log x logx

xr2

sinx log x

()] = = [sinz| <

T2 T2

dove si & usato il fatto che |sinz| < 1. Cerchiamo di eliminare il logaritmo con una
maggiorazione opportuna. Ricordiamo che

. logzx
lim

T—+00 \/E

e dunque esiste M > 0 tale che per ogni z > M vale

=0,

log x

N

Dunque, per z > M avremo

<1 & logz < \/x.

log x 1
2 DR

()] <

Siccome 3/2 > 1

+oo 1
/ ——dx < +00
M

73/2

e da Teorema del Confronto deduciamo che

o0 o0 1
/ \f(x)|dx§/M e < 400,

M
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2.6 Esercizi svolti

Esercizio 6.1 Calcolare lintegrale

€ log® z

————dx.
1 zy/1+log*x
Soluzione. La sostituzione pilt opportuna per il calcolo dell’integrale e la seguente:

2logz

z=log’x dr=dz 2z =log’l1=0 2z =log’e=1

che conduce a

1 [tz 1 |
Sl B :—[\/1 2] — S(V2-1).
2/0 Ve Aaa] A P ;(V2-1)
Esercizio 6.2 Calcolare l’integrale
I:/M2 1hcosz,,
o 1+sinz

Soluzione. Usando le sostituzioni parametriche si trova

! 4
! :/0 T+ 02"

Il polinomio al denominatore Q(z) = (1 + 2*)(1 + z)? ammette la radice reale —1
(con molteplicita 2) e la coppia di radici complesse coniugate +i. Facciamo la
decomposizione in fratti semplici
4 _A(z+1)+B  Cz+D
(1+2)2(1+22) (2+1)2 1+ 22
con A, B, C' e D opportuni numeri reali. Sviluppando i calcoli ed uguagliando i
numeratori si ha

(C+A)2*+(D+2C+B+A)*+(2D+C+A)z+D+B+A=4

da cui, per il principio di identita dei polinomi, si ottiene il sistema

C+A=0 C+A=0 A=2
D+2C+B+A=0 N C+B=0 N B =2
2D+C+A=0 D=0 C=-2
D+B+A=4 B+A=14 D=0

L’integrale da calcolare si riduce allora alla somma di integrali elementari:

1 1 1
2 2 22
d —Z _da— | —dz=
/0 142 Z+/0 T+22" /0 1+22

=2[log|1+z|](1)—2[li—z]; — [log(1—|—z2)](1) =log2+ 1.
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Esercizio 6.3 Si consideri la funzione

_ arctg(z®®)

fosl?) = e rs

x>0,

con a, B € R.

1) Determinare l'insieme di tutti i numeri o, 5 € R tali che Uintegrale improprio

“+o00

Ip = fop(z)dz
1

converga.
2) Calcolare una primitiva di fos per a =0 e = 1.
3) Calcolare Iz nel caso precedente.

Soluzione. 1) Articoliamo la soluzione della prima domanda nei seguenti casi:
i) @ > 0. In questo caso avremo che nel limite z — 400

arctgr?® 1

Pz +3 ot (/2 + o(1)).

Per il Criterio del confronto asintotico, I'integrale improprio converge se solo se

1 1
- >18>-.
B+2 P 2

ii) a = 0. Questo caso ¢ identico al precedente e viene lasciato per esercizio.
iii) a < 0. Ricordando lo sviluppo di Taylor della funzione arcotangente, si ha

arctgz®® 1
xﬁ\/m T ph2a+1/2

e l'integrale converge se solo se

(1+0(1))

1 1
ﬁ—2a+§>1<:>ﬁ>2a+§.

2) Per rispondere alla seconda domanda calcoliamo 'integrale

arctgl p 78 / dx
———dr =~ | —.
VT +3 4 ) zv/r+3

Procediamo con la sostituzione

z=vVzr+3, dz=

I
&
8
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da cui si ottiene

E/ dz  _ m / |z—\/_|
2) 22-3 43 z—\f 3] 2 +v3 12 \z+\/_|

con ¢ € R. Quindi, ricordata I’espressione di z, una primitiva della funzione data e

_W\/_ Vz+3-V3
C rt3+3

3) La risposta alla terza domanda, tenuto conto di quanto appena calcolato, si
riduce a:

+c

[ fateyte = Jim [ () - F (1) = T 0g 22




Capitolo 3

Equazioni differenziali ordinarie

3.1 Problema di Cauchy

Definizione 1.1 (Equazione differenziale) Sia Q C R"™ un insieme aperto e sia
F:Q — R una funzione. L’equazione

F(z,y,y,...,y™)=0 (1.1)

st dice equazione differenziale di ordine n € N. La variabile é x, y € la funzione
incognita e y',y", ...,y sono le sue derivate fino all’ordine n.

Definizione 1.2 (Soluzione di un’equazione differenziale) Sia I C R un inter-
vallo aperto. Una funzione ¢ € C™(I) si dice soluzione dell’equazione differenziale
(1.1) se:

i) (2, 0(x),¢'(x), ... o (x)) € Q per ogni z € I;
i) F(z,0(z), ¢ (x),..., 0™ (x)) = 0 per ogni z € I.

Definizione 1.3 (Forma normale) Un’equazione differenziale del primo ordine si
dice in forma normale se é della forma

v =f(z,y) (1.2)

con f:Q— R eQ CR? insieme aperto.

Un problema, che spesso si chiede di risolvere € noto come Problema di Cauchy:

{ Yy = f(z,y) “Equazione differenziale” (1.3)

y(zo) = Yo “Dato iniziale”,

dove (zg,y0) € Q & un punto assegnato nel dominio di f. Risolvere il problema di
Cauchy significa determinare tra tutte le soluzioni dell’equazione differenziale quella
(o quelle) che soddisfa(no) il dato iniziale: ¢(z¢) = yo. In alcuni casi la soluzione &
unica. L’esistenza di una soluzione unica o meno dipende dalle proprieta di f.

35
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Teorema 1.4 (Esistenza e unicitd) Siano Q C R? un aperto, (zo,y0) € Q ed f :
Q0 — R una funzione tale che:

i) feC(Q);
ii) 0f /oy € C(Q).

Allora esiste un intervallo aperto I C R con xg € I ed esiste p € C*(I) soluzione del
Problema di Cauchy (1.3). Inoltre, la soluzione é unica.

La dimostrazione di questo Teorema € omessa.

Osservazione. Supponiamo valide le ipotesi del Teorema 1.4. Se due soluzioni
dell’equazione differenziale y' = f(z,y) sono uguali in un punto, allora sono identica-
mente uguali in un intorno di quel punto (e quindi sono uguali).

Esempio 1.5 Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

{ral.

Soluzione. La funzione f(z,y) = y? ¢ di classe C*®(R?) e verifica le ipotesi del
Teorema di esistenza e unicita. Dunque esiste un intervallo aperto I C R con 0 € 1
ed esiste y € C'(I) soluzione del Problema di Cauchy. Per trovare questa soluzione
si dividono i due membri dell’equazione differenziale per y? ottenendo y =2y’ =1 e si

integra fra 0 e
/ y(t) 2y (t) dt = / dt = z.
0 0

/;W)‘Qy’(t) dt = / e (—u ) de = -y = Ol

L’integrale a sinistra &

e quindi si trova

Questa funzione e in effetti definita per x # 1, ma ¢ da considerare soluzione del
Problema di Cauchy solo sull’intervallo aperto I = (—oo, 1).

Esempio 1.6 (Non unicita della soluzione del Problema di Cauchy) Si con-
sideri il sequente Problema di Cauchy

y = 27l
{ y(0) = (14
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La funzione f(z,y) = \/m non verifica le ipotest del Teorema 1.4. In effetti, f non
e derivabile in y per y = 0.

Esistono almeno due soluzioni del Problema di Cauchy (1.4) definite su I = R.
Una soluzione e la funzione costante y = 0. Una seconda soluzione é la funzione

y(r) = 2

2 perxz >0,
—z° per xz < 0.

Questa funzione verifica y € CY(R), soddisfa il dato iniziale ed anche ’equazione
differenziale.

3.2 Equazioni differenziali lineari del primo ordine

Sia I C R un intervallo aperto e siano a, b € C(I) due funzioni continue. Consideriamo
il problema di Cauchy

(e e

dove zg € I ed yo € R. Un’equazione differenziale del tipo y' = a(x)y + b(x) si dice
equazione differenziale lineare del primo ordine.

Metodo risolutivo. Per il Teorema 1.4 di esistenza e unicita, il Problema di
Cauchy (2.5) ha un’unica soluzione. La soluzione si puo calcolare percorrendo i
seguenti passi.

Passo 1 (Equazione omogenea). Si risolve il problema di Cauchy per ’e-
quazione omogenea associata (cioé per I'equazione differenziale che si ottiene con
b=0):

Y =a(z)y
{ y(ﬂfo) =6, (26)

dove ¢ € R ¢ parametro. Supponendo y # 0 (in questo caso lo si pud sempre fare) si
trova ’equazione differenziale

L. a(x), (2.7)

dalla quale, integrando fra z, e x, si ottiene

T y'(t) B xa
/xo 0 dt_/wo (t)dt, (2.8)

/: vt 4 / (togly(t)l)'dt = log| y(@) |

y(?) 20 y(xo)

dove

(2.9)
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Siccome possiamo supporre y(x)/y(x¢) > 0, si trova

og ( y(z) ) = /m a(t)dt, (2.10)

y(l‘o) o

ed esponenziando e ricordando il dato inziziale y(zy) = ¢, si ottiene la soluzione
generale dell’equazione omogenea associata:

y(z) = celeo 1O, (2.11)

Passo 2 (Variazione della costante) Si considera ¢ = ¢(z) come funzione della
variabile x e si cerca una soluzione dell’equazione differenziale in (2.5) della forma

y(z) = c(z)eleo 1D, (2.12)
Osservato che
Y (z) = ¢ (z)el20 “O 4 c(z)elz g (z), (2.13)
sostituendo nell’equazione differenziale (2.5) si ottiene
d(z) = b(z)el= O, (2.14)

e integrando fra z( e z si ha

c(z) = c(xg) + / b(t)ef“fo als)ds gy

Zo

La soluzione generale dell’equazione differenziale € in conclusione

y(z) = (k + / b(t)efwto a(s)dsdt> elzo 2Ot (2.15)

Zo

con k = c(zg) costante.

Passo 4 (Determinazione di k) Si impone il dato iniziale y(zy) = yo per
determinare k

Yo = y(z0) = k. (2.16)

Esempio 2.1 Risolvere il problema di Cauchy

dove x € (—m/2,7/2).
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Soluzione. L’equazione omogenea associata ¢ y' = tg(z)y, che puo essere riscritta

nella forma
y  sinz

y  cosxT

Integrando il membro di destra con integrale indefinito si ottiene

sin T
/ dx = —log|cosz|+¢1, ¢ €R
cos T

e integrando quello di sinistra

[ 4= v

dove si e fatto il cambio di variabile y = y(z) con dy = y'(x)dz. Osserviamo che
|cosz| = cosx > 0 per z € (—7/2,7/2). Dunque,

C1 ecl

log|y| = —log|cosz| + ¢; = log( ) e quindi |y| =

CoS T coszT
A questo punto possiamo togliere il valore assoluto dalla y e sostituire e’ > 0 con
una costante ¢ € R. Si trova la soluzione generale dell’equazione omogenea

y(x) = C, ceR
CoS

Cerchiamo ora una soluzione dell’equazione differenziale non omogenea y' = tg(z)y+
22 con il metodo dela variazione della costante. Cerchiamo una soluzione del tipo

o) =

con ¢(z) funzione da determinare. Osservato che

, Cccosz+csinz
y =

bl

cos? x
sostituendo nell’equazione differenziale si ha

cdcosx+csing csinz 9
= T

cos? x cos? x
da cui ¢/(z) = z? cos z. Integrando con integrale indefinito si ottiene

c(z) = /.IZCOSCUdSIJ = 2?sinz + 2z cosx — 2sinz + k,

con k € R. La soluzione generale dell’equazione differenziale ¢ dunque

1
y(x) = (z%sinz + 2z cosx — 2sinx + k).
CoS T

Imponendo il dato iniziale y(0) = 0 si trova £ = 0. La soluzione del problema di
Cauchy e allora

1
y(r) = oS (z°sinz + 2z cosz — 2sinz) = (z° — 2)tgz + 2.

Questa funzione & soluzione sull’intervallo I = (—m/2,7/2).
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3.3 Equazioni a variabili separabili

Siano I,J C R due intervalli aperti, zo € I e yo € J, e siano g € C(I) ed f € C'(J).
Consideriamo il Problema di Cauchy

y' =g(x)f(y)
{ y(0) = o, (3.17)

Un’equazione differenziale del tipo

Y =g(x)f(y) (3.18)

si dice a variabili separabili.

Metodo risolutivo. Per il Teorema 1.4 di esistenza e unicita, il Problema di
Cauchy (3.17) ha un’unica soluzione. La soluzione si pud calcolare percorrendo i
seguenti passi.

Passo 1 (Soluzioni costanti) Si cercano preliminarmente le soluzioni dell’e-
quazione f(y) = 0. Se yp € R & una soluzione di questa equazione, la funzione
costante y(x) = yo € una soluzione dell’equazione differenziale (3.18).

Passo 2 (Separazione delle variabili) Si suppone f(y) # 0 e si dividono per
f(y) ambo i membri dell’equazione differenziale:

!/

y__ x
o) = g(x). (3.19)

Poi si integra (ad esempio con integrali indefiniti)

y(z) | 2\de
/ f(y(w))dx_/ gla)da. (3.20)

Osserviamo che

y'(@@) [ dy _
/ T@) ™= ) 7y =W

dove F ¢ una primitiva di 1/f(y) come funzione di y. Allora, una soluzione in forma
implicita dell’equazione differenziale e data da

F(y) = /g(x)dm +k, kekR (3.21)

Passo 3 (Soluzione in forma esplicita). Se & possibile invertire la funzione F,
si puo ottenere la soluzione in forma esplicita

y(z) = F~* (/g(x)da: + k) (3.22)

Questo passaggio non sempre e possibile, ed € in generale delicato.

Passo 4 (Determinazione di k). Si determina £ € R imponendo il dato iniziale
y(xo) = yo. Cio si pud fare anche prima del terzo passo.
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Esercizio 3.1 Si consideri l’equazione differenziale

COS T

v =Dy - DS

i) Trovare tutte le soluzioni costanti.

ii) Calcolare la soluzione generale dell’equazione in forma implicita.

iii) Calcolare in forma esplicita la soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale
y(37/2) = 5.

Soluzione. L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili y' = g(z) f(y) con g(z) =
cosz/sinz e f(y) = (y—1)(y —4). Risulta f € C°(R) e g € C*(D), dove

D =R\ {kr: ke Z}.

i) Le soluzioni costanti sono date dalle soluzioni dell’equazione f(y) = 0, che sono
Y1 = le Yo = 4.
ii) L’integrale generale dell’equazione differenziale &

dy [ cosx
/(y—l)(y—4)_/sinmdx+k’

dove £ € R. Il secondo integrale & elementare mentre, ricorrendo ad una decompo-
sizione in fratti semplici, possiamo riscrivere il primo nella forma

dy 1 dy 1 dy _ 1, ly—4
/<y—1><y—4>‘3/<y—4> 3/<y—1) 31087, 1)

Dunque, la soluzione generale in forma implicita dell’equazione differenziale e

}ng—ﬂ
3 7 ly—1

= log|sinz| + k.

iii) Sostituendo il dato iniziale nella soluzione generale dell’equazione determini-
amo il valore della costante &:
1 1

k= ~log .
3987

La soluzione del Problema di Cauchy in forma implicita e allora:

1 -4 1 1
Liog ¥ ‘——log—zlog\sinaﬂ & 4

og ly — 4
3 Tly—1 3 "4

ly — 1

= |sinz|>.

Per determinare la soluzione in forma esplicita dobbiamo discutere i valori assolu-
ti. Siccome la soluzione y non puo intersecare le soluzioni costanti dell’equazione
differenziale, dal fatto che y(37/2) = 5 deduciamo che y > 4. Quindi:

ly—4] _y—4
y—-1 y-1
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La soluzione & definita in un intervallo aperto I C R tale che 37/2 € I. Su questo
intervallo deve essere g € C(I). Dunque, tenuto con del dominio di g, risulta I =

(m,27) e avremo allora |sin 2> = —sin® z. In definitiva, abbiamo
—4
4_y = —sin’ z,
y—1

da cui si ricava la soluzione in forma esplicita del Problema di Cauchy:

1
y—4=1(1—y)sin3x & y=

16 + sin®
4+sindz

Questa funzione e in effetti definita per ogni x € R, ma e da considerare soluzione del
Problema di Cauchy solo nell’intervallo I = (7, 27).

3.4 Equazioni lineari del secondo ordine a coeffici-
enti costanti

Siano I C R un intervallo aperto e sia f € C'(I) una funzione continua. Un’equazione
differenziale del tipo

Y+ by +cy = f(), (4.23)

con b, c € R, sidice del secondo ordine a coefficienti costanti. Siano xy € I e 3y, 20 € R.
Il Problema di Cauchy

y' + by +cy = f(z), zel,
y(zo) = yo (4.24)
y'(z9) = 2o,

ha soluzione unica (Teorema di cui ¢ omessa la prova).

3.4.1 Caso omogeneo f =0
Osserviamo che se le funzioni ¥; e y, sono soluzioni dell’equazione differenziale

y' +by +cy=0, (4.25)
allora anche la combinazione lineare

Y=y + 2y (4.26)

con c¢1, ¢y € R, & soluzione dell’equazione differenziale.

Si cerca una soluzione dell’equazione (4.25) della forma y(z) = e*® con A € C
parametro complesso da determinare. Sostituendo nell’equazione differenziale si trova
e* (A2 + b\ + ¢) = 0 e quindi A risolve I’equazione caratteristica

X 4+b\+e=0.
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Si possono presentare tre casi a seconda del segno del discriminante A = b? — 4c.

Caso 1: A = 0. L’equazione caratteristica ha la soluzione reale A\ = —b/2
con molteplicita 2. La soluzione generale di (4.25) ¢ una combinazione lineare delle
soluzioni

yi(z) = e e yo(z) = ze?,

ovvero
y(7) = 1™ + cpwe?, (4.27)

con cq,cs € R. Verifichiamo che y5 € soluzione dell’equazione differenziale. Sostituen-
do nell’equazione si trova

Yy +byy +eys = 22 + N2xet” + b(e)"” + /\xe)‘z) + cze®
= (A4 b+ c)ze’ + (2) + b)er = 0. (4.28)

Dove nell’ultimo passaggio si e sfruttato il fatto che X risolve I’equazione caratteristica
e che A = —b/2.

Caso 2: A > 0. L’equazione caratteristica ha due soluzioni reali distinte

_ —b—-VA _—b+VA

AL = A
1 5 € 2 9
In questo caso la soluzione generale dell’equazione (4.25) &
y(z) = c1eM? + e, (4.29)

ossia una combinazione lineare delle soluzioni y;(z) = eM?® e yo(x) = e**®.

Caso 3: A < 0. L’equazione caratteristica ha due soluzioni complesse coniugate

 b—i/A  b+iVeA

A = =a+if e N=———"—"—=a—if,
== foe h=—tt g
dove si ¢ posto @« = —b/2 e f§ = V/—A/2. L’equazione differenziale ammette le
seguenti soluzioni complesse:

21 (z) = 0BT = oI — (0% (o5 B — isin fir),

: . (4.30)

zo(x) = e@HAT = oz iBT — 002 (co5 By + isin fu).
Dal momento che ’equazione differenziale e lineare, sono soluzioni anche le combi-
nazioni lineari

yi(z) = M = e cos Bz,

29\T) — 21\ X .

yo(z) = —( ) - (z) = e gin fx.
21

La soluzione generale dell’equazione si puo allora scrivere in termini di sole funzioni

reali

(4.31)

y(x) = (c1 cos Bz + cosin fz)e*, 1,00 € R (4.32)
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Esempio 4.1 Risolvere il problema di Cauchy

y"_yl_Qy:O

y(0)=0
y'(0) = 1.
Soluzione. L’equazione caratteristica ¢ A2 —\—2 = 0 e le sue soluzioni sono \; = —1

e Ay = 2. La soluzione generale dell’equazione differenziale ¢ allora data da
y(z) = cre™® + e®®, ¢, €R
Per determinare il valore delle costanti imponiamo i dati iniziali:

y(0)=c1+c=0
y'(0) = —c1 +2¢c, = 1.

Risolviamo il sistema lineare

{61+62:0 PN {01:%_

—Cl+202:1 Cy = %
In conclusione la soluzione del problema di Cauchy e
1 2z —x
Vi) = & (¢ — )
3.4.2 Caso non omogeneo f # 0
Consideriamo un’equazione differenziale del tipo
y' +by +cy = f(z) (4.33)

con b, c € Red f funzione. Per determinare la soluzione generale dell’equazione (4.33)
si segue il seguente procedimento.

Passo 1. Si determina, con la tecnica descritta in precedenza, la soluzione gen-
erale ygo dell’equazione omogenea associata y" + by’ + cy = 0. La soluzione ygo
dipende da due parametri reali ¢; e co.

Passo 2. Si cerca una soluzione particolare yp dell’equazione differenziale non
omogenea (4.33). Discutiamo questo punto nel seguito.

Passo 3. La soluzione generale dell’equazione differenziale (4.33) & quindi data
da yg(z) = ygo(x) + yp(x) e dipende dai due parametri reali ¢; e c;.

Passo 4. Se abbiamo un Problema di Cauchy si determinano le costanti ¢, ¢y
imponendo i dati iniziali.
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3.4.3 Metodo delle soluzioni similari

In alcuni casi esiste un metodo semplice per calcolare una soluzione particolare yp
dell’equazione differenziale (4.33).

Caso 1. f & un polinomio di grado n. In questo caso: i) Se ¢ # 0 cerchiamo yp
come polinomio di grado n. ii) Se ¢ = 0 cerchiamo yp come polinomio di grado n + 1.

Esempio 4.2 Trovare una soluzione particolare dell’equazione differenziale
49" + 12y + 9y = 922

Soluzione. Cerchiamo una soluzione particolare del tipo yp(x) = az?® + bx + ¢ con
a,b,c € R. Per determinare i coefficienti sostituiamo la soluzione particolare e le sue
derivate nell’equazione differenziale. Si trova 9az?+3(3b+8a)x +8a+12b+9c = 9z2,
e quindi

Una soluzione particolare € dunque:

8 8
— 2 _ - e
yp(z) =2 3ac+3.

Caso 2. Supponiamo che sia f(z) = e*®(¢; cos fx + ¢z sin fx) con a, (3, ¢1, 2 € R.
Si considerano il numero complesso A = «a + if € C e 'equazione caratteristica
A2 + b\ + ¢ =0. Ci sono tre possibilita:

i) A = a +if non & una radice dell’equazione caratteristica,

ii) A = a + i & una radice semplice dell’equazione caratteristica;

iii) A = a + i3 & una radice doppia dell’equazione caratteristica.
Nei tre casi, si cerca una soluzione particolare del tipo, rispettivamente:

i) yp = e** (A cos fx + Bsin Bx);

ii) yp = ze®*(Acos Sz + Bsin fz);

iii) yp = z%e°®(Acos fz + Bsin fz),
dove A, B € R sono da determinare.

Esempio 4.3 Calcolare una soluzione particolare dell’equazione differenziale
y' —y=sinz +2cosz.

Soluzione. In questo caso f(z) =sinz + 2cosz e quindi A = o + i = i. Tale A
non ¢ radice dell’equazione caratteristica A2 — 1 = 0. Cerchiamo allora una soluzione
particolare nella forma y = Asinz + Bcosz. Si ha

y' = Acosx — Bsinz, y" = —Asinz — Bcosz,
da cui, sostituendo,

(—Asinz — Bcosz) — (Asinz + Bceosz) =sinz + 2cos z,
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ovvero —2Asinx—2B cosx = sinz+2 cos z. In conclusione, una soluzione particolare
e

I
yp(z) = —gsine — cosz.

Esempio 4.4 Calcolare una soluzione particolare dell’equazione differenziale
yll +4yl+4y — e—2w_

Soluzione. In questo caso A = —2 & radice doppia dell’equazione caratteristica

A2 +4) +4 = (A +2)? = 0. Cerchiamo allora una soluzione particolare nella forma
y = Az%e™%*. Si ha

Y = 2Aze™%" — 2Az%e™ %", y' = Ae™?"(2 — 8z + 42?).
Sostituendo si ottiene
2Aze™ — 2Ax%e™* + 4Ae™?*(2 — 8z + 42°) + 4Az%e ™ = 7

da cui, semplificando, si trova 2A = 1. In conclusione una soluzione particolare e

Caso 3. Supponiamo che sia f = f; 4+ fo con f; ed f, funzioni che rientrano nei
casi precendenti. In questo caso si determina una soluzione particolare per ciascuna
delle due funzioni e la soluzione particolare sara data dalla loro somma.

3.4.4 Metodo della variazione delle costanti
In generale, una soluzione particolare dell’equazione non omogenea
y' +by +cy = f(x) (4.34)

si puo calcolare con il metodo della variazione delle costanti.
Supponiamo di conoscere la soluzione generale dell’equazione omogenea

Yo = C1Y1 + C2Y2 (4.35)
con c¢1,cy € R. Cerchiamo una soluzione particolare del tipo
y(z) = a(@)yi(z) + ca()y2(2),

dove ora ¢i(z) e co(z) sono funzioni da determinare in modo tale che y sia una
soluzione dell’equazione differenziale (4.34). Nei prossimi conti omettiamo la variabile
z. Derivando si ottiene

Y =y + ayl + dys + ey
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Imponiamo la condizione di annullamento dei termini che contengono le derivate di
1, Cat

11 + cyye = 0. (4.36)
In questo caso, abbiamo

y' = ey + Cay.
Derivando una seconda volta, si ha

y' = cyr + eyl + s + ey
e sostituendo nell’equazione differenziale di partenza, dopo qualche calcolo, si ottiene
(Y +byh + ) + ey + bys + cya) + iy + s = f(x).

Tenuto conto del fatto che y;,ys risolvono ’equazione omogenea, I'ultima equazione
si riduce a

A+ s = f(2). (4.37)
Mettendo a sistema le equazioni (4.36) e (4.37)
{dw+éw=0
Ay + chys = f(2)
si determinano ¢} e ¢, e integrando si trovano infine ¢; e cj.

Esempio 4.5 Determinare la soluzione generale dell’equazione differenziale

x
" €

Y _y:e$+1-

Soluzione. L’equazione caratteristica A—1 = 0 ha le soluzioni A = £1. La soluzione
generale dell’equazione omogenea e quindi

Yoo = c1e° + cge” ",

Per determinare una soluzione particolare utilizziamo il metodo della variazione delle
costanti. Cerchiamo una soluzione del tipo

—Z

y =ci(z)e’ + ca(z)e
Derivando si ottiene

T T

y' = cie” +cie” + che ™ — coe”

T T

e se imponiamo cje” + che™ = 0 si arriva a ' = c1€” — coe™*. Sostituendo nell’e-

quazione di partenza si trova

T
z €

e (cr+ ) +e (e —cy) —cre® —cdhe™ = Tre
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da cui

! T ! _—T __

Risolviamo il sistema

— ;1
{c’le$+c’26$:0 o {01—51+em

! T - _ _€e*
e — e = 1

Per determinare ¢; calcoliamo l'integrale

Con la sostituzione ¢t = € si ottiene

1 fodt 1 (1 1 1. e
S L N N S P ki
(@) 2/t(1+t) 2/<t t+1) 3 %1 e M

Per determinare ¢, calcoliamo l'integrale

1 e2w
= d
o =3 [ 1Tat

Sempre con la sostituzione ¢ = e* si ottiene

1 1
ca(x) = —§e“c + 3 log(1 + €%) + k.

In conclusione

r 1 1
S k1>e“ + ( — -+ 5 log(1 +€®) + k2> e ”.

1
= = —1
Yo = Yaco t+yp (2 81 o 5

3.5 Esercizi svolti
Esercizio 5.1 Data l’equazione differenziale
y// . 6y' Ty = 16x26—2m2+3z

determinare il valore di A € R tale che g(x) = e 23 i una sua soluzione parti-

colare. Per tale valore di A determinare la soluzione generale dell’equazione differen-
ziale.

Soluzione. Osservato che
g'(z) = (—4z + i’))t"/_2w2+:”“C e ¢'(z)=(—4+ (42 + 3)2)6—2$2+3w’

sostituiamo nell’equazione e semplifichiamo ottenendo A = 13.
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Cerchiamo ora la soluzione generale dell’equazione omogenea 3" — 6y’ + 13y = 0.
L’equazione caratteristica ¢ 22 — 6z + 13 = 0 e le sue soluzioni sono z; = 3 + 2i e
29 = 3 — 21, da cui ricaviamo la soluzione generale dell’equazione omogenea

yao(r) = (c1 cos 2z + ¢y sin 2z)e®.
La soluzione generale dell’equazione differenziale e

y(z) = (c1¢08 23 + ¢y 8in 2) €3 + 72132,

Esercizio 5.2 Trovare la soluzione del problema di Cauchy

P Yy’ +2y -3
(x4 1)[3log*(z + 1) + 2
y(0) = 2.

Y

Soluzione. L’equazione differenziale & a variabili separabili. Il Problema di Cauchy
ha una soluzione unica definita in un intervallo aperto I contenente 0. La funzione
costante y = 2 non ¢ soluzione (le soluzioni costanti sono y =1 e y = —3). Possiamo
separare le variabili e integrare:

/y du _/w dz
o W+2u—3  Jy (z+1)[Blog’(z+1)+2]

Il primo integrale si calcola con una decomposizione in fratti semplici:

/y du _l/y du _1/?/ du _ 1, (5\y—1|)
, 2+2u—3 4, u—1 4), ur3 4 813/

Per calcolare il secondo integrale conviene ricorrere alla sostituzione seguente:

dz
z4+1’

t=log(z+1), dt= ty=1logl =0, ty=1log(z+1),

che conduce a

V6
- V0 AR 1 )
3249 5 arctg( 5 og(x + 1)

/log(m—l—l) dt \/8
0

La soluzione in forma implicita del problema di Cauchy di partenza e allora:

%log (5}3 _T_ ;}) = ?arctg(? log(z + 1)),

ovvero

9@ g(z) = 23ﬁarctg<? log(z + 1))
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Discutiamo i valori assoluti. Siccome y(0) = 2 > 1, la soluzione y verifica y(x) > 1
per ogni x € I. Infatti, la soluzione y non puo intersecare la soluzione costante
dell’equazione differenziale identicamente uguale a 1. Dunque, avremo

y—1 _y—-1
ly+3 y+3

e quindi la soluzione in forma esplicita del problema di Cauchy e:

5 — 3e9@
y(m) = 5 _ 9@

Esercizio 5.3 Rusolvere il problema di Cauchy
2y 2z
' -
{ v r 2242
y(1) =0.

Soluzione. [’equazione differenziale omogenea associata e

, 2
y+-y=0,
x
la cui soluzione generale &
c
y(x) = Fa ceR

Sostituendo nell’equazione di partenza avremo:

dz) 2z N
o e quindi c(x)_m.

Integrando, si trova:

223 4
c(m):/ ? dxz/?xdx—/ ° dr = 2* — 2log(2® +2) + k

2 +2 2 +2

con k£ € R. In conclusione:

2 k
ylz)=1-— Plog(ac2 +2)+ ot

Per determinare il valore della costante k£ imponiamo il dato iniziale del Problema di
Cauchy 0 =y(1) =1 —2log(3) + k, da cui k = 2log3 — 1 = log(9¢™"). In definitiva,
la soluzione del Problema di Cauchy &

1 9et
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3.6 Esercizi

Esercizio 6.1 Risolvere il problema di Cauchy

;L 1+ 22
= cosy
y(0) = m.

Soluzione: y(x) =7 — arcsin(x + z?).
Esercizio 6.2 Si consideri l’equazione differenziale

y = (y* —y)log(2 + z).
i) Determinare il suo integrale generale.
ii) Risolvere il problema di Cauchy con dato y(—1) = 1/2.

Soluzione.

e:c—|—1

- , 2> 0.
y(:c) eac—f—l + (JI + 2)z+2 T+

Esercizio 6.3 Trovare la soluzione del sequente Problema di Cauchy

, sinz cosx
{ y +y

— 2 +4 sin x
y(2) = 0.

Soluzione: y(z) = sn;ac (arctg(g) - %)

o1



