Matematica A

Soluzione del Tema 4 del 6 Settembre 2007

Esercizio 1. Sia f la funzione cosi definita:
f(z) = 2%/*1og® x, f(0)=0.
i) Determinare il dominio di f, il segno, i limiti significativi ed eventuali asintoti.
ii) Stabilire dove f & continua, dove ¢ derivabile.

iii) Calcolare la derivata prima e i limiti significativi di f’. Studiare la monotonia di f e
determinare i punti di estremo relativo ed assoluto.

iv) (facoltativo) Studiare concavita e convessita, determinare eventuali punti di flesso.

v) Tracciare un grafico qualitativo di f.

Soluzione.

Dominio. Per x = 0 la funzione ¢ definita. Il logaritmo e definito per x > 0, e dunque
2%/*log® x & definita per £ > 0. Dunque, il dominio di f &

D(f) = [0, +00).

Segno. Studiamo la disequazione
f@)>0 & log*z>0 & logdz>0 & z>1.

Nei punti x = 0 e x = 1 la funzione si annulla. Per x > 1 la funzione & strettamente
positiva. Per 0 < x < 1 la funzione & strettamente negativa.

Limiti. Calcoliamo il limite per £ — 400. Abbiamo:

1/4

lim z*/*logz = +o0.

T—+00

Calcoliamo il limite per x — 07. Osserviamo preliminarmente che, per il Teorema di
Hospital, si ha

log x 1/x .
o ) . _ 1/a _
wh—>r(r)l+$ logz = :cli}IglﬁL g—1/4 a:h—}gl+ —1/4$_5/4 4w13'(1)1+$ 0,

e dunque,

3
lim f(z) = ( lim z'/4 loga:) = 0.

z—0t z—0t



Asintoti. Occorre controllare la presenza di un asintoto obliquo. Si cerca

. x .
m = lim M = lim z
T—+o00 I T—+00

~Hlog®x = 0.

L’ultimo limite & noto. Si puod comunque calcolare con Hospital come sopra. Ora si cerca

g= lim (f(z) —mz)= lim f(z) = 4o0.

T—>+00 T—>+00
Dunque non c’e asintoto obliquo.

Continuita e derivabilita. La funzione & continua per z > 0 perche prodotto di funzioni
continue. La funzione & continua anche nel punto z = 0, perche f(0) = lim,_,o+ f(z). La
funzione f & derivabile per x > 0.

Derivata prima e limiti di f'(z). Il calcolo della derivata prima di f fornisce

3logz (1
4 _ - —
fl(x) = i/ {410g3:+1}.

Dunque, si trova

lim f'(z) = —oo.
Ji 11w = —o0

La derivata prima di f non si estende in modo continuo nel punto x = 0. La funzione f
“parte” da 0 decrescendo con tangente verticale.

Monotonia, punti di estremo. Studiamo il segno della derivata prima:

3logz (1

Osserviamo che f’(1) = 0. Poi:

1
Zlogm+1>0 & logz>—-4 & z>e

4

Inoltre f'(e=*) = 0. Dunque i punti z = e™* e = 1 sono i punti critici della funzione.

Abbiamo la seguente tabella:
0 et 1

@) [——=T+++[+++
f(z) 1 T T

Il punto z = e~* & 'unico punto di minimo assoluto della funzione. Il punto z = 0 & un
punto di massimo locale. Il punto z = 1 non & un punto di estremo (& solo punto critico).



Derivata seconda. Un breve conto fornisce 1’espressione per la derivata seconda

3 logx
= {-

f"(z) = 16 38 log” z + 8log z + 32}.

Studiamo il segno di f”(z). Posto ¢t = logz, si ha

f'(z) >0 & t(—t*+8t+32) > 0.
L’equazione t* — 8t — 32 = 0 ha le radici ¢, = 4(1 — v/3) e to = 4(1 + +/3). Dunque,
—t2+8t+32>0seesoloset; <t<ty, Poniamo z; = e’ e x5 = e?2. Osserviamo che
et <z <1<z,

Convessita, punti di flesso. Riassumiamo lo studio del segno nella seguente tabella:

0 T 1 T2
log x ——— | —-——=|+++ | +++
—log’z+8logz +32 | ——— | +4++ | +++ | ———
F(x) +++ | ———|+++][——-
f(z) U N U N

I punti x =z, x =1 e £ = x5 sono punti di flesso. La funzione & convessa negli intervalli
[0,21] e [1, 5], ed & concava negli intervalli [z, 1] e [z2, +00).

Grafico di f(z)



Esercizio 2. Disegnare nel piano di Gauss I'insieme degli z € C tali che

V4 — |z — 4
> 1.
V4 — |z + 4

Soluzione. Affinche l'espressione sia ben definita z € C deve verificare il sistema di
disequazioni

{|z—4|s4

|2 + 4i| < 4.

La prima disequazione e verificata dai punti z € C che si trovano all’interno del cerchio di
raggio 4 centrato nel punto 4 dell’asse Rez, bordo del cerchio incluso.

La seconda disequazione e verificata dai punti z € C che si trovano all’interno del cerchio
di raggio 4 centrato nel punto —4: sull’asse Imz, bordo del cerchio escluso.

Dunque, abbiamo

V4 — |z — 4 .
~—————>1 & Vi4—|z—4]>4— |2+ 4
V4 — |z + 4
& |z —A4| < |z + 4l
Posto z = x + iy, troviamo la disequazione equivalente

lz+iy—4P <|zr+iy+4i? & (-4’ +9y<2®+y+4)? & -z<y.

I punti z € C che verificano questa disequazione si trovano sopra la bisettrice del secondo
e quarto quadrante.

Dunque l'insieme S delle seluzioni & la “semiluna” indicata in figura. Il bordo e escluso.

Esercizio 3. Calcolare in forma implicita la soluzione del problema di Cauchy

,_e_f‘/2 T+ 2
Yy = y3 \/__2
y(1) =1.

Soluzione. Osserviamo preliminarmente che deve essere y > 0, £ > 0 e x # 4. Tenuto
conto del dato iniziale, la soluzione del Problema di Cauchy si trova nella regione del piano
dovey >0e0 <z <4

L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili e non ha soluzioni costanti. Separando le
variabili si ottiene

T+ 2

Vi—2

y3€y2 yl —



Im(2)

Integriamo i membri di destra e sinistra facendo integrali indefiniti. Facendo
un’integrazione per parti, abbiamo

1 1
/y3ey2y'dx = /y3ey2dy = §(y26y2 — /2yey2dy> = Ee?ﬁ (y* —1).

[La costante addittiva verra aggiunta nel secondo integrale].

Integriamo il membro di destra facendo il cambiamento di variabile /z = ¢, ovvero z = 2
con dx = 2tdt. Si trova:

2 23 + 4t
T d—/ Ry

\/E—2$_ t—2

Facendo una divisione di polinomi si trova la scomposizione

213 + 4t 24
=2+ A4t +12+ ——
t—2 Tt +t—2’

e quindi

213 + 4t 24 2
/ - +2 dt=/<2t2+4t+12+t—2>dt=§t3+2t2+12t+24log|t—2\+C,

con C € R.

Ritornando alla x ed eguagliando gli integrali del membro di destra e di quello di sinistra
si trova la soluzione generale dell’equazione differenziale

1, 2
5eyz(y2 —1) = §x3/2 + 2z 4+ 12y/7 + 241og |z — 2| + C.



La costante C' si determina imponendo il dato iniziale x =1 e y = 1. Si trova

2 44
0=§+2+12+C = C:_E'



