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Introduzione

Lo studio e la tassonomia delle ipersuperfici reali a curvature costanti nello spazio iper-
bolico complesso CHn vanno ricondotti in larga parte a sviluppi recenti: si vedano i
lavori di Cecil - Ryan [8], Montiel [1] e Berndt [2], che riassumono le conoscenze fin’ora
raggiunte in questa area. Il nostro lavoro fornirà una descrizione delle sfere metriche
nello spazio iperbolico complesso. Tale risultato, oltre a rappresentare una novità nella
letteratura, è interessante poiché consente di tradurre in termini concreti la proprietà per
una superficie di “essere sfera”, costituendo un analogo dell’equazione A−N(A) = A0

per una sfera immersa in Rn di centro A0, con N(A) direzione normale alla superficie.
I nostri sforzi sono giustificati anche dal fatto che superfici come la sfera, ovvero

a curvature principali costanti, sono oggetti strettamente correlati alle superfici stabili
per il funzionale area in CHn. La classificazione di tali superfici non è ancora completa
e accurata: il nostro auspicio è che la formula qui fornita possa essere d’aiuto negli
sviluppi della ricerca in questo settore. Esiste in particolare una congettura, condivisa
dalla comunità matematica, secondo la quale le uniche ipersuperfici immerse (embedded)
compatte a curvatura media costante (e stabili) in CHn sono proprio le sfere metriche.
Nel 1988 J. L. Barbosa, M. Do Carmo e J. Eschenburg [7] hanno dimostrato che in
CHn le sfere metriche sono ipersuperfici stabili. S. Fornari, K. Frensel e J. Ripoll hanno
pubblicato nel 1993 un articolo in cui si è tentata una dimostrazione dell’implicazione
opposta al teorema: si dimostrava cioè che le uniche ipersuperfici compatte a curvatura
media costante e stabili in CHn sono le sfere [3]. Tuttavia nel 1995 lo stesso J. Eschenburg
ha segnalato un errore contenuto nella loro dimostrazione. In [4] Fornari, Fresnell e
Ripoll affermano di non aver trovato una soluzione alternativa al problema che, in effetti,
“pare sia un dilemma difficile”.

L’interesse verso le superfici stabili a curvature costanti è legato allo studio della ce-
lebre classe dei problemi isoperimetrici. Noti sin dall’antichità, i problemi isoperimetrici
sono stati oggetto di numerose indagini e congetture; innumerevoli versioni del proble-
ma isoperimetrico classico, il “problema di Didone”, sviluppati per lo più nel corso del
Novecento, sono tutt’ora aperte: non è ancora stata trovata una soluzione, ad esempio,
al problema isoperimetrico in RPn per n > 3, in CPn (si veda [9]) e in CHn. Sono stati
però dimostrati teoremi utili a definire condizioni necessarie affinché un dato sottoin-
sieme di una varietà sia isoperimetrico. Ad esempio, se Ω è una regione isoperimetrica
in una varietà differenziabile, allora Σ = ∂Ω, se regolare, è ipersuperficie a curvatura
media costante e stabile per il funzionale area. Gli sviluppi più recenti della ricerca
suggeriscono che la soluzione al problema isoperimetrico in CHn sia proprio la sola sfera
[6].

Il nostro lavoro è suddiviso in 5 sezioni. Nella prima introdurremo lo spazio iperbolico
complesso e definiremo l’isometria che lo associa allo spazio delle matrici Hermitiane:
tale isometria consentirà di lavorare in un (più comodo) ambiente lineare. La seconda
e la terza sezione illustreranno i più rilevanti aspetti geometrici sugli spazi tangenti e
normali lo spazio iperbolico complesso. Nella quarta saranno definite le ipersuperfici
reali in CHn, se ne vedranno le principali proprietà, e particolare attenzione sarà rivolta
alle superfici di Hopf. Nella sezione 5, infine, enunceremo e dimostreremo il teorema di
caratterizzazione delle sfere: sia la formulazione che la dimostrazione di questo risultato
derivano dagli appunti inediti del professor Roberto Monti.
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1 Lo spazio iperbolico complesso CHn

1.1 Definizione e prime proprietà

Sia Cn+1 lo spazio complesso n+1 dimensionale. Denotiamo (a0, . . . , an) un suo elemento
e definiamo su questo spazio la metrica di Minkowski come segue:

〈w, z〉M := −z0w̄0 + z1w̄1 + · · ·+ znw̄n. (1)

Elenchiamone alcune proprietà:

• 〈w, z〉M è una forma sesquilineare, cioè per ogni x1, x2, y1, y2 ∈ Cn+1, si ha 〈x1 +
x2, y1 + y2〉M = 〈x1, y1〉M + 〈x1, y2〉M + 〈x2, y1〉M + 〈x2, y2〉M e per ogni α, β ∈
Cn+1 si ha 〈αw, z〉M = α〈w, z〉M , e 〈w, βz〉M = β̄〈w, z〉M (linearità a sinistra e
antilinearità a destra),

• 〈w, z〉M = 〈z, w〉M per ogni w, z ∈ Cn+1,

• 〈w, z〉M non è definita positiva: ad esempio 〈w0, w0〉M = −1, con w0 = (−1, 0, . . . , 0).
In particolare tale forma non è un prodotto Hermitiano, e quindi non è possibile
applicare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz,

• 〈w, z〉M è degenere: ad esempio 〈z0, z0〉M = 0, con z0 = (1, i, 0, . . . , 0).

Sia CPn lo spazio proiettivo complesso n-dimensionale, ovvero lo spazio ottenuto quo-
zientando Cn+1 \ {0} tramite la relazione di equivalenza definita da: x ∼ y se esiste
α ∈ C t.c. y = αx. Definiamo ora lo spazio iperbolico complesso.

Definizione 1.1. L’insieme

CHn := {z ∈ CPn | 〈z, z〉M < 0}.

è detto spazio iperbolico complesso n-dimensionale.

Notiamo che tale costruzione si può equivalentemente ottenere quozientando l’iper-
boloide reale S := {z ∈ Cn+1 | 〈z, z〉M = −1} tramite la relazione di equivalenza ∼
definita sopra:

CHn = S/ ∼ .

È noto che CPn è una varietà differenziabile. Di conseguenza, essendone un sottoin-
sieme aperto, anche CHn lo è. Possiamo dunque definire per ogni punto di CHn (che
verrà spesso indicato con la scrittura [z] per ricordare che in realtà stiamo parlando di
una classe di elementi per la relazione ∼) lo spazio tangente T[z]CHn :

Definizione 1.2. Definiamo lo spazio tangente a CHn nel punto [z] come

T[z]CHn := {[w] ∈ CHn | 〈[z], [w]〉M = 0}.

Dotiamo ora lo spazio tangente di un prodotto interno, ricavato dal prodotto di
Minkowski:

Lemma 1.3. Sia [z] ∈ CHn e siano w, ζ ∈ T[z]CHn. Il prodotto interno

〈ω, ζ〉R := <〈ω, ζ〉M (2)

è definito positivo.

CHn dotato di tale metrica è lo spazio iperbolico complesso Riemanniano.
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Dimostrazione. È sufficiente dimostrare che per ogni ζ ∈ T[z]CHn si ha 〈ζ, ζ〉R > 0.
Anzitutto osserviamo che se [z] ∈ CHn, allora z ∈ Cn+1 deve essere della forma

z = (1, z1, . . . , zn),

poiché si deve avere 〈z, z〉M < 0, e per tutti i vettori del tipo s = (0, s1, . . . , sn), si osserva
che 〈s, s〉M è una somma di quadrati reali non nulli, dunque strettamente positiva.

Sia [z] ∈ CHn. Allora 〈z, z〉M < 0, per definizione 1.1. Notiamo inoltre che

〈ζ, ζ〉R = 〈ζ, ζ〉M ∀ζ ∈ T[z]CHn.

Dunque basta verificare che, se 〈z, z〉M < 0 e 〈ζ, z〉M = 0, allora 〈ζ, ζ〉M > 0. Se avessi
〈ζ, ζ〉M < 0, seguirebbe che ζ = (1, ζ1, . . . , ζn) e quindi si avrebbe

〈ζ, ζ〉M = −1 + |ζ1|2 + . . .+ |ζn|2 < 0,

cioè
|ζ1|2 + . . .+ |ζn|2 < 1.

Analogamente si ha |z1|2 + . . .+ |zn|2 < 1. Denotiamo con 〈·, ·〉H il prodotto Hermitiano
in Cn. Osserviamo che

0 = 〈ζ, z〉M = −1 + 〈η, w〉H ,

dove η = (ζ1, . . . , ζn) e w = (z1, . . . , zn).
Dunque, se 〈η, w〉H = 1 segue che

〈η, η〉H〈w,w〉H ≥ 1

per la disuguaglianza di Cauchy - Schwarz. Infine si ha

0 < 〈w,w〉H < 1,

e quindi

〈η, η〉H ≥
1

〈w,w〉H
> 1.

Ma ciò implicherebbe −1 + 〈η, η〉H > 0, cioè 〈ζ, ζ〉M > 0, mentre si stava supponendo
〈ζ, ζ〉M < 0.

1.2 Gli operatori auotoaggiunti per la metrica di Minkowski
sono Hermitiani

In questa sottosezione studieremo lo spazio degli operatori Hermitiani su Cn+1. Da qui
in poi useremo la seguente notazione:

AM := MA, ove M :=
(−1 O

O I )

La matrice M è detta matrice di Minkowski.
Cerchiamo di rispondere alla seguente domanda: dato un operatore C-lineare A ∈

Cn+1, in quali casi si ha 〈A(z), w〉M = 〈z,A(w)〉M? Ovvero: quando A è autoaggiun-
to per la metrica di Minkowski? Indichiamo con A∗ la matrice aggiunta di A. Sia
Ajk ∈ GLn+1(C) la matrice associata all’operatore A tramite Ajk = 〈A(ek), ej〉M , dove
(ei)i=0,...,n è la base canonica di Cn+1. Notiamo anzitutto che si ha la relazione

A(z) = AMz
t. (3)

Osserviamo che A è autoaggiunto se e solo se Ajk = Ākj , ovvero se e solo se Ajk

coincide con la sua trasposta coniugata, cioè se Ajk è una matrice Hermitiana. Infatti,
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per la linearità di A e del prodotto Hermitiano, abbiamo che A = A∗ se e solo se
per ogni i, j ∈ {0, . . . , n} si ha 〈A(ei), ej〉M = 〈ei, A(ej)〉M , e ciò vale se e solo se

〈A(ei), ej〉M = 〈A(ej), ei〉M per ogni i, j ∈ {0, . . . , n}. Infine l’ultima identità è vera se
e solo se Aji = Āij per ogni i, j ∈ {0, . . . , n}.

Quanto visto finora ci spinge ad approfondire il nostro interesse verso gli operatori
Hermitiani: nel prossimo capitolo mostreremo lo stretto rapporto che intercorre tra
Hn+1 = {A ∈ GLn+1(C) | Ā = At} e CHn.

1.3 CHn è isometrico a un sottoinsieme di Hn+1

In questa sezione mostreremo come CHn, inteso come varietà Riemanniana complessa
dotata della metrica (2), sia isometricamente isomorfo a un sottoinsieme di Hn+1, spazio
delle matrici Hermitiane (n + 1) × (n + 1). Dotiamo anzitutto Hn+1 della seguente
metrica: per ogni A,B ∈ Hn+1 definiamo

〈A,B〉 := −1

2
tr(AMBM ). (4)

Introduciamo ora la funzione F , immersione isometrica di CHn in Hn+1.

Definizione 1.4. Sia S = {z ∈ Cn+1 | 〈z, z〉M = −1} l’iperboloide reale. Definiamo

F : S → Hn+1

z 7→ A

dove A è la matrice associata all’operatore di Minkowski tale che A(w) = −〈w, z〉Mz
per ogni w ∈ Cn+1

Notiamo che l’azione compiuta da questa matrice è quella di proiettare ogni vettore
in Cn+1 nella retta complessa [z]. Con un abuso di notazione indichiamo ancora con F
la mappa ottenuta dalla precedente tramite il passaggio a quoziente in S:

F : CHn → Hn+1

[z] 7→ A

Prima di arrivare al lemma chiave di questa sezione cerchiamo di determinare F (CHn).
Chiamiamo U(1, n) il gruppo degli operatori Q ∈ End(Cn+1) tali che 〈Q(z), Q(w)〉M =
〈z, w〉M per ogni z, w ∈ Cn+1. Per quanto visto nella sezione precedente si deve avere
Q ◦ Q∗ = Q∗ ◦ Q = Id, dove Id è l’operatore identità. Dunque, scrivendo le matrici
associate all’operatore Q, si deve avere che QMQ

∗
M = Q∗MQM = I.

Ora osserviamo che il gruppo U(1, n) agisce transitivamente su S, l’iperboloide reale.
Siano x, y ∈ S: proviamo che esiste Q ∈ U(1, n) tale che y = Q(x). Poniamo

X = x e Y = − 〈x, y〉M
|〈x, y〉M |

y.

Denotiamo poi con L = X + Y . Definiamo l’operatore ρ : S → S

ρ(Z) = −Z + 2
〈Z,L〉M
〈L,L〉M

L.

Notiamo che ρ ∈ End(Cn+1) per la linearità a sinistra del prodotto di Minkowski.
Poniamo infine

Q(z) = − 〈y, x〉M
|〈x, y〉M |

ρ(z).
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Osserviamo che Q(X) = Y e Q(Y ) = X e Q ∈ U(1, n).
Dunque ogni operatore di proiezione A, ovvero ogni operatore che è immagine di un

punto in CHn tramite F , è della forma A = QA0Q
∗ dove A0 è la proiezione sulla retta

complessa [z0], la cui matrice associata è
(−1 O

O O ), e Q ∈ U(1, n). Si ottiene quindi che

F (CHn) = {A ∈ Hn+1 | A = QA0Q
∗ con Q ∈ U(1, n)}.

Lemma 1.5. La mappa F : CHn → F (CHn) ⊆ Hn+1 è un’isometria se dotiamo CHn

della metrica (2) e Hn+1 della metrica (4).

Dimostrazione. Vogliamo provare il seguente fatto: 〈dzF (ζ1), dzF (ζ2)〉 = 〈ζ1, ζ2〉R, per
ogni ζ1, ζ2 ∈ CTzS, dove dzF (ζ) = d

dtF (γ(t))
∣∣
t=0

e γ(t) è un cammino in S tale che
γ(0) = z e γ̇(0) = ζ ∈ CTzS. Successivamente, il passaggio a quoziente della mappa F
definirà l’isometria tra CHn e Hn+1.

〈dzF (ζ1), dzF (ζ2)〉 =

= −1

2
tr(dzF (ζ1)dzF (ζ2))

= −1

2
(et0 · dzF (ζ1)MdzF (ζ2)M · e0)− 1

2

n∑
i=1

eti · dzF (ζ1)MdzF (ζ2)M · ei

(5)

Chiamiamo γ1, γ2 due cammini in S tali che γ1(0) = γ2(0) = z e γ̇1(0) = ζ1, γ̇2(0) = ζ2.
Usando (3) e ricordando che 〈z, ζ1〉M = 〈z, ζ2〉M = 0, si ha:

et0 · dzF (ζ1)MdzF (ζ2)M · e0 =

= et0 · dzF (ζ1)M
d

dt
(−〈e0, γ2〉Mγ2)

∣∣∣∣
t=0

= −et0 · dzF (ζ1)M (〈e0, γ̇2〉Mγ2 + 〈e0, γ2〉M γ̇2)|t=0

= −et0 · dzF (ζ1)M (〈e0, ζ2〉Mz + 〈e0, z〉Mζ2)

= −et0 · dzF (ζ1)M (−ζ̄2,0z − z̄0ζ2)

= ζ̄2,0
d

dt
(−et0 · 〈z, γ1〉Mγ1)

∣∣∣∣
t=0

+ z̄0
d

dt
(−et0 · 〈ζ2, γ1〉Mγ1)

∣∣∣∣
t=0

= −ζ̄2,0et0 · 〈z, z〉Mζ1 − z̄0e
t
0 · 〈ζ2, ζ1〉Mz

= −ζ̄2,0ζ1,0〈z, z〉M − |z0|2〈ζ2, ζ1〉M .

(6)

Analogamente:

eti · dzF (ζ1)MdzF (ζ2)M · ei =

= eti · dzF (ζ1)M
d

dt
(−〈ei, γ2〉Mγ2)

∣∣∣∣
t=0

= −eti · dzF (ζ1)M (ζ̄2,iz + z̄iζ2)

= −eti ·
d

dt
(F (γ1)M ζ̄2,iz)

∣∣∣∣
t=0

− eti ·
d

dt
(F (γ1)M z̄iζ2)

∣∣∣∣
t=0

= −eti · ζ̄2,i
d

dt
(−〈z, γ1〉Mγ1)

∣∣∣∣
t=0

− eti · z̄i
d

dt
(−〈ζ2, γ1〉Mγ1)

∣∣∣∣
t=0

= ζ̄2,ie
t
i · 〈z, z〉Mζ1 + z̄ie

t
i · 〈ζ2, ζ1〉Mz

= ζ̄2,iζ1,i〈z, z〉M + 〈ζ2, ζ1〉M |zi|2.

(7)
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Mettendo assieme i risultati in (6) e (7):

〈dF (ζ1), dF (ζ2)〉 =

=
1

2
〈z, z〉M (ζ̄2,0ζ1,0 −

n∑
i=1

ζ̄2,iζ1,i)

= −1

2
〈z, z〉M 〈ζ1, ζ2〉M +

1

2
〈ζ2, ζ1〉M (|z0|2 −

∑
|zi|2)

= −1

2
〈z, z〉M 〈ζ1, ζ2〉M −

1

2
〈ζ2, ζ1〉M 〈z, z〉M

= −1

2
〈z, z〉M (〈ζ1, ζ2〉M + 〈ζ2, ζ1〉M )

= −〈z, z〉M<〈ζ1, ζ2〉M
= 〈ζ1, ζ2〉R.

(8)

D’ora in avanti, con un piccolo abuso di notazione, useremo la scrittura A per indicare
indistintamente matrici Hermitiane in F (CHn) oppure elementi di CHn.

Ogni matrice A ∈ CHn è caratterizzata dalle proprietà enunciate nella seguente

Proposizione 1.6. Sia A ∈ CHn. Allora si ha:

1. AMAM = AM ,

2. tr(AM ) = 1,

3. Se z ∈ Cn+1 \ {0} risolve l’equazione AMz
t = z, allora 〈z, z〉M < 0.

Dimostrazione. Dimostriamo le tre affermazioni:

1. La matrice AM ∈ CHn è sempre una matrice di proiezione su una retta complessa.
Dunque AM ◦AM = AM ,

2. Si ha tr(AM ) = tr(QM (A0)MQ
∗
M ) = tr(MA0) = 1,

3. AMz
t = A(z) = −〈z, z〉Mz = z se e solo se 〈z, z〉M = −1. Questa informazione ci

dice che l’operatore A proietta z su una retta complessa negativa.
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2 Spazi tangenti e normali a CHn

2.1 Caratterizzazione degli spazi TACHn e T⊥
ACHn

Iniziamo definendo un operatore differenziale utile per gli sviluppi del lavoro:

Definizione 2.1 (Connessione standard). SianoX =
∑n

i=1 ai(x) ∂
∂xi

, Y =
∑n

j=1 bj(x) ∂
∂xj

campi vettoriali su Rn. Allora definiamo

∇XY :=

((
n∑

i=1

ai(x)
∂bj(x)

∂xi

)
∂

∂xj

)
j=1,...,n

,

la derivata del campo Y lungo X.

Osserviamo che se Y = (x1, . . . , xn) è un punto di Rn, allora esiste un’identificazione
canonica con il campo vettoriale

∑n
i=1 xi

∂
∂xi

. Chiamando Y il campo appena descritto,

notiamo che ∇XY = X (poiché bj(x) = xj per ogni j = 1, · · · , n). Essendo poi Hn+1 ∼=
RN per un certo N ∈ N, possiamo estendere la definizione precedente allo spazio delle
matrici Hermitiane, e osservare che per ogni campo vettoriale X su Hn+1 e per ogni
A ∈ Hn+1 si ha

∇XA = X. (9)

D’ora in avanti, per non appesantire la notazione, confonderemo sempre la scrittura per
punti o campi vettoriali su Rn (e quindi su Hn+1). Notiamo infine che per l’operatore
∇ vale la regola di Leibniz: ∇X(AB) = (∇XA)B +A(∇XB).

Consideriamo A ∈ CHn. Per 1.6.1 sappiamo che

AMAM = AM , (10)

applicando ambo i membri ∇X otteniamo

XMAM +AMXM = XM . (11)

Tale equazione, come vedremo, caratterizza i punti appartenenti allo spazio tangente
TACHn di CHn. Diamo la seguente

Definizione 2.2. Denotiamo con T⊥A CHn lo spazio normale a CHn in A, definito come
lo spazio ortogonale a TACHn in Hn+1 rispetto alla metrica 〈·, ·〉:

T⊥A CHn := {X ∈ CHn | 〈Y,X〉 = 0 ∀Y ∈ TACHn}.

Caratterizziamo TACHn e T⊥ACHn con il seguente

Lemma 2.3. Gli spazi normali e tangenti a CHn in A sono dati da

TACHn = {X ∈ Hn+1 | XM = AMXM +XMAM}, (12)

T⊥ACHn = {Z ∈ Hn+1 | AMZM = ZMAM}. (13)

Dimostrazione. Per ogni A = F (z) ∈ Hn+1 abbiamo

TACHn = {dzF (w) ∈ Hn+1 | w ∈ CTzS},

dove w ∈ CTzS se e solo se 〈z, w〉M = 0. Per ogni t ∈ R, sia At ∈ Cn+1 la proiezione
sulla retta complessa [z+ tw], ovvero l’operatore definito dalla formula At(v) = −〈v, z+
tw〉M (z + tw) per ogni w ∈ Cn+1. Sia poi X ∈ Cn+1 l’operatore Hermitiano definito
come segue:
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X(v) :=
d

dt
At(v)

∣∣∣∣
t=0

= −〈v, w〉Mz − 〈v, z〉Mw ∀v ∈ Cn+1.

Supponiamo ora cheA = A0 = F (z0). Allora il vettore w è della forma (0, w1, . . . , wn) ∈
Cn+1. In questo caso, la matrice associata a X è data da

X :=

(
0 w̄
wt O

)
, (14)

dove con un abuso di notazione, w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn. Definiamo ora, per ogni
j = 1, . . . , n

Xj :=

(
0 ej
etj O

)
e X̂j :=

(
0 −iej
ietj O

)
.

Infine poniamo Xn+j := X̂j per ogni j = 1, . . . , n.
Le matrici X1, . . . , X2n ∈ Hn+1 sono linearmente indipendenti e formano una base

reale ortonormale di TA0
CHn. Si può mostrare, con un facile conto diretto, che ogni

matrice Xj risolve l’equazione XM = (A0)MXM + XM (A0)M : con ciò il lemma è di-
mostrato quando A = A0. Sia allora z = Q(z0) e sia w = Q(w0), con w0 ∈ CTz0S.
Differenziando l’identità operatoriale Az+tw = Q ◦ Az0+tw ◦ Q∗ in t = 0, otteniamo
l’equazione X = Q ◦ X0 ◦ Q∗, dove le matrici associate agli operatori X e X0 sono,
rispettivamente

X =
d

dt
Az+tw

∣∣∣∣
t=0

∈ TACHn e X0 =
d

dt
Az0+tw

∣∣∣∣
t=0

∈ TA0CH
n,

e soddisfano l’equazione
XM = QMX0MQ

∗
M .

Ora basta osservare che la matrice XM soddisfa l’equazione XM = AMXM +XMAM se
e solo se X0M soddisfa l’equazione XM = A0MX0M +X0MA0M . La dimostrazione per
la caratterizzazione dello spazio tangente è conclusa. Per dimostrare l’altra uguaglianza
insiemistica basta osservare che, se si avesse che AMZM = ZMAM e Z ∈ TACHn allora,
per la 1.6.1 e per quanto appena dimostrato, ZM = O e quindi AMZM = ZMAM se e
solo se Z ∈ T⊥ACHn, dal momento che CHn = TACHn ⊕ T⊥A CHn.

2.2 Struttura complessa di TACHn e identità utili

Siano A, B ∈ CHn due matrici tali che esiste Q ∈ U(1, n) per cui A = QBQ∗. Definiamo
la mappa TQ : Hn+1 → Hn+1

(TQ(X))M := QMXMQ
∗
M .

Osserviamo che questa mappa preserva il prodotto (4), infatti

〈TQ(A), TQ(B)〉 = −1

2
tr(TQ(A)MTQ(B)M ) = −1

2
tr(QMAMBMQ

∗
M )

e si ha che

−1

2
tr(QMAMBMQ

∗
M ) = −1

2
tr(AMBM ) = 〈A,B〉.

La funzione TQ, dunque, mappa isometricamente TACHn in TBCHn. Questa proprietà
ci consente, scegliendo B = A0 = F (z0), di lavorare sullo spazio tangente ad A0, più
facile da maneggiare dal punto di vista computazionale, e di trasferire le informazioni
ottenute sulle proprietà metriche a qualsiasi altro punto di CHn.
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Introduciamo ora una notazione che risulterà utile nel seguito: per ogni i, j ∈
{0, 1, . . . , n}, sia la matrice Eij = δij . Allora, ricordando la (14), abbiamo che

Xj = Ej0 + E0j e X̂j = iEj0 − iE0j , j = 1, . . . , n.

Come abbiamo già osservato tali matrici formano una base per TA0
CHn. Ora, usando

F , possiamo trasferire la struttura complessa di Cn+1 a TCHn.

Definizione 2.4. Sia A = F (z) ∈ CHn, con z ∈ S ⊂ Cn+1. La mappa JA : TACHn →
TACHn definita da

JA(dzF (w)) = dzF (iw)

per ogni w ∈ CTzS sarà detta struttura complessa.

Notiamo che J commuta con TQ, ovvero:

JA(TQ(X)) = TQ(JB(X)) ∀A,B ∈ CHn, X ∈ TBCHn t.c. A = TQB ∃Q ∈ U(1, n)

Infatti, detti z, y ∈ S tali che F (z) = A e F (y) = B, e detti wx ∈ TACHn, wy ∈ TBCHn,
abbiamo

JA(TQ(X)) = JA(QMdyF (wy)MQ
∗
M )

= JA(dzF (wz)M )

= dzF (iwz)M

= QMdyJB(F (wy)M )Q∗M

= TQ(JB(X)).

(15)

Enunciamo ora un risultato che ci consente di tradurre in termini puramente algebrici
l’azione della struttura complessa:

Lemma 2.5. Per ogni A ∈ CHn la struttura complessa JA è data da

JA(X) = i(M − 2A)XM , X ∈ TACHn.

Dimostrazione. Verifichiamo la formula per il punto A = A0. Il risultato sarà poi valido
per ogni A ∈ CHn grazie alla commutatività della struttura complessa con l’operatore
TQ. Sappiamo che una base reale di TA0

CHn è data dalle matrici Xj per j = 1, · · · , 2n.
Verifichiamo la formula per queste matrici, e avremo la tesi:

JA0
(Xj)[w] = Xj [iw] = XjM [iw] = iIXjM [w] = i(M − 2A0)XjM [w].

Notiamo dunque che, se A = A0, J(Xj) = X̂j per ogni j = 1, . . . , n.
Illustriamo ora alcune identità che saranno utili per svolgere con più facilità i calcoli che
ci condurranno alla dimostrazione del teorema principale.

Lemma 2.6. Per ogni A ∈ CHn e per ogni X,Y ∈ TACHn Valgono le seguenti:

1. AMXMYM = XMYMAM ,

2. AMXMAM = 0,

3. XM (I− 2AM ) = −(I− 2AM )XM ,

4. (I− 2AM )2 = I,

5. (I− 2AM )XMYM = XMYM (I− 2AM )

10



Dimostrazione. Usando le proprietà enunciate in 1.6 e il lemma 2.3:

1. Per ogni Z ∈ TACHn si ha

AMZM = ZM (I−AM ) e ZMAM = (I−AM )ZM .

Quindi
AMXMYM = X(I−AM )YM = XMYMAM ,

2. AMXMAM = XM (I−AM )AM = XM (AM −AM ),

3. Si ha che

XM (I− 2AM ) = XM − 2XMAM = AMXM −XMAM .

Poi

−(I− 2AM )XM = −XM + 2AMXM

= −AMXM −XMAM + 2AMXM

= −XMAM +AMXM ,

4. (I− 2AM ) = I + 4AM − 4AM = I,

5. Per la terza proprietà di questo lemma si ha

(I− 2AM )XMYM = −XM (I− 2AM )YM = XMYM (I− 2AM ).
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3 Geometria dell’immersione F

Nel lavoro sin qui svolto abbiamo evidenziato come lo spazio CHn si immerga isometrica-
mente in Hn+1. Abbiamo inoltre fornito la descrizione esplicita degli spazi normali e tan-
genti di CHn intesi come sottoinsiemi di tale spazio. Nei paragrafi seguenti daremo delle
definizioni necessarie per enunciare il Teorema 5.2 e ancora una volta caratterizzeremo
in termini matriciali queste nozioni, di carattere geometrico.

3.1 Connessioni tangente e normale

Recuperando la definizione di connessione standard su Hn+1 definita nella sezione
precedente, ne definiamo ora le componenti tangente e normale a CHn. Chiamiamo

π>A : Hn+1 → TACHn e π⊥A : Hn+1 → TACHn

le proiezioni ortogonali relative alla decomposizione

Hn+1 = TACHn ⊕ T⊥A CHn.

Sia Γ(TCHn) il fibrato tangente della varietà CHn. Per ogni A ∈ CHn definiamo:

∇>XY (A) := π>A(∇XY ) e ∇⊥XY (A) := π⊥A(∇XY ). (16)

Introduciamo ora una nuova funzione che faciliterà la scrittura delle formule al-
gebriche inerenti le connessioni appena scritte: sia π : Hn+1 × Hn+1 → Hn+1 data
da

π(X,Y ) := XMY + YMX. (17)

Notiamo in primo luogo che, se X,Y ∈ TACHn, allora π(X,Y ) ∈ T⊥ACHn. Infatti,
grazie alla proprietà 2.6.1, si ha

AMπ(X,Y )M = AM (XMYM + YMXM ) = XMYMAM + YMXMAM = π(X,Y )MAM

e si conclude grazie alla (13).
Proseguiamo con un lemma che mette in relazione la mappa π e le mappe π⊥, π>:

Lemma 3.1. Siano A ∈ CHn e X ∈ Hn+1. Si ha:

π⊥A(X) = π(A,X)− 2AXMAM ,

π>A(X) = X − π(A,X) + 2AXMAM .

Dimostrazione. Per ogni A ∈ CHn si ha che Hn+1 ∼= TAH
n+1, infatti Hn+1 è isomorfo

a RN per N ∈ N e sappiamo che lo spazio tangente a un punto di RN è ancora uno
spazio lineare di dimensione N . Poi TAH

n+1 = TACHn ⊕ T⊥A CHn, e quindi X =
π>A(X) + π⊥A(X) per ogni X ∈ Hn+1. Di conseguenza, basterà provare la prima delle
due identità enunciate nel lemma, e la seconda ne sarà una conseguenza. Proviamo allora
la prima: se X ∈ TACHn, allora π>A(X) = X e dunque, usando la 1.6.1, otteniamo

π>A(X)M = XM = AMXM +XMAM = M(π(A,X)− 2AXMAM ),

Resta da provare che π(A,X) − 2AXMAM ∈ TACHn e avremo concluso. Ma questo è
vero poiché si ha

(π(A,X)− 2AXMAM )MAM +AM (π(A,X)− 2AXMAM )M =

= XMAM − 2AMXMAM +AMXM = (π(A,X)− 2AXMAM )M .

Le formule che descrivono la connessione normale e tangente, dunque, risultano
essere:

∇>XY (A) = π(A,∇XY )− 2A(∇XY )AM ,

∇⊥XY (A) = ∇XY (A)− π(A,∇XY ) + 2A(∇XY )MAM .
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3.2 Seconda forma fondamentale e curvatura media di F

La prossima definizione introduce la forma σ, che chiameremo seconda forma fondamen-
tale dell’immersione F e comparirà nel Teorema 5.2.

Indichiamo ancora con Γ(TCHn) il fibrato tangente della varietà iperbolica comples-
sa, e con Γ(T⊥CHn) il fibrato normale.

Definizione 3.2. La mappa σ : Γ(TCHn)× Γ(TCHn)→ Γ(T⊥CHn) definita da

σA = ∇⊥XY (A) ∀A ∈ CHn. (18)

è detta seconda forma fondamentale dell’immersione F di CHn in Hn+1 è l

Diamo anche la seguente

Definizione 3.3. La curvatura media di F è la mappa H : CHn → Γ(T⊥CHn) definita
da

H (A) =

2n∑
i=1

σA(Xi, Xi), (19)

dove X1, . . . , X2n è una base ortonormale di TACHn.

Per semplificare la notazione, d’ora in avanti scriveremo semplicemente σ e H per
indicare σA e H (A) rispettivamente. Si noti che la definizione di curvatura media che
abbiamo dato differisce dalla più comune nella letteratura per un fattore moltiplicativo
dipendente dal solo valore n, dimensione dello spazio ambiente. Tale costante è omessa
per comodità.

Caratterizziamo le mappe σ e H in termini di operatori tra matrici Hermitiane

Proposizione 3.4. Sia A ∈ CHn. Allora per ogni X,Y ∈ TACHn si ha

σ(X,Y ) = π(X,Y )(I− 2AM ).

Inoltre, il vettore curvatura media H dell’immersione F in A ∈ CHn è dato da

H = 4((n+ 1)A−M), A ∈ CHn.

Dimostrazione. Partiamo dalla prima identità; dobbiamo mostrare che il secondo mem-
bro gode delle due seguenti proprietà (che caratterizzano la seconda forma fondamenta-
le):

1. π(X,Y )(I− 2AM )AM = AMπ(X,Y )(I− 2AM )

2. ∇XY = ∇>XY + π(X,Y )(I− 2AM ).

La prima equazione ci assicura che π(X,Y )(I − 2AM ) ∈ T⊥ACHn, mentre la seconda
assicura che σ(X,Y ) e π(X,Y )(I − 2AM ) coincidano. Partiamo dall’ultima delle due
equazioni appena scritte: utilizzando le proprietà 2.6.1 e 2.6.2 otteniamo:

(∇>XY )M + π(X,Y )(I− 2AM ) = (∇Xπ(A, Y ))M = (∇XY )M .

Proviamo ora la seconda identità enunciata nella proposizione. Usando le proprietà 2.6.1
e 2.6.5 otteniamo:

σ(X,Y )MAM = (XMYM + YMXM )(I− 2AM )AM = AMσ(X,Y )M .

La prima parte della dimostrazione è cos̀ı conclusa. Controlliamo ora che la formula

H = 4((n+ 1)A−M), A ∈ CHn.
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sia corretta perA = A0. Consideriamo la base ortonormale di TA0
CHn X1, . . . , Xn, X̂1, . . . , X̂n.

La curvatura media dell’immersione è

H =

n∑
j=1

σ(Xj , Xj) +

n∑
j=1

σ(X̂j , X̂j).

Per quanto appena dimostrato, si ha

σ(Xj , Xj) = 2XjMXj(I− 2MA0) = 2XjMXjM = 2(A0 − Ejj), j = 1, . . . , n,

dove Eij è la matrice avente tutte le entrate nulle eccetto (i, j). Notiamo poi che

σ(X̂j , X̂j) = σ(Xj , Xj), j = 1, . . . , n.

Infatti π(X̂j , X̂j) = π(Xj , Xj) e si conclude per la prima parte della proposizione. Ne
deduciamo dunque che

H = 4

n∑
j=1

(A0 − Ejj) = 4((n+ 1)A0 −M).

Infine, se l’uguaglianza vale per A = A0, allora vale per ogni punto di CHn grazie alle
proprietà della funzione TQ.
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4 Sfere metriche in CHn

Questa sezione è suddivisa in tre paragrafi: nel primo paragrafo introdurremo il con-
cetto di sfera metrica in CHn, il paragrafo 4.2 fornisce le definizioni di seconda forma
fondamentale, di curvature principali e curvatura media e spazio tangente complesso per
un’ipersuperficie Σ. Il paragrafo 4.3, infine, propone una panoramica sulle ipersuperfici
di Hopf in CHn: di particolare rilievo per i nostri scopi sarà il Teorema 4.7.

4.1 Introduzione

Cominciamo dalla definizione di sfera nella varietà (CHn, 〈·, ·〉R):

Definizione 4.1. Sia A0 un punto fissato di CHn. La sfera di raggio r > 0 con centro
A0 è

Σr(A0) := {A ∈ CHn | 〈A,A0〉 = −1

2
cosh2 r =: ϕ(r)}. (20)

La funzione ϕ è ricavata da [5] infatti, se lo spazio CHn è definito con curvatura
sezionale −1 si ha:

cosh2

(
d([z], [w])

2

)
= |〈z, w〉M |2,

dove d è la distanza metrica su CHn, ovvero la distanza tra z e w pensati come punti
della varietà Riemanniana CHn sul cui spazio tangente sia stata definita la metrica
〈·, ·〉R. Ovviamente possiamo trasferire la stessa metrica su F (CHn) tramite l’isometria
F . Indichiamo sempre con la lettera d questa metrica. Affermiamo che:

cosh2

(
d(A,A0)

2

)
= cosh2

(
d([z], [w])

2

)
= |〈z, w〉M |2 = |z0|2 = −2〈A,A0〉

ove F (z) = A e F (w) = A0: si deve dunque avere w = (−1, 0, · · · , 0). In effetti
abbiamo

〈A,A0〉 = −1

2
tr

((
−|z0|2 ∗
∗ ∗

)(
−1 O
O O

))
= −1

2
|z0|2,

dove per ottenere la prima matrice si è usato il fatto che, se z = (z0, · · · , zn) allora
l’entrata A00 (prima riga prima colonna della matrice A) risulta essere 〈A(e0), e0〉M =
〈−〈e0, z〉Mz, e0〉M = 〈z̄0z, e0〉M = −|z0|2.

Quindi se A ∈ Σr(A0), si ha:

〈A,A0〉M = −1

2
cosh2

(r
2

)
,

e normalizzando la curvatura di CHn in conformità alle nostre definizioni si ottiene la
(20).

4.2 Ipersuperfici reali in CHn

Sia Σ un’ipersuperficie reale di CHn. Si ha che dimR TAΣ = 2n − 1. Sia A ∈ Σ,
chiameremo NΣ

A la direzione tale che

NΣ
A � TAΣ = TACHn,

dove � indica la somma diretta ortogonale. Abbiamo definito in 3.2 la seconda forma
fondamentale dell’immersione F . Ora, data una superficie Σ definiamo la seconda forma
fondamentale associata a tale superficie.
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Definizione 4.2. Sia A ∈ Σ. La forma bilineare hΣ : TAΣ× TAΣ→ R

hΣ(X,Y ) = 〈∇XN
Σ
A , Y 〉 (21)

è detta seconda forma fondamentale di Σ

Dal momento che coinvolge la nozione di vettore normale a un’ipersuperficie, la
definizione di hΣ ha senso globalmente solo se la varietà è orientabile, altrimenti la
definizione può essere posta solo localmente. Inoltre per ogni A ∈ Σ, abbiamo che
∇XN

Σ
A ∈ TAΣ poiché, scrivendo N in luogo di NΣ

A ,

1 = 〈N,N〉,

e derivando lungo X si ha

0 = 〈∇XN,N〉+ 〈N,∇XN〉 = 2〈N,∇XN〉

Quindi
∇XN

Σ
A ⊥ NΣ

A ,

e chiaramente ∇XN
Σ
A ∈ TACH

n.
Si noti che, per la simmetria del prodotto definito in (4), hΣ è una forma bilineare

simmetrica e dunque diagonalizzabile.
Diamo la definizione di curvature principali e curvatura media per un’ipersuperficie.

Definizione 4.3. Sia Σ ⊂ CHn un’ipersuperficie. Gli autovalori λ̄j di hΣ sono detti
curvature principali di Σ. Il valore H = tr(hΣ) è detto curvatura media di Σ.

Ricordiamo che la dimensione reale di TAΣ è 2n− 1, poiché Σ è ipersuperficie reale
di uno spazio di dimensione complessa n: dunque TAΣ non può possedere una struttura
di spazio complesso. Sia NΣ ∈ TACHn, NΣ ⊥ Σ. Consideriamo la struttura complessa
J introdotta in 2.4: notiamo che J(NΣ) ⊥ P , dove P ⊥ TACHn è la direzione normale
a CHn (e dunque a Σ) in A, poiché la struttura complessa mappa elementi di TACHn

in TACHn. Tuttavia si ha anche che J(NΣ) ∈ TAΣ. Infatti basta verificarlo per A = A0

dove, ponendo senza perdita di generalità NΣ = Xn, vale

J(NΣ) = iNΣ
M ,

e poi

〈J(NΣ), NΣ〉 = −1

2
tr(MiNΣ

MMNΣ) = − i
2

tr

((
−1 O
O I

)(
0 −en
etn O

)(
0 en
etn O

))
= 0.

Chiameremo la direzione J(NΣ
A ) direzione caratteristica o direzione di Hopf di Σ in A

e il vettore J(NΣ
A sarà detto vettore di Hopf. Sia infine CTAΣ ⊂ TAΣ il sottospazio

di TAΣ complementare alla direzione di Hopf in A. Tale spazio ha dimensione 2n− 2 e
siccome J(J(NΣ

A )) = −NΣ
A , si ha che la struttura complessa preserva questo sottospazio.

Riassumiamo quanto appena detto nella seguente

Definizione 4.4. Definiamo lo spazio tangente complesso a Σ in A

CTAΣ := TAΣ ∩ JA(TAΣ).

CTAΣ è la parte invariante di TAΣ per l’azione di J in A. Tali direzioni sono dette
direzioni tangenti complesse (o olomorfe) di TAΣ. Infine poniamo ĥ := h|CTΣ.
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4.3 Ipersuperfici di Hopf

Nel seguito faremo riferimento al testo di T. E. Cecil, P. J. Ryan [8].

Definizione 4.5. Sia Σ un’ipersuperficie in una varietà differenziabile complessa M . Si
dice che Σ è di Hopf di se, per ogni punto A ∈ Σ, il vettore di Hopf in A è autovettore
per la forma hΣ.

Focalizziamo la nostra attenzione sulle superfici di Hopf aventi tutte le curvature
principali costanti: nel 1985 S. Montiel [1] fornisce degli esempi di superficie di Hopf in
CHn aventi tutte le curvature costanti. Per ciascun “tipo” di ipersuperficie individuato,
egli fornisce la descrizione delle sue curvature principali.

Per poter comprendere meglio la classificazione che segue, diamo la seguente

Definizione 4.6. Sia M una varietà differenziabile e sia γ : R→ una curva. Un intorno
tubolare di raggio r di γ è l’insieme dei punti di M che distano r dal supporto di γ.

Ecco la lista fornita da Montiel:

Tipo A2

Sia 1 ≤ k ≤ n− 2. L’intorno tubolare A2 di raggio r ha le seguenti curvature principali:

1. α = 2 coth 2r di molteplicità 1;

2. λ = coth r di molteplicità 2l;

3. µ = tanh r di molteplicità 2k,

ove k + l = n− 1;

Tipo A1

Sia k = n− 1. L’intorno tubolare A1 di raggio r ha le seguenti curvature principali:

1. α = 2 coth 2r di molteplicità 1;

2. µ = tanh r di molteplicità 2k = 2n− 2;

Sia n ≥ 2. La “sfera metrica” di raggio r ha le seguenti curvature principali:

1. α = 2 coth 2r di molteplicità 1;

2. λ = coth r di molteplicità 2n− 2

Tipo A0

Sia n ≥ 2. La orosfera di raggio r ha le seguenti curvature principali:

1. α = 2
r di molteplicità 1;

2. λ = 1
r di molteplicità 2n− 2;

Tipo B
Queste ipersuperficie sono intorni tubolari in

M := π({z ∈ S | =z = 0}) ⊂ CHn,

dove π è la proiezione dell’iperboloide S in CHn tramite il passaggio allo spazio quoziente.
Le curvature principali dei “tubi su M” di raggio r sono:

1. α = 2 tanh 2r di molteplicità 1 (tranne nel caso in cui coth r = 2 tanh 2r);
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2. λ = coth r di molteplicità n− 1 (tranne nel caso in cui coth r = 2 tanh 2r);

3. µ = tanh r di molteplicità n− 1.

Poniamo la nostra attenzione sull’ipersuperificie di tipo A1.2: la sfera metrica in CHn

è un esempio di ipersuperficie di Hopf avente tutte le curvature principali costanti. Si
noti come a differenza dei modelli geometrici più semplici (geometria euclidea, iperbolica
reale etc.), nello spazio iperbolico complesso le curvature principali della sfera non sono
tutte uguali fra loro.

Nel 1989, in [2], Berndt fornisce una classificazione delle ipersuperficie di Hopf a
curvature costanti nello spazio iperbolico complesso. Il risultato dei suoi studi si riassume
affermando che la lista stilata da Montiel, e sopra riportata, è in verità esaustiva. Vale
cioè il seguente

Teorema 4.7. Sia M una ipersuperficie di Hopf in CHn, con n ≥ 2, aventi curvature
principali costanti. Allora M è (un sottoinsieme aperto di) una ipersuperficie nella lista
di Montiel. In particolare, il numero g di curvature principali distinte è 2 o 3.
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5 Caratterizzazione della sfera

Questa sezione è dedicata al Teorema 5.2 sulla caratterizzazione delle sfere , la cui dimo-
strazione costituisce l’obiettivo ultimo del nostro lavoro. Il teorema di caratterizzazione
consentirà di descrivere una sfera come l’insieme su cui una data funzione è costante.
Iniziamo dunque con la seguente:

Definizione 5.1. Sia Σ ⊂ CHn una superficie orientata e consideriamo, per r > 0, la
mappa W Σ

r : Σ→ Hn+1

W Σ
r (A) = A− 1

2
sinh(2r)NΣ

A +
1

2
sinh2(r)σA(NΣ

A , N
Σ
A ), (22)

dove NΣ
A ∈ TACH

n è la direzione normale a Σ nel punto A.

D’ora in poi adotteremo le notazioni:

β = −1

2
sinh(2r), γ =

1

2
sinh2(r).

Enunciamo e dimostriamo il teorema di caratterizzazione delle sfere.

Teorema 5.2. Sia Σ ⊂ CHn una ipersuperficie orientata, e sia r > 0. Le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

1. W Σ
r è costante

2. Σ è (un sottoinsieme di) una sfera di raggio r.

Inoltre si ha che W Σ
r = A0 ∈ CHn, dove A0 è il centro della sfera.

Dimostrazione. Iniziamo definendo una base ortonormale per CTΣ.
Sia X1, . . . , Xn, X̂1, . . . , X̂n−1 un insieme di elementi ortonormali in TACHn tali che:

1. Xj+1 := X̂j = J(Xj) per j = 1, . . . , n− 1 ed NΣ = J(Xn),

2. X1, . . . , Xn−1, X̂1, . . . , X̂n−1 diagonalizzano ĥ = h|CTΣ.

Con queste notazioni CTΣ = 〈X1, . . . , Xn, X̂1, . . . , X̂n−1〉 e 〈J(NΣ)〉 = 〈J(J(Xn))〉 =

〈−Xn〉 = 〈Xn〉 sarà la direzione di Hopf. La scelta di una base che diagonalizza ĥ

può sempre essere fatta siccome ĥ è sottomatrice di h e dunque ancora simmetrica.
Cerchiamo di capire che informazioni otteniamo dall’identità ∇Xj

W Σ
r = 0, che equivale

ad affermare che W Σ
r è costante su Σ. Calcoliamo cioè nell’ordine ∇Xj

A, ∇Xj
NΣ

A e
∇Xj

σA(NΣ
A , N

Σ
A ).

D’ora in poi scriveremo XjW Σ
r per indicare ∇Xj , useremo N per NΣ

A e σN per
σ(N,N).

Calcoliamo ∇Xj
A: essendo A un punto di Σ, abbiamo che XjA = Xj , si veda (9).

Ora cerchiamo di determinare ∇Xj
NΣ

A . Per j 6= n:

XjN = ∇⊥Xj
N +∇>Xj

N

=

2n−1∑
i=1

hijXi + σ(Xj , N)

=

2n−1∑
i=1,i6=n

ĥ(Xi, Xj)Xi + h(Xn, Xj)Xn + σ(Xj , N)

= λ̄jXj + h(Xn, Xj)Xn + σ(Xj , N),

(23)
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dove λ̄j è l’autovalore di ĥ rispetto a Xj .
Per j = n si trova invece

σ(Xn, N) = ∇⊥Xn
N = 0, (24)

quindi
XnN = ∇>Xn

N. (25)

Infatti σ(Xn, N) = σ(Xn, J(Xn)), e il risultato σ(Xn, J(Xn)) = 0 si può ottenere con
dei semplici conti matriciali utilizzando la proprietà 2.5 e la prima delle due identità in
3.4. Introduciamo la notazione

∇>Xn
N = κXn − hN ,

dove κ := h(Xn, Xn) sarà la curvatura caratteristica di Σ, cioè la curvatura principale
associata al vettore di Hopf, mentre

hN :=
∑
i6=n

h(J(N), Xi)Xi = −
∑
i 6=n

h(Xn, Xi)Xi.

Vogliamo adesso calcolare XjσN := Xjσ(N,N). Usando la proprietà 3.4, la regola di
Leibniz dell’operatore ∇ e l’identità (9) si osserva che

XjσN = 2π(∇XjN,N)(I− 2MA)− 2π(N,N)MXj . (26)

Ora vogliamo dimostrare che

XjσN = 2(λ̄jσ(Xj , N) +Xj), j 6= n. (27)

Siccome
∇XjN = ∇>Xj

N +∇⊥Xj
N,

partendo dalla (26) e usando le identità (23) e (24) si ha:

XjσN = 2{λ̄jσ(Xj , N) + σ(σ(Xj , N), N)− π(N,N)MXj}. (28)

Senza perdita di generalità possiamo calcolare σ(Xj , N) in A0 e considerare vero il
risultato per un punto qualsiasi. Possiamo dunque supporre che Xj = Ej0 + E0j per

j = 1, . . . , n e N = X̂n = i(En0 − E0n). Si ha che

I− 2MA0 = M e EkhEpq = δhpEkq,

e con dei semplici conti algebrici (sfruttando ancora la proprietà 3.4) si mostra che

σ(Xj , N) = i(Ejn − Enj), (29)

σ(σ(Xj , N), N) = Ej0 − E0j + δjn(E0n − En0), (30)

− π(N,N)MXj = 2(En0δjn + E0j), (31)

Dove δ è la funzione delta di Kronecker. Se poi j = n, troviamo

− π(N,N)MXn = 2(En0 + E0n) = 2Xn. (32)

Partendo dalla (28) e sostituendo con le identità appena trovate, si ha

Xjσ(N,N) = 2{λ̄jσ(Xj , N) +Xj + δjnXn}.
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Questa equazione, che vale solo per j 6= n, dimostra la (27). Se invece j = n, partendo
dalla (26), si ha:

XnσN = 2π(∇XnN,N)(I− 2MA)− 2π(N,N)MXn.

Un conto algebrico diretto mostra che

−2π(N,N)MXn = 4Xn.

Utilizzando questa identità e (24) si ha:

π(∇Xn
N,N))(I− 2MA) = σ(∇>Xn

N +∇⊥Xn
N,N) = σ(∇>Xn

N,N)

= σ(κXn − hN , N) = −σ(hN , N) =
∑
i6=n

h(Xn, Xi)σ(Xi, N).

Quindi

XnσN = 2
∑
i 6=n

h(Xn, Xi)σ(Xi, N) + 4Xn. (33)

Alla luce di quanto sin qui visto, riscriviamo (22), in cui adotteremo con la notazione
W Σ

r = A+ βN + γσN , per j 6= n si ha:

XjW
Σ
r = Xj + β(λ̄jXj + h(Xn, Xj)Xn + σ(Xj , N)) + 2γ(λ̄jσ(Xj , N) +Xj) =

= (1 + βλ̄j + 2γ)Xj + βh(Xn, Xj)Xn + (β + 2γλ̄j)σ(Xj , N).

Siccome Xj , Xn e σ(Xj , N) sono tutti vettori ortogonali fra loro, imponendo XjW Σ
r = 0

si ottiene:
1 + βλ̄j + 2γ = 0 (34)

βh(Xn, Xj) = 0 (35)

β + 2γλ̄j = 0 (36)

La (34) e la (36) forniscono

λ̄j = −1 + 2γ

β
e λ̄j = − β

2γ
,

da cui otteniamo l’equazione di compatibilità

2γ(1 + 2γ) = β2

che, ricordando le definizioni di β e γ, è equivalente a 1 + sinh2 r = cosh2 r come scelte
di β e γ. Notiamo dunque che λ̄j è una costante su Σ e non dipende da j.

Più precisamente

λ̄j =
sinh(2r)

2 sinh2 r
= coth r. (37)

La (35) per β 6= 0 dice che Σ è una superficie di Hopf (Xn = JNΣ è autovettore di
h). Di conseguenza i λ̄j sono curvature di Σ.

Passiamo ora a j = n. Abbiamo che

XnW Σ
r = Xn + β(κXn +

∑
i 6=n

h(Xn, Xi)Xi) + γ(4Xn + 2
∑
i 6=n

h(Xn, Xj)σ(Xn, Xj)) =

= (1 + κβ + 4γ)Xn + β
∑
i 6=n

h(Xn, Xi)Xi + 2γ
∑
i 6=n

h(Xn, Xi)σ(Xn, Xi).
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Per lo stesso argomento sull’ortogonalità di Xn, Xi e σ(Xn, Xj) utilizzato precedente-
mente, l’equazione XnW Σ

r = 0 implica che hni = 0 e inoltre

1 + κβ + 4γ = 0,

che significa

κ = −1 + 4γ

β
= 2

1 + 2 sinh2(r)

sinh(2r)
= tanh(r) + coth(r),

ovvero
κ = 2 coth(2r). (38)

Ne deduciamo che se W Σ
r è costante, allora Σ è un’ipersuperficie di Hopf avente esatta-

mente due curvature costanti. Recuperando la lista di Montiel dalla sezione 4.3 deducia-
mo che Σ deve essere una sfera. Viceversa, se Σ è una sfera, allora le identità (34), (36)
e (38) sono immediate e si ottengono sostituendo a λ̄j i corretti valori delle curvature di
una sfera, mentre le identità (35) e le analoghe per il caso j = n seguono dal fatto che
la sfera metrica è un’ipersuperficie di Hopf.

La prima parte del teorema è cos̀ı dimostrata. Ora vogliamo provare che, se Σ è una
sfera, ovvero se (22) è costante in Hn+1, il valore assunto da tale espressione è il centro
della sfera.

Sia Σ la sfera di centro A0 e raggio r. Scriveremo W Σ
r ≡ C(r,A0) dove con C(r,A0)

indichiamo una costante in Hn+1 che dipende solo dal raggio e dal centro della sfera Σ,
dominio della funzione W Σ

r . Il nostro scopo è mostrare che C(r,A0) = A0. Per farlo,
proviamo che C(r,A0) e A0 sono punti aventi la stessa proiezione su una base di CHn.

Sia A ∈ Σ e X ∈ TΣr(A0). Ricordando che ϕ(r) := − 1
2 cosh2(r), abbiamo

0 = Xϕ(r) = X〈A,A0〉 = 〈X,A0〉.

D’altra parte si ha che
〈X,C(r,A0)〉 = 〈X,W Σ

r 〉 = 0

perché X ∈ TΣr(A0) è ortogonale a tutti gli addendi di W Σ
r (ovvero a A, NA e

σA(NA, NA)). Dunque A0 e C(r,A0) danno le stesse proiezioni sullo spazio tangente
Σ.

Calcoliamo le proiezioni lungo N . Il raggio della sfera, essendo geodetica dal centro
A0 alla superficie Σ, è normale alla superficie. La derivata di ϕ(r) va dunque calcolata
lungo la direzione N . Per questo motivo scriveremo

ϕ′(r) = Nϕ(r) = N〈A,A0〉 = 〈N,A0〉. (39)

Ma ϕ′(r) = d
dr

(
− 1

2 cosh2(r)
)
, per cui

〈N,A0〉 = − sinh(r) cosh(r). (40)

D’altra parte, dalla (22), si ha che

〈N,C(r,A0)〉 = 〈N,W Σ
r 〉 = − sinh(2r)

2
= − sinh(r) cosh(r), (41)

quindi la componente di A0 e W Σ
r (A) lungo N sono la stessa.

Passiamo ora al calcolo della componente σ(N,N); per quanto già detto, si ha

ϕ′′(r) = Nϕ′(r) = N〈N,A0〉 = 〈∇>NN +∇⊥NN,A0〉 = 〈∇⊥NN,A0〉 = 〈σ(N,N), A0〉,

dove abbiamo usato il fatto che 〈∇>NN,A0〉 = 0. Infatti siccome ∇>NN ∈ TACHn e
〈∇>NN,N〉 = 0, identità che si può ottenere differenziando l’espressione 〈N,N〉 = 1
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lungo N , il valore ∇>NN è tangente la sfera; ma poi 〈X,A0〉 = 0 quando X è tangente
alla sfera, dal momento che A0 ∈ T⊥ACHn.

Abbiamo che ϕ′′(r) = − sinh2(r)− cosh2(r), perciò abbiamo ricavato

〈A0, σ(N,N)〉 = −1− 4γ. (42)

D’altra parte, ricordando che 〈N, σ(N,N)〉 = 0,

〈σ(N,N), C(r,A0)〉 = 〈σ(N,N),W Σ
r 〉 = 〈σ(N,N), A〉+ γ〈σ(N,N), σ(N,N)〉,

dove
〈σ(N,N), A〉 = 〈∇NN,A〉 = −〈N,∇NA〉 = −〈N,N〉 = −1.

Con dei conti diretti fatti in A0, si ha che

〈σ(N,N), σ(N,N)〉 = 〈2(A0 − Enn), 2(A0 − Enn)〉 = −4.

Dunque otteniamo
〈C(r,A0), σ(N,N)〉 = −1− 4γ. (43)

Perciò anche la componente σ(N,N) di A0 e C(r,A0) è la stessa.
Vogliamo ora calcolare 〈σ(Xi, N), A0〉 con Xi ∈ TAΣ. Si ha che 〈N,A0〉 = ϕ′(r).

Dunque

0 = Xi〈N,A0〉
= 〈∇>Xi

N +∇⊥Xi
N,A0〉

= 〈〈∇>Xi
N,N〉N + σ(Xi, N), A0〉

= 〈〈λ̄jXj + h(Xn, Xj)Xn, N〉N + σ(Xi, N), A0〉
= 〈
(
λ̄j〈Xj , N〉+ h(Xn, Xj)〈Xn, N〉

)
N + σ(Xi, N), A0〉

= 〈σ(Xi, N), A0〉.

(44)

Verifichiamo anche che le due matrici hanno la stessa proiezione lungo σij := σ(Xi, Xj)
per (i, j) ∈ {1, . . . , 2n− 1} × {1, . . . , 2n− 1}, con i 6= j. Abbiamo già osservato che, se
Xj ∈ TΣr(A0), si ha 〈Xj , A0〉 = 0. Quindi

0 = Xi〈Xj , A0〉
= 〈∇>Xi

Xj +∇⊥Xi
Xj , A0〉

= 〈〈∇>Xi
Xj , N〉N + σ(Xi, Xj), A0〉

= −hij〈N,A0〉+ 〈σij , A0〉,

(45)

dove hij := h(Xi, Xj) è la seconda forma fondamentale di Σ.
Ora, se i 6= j, si può assumere senza perdita di generalità che hij = 0, dunque

otteniamo
〈σij , A0〉 = 0, i 6= j. (46)

Se invece i = j, dalla (45) si ha

0 = −hii〈N,A0〉+ 〈σii, A0〉. (47)

Svolgendo dei conti diretti con A = A0, abbiamo

σA0(Xi, Xi) = 2(A0 − Eii).

Quindi in A abbiamo
σ(Xi, Xi) = 2A− (2Eii)A.
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L’equazione (47) diventa

0 = −hii〈N,A0〉+ 〈2A− 2(Eii)A, A0〉, (48)

che, grazie all’identità (39), si può riscrivere come

0 = −hiiϕ′(r) + 2〈A,A0〉 − 2〈(Eii)A, A0〉.

Usando (37) e ricordando che ϕ(r) := − 1
2 cosh2(r) abbiamo

−hiiϕ′(r) + 2〈A,A0〉 = 0.

Dunque 〈(Eii)A, A0〉 = 0 per i 6= n. Quindi, dalla (48) otteniamo che si ha sempre
〈A0, σ(Xi, Xj)〉 = 0, tranne quando (i, j) = (n, n). Ma, siccome la struttura complessa
commuta con la seconda forma fondamentale, abbiamo σ(Xn, Xn) = σN . Dunque le
uniche componenti di A0 normali a CHn sono A e σN , e abbiamo già verificato che sono
le stesse di W Σ

r .
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