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Introduzione

La congettura di Lord Rayleigh sulla frequenza fondamentale di una membra-
na elastica formulata nel 1877, dimostrata successivamente da George Faber
nel 1923 e da Edgar Krahn nel 1925, afferma che una membrana vibrante
fissata al bordo e di area data ha la piu bassa frequenza fondamentale di
vibrazione se e solo se e circolare. In ambito musicale cio significa che tra
tutti i tamburi di forma variabile e area fissata quello che produce la nota
piu bassa e quello circolare.

Questo problema ¢ uno dei cosiddetti “problemi isoperimetrici” della fisica
matematica, cioe problemi che possono essere formulati in termini variazio-
nali in cui si cerca di ottimizzare un funzionale che dipende da un insieme o
da una funzione. Si basano infatti sulla disuguaglianza isoperimetrica la qua-
le permette di concludere che il funzionale e ottimizzato in corrispondenza
di un oggetto opportunamente simmetrico.

L’obiettivo di questa tesi e di studiare la dimostrazione di tale congettu-
ra. La membrana vibrante del tamburo viene descritta da una funzione che
soddisfa I'equazione di D’Alambert delle onde con delle condizioni al bor-
do. Dopo aver risolto tale equazione ed aver trovato le possibili soluzioni si
definira la frequenza fondamentale. In seguito il problema verra riformula-
to in termini variazionali, in particolare si dimostrera che il quadrato della
frequenza fondamentale € il minimo di un funzionale detto quoziente di Ray-
leigh. Infine si dimostrera attraverso la disuguaglianza di Faber-Krahn che
la frequenza fondamentale € minima se la membrana e circolare. In quest’ul-
tima parte si utilizzera la simmetrizzazione di Schwarz che si basa su alcuni
risultati di teoria geometrica della misura come la formula di coarea e la
disuguaglianza isoperimetrica.






Capitolo 1

Formulazione del problema

1.1 Equazione di D’Alambert per la membra-
na vibrante

Sia A C R? un insieme aperto limitato con .£?(A) fissata area e sia u una
funzione u : A x R — R in C(A x R) N C%(A x R) che verifica il dato al
bordo u(x,t) = 0 per ogni € JA e per ogni t € R.

Il valore u(z,t) rappresenta l'altezza della membrana nel punto = € A al
tempo ¢t € R e quindi il grafico della funzione u rappresenta una membrana
vibrante.

La funzione u deve soddisfare, in quanto membrana vibrante, 1’equazione
delle onde di D’Alambert:

Au = uy reAeteR,
u(zr,t) =0 xe€ddeteR.

Sopra A & I'operatore di Laplace, o Laplaciano, cosi definito in R" (nel nostro
caso sara n = 2):



6 CAPITOLO 1. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

Per un approfondimento sull’equazione delle onde si rimanda al capitolo 5 di
[1]. Tl problema & allora cosi formulato: per una fissata .£%(A) > 0, qual ¢
la miglior forma di A per avere la frequenza fondamentale piu bassa?

Dopo aver definito la frequenza fondamentale, successivamente studiere-
mo quando essa ¢ minima.

1.2 Risoluzione formale col metodo di sepa-
razione delle variabili

Risolviamo ora il problema della membrana vibrante mediante il metodo di

separazioni delle variabili. Cerchiamo quindi soluzioni della forma u(z,t) =
flx) - g(t),con f: A— Reg:R— R. Abbiamo percio:

Au=Af-g e uy=[- gy
Sostituendo otteniamo quindi:

Af-g=f g, inAxR
f=0 su 0A.

Ora, assumendo f# 0 e g # 0, si ha
Afrg=Ffgn=F =12

Siccome &f dipende da z ma & ¢ costante nella = esiste A € R tale che
Af=—-A-feg,=—-X-g. Abblamo ottenuto quindi il seguente sistema:

Af==X-f z€A
f=0 su 0A (S1)
gy =—-XA-g teR.

Quindi A e un autovalore di —A con dato al bordo di Dirichlet su A con
autofunzione f (daremo una definizione precisa di questa affermazione nelle
prossime sezioni). Per risolvere questo sistema dobbiamo studiare lo spet-
tro del Laplaciano e per fare cio ci servono prima alcuni risultati di analisi
funzionale e di teoria spettrale.
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1.3 Richiami di analisi funzionale e teoria spet-
trale

Richiamiamo ora alcuni risultati noti di analisi funzionale e di teoria spettrale
che utilizzeremo nei prossimi capitoli. Per approfondire si veda [2] e [3].

Definizione 1.1 (Spazi di Sobolev). Sia A C R", con n > 1, un insieme
aperto e sia 1 < p < co. Lo spazio di Sobolev WP(A) & lo spazio delle
funzioni f tali che:

o fe LA,

e csistono gi, ..., g, € LP(A) taliche [, f(z) 22 (z)dx = — [, gi(2)¢(x)dx
per ogni i = 1,...,n e per ogni ¢ € C(A).
Chiameremo % =g; € LP(A), i = 1,...,n, le derivate parziali deboli di f,
mentre indicheremo con V f = (8%, el 887];) il gradiente debole di f.
Con la seguente norma

[ llwrocay = e = 1 F ey + IV Fllzea),

lo spazio W1P(A) risulta essere uno spazio di Banach separabile e riflessivo.
Lo spazio WyP(A) € W'P(A) & lo spazio delle funzioni f € W'?(A) che
sono nulle su OA (nel senso della traccia di u), pit precisamente:

o (4) = C(A) e,

Le funzioni C2°(R") sono dense in W1?(R™), ma per un generico insieme
A cid non vale. Quindi W'?(R") = W,?(R"), ma in generale W, (A) #
WhP(A).

Notazione: quando p = 2 si usano le seguenti notazioni: H'(A) =

W2 (A), Hy(A) = Wy (A).

Osservazione: Su Hg(A) sono definite le norme || - || 1 (4), che deriva dalla
norma || - [[w12ca), € la norma ||ull10 = ||Vu||r2(4) che deriva dal prodotto
scalare (u,v)1,0 = (Vu, Vv)2(4). Notare che || - ||1,0 € una norma e non solo
una seminorma su HJ(A) perché |lull1o = 0 = |Vu| = 0 q.0. = u costante
= u = 0, dove nell’'ultima implicazione si ¢ usato che v ¢ nulla su 0A. Nel
caso in cui A e limitato, si puo dimostrare facilmente utilizzando la seguente
disuguaglianza di Poincaré che queste due norme sono equivalenti. Inoltre
HJ(A) con la sua norma & uno spazio di Banach riflessivo e separabile.

7



8 CAPITOLO 1. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

Su W'P(A) sono definite la topologia forte, dovuta alla norma, e la topo-
logia debole. La convergenza debole in W1P(A) ¢ caratterizzata nel seguente
modo:
siano f, f, € W'P(A), h € N, f, converge debolmente a f in W1P(A),

fn — f, se valgono le seguenti:
o [\fupde — [, fodr perognipe LUA) (fp — fin LP(A)),

. anfh¢dx—>fA fqﬁdx per ogni ¢ € LI(A) e per ogni i = 1,...,n
(th—\vf mn Lp( ),

dove q e I'’esponente coniugato di p.
In particolare f, — fin H' se f, — fin L*(A) e Vf, = Vf in L?(A).

Teorema 1.1 (Disuguaglianza di Poincaré, caso p = 2). Sia A C R™ aperto
e limitato, con n > 1. Allora esiste C'(A, n), costante di Poincaré che dipende
solo da n e da A, tale che per ogni u € H}(A):

[ull 2y < C(A ) [Vl £2(a)

Dimostrazione. Caso n=1.

Nel caso in cui A ¢ un intervallo limitato, A = (a,b) con a,b € R e a < b,
vale il teorema fondamentale del calcolo integrale. Per ogni x € (a,b) si ha,
poiché u(a) = 0, che vale:

uta) = lule) = uta) =| [ w'0a] < ]

cioe ||ulloo < ||¢||1 e quindi usando la disuguaglianza di Holder con p = ¢ = 2
otteniamo:

b b
Jul2, < L/w )lds) </W%W%/PﬁzﬂAUWM§

a

con C(A,1) =b—a > 0. Concludendo:

il = [t < [ ule = oz, [

= C(A, 1) - fJull, < C(A 1) [lu]l3.

Applicando la radice quadrata ad ambo i membri si ottiene la tesi.
Caso generale.

Supponiamo per assurdo non valga la disuguaglianza. Allora per ogni

C(A,n) = j € N esiste u; € Hy(A) tale che [lu;lla > jl|Vujl|.

8
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Si puo supporre che [Ju;|l12 = 1 per ogni j (la disuguaglianza continua a
valere per v; = u;/||ul|1,2), quindi esiste una sottosuccessione che denotiamo
sempre con (u;)jen tale che u; — win H', ovvero u; — uin L? e Vu; — Vu
in L? (si veda il Corollario II1.27 di [3]). Dalla disuguaglianza si ha pero che:

1Vu,le < [|ujll2/5 < 1/5 =0,

e sfruttando la semicontinuita inferiore della norma per la convergenza debole
(vedi sezione 2.2, Teorema si ottiene [|[Vully < liminf [[Vu,|2 = 0 che
implica Vu = 0. Pertanto su ogni componente connessa di A u e costante, ma
poiché u deve tendere a zero sul bordo di ciascuna di esse ne segue che u = 0,
ma cio ¢ in contraddizione col fatto che ||ulle = 1 (|Ju;ll2 = ||uj]l12—|Vy,ll2 =
1-0=1). O

Teorema 1.2 (Teorema di rappresentazione di Riesz). Sia H uno spazio di
Hilbert. Allora per ogni T' € H’ esiste unico x7 € H tale che per ogni y € H

si ha T'(y) = (z7,y).
Per la dimostrazione si veda il Teorema V.5 di [3].

Teorema 1.3 (Teorema di Rellich-Kondrachov per Wj). Sia A C R™ un
insieme aperto limitato, con n > 1. Allora si ha:

1_1.
p n’

e se p=n, WyP(A) << LI(A) per ogni ¢ € [1,00);
e sep>n, WyP(A) = C(A).

Dove << ¢ il simbolo di immersione compatta, ovvero X << Y se e solo
se X si immerge con continuita in Y (esiste C' > 0 tale che [|z|ly < C||z|x
per ogni x € X) e l'applicazione identita i : X — Y & compatta.

Per la dimostrazione si veda il Teorema IX.16 e 'osservazione 21 in §9 di

[3].

Osservazione: Noi utilizzeremo I'immersione compatta di H}(A) in L?(A).

Teorema 1.4. Siano E, F,G tre spazi di Banach e T € Z(E,F) e S €
Z(F,G). Se S & compatto allora lo & pure SoT.

Per la dimostrazione si veda la Proposizione VI.3 di [3].

Definizione 1.2 (Base Hilbertiana). Sia H uno spazio di Hilbert e (u4)acor
una successione di elementi di H, con .27 non necessariamente numerabile.
Si dice che (U )acr € una base Hilbertiana di H se valgono:

9



10 CAPITOLO 1. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

o ||ullo =1 e (ua,us) = dap per ogni o, f € o,

e <u,:a€co >=H.

Teorema 1.5 (Teorema di Hilbert - Schmidt). Sia H uno spazio di Hibert
separabile e T' € Z(H) un operatore compatto, autoaggiunto e strettamente
positivo. Allora esistono una successione (e, ),en di autovettori di 7' e una
successione di autovalori reali strettamente positivi (A, )nen associati ad essi,
cioe T'(e,) = \nen, e di molteplicita finita tali che:

1. (en)nen € una base Hilbertiana numerabile di H,
2. lim, o A\, = 0.
Per la dimostrazione si vedano i Teoremi VI.8 e VI.11 di [3].

Teorema 1.6 (Sviluppo in serie di Fourier). Sia H uno spazio di Hilbert ed
(én)nen una base Hilbertiana di H. Allora per ogni z € H vale lo sviluppo
in serie di Fourier, ovvero:

(LU, ek)ek:
1

oo
xr =
k=
rispetto alla norma di H.

Per la dimostrazione si veda il Teorema V.9 di [3] utilizzando la definizione
di base Hilbertiana.

1.4 Spettro del Laplaciano

Sia A C R™ un insieme aperto limitato con n > 1 e sia f: A — R. Conside-
riamo il problema di Dirichlet omogeneo, ossia con dato 0 al bordo:

—Au=f suA (DO)
u=20 su 0A.

Definizione 1.3. Data f€ C(A, R), u si dice soluzione classica del problema

se u € C*(A,R)N C(A,R) e verifica il problema.

Definizione 1.4. Data f€ L*(A). Una funzione u: A — R si dice soluzione
debole del problema se e solo se u € Hj(A) e per ogni v € Hy(A) risulta che;

/Vu~Vvdx:/fvdx.
A A

10
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Osservazione: Viene data questa definizione perché, se Au € L?(A) esiste,
risulta equivalente alla seguente:

/—Auvdx:/fvda: Vv € H(A).
A A

Infatti utilizzando la formula di Gauss-Green si ha

/Vu-Vvd:v:—/Auvd:E~l—/ %vdaz—/Aude:,
A A g4 On A

ove nell'ultima uguaglianza si e usato il fatto che v ¢ nulla al bordo.

Osservazione: Data u € Hj(A) si pud dimostrare facilmente che se u &
soluzione classica e anche soluzione debole, ma non viceversa. Tuttavia vale

che se f € C(A) e u & soluzione debole tale che u € C*(A, R)N C(4, R) allora

u € soluzione classica.

Teorema 1.7. Sia A C R”. Allora per ogni f€ L*(A) esiste una ed una sola
u € H}(A) soluzione debole del problema

Dimostrazione. Sia f€ L*(A). Si consideri I'applicazione lineare:
ve Hy(A) — /fvda: e R.
A

Tale operatore e limitato, infatti utilizzando la disuguaglianza di Holder e
quella di Poincaré (Teorema si ha che:

| [ roda| < 1flealillaen < )l ol
A

Ora per il Teorema di rappresentazione di Riesz (Teorema esiste un unico
elemento u € H}(A) tale che per ogni v € H}(A) si ha:

/fvd:zc: (u,v)10 = / Vu-Voudz,
A A

e ciot esiste una ed una sola u € H}(A) soluzione debole del problema. [J
Questo teorema ci assicura che la seguente definizione € ben posta:

Definizione 1.5. Sia A C R™ aperto limitato. Sia Tp : L*(A) — Hj(A) il
funzionale cosi definito: per f € L?(A) poniamo Tpf :=u € H}(A), ove u ¢
I'unica soluzione debole del problema di Dirichlet relativo a f.

11



12 CAPITOLO 1. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

Teorema 1.8. Tp ¢ un operatore lineare limitato da L?(A) in H}(A). Inoltre:
||TD||$(L2(A) H(A) S < C(A,n),
dove C'(A,n) ¢ la costante di Poincaré.

Dimostrazione. La linearita di Tp e data dalla linearita del problema di Di-
richlet.

Limitatezza: sia f € L?*(A) non nullaesiau = Tp f # 0. Poiché u ¢ soluzione
debole, allora per ogni v € H}(A) si ha che:

/Vu-Vvdx:/fvdx.
A A

In particolare se u = v, utilizzando la disuguaglianza di Holder e quella di
Poincaré abbiamo che:

Julffg = [ VueVuds = [ fuds <y lulzn
A A
< C(A, )| fllrzallull1o
Quindi si ha:

[ulli0 < C(A )| fllz20a) = [[TD fll10 = [lull1,0 < C(A, n) || fllL2(a),
ossia Tp € L(L?*(A), Hy(A)) e vale || Tpl| »(12(a),m1 4y < C(A,n) O
Definizione 1.6. Sia i : Hj(A) — L?(A) l'inclusione canonica. Definiamo:

T} :=ioTp: L*(A) — L*(A).
Teorema 1.9. Si ha che T}, € Z(L?*(A)), e vale:
IThll (2 cay < C(A,n)?.
Inoltre esso € un operatore compatto autoaggiunto e strettamente positivo.

Dimostrazione. o T, € £(L*(A)) in quanto composizione di operatori
lineari e limitati. Inoltre dalla proposizione precedente e dalla disugua-
glianza di Poincaré, presa f€ L?(A), abbiamo che:

| Tp fllz2cay = 11(i o Tp) fll2ay = 1i(Tp f)l r2a)

C(A I Tp fllo < C(A, )| fll 24y
da cui si deduce || T} || #r2(ay) < C(A, n)>.

12
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e Compattezza. Dalla proposizione precedente sappiamo che Tp € un
operatore lineare e limitato da L*(A) in H}(A), inoltre dal Teorema
di Rellich-Kondrachov sappiamo che H{(A) si immerge con com-
pattezza in L*(A), ovvero i : H}(A) — L*(A) ¢ un operatore compatto.
Poiche T}, := i o Tp : L*(A) — L?*(A), dal Teorema abbiamo che
T}, & compatto.

e Autoaggiunzione. Siano f,g € L*(A). Posti u =Thf € Hi(A) e v =
Thg € Hg(A), utilizzando la definizione di soluzione debole, abbiamo
che:

(Tpfs 9)r2(a) Z/Ug d$=/Vu-Vvdx,
(f,Thg) )r2(a /fvda:—/Vu Vudr,
ciod (Th . 9)i2a) = (. Tho)rea

e T}, & strettamente positivo. Presa f € L*(A) e posto u = T}, f abbiamo
che:

(T, ) isn) = / uf dv = / V- Vude = ]y > 0

Quindi 77, ¢ positivo. Inoltre se (T}, f, f) = 0, allora risulta ||u||;o =0
e per la disuguaglianza di Poincaré:

[ull2ay < C(A; ) |ull1o = 0,

quindi v = 0 e la soluzione del problema . Essendo v = 0 €
C*(A,R) N C(A,R) allora u & anche soluzione classica e pertanto ne-
cessariamente f = 0. Quindi 77, ¢ strettamente positivo.

O

D’ora in poi, nel caso in cui non vi siano ambiguita, indicheremo con T
sia l'operatore da L?*(A) in H}(A) che 'operatore da L*(A) in sé.

Teorema 1.10. Sia A C R"™ aperto limitato. Allora:

1. Esistono (e,)nenw una base Hilbertiana di L?(A) ed una successione
(An)nen di autovalori strettamente positivi di Tp, di molteplicita finita,
tali che e,, € un autovettore relativo a A, per ognin € IN. Inoltre \,, — 0
e vale \; > A\;y1 per ogni i € IN.

13



14 CAPITOLO 1. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

2. Per ogni f € L*(A), la funzione u € L*(A) definita come:

U= Z An(€ns f)r2cayen

n=1
e 'unica soluzione debole di problema di Dirichlet

Dimostrazione. 1. Sia f € L*(A). Per il Teorema loperatore T ¢
compatto, autoaggiunto e strettamente positivo su L?(A). Per il Teore-
malL.5di Hilbert-Schmidt esiste una base Hilbertiana (e, )new di L?(A)
e una successione (\,),en di autovalori reali strettamente positivi tali
che A\, = 0 e per ogni n € IN si ha Tpe, = \,e,. Quindi possiamo or-
dinare la successione di autovalori in modo che valga \; > A1 ,7 € IN.
Infine A\, ha molteplicita finita per ogni n € IN.

2. Fissata f € L*(A), per il Teorema di sviluppabilita in serie di
Fourier abbiamo che:

o0

= Z(ena f)r2ayen

n=1

da cui applicando Tp otteniamo:

TDf = Z(em f)LQ(A)TDen - Z(em f)L2(A))\TL6TLu
n=1 n=1

Pertanto, ponendo u = Tp f, rispetto alla norma di L?(A) abbiamo che
la funzione

U= Z )‘n(ena f)LQ(A)en
n=1

e 'unica soluzione debole del problema di Dirichlet.
m

Definizione 1.7. Sia A C R" un insieme aperto e limitato. Chiameremo
autovalore dell’operatore —A in A con condizioni di Dirichlet al bordo, un
numero A € R tale che il problema:

—Au=Mu sud
u=0 su 0A

ammetta una soluzione debole non nulla, ovvero esista u € Hj(A) con u # 0
tale che per ogni v € H}(A) si ha che:

/Vu-chm:)\/uvdx.
A A

Tale u, si dice autovettore o autofunzione relativa a A di —A.

14
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Teorema 1.11. Sia A C R™ un insieme aperto e limitato. Se A € R ¢
autovalore di —A allora A > 0.

Dimostrazione. Non puo essere A = 0 perché 'unica soluzione debole del
problema
—Au=0 sud
{ u=>0 su 0A

e u=0. Sia quindi A # 0 e u # 0 il relativo autovettore. Abbiamo percio

0 < ||ull10= / (Vul? do = )\/ lul? dz = A||ul|p2(a)-
A A

Siccome ||u||z2(4) > 0 otteniamo A > 0. O

Teorema 1.12. Sia A C R” un insieme aperto limitato e A > 0. Allora sono
equivalenti le seguenti affermazioni:

1. X & un autovalore per —A,;
2. A7 & un autoralore per Tp.

Inoltre u € HJ(A) ¢ un autovettore relativo a A per —A se e solo se u & un
autovettore relativo a A~! per Tp.

Dimostrazione. Siano A > 0 e u € H}(A). )\ ¢ autovalore per —A e u ¢
autovettore relativo a A se e solo se per ogni v € H}(A) vale

/Vu-Vvdxz)\/u-vdx.
A A

Da cui, essendo A # 0 e per la linearita di V otteniamo:

/u-vd:zc:/\_I/Vu-Vvdx:/V()\_lu)-Vvdx
A A A

il che & equivalente a dire che Tpu = A~'u, cioe A~! & un autovalore per Tp e
u & un autovettore relativo a A=!. Tutti i passaggi della dimostrazione sono
delle equivalenze e quindi segue la tesi. O

Teorema 1.13. Sia A C R" un insieme aperto e limitato. Allora autovettori
associati ad autovalori distinti di —A sono ortogonali rispetto al prodotto
scalare (-, +)10.

15



16 CAPITOLO 1. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

Dimostrazione. Siano A, i > 0 due autovalori distinti di —A e siano u,v €
Hi(A) i relativi autovettori rispettivamente di A e p.

Dimostriamo che (u,v); 9 = 0. Per il Teorema A~ e p~! sono autovalori
distinti di Tp e v e v sono autovettori relativi rispettivamente a A\=! e p=1.
Essendo Tp autoaggiunto, autovettori relativi ad autovalori distinti di Tp
sono ortogonali per il prodotto scalare di L?(A). Da cio e dalla definizione di
autovalore di —A otteniamo quindi:

(u7v)1,0:/VU'VUCZI‘:)\/U,UCZZE:)\(U,'U)LQ(A):O,
A A

Teorema 1.14. Sia A C R"™ aperto e limitato. Allora:

1. Esistono una base Hilbertiana (e, )nen di L?*(A), con e, € Hy(A) per
ogni n € N, ed una successione (p,)neny di autovalori strettamente
positivi di molteplicita finita tali che —Ae,, = u,e, per ogni n € N.
Inoltre p,, — oo e vale p; < p;1Vi € IN.

2. La successione ({4, )nen sono tutti e soli gli autovalori di —A.

Dimostrazione. 1. Dal Teorema , esistono (e,)neny una base Hilber-
tiana di L?*(A), con e, € HJ(A) (Tpe, = A\,e, € HL(A) per definizione
di soluzione debole e, siccome N, # 0, e, = Tpe,/\, € Hi(A)) ed
una successione (\,)pen di autovalori strettamente positivi di Tp di
molteplicita finita tali che per ogni n vale

The, = Apen.

Inoltre A\, — 0 e \; > A1 per ogni i € IN. Poniamo p,, := A, '. Quindi
lim,, o pt, = 00 ed inoltre vale p,, < p,41 per ogni n € IN.

Dal Teorema abbiamo che per ogni n € N p,, ¢ un autovalore per
—A e poiché e, € un autovettore relativo a \,, per I'operatore T, allora
e pure un autovettore relativo a u, per 'operatore —A. In piu p, ha
molteplicita finita poiché A\, ha molteplicita finita.

2. Proviamo che la successione (u,,)n,en € formata da tutti e soli gli auto-
valori di —A.
Supponiamo per assurdo che esista y > 0 autovalore di — A tale che
risulti p # p, per ogni n. Allora esiste u € HJ(A) con u # 0, auto-
vettore relativo a u. Dal Teorema sappiamo che (u, €n)1,0 = 0 per
ogni n € IN, ovvero, per la definizione di autovalore di —A:

(wren)yo = /AV“ - Vendr = N/Au “endr = (U, en) 204y = 0.

16



1.5. DEFINIZIONE DELLA FREQUENZA FONDAMENTALE 17

Poiché (e, )nen ¢ una base Hilbertiana di L?(A) allora u = 0, ma questo
¢ in contraddizione con le ipotesi. Percio gli elementi della successione

(tn)nen sono tutti e soli gli autovalori di —A.
]

1.5 Definizione della frequenza fondamentale

Riassumendo la sezione precedente, abbiamo che esistono una sequenza cre-
scente di autovalori di —A (A,)pew con A, > 0 e A\, — oo ed una famiglia
di autofunzioni (f,)new C Hg(A) tali che —Af, = \,f, per ogni n € IN.
Inoltre (fy)new ¢ una base Hilbertiana di L*(A).

Quindi il sistema diventa il seguente:

Afn:_knfn reA
fn=0 su 0A
attgn = _/\n *On te R

Essendo A, > 0, le soluzioni dell’ultima equazione sono, al variare di due
costanti reali A,, e B, le seguenti:

Gn = Ay - cos(v/ A, - t) + By, - sin(\/ A, - 1).

Quindi v/, ¢ la frequenza della funzione u, = f, - gn.

Notare che abbiamo trovato solo le soluzioni che sono a variabili separabili,
ma utilizzando la linearita del problema e il fatto che le (f,,),en formano una
base Hilbertiana di L?(A), per il principio di sovrapposizione, si ha che ogni
soluzione del problema e una combinazione lineare delle soluzioni appena
trovate:

u(@, ) = up(z,t) =Y ful@) - (A - cos(v/Ag - 1) + By -sin(y/ A, - 1)).

Tra tutte le soluzioni quindi quella che ha frequenza minore é:

uy(z,t) = fi(z) - (Ay - cos(v/ A - ) + By - sin(y/A; - 1)).

La frequenza fondamentale associata all’insieme A e percio v/\; ed € minima
quando A; lo é. Chiamiamo A\ := A\(A).

17
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Capitolo 2

Riformulazione del problema in
termini variazionali

L’obiettivo ora & quello di riformulare il problema in termini variazionali, in
particolare in questo capitolo dimostriamo che A(A) ¢ il minimo del seguente
funzionale:

F:H;(A) {0} = R F(u) ::%

F(u) si chiama quoziente di Rayleigh. Dalla disuguaglianza di Poincaré si
ha che esiste C'(A,n) > 0 tale che F(u) > m > 0. Quindi il funzionale
possiede un estremo inferiore, chiamiamolo m. Sorge naturale la domanda
se tale estremo m € pure un minimo e se esistono funzioni u, dette ottimali,
che verificano 'uguaglianza m - [, |Vul?dz = [, u*dx.

In questo capitolo, mediante il metodo diretto del Calcolo delle Variazioni,
dimostreremo il seguente teorema:

Teorema 2.1. F ha minimo su H}(A) \ {0} ed esiste una funzione u per
cui vale l'uguaglianza.

Osservazione: e equivalente dimostrare che esiste il minimo di:

{/ ]Vu]Qda::uEHé(A),/qule}.
A A

Successivamente mostreremo che tale minimo e proprio A(A).
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20 CAPITOLO 2. RIFORMULAZIONE DEL PROBLEMA IN TERMINI VARTAZIONALI

2.1 Metodo diretto del Calcolo delle Varia-
zioni

Il metodo diretto del Calcolo della Variazioni si basa sulla stessa idea del
Teorema di Weierstrass di usare la continuita di una funzione e la compat-
tezza del dominio per dimostrare I’esistenza del minimo di tale funzione. Per
un approfondimento si rimanda al capitolo 1 di [4].

Sia quindi X un insieme ed F' : X — (—o00, +00| una funzione e studiamo
il problema di esistenza del minimo di {F(z) € (—o0,+o0] : x € X }.
L’idea ¢ quella di cercare una topologia 7 su X con le seguenti proprieta:

e F': X — (—00,+00] semicontinua inferiormente, cio¢ per ogni t € R
si ha {z € X|F(x) >t} € 7, ovvero i sopralivelli stretti sono insiemi
aperti,

e (X, 1) & compatto.

Queste due proprieta sono in competizione, perché & piu probabile che (X, 7)
sia compatto se ci sono pochi aperti, ma allora e piu difficile che tutti i
sopralivelli siano aperti. Ma se si riesce ad avere entrambe le proprieta allora
possiamo concludere:

Teorema 2.2. Sia (X, 7) compatto e F' : X — (—o00,+00| semicontinua
inferiormente (s.c.i.) su X rispetto a 7. Allora F' assume minimo su X.

Dimostrazione. Sia m = inf{F(z) € (—oo,+0o0] : x € X}. Se F non ¢
costantemente +oo allora m € [—o0, +00).

Sia (An)nen tale che A\, 11 < A, per ognin € Nelim, ., A, = m. Definiamo
A, = {x € X|F(x) > A\,} che sono aperti per ipotesi e banalmente A, C
A,11. Supponiamo per assurdo che m non sia minimo, allora F(x) # m
per ogni x € X e questo implica che X = [J>7, A,. Per compattezza esiste
NeNte X =UN,A, = Ay e quindi F(z) > \y > m per ogni = € X,
che ¢ in contraddizione con la definizione di m. O

Osservazione: Nel caso in cui (X, 7) soddisfi il primo assioma di nume-
rabilita, ossia che il filtro degli intorni di ogni punto di X ammetta base
numerabile, le seguenti affermazioni sono equivalenti (si veda la Proposizione

1.7 di [4]):
o F': X — (—00,+00| & semicontinua inferiormente,

e per ogni * € X si ha F(x) < liminf, o, F(z,) per ogni (zp)nen
successione convergente a z in X.

20



2.2. ESISTENZA DEL MINIMO DEL QUOZIENTE DI RAYLEIGH IN H} 21

Tutti gli spazi metrici soddisfano tale assioma, ad esempio considerando come
base le palle aperte di raggio 1/n con n € IN. Le topologie deboli in generale
non sono metrizzabili, ma se lo spazio duale e separabile allora i sottoinsiemi
limitati possono essere dotati di una metrica che induce la topologia debole
(vedi Teorema I11.25” di [3]). In particolare i sottoinsiemi di Hj(A) limitati
sono metrizzabili in quanto spazio di Banach separabile e riflessivo (vedi
Corollario 111.24 di [3]). D’ora in poi, quando equivalenti, useremo il termine
“semicontinuita inferiore” anche per la seconda proprieta.

2.2 Esistenza del minimo del quoziente di Ray-
leigh in H}

Come abbiamo gia visto, su H*(A) sono definite la topologia forte e la topo-
logia debole. Inoltre, la topologia debole, che vedremo essere esattamente la
topologia cercata nel metodo diretto del Calcolo delle Variazioni, si descrive
sequenzialmente nel seguente modo:
fh — f in H' se fh — f in LQ(A) (S th — Vf in LQ(A)

Dimostriamo ora due teoremi che ci permetteranno infine di dimostrare
il Teorema [2.11

Teorema 2.3. Sia X uno spazio riflessivo e sia A C X chiuso debolmente e
limitato. Allora A € compatto debole.

Dimostrazione. Essendo A limitato allora esiste R € R™ tale che A C
Bx(0,R). Per il Teorema di Kakutani, essendo X riflessivo, Bx (0, R) ¢
debolmente compatta. Percio essendo A un chiuso debole in un compatto
debole e anch’esso un compatto per la topologia debole. ]

Teorema 2.4. Sia (X, || - ||) uno spazio normato. Allora la norma ¢ se-
micontinua inferiormente per la convergenza debole, ossia se (23 )pen € una
successione che converge debolmente a z € X, allora ||z|| < liminf, . [|z4]|-

Dimostrazione. Sia (X, || - ||) lo spazio normato e (X', || - ||x/) il suo dua-
le, dove |z'[[x = sup,<i(2’,x), con (2, x) che indica la valutazione di
2’ in z. Dal Teorema di Hahn-Banach (si veda Corollario 1.4 di [3]) si ha
|z]| = supju ., <1 [(z',x)]. Sia ora (zj,)ren una successione che converge de-
bolmente a z in X, x, — z, ovvero per ogni 2’ € X’ vale («', x,) — (2/,x)
per h — oo.

Dunque se ||2'|| x» < 1siha|(z/, 2)| = limy o0 [(2/, 2)| = liminf;, o [(2/, )| <
liminfy, oo |2 || x/||zn || < liminf),_, ||| € quindi passando al sup otteniamo
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22 CAPITOLO 2. RIFORMULAZIONE DEL PROBLEMA IN TERMINI VARTAZIONALI

la semicontinuita inferiore della norma per la convergenza debole:

|z = sup [(2/,x)] < liminf||z,].
2/ s <1 h=ro0

Dimostriamo il Teorema [2.1]

Dimostrazione. Sia m := inf{ [, [Vul*dz : v € Hj(A), [, u*dz = 1}. Allora
esiste (up)pew Successione minimizzante, cioe (up)pew C X = {u € HJ(A) :
[ u*de = 1} tale che m = limj o [, [Vup|?dz. Essendo minimizzante,
(un)nen € limitata in Hg(A), quindi esiste ' € Hg(A) tale che [, |Vu/|*dx <
00 € (up)pen C K :={u € Hy(A) : [,|Vu|*de < [, |Vu/|*dz}.

Definiamo su K la topologia debole di H'(A) e mostriamo ora che ¢ la
topologia cercata nel metodo diretto del Calcolo delle Variazioni:

e Semicontinuita inferiore della norma || - ||(1,0).
Basta applicare il Teorema a (Hy(A),] - |l(1,0)) e si ottiene che se
up, — uwin Hj(A) allora ||ul|(1,0) < liminf, o [Jus|1,0)-

e K e debolmente compatto.

K ¢ limitato infatti per ogni v € K vale ||ulao = [[Vullrza <
V|| 24y < 0o. Quindi, per quanto visto, esiste una metrica che
induce su K la topologia debole. Inoltre K ¢ debolmente chiuso perché
se (up)new C K converge debolmente ad u € H}(A) allora per la semi-
continuita inferiore ||ul/(1,0) < liminfy_ e ||unl|10) < ||t/]|(1,0) € quindi
u € K. Applicando il Teorema si ha percio che K e debolmente
compatto.

Sono soddisfatte entrambe le ipotesi del Teorema[2.2} quindi || - [|(1,0) ammet-
te minimo su K. Mostriamo ora che tale minimo sta in X, ossia che X e
chiuso rispetto alla topologia debole. Essendo (uy,)pen limitata in uno spazio
riflessivo (si veda il Teorema I11.27 di [3]), esiste u € H}(A) e una sottosuc-
cessione (up, )ren tale che uy, — u in HJ(A), ovvero uy, — w in L*(A) e
Vuy, — Vu in L*(A). Dal Teorema di Rellich-Kondrachov I'inclusione
canonica i : H}(A) — L*(A) & compatta e quindi esiste un’ulteriore sotto-
successioni (u})jen tale che uf — u in L?*(A) fortemente. In particolare, per
la continuita della norma || - || z2(4), si ha [, v?dz = 1, ovvero u € X.

Per la semicontinuita inferiore e per definizione di estremo inferiore si ha:

m < / |Vul*dz < liminf/ [Vui*de = m.
A I JA

Quindi valgono tutte le uguaglianze e percio m e effettivamente un minimo
ed esiste u € X funzione ottimale. O]
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2.3. A(A) E IL MINIMO DEL QUOZIENTE DI RAYLEIGH 23

2.3 A(A) e il minimo del quoziente di Rayleigh

Dimostriamo ora che il minimo del quoziente di Rayleigh e il primo autovalore
di —A. Per fare cid, fissata ¢ € Hj(A), si introduce la seguente funzione:

 [uIV(u+eg)Pdr
(e) = AfA lu + €g|?dx

dove u ¢ il minimo del quoziente di Rayleigh. Quindi si deve avere ®'(0) =

42(0) = 0 per ogni ¢ € H}(A). Svolgendo i calcoli si ottiene:

LA IVulP 4 €[V + 2eVu - Vodr

N [ u? + €22 + 2eupdx

~ [uIVuPdr + & [ IVoPde + 2¢ [, Vu - Vdr
B [ utde + & [, $*dx + 2¢ [, ugda

Derivando rispetto la e abbiamo:

2¢ [\ |VoPdx + 2 [, Vu - Vodz) ([, u?de + € [, ¢*dx + 2¢ [, updx)

()

([ ude + € [, $*dx + 26]Au¢da:)2
([4IVul*dz + é [, |Vo|*dz + 2¢ [, Vu - Vdz) (2¢ [, p*dx + 2 [, updz)
(fAUde + e [, p?dx + ZEfAugbdx)Q
_zfAVu-ngSd:v-fAuzdx—fA|Vu|2dx~fAu¢dx
(fA“de)Q |
Quindi si ha ®'(0) = 0 per ogni ¢ € Hj(A) se e solo se vale
Vul|*d
/Vu-ngdx:M/ugbdx:m/ugbdx Vo € Hy(A),
A fA'LI/2dI’ A A

ovvero u ¢ un autovettore relativo a m, il minimo del quoziente di Rayleigh,
per 'operatore —A. Rimane da provare che ¢ il piu piccolo autovalore. Sia
A > 0 un autovalore per —A e sia w € HJ(A) con |lw|s = 1 'autovettore
relativo a \. Per definizione di m e di autovalore, si ha che:

m < / \Vw|*dr = /\/ w?dr = .
A A

Quindi m e il piu piccolo autovalore di —A:

MA)=m = min{% cu € Hy(A) N {0}}
A

= 9'(0)
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Capitolo 3

Risoluzione del problema

Per concludere ci manca solo da dimostrare la disuguaglianza di Faber-Krahn
che ci permette di affermare che A\(A) ¢ minimo se A ¢ una palla. Per fare
cio introdurremo la nozione di simmetrizzazione di Schwarz di una funzione.
Simmetrizzare significa sostituire un oggetto con uno che mantiene alcune
proprieta ma ne acquisisce altre di simmetria. La simmetrizzazione di Sch-
warz si basa su alcune idee di teoria geometrica della misura, la formula di
coarea e la disuguaglianza isoperimetrica, che richiamiamo nella prossima
sezione.

3.1 Richiami della teoria geometrica della mi-
sura
Tutti i seguenti richiami si possono trovare in [5] e in [6].

Teorema 3.1 (Disuguaglianza di Brunn-Minkowski). Siano A, B C R" due
insiemi non vuoti, allora

gn(A_l_B)l/n 2 gn(A)l/n_{_gn(B)l/n’
dove A+ B={x+y:x€ Ay € B}.
Per la dimostrazione si veda il Teorema 3.2.41 di [6].

Definizione 3.1 (Misura di Hausdorff). 1. Siano A C R, 0 < s < o0,
0 < § < 0o. Definiamo

H5(A) = inf { i a(s) (dia;ncj)s AC G 0, diamC; < 5},
j=1

j=1

25



26 CAPITOLO 3. RISOLUZIONE DEL PROBLEMA

s/2 _ _ .
dove a(s) = f=iq. con I'(s) = [, e a* tdx la funzione Gamma
2

usuale.

2. Siano A e s come sopra, allora definiamo:

H°(A) = Tim H3(4) = sup Hj(A).

6>0

Chiamiamo 7% la misura di Hausdorff s-dimensionale su R".

Osservazione: F° € una misura di Borel regolare e si puo dimostrare che

" = L™ su R™.

Teorema 3.2 (di Rademarcher). Sia f : R” — R™ una funzione localmente
lipschitziana, con n,m € IN. Allora f ¢ differenziabile .Z"-quasi ovunque.

Per la dimostrazione si veda il Teorema 2 in §3.1.2 di [5].

Teorema 3.3 (Formula di coarea). Sia f : R® — R una funzione lipschi-
tziana. Allora per ogni g : R" — [0, 00) Z"-misurabile si ha:

/"g(x)|Vf| dz = /OOO (/f_l({t})gd%"‘1> dt.

|V f|dx si chiama termine di coarea.

Osservazione: La formula di coarea € una sorta di generalizzazione cur-
vilinea del Teorema di Fubini.
Per la dimostrazione si veda il Teorema 2 in §3.4.3 di [5]. Nella formula

si e sfruttato che Jf = [V f|.

Definizione 3.2 (Perimetro). Sia £ C R" un insieme .£"-misurabile. Defi-
niamo allora per ogni aperto A C R™:

P(E,A) = sup {/ divp(x)ds : o € CHA,R™), |||l < 1}.
B

Il perimetro di F ¢ allora P(E) = P(E,R"™).
Osservazione: Si puo dimostrare che qualora OF sia di classe C! allora

P(E) coincide con " 1(OF) (si veda I'esempio 2 in §5.1 di [5]).

Teorema 3.4 (Disuguaglianza isoperimetrica quantitativa). Sia n > 2. Fis-
sato r > 0, definiamo & := {B C R" : B palla di raggio r} e poniamo
wy, = ZL"(B) con B € A. Sia E C R" Z"-misurabile con .£"(E) = w,.
Definiamo dist(E, ) =infpegdist(E, B) =infgc.Z"(FAB). Allora esiste
a, > 0 tale che per ogni B € %:

P(E) — P(B) > a,dist(E, %)*
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3.2. SIMMETRIZZAZIONE DI SCHWARZ 27

Per la dimostrazione si veda [7].

Osservazione: Quindi P(F) > P(B) per ogni E misurabile avente stessa
misura di B e vale l'uguaglianza se e solo se dist(£, %) = 0, cioe se e solo se
E & una palla di uguale misura di B. Cio significa che tra tutti gli insieme
di stessa misura quelli di perimetro minimo sono tutte e sole le palle. In
particolare se £ C R™ ¢ un insieme .- misurabile la cui frontiera OF ¢ di
classe C*, allora se B ¢ una palla tale che Z"(E) = £"(B) vale la seguente
disuguaglianza:

A" Y OB) < A OE).

Teorema 3.5 (di Sard). Sia A C R" e f: A — R una funzione C*(A4, R).
Allora D'insieme dei valori critici ha #!-misura nulla, dove ¢ € R & valore
critico se esiste x € A tale che ¢ = f(x) e il gradiente di f calcolato in = ¢
nullo.

Per la dimostrazione si veda [§].
Osservazione: Sia A C R" e f € C*®(A,R), allora per i teoremi di Sard

e di Dini I'equazione f(x) = t definisce una sottovarieta regolare per quasi
ogni t. Quindi Mz € R": f(z) >t} = {x € R": f(x) =t} ed ¢ di classe C'.

3.2 Simmetrizzazione di Schwarz

Sia f : R" — [0,00) funzione Z"-misurabile con la seguente proprieta di
riarrangiabilita:

L"{x e R": f(z) > t}) < oo perognit > 0.
Chiamiamo i sopralivelli stretti di f con A; := {x € R": f(x) > t}.
L’obiettivo ¢ quello di trovare un’altra funzione f* che abbia le seguenti

proprieta:

1. f* sia a simmetria radiale, ossia esista ¢ : [0,00) — [0,00) tale che
f*(x) = ¢(|z]) per ogni z € R™,

2. f]Rn(f*)2 dr = f]Rn f? de,
3. Jun IV P do < [ [V fI? da.
A questo scopo diamo le seguenti definizioni:

Definizione 3.3. Dato A C R™ un insieme misurabile con .£"(A) < oo, sia
A* := B (0, R) dove R ¢ scelto in modo che Z"(A*) = Z"(A).
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28 CAPITOLO 3. RISOLUZIONE DEL PROBLEMA

Osservazione: Esiste un unico R che soddisfa tale proprieta in quanto la
funzione R — Z"(Bgr~(0, R)) & strettamente crescente.
Notiamo inoltre che possiamo riscrivere f(z) in questo modo:

f(z) o0 [e%e}
f(z) :/ Ldt :/ X(0,7(2)) (t)dt :/ XA, (z)dt.
0 0 0

Infatti Xjzerr:f@)>6 (%) = 1 € X, f@)(t) = 1 e Ay ha misura finita per
ipotesi.
Diamo quindi ora la definizione di simmetrizzata di f:

Definizione 3.4. Data f : R" — [0, 00) funzione .#"-misurabile riarrangia-
bile, ovvero con la proprieta di riarrangiabilita, la sua simmetrizzata ¢ cosi
definita:

ra = | " s ()

Proprieta elementari di f*:
o Ay ={zeR": f*(z) > t},
o f* e Z"-misurabile, in quanto i sopralivelli sono insiemi aperti,

e f* soddisfa la prima proprieta richiesta, infatti i sopralivelli sono palle.
Inoltre si ha anche che ¢ € non crescente.

Teorema 3.6. Data f : R™ — [0, 00) funzione .Z"-misurabile riarrangiabile,
allora vale la seconda proprieta, ovvero [o. |f*[* dz = [, |f]? dz.

Dimostrazione. Utilizzando Fubini-Tonelli si ottiene:

r? o0
2 du = / ( / 1dt) dv = / ( / Xos@ndt) da
R™ n 0 n 0
- / ( / 1d:c>dt
0 {zeR": f(x)2>t}
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O
Studiamo ora la terza proprieta. Per fare cio enunciamo il seguente teorema:

Teorema 3.7. Sia f : R" — [0,00) funzione £"-misurabile riarrangiabile.
Allora se f € Lip(R") allora anche f* € Lip(R") e vale Lip(f*) < Lip(f).

Dimostrazione. Per ipotesi esiste L > 0 tale che | f(z) — f(y)| < L|x —y| per
ogni x,y € R". Fissiamo x,y € R" e definiamo t; := f*(z), t3 := f*(y). Se
t, = ty abbiamo concluso, se invece sono diversi possiamo assumere t; > ts.
Sia allora € > 0 tale che 2¢ < t; — t5. Abbiamo quindi che:

re{reR": ) >t —ef={x eR": f(x) >t — €} := Bgrn(0,11),

[
y¢{reR": ff(x) >ta+e} ={z €R": f(x) >ts+ €} := Bgrn(0,12),

per opportuni ry > 7 > 0. Da cio si deduce che |z —y| = 9 — 7.
Definiamo E) := {x € R" : f(z) > t; — ¢}, By :={x € R": f(x) > ta + €}.
Quindi Z"(Ey) = ZL"(Brn(0,11)), L"(E2) = ZL"(Br(0,12)) e siccome
2¢ < t; — ty si ha che By C B

Consideriamo ora r = dist(Ey,0E,) = inf{|2’ — /| : 2’ € Ey,y € 0F,}.
Osserviamo che Fy + rBrn(0,1) C Es, e quindi otteniamo:

ngn(B]Rn (0, 1)) = gn(BRn (0, ?"2)) 2 gn(El + TB]Rn (O, 1))
> (L)Y + L7 (r By (0, 1))
= (L"(Bgn(0,71))"/" + £ (Brn (0,7))"/")"
= gn(BRn (07 1))(7"1 + ’I“)n.

Nella seconda disuguaglianza si ¢ usato il Teorema [3.1 Si conclude quindi
che ry = ri4r, ovveror < ro—ry < |x—y|. Prendiamo ora 2’ € E; ey’ € OF;
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tali che |z’ — ¢/| < r + e. In particolare si ha f(2') > t; —ee f(y) <ty +e
Quindi:
[ (@) = ffWl =1t —to| =t1 =2 < f(2") + e = f(y) + ¢
<Ll — | +2e < L(r+e)+2 < L(|lz — y| + €) + 2e.

Per larbitrarieta di € si conclude che |f*(x) — f*(y)| < L|z — y. O

Teorema 3.8 (Disuguaglianza di Pdlya-Szego). Sia f € H'(R") riarrangia-
bile. Allora f* € H'(R") e vale la terza proprieta:

/|Vf*|2dx</ IV £|? dx.
R" R"

Dimostrazione. Possiamo supporre f > 0, altrimenti la si puo sostituire
con |f|. Dimostriamo intanto la tesi per il caso in cui f € C°(R") e poi
estenderemo per densita a tutto H'(R").

Supponiamo percio f € C®(R™). f & quindi lipschitziana e, per il Teore-
ma 3.7, lo & pure f*. Inoltre per il Teorema di Rademarcher le funzioni
lipschitziane sono differenzabili quasi ovunque, quindi V f e V f* sono definiti
quasi ovunque. In aggiunta, essendo f in H'(IR™) per ipotesi, il suo gradiente
¢ in L?(R") e quindi tutti gli integrali che scriveremo sono ben definiti.

Ora utilizzando la formula di coarea (Teorema [3.3), con |V f|dz termine
di coarea, si ha:

/ ]Vf\zdx:/ V£V ] da::/ (/ |Vf\d%ﬂ"*1) dt.
n R™ 0 {zeR": f(z)=t}

Analogamente si trova:

/ |Vf*|2dac:/ (/ |Vf*|d<%ﬂ”‘1) dt.
R” 0 {zeR": f*(x)=t}

Ora sappiamo che Z"({zx € R" : f(z) > t}) = L"({z € R™ : f*(x) > t})
per ogni ¢t > 0. Calcoliamo .Z"({z € R" : f(z) > t}) utilizzando sempre la
formula di coarea con |V f|dz termine di coarea:

1
L f>t)) = /]Rn X{f>t}($) dx = /]Rn X{f>t}($)W|vf| dx

o 1
= x)——d#" 1) ds
/0 </{f:s} Xir>t( )|Vf| )

e 1
= x)——d#" 1) ds
[ </{fs} X{f>t}( )|Vf| >
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:/too</ S}def” ) ds.

Nella quarta uguaglianza si e usato il fatto che se s < ¢ Uinsieme {f =
s}y N {f > t} ha misura nulla e nella quinta che se s > t allora su {f = s}
vale x (s> (z) = 1. Analogamente si trova:

2= [ ) o

=/t°° ,Vlf O = ) ds

Nell'ultima uguaglianza si e sfruttato il fatto che f* & radiale, ossia |V f*| &
costante sulla palla {f* = s}.

Applichiamo ora il Teorema di Lebesgue, affermante che ogni funzione
monotona ¢ derivabile quasi ovunque, alla funzione t — Z"({f > t}). Cio
permette di derivare £"({x € R": f(z) > t}) = L"({z € R" : f*(x) > t})
e ottenere l'uguaglianza £ £"({zx € R" : f(z) > t}) = 2.¢"({z € R" :
f*(z) > t}) per quasi ogni ¢t > 0. Utilizzando ora il Teorema fondamentale
del calcolo integrale si ottiene:

d n n . = Rvail nl
L ({z eR": f(2) > 1}) = = /f 5 IVf|d%

GL U ER (@) > 1) =~ UL = 1))

Otteniamo quindi la seguente uguaglianza per quasi ogni t > 0:

1 1 o
/f 4 IVfl o IVf | “{fr=1}).

Ora pero, usando la disuguaglianza di Holder, si ottiene:

== [ gl

< (/ . |vf|d%” D /2</{f:t}|Vf|d%”‘1>l/2

Abbiamo cosi:

LA = (S = IV
V flds#"~ —
[, v 2 A = 1))
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>IVPbE =y = e

Nella seconda disuguaglianza si € usata la disuguaglianza isoperimetrica (Teo-
rema che, siccome Z"({f > t}) = ZL"{f* > t}), ci permette di
concludere " 1({f* = t}) = A" O{f* > t}) < " O{f > t}) =
HAH{f =t}). Infatti, essendo f* radiale, {f* = ¢} ¢ una palla, ed ¢ quin-
di inoltre di classe C'. Nell'ultima uguaglianza si ¢ usato il fatto che |V f*|
¢ costante su {f* = t}.

Infine, integrando su (0,00) I'ultima disuguaglianza e per quanto visto
all’inizio della dimostrazione si trova la tesi:

/|Vf*|2dx</ IV f|? dx.
R" R7

Dimostriamolo ora per una f in H'(R"). Essendo C°(R"™) denso in
H'(R™), esiste una successione (fx)rew C C°(R") tale che f;, — f in
HYR"), ovvero fr — fin L*(R™) e Vfi, — Vf in L?*(R"). Per il Teorema
3.6] e per quanto visto nel caso precedente vale:

I fellie = 1 fillz2wny + IV fillL2wny < 1 fell2mey + IV frllz2@ny = 1 frll12-

La successione (fi)ren © convergente in H'(R™) e percio ¢ limitata. Quin-
di, per la disuguaglianza precedente, ¢ limitata pure la successione (f)ien.
Essendo H'(R™) riflessivo, esiste una sottosuccessione ( fi)jen e una v €
H'(R") tali che fi — v in H'(R") (si veda il Teorema I1.27 di [3]). Ora
pero si ha v = f* (per questo fatto si veda la dimostrazione del lemma 2.4 di
[9]), e quindi si ¢ dimostrato che f* € H'(R"). Inoltre, per la continuita e la
semicontinuita inferiore rispetto alla convergenza debole della norma || - || 2,
si ottiene:

1 [r2@ey + IV p2ny = 1/ [12 < hjfgglf /%,

1,2

<liminf{|filhe = [1/]z2me) + 11V Fllz2gen.

Ora, essendo || f*||r2mny = || f||z2(rn, si ottiene quanto voluto, concludendo
cosi la dimostrazione:

/|Vf*|2dx</ IV fPda.
R™ R™
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3.3 Disuguaglianza di Faber-Krahn

Abbiamo ora tutti gli strumenti necessari per dimostrare il seguente teorema
e concludere la tesi.

Teorema 3.9 (Disuguaglianza di Faber-Krahn). Sia A C R? un aperto
limitato e sia B una palla in R? tale che .£?(A) = £?(B). Allora vale la
seguente disuguaglianza:

AMB) < A(A).
Dimostrazione. Sia A* = Bgz(0,r) tale che £*(A) = £*(A*). Dal Teorema
, esiste f € Hj(A) che minimizza il quoziente di Rayleigh, ossia:

V2
MA) = —f/}L féllj

Possiamo supporre f > 0 in A. Estendiamo f a tutto R? ponendo f = 0 su
R?\ A. Quindi f € H'(R?) ed ¢ banalmente riarrangiabile. Sia f* € H'(R?)
la simmetrizzata di f, allora f* ¢ a simmetria radiale e f*(x) # 0 se e solo se
r € A*, e percid banalmente f € H'(A*). Inoltre f* & nulla su 9A* e quindi
f* € H}(A*). Allora per i Teoremi [3.6] e [3.8] abbiamo che:

| uran= [ fa

]Vf*\zd:c</|Vf\2d:c.
A* A

Quindi, essendo A(A*) il minimo del quoziente di Rayleigh relativo ad A*, si
conclude quanto volevamo:

AB) = Ay < L VI Tdr J, VT dr

Serd S Lpa MW

]

Osservazione: In particolare, applicando la radice quadrata ad ambo i
membri della disuguaglianza appena dimostrata, si ottiene che la frequenza
fondamentale associata alla palla B € minore o uguale di quella associata
all’insieme A, dimostrando cosi quanto voluto.
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