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INTRODUZIONE

Le pagine seguenti si basano sulla prima parte dell’articolo "Rectifiable Sets, Cauchy
Integral and Analytic Capacity" del Professor Pertti Mattila, risalente agli anni in cui
era docente del Dipartimento di Matematica dell’Universita di Jyvaskyld, Finlandia.
L’elaborato tratta argomenti di teoria geometrica della misura e analisi armonica.

Non ¢é stato facile rielaborare gli appunti in questione, poiché lo scritto del Professor
Mattila, come sottolinea egli stesso, é pitt volto ad un fine divulgativo e fornisce quindi
solo poche dimostrazioni dei teoremi enunciati. La mancanza di dimostrazioni da poter
studiare ha portato ad un altro problema, ovvero trovare un filo conduttore per questa
tesi.

Inizialmente ritenevo infatti che dai primi tre capitoli dell’articolo del Professor Mattila
sarebbe stato possibile ottenere la dimostrazione del Teorema che permette di stu-
diare il comportamento degli integrali singolari sugli insiemi del piano. Per visualizzare
I’idea che vi ¢é alla base di cid6 possiamo considerare 1’operatore pitt comune che utilizza
i valori principali, ovvero la trasformata di Hilbert, definita per funzioni Lipschitziane a
supporto compatto nel modo seguente:

Hf(z) = lim /

e—0t T
|lx—¢&|>e

fe 1,
Sl = e f(a),

La buona definizione della trasformata di Hilbert su tali funzioni deriva dalla proprieta

. . . 1 /1 1 .. . . . .
di cancellazione del suo nucleo singolare - (5 = ——) negli integrali a valori principali.

z
D’altra parte & possibile estendere la trasformata di Hilbert a L? usando la trasformata

di Fourier:

e
Abbiamo infatti ottenuto che I'operatore H ¢é limitato su C3°, che & denso in L?, e vi é

quindi un’unica estensione lineare di H su L? per il Teorema del Prolungamento Lineare
Continuo.

[[H fl|2 = c[|H f||2 = c|| f]]2

= c||f]]2-
2

I passaggi precedenti si basano sulla proprieta di cancellazione dell’integrale singolare di
g(&) = %_5 su R. E anche possibile estendere tale definizione integrando su una curva C*,
in quanto in un intorno sufficientemente piccolo di un suo punto x la curva in questione
¢ approssimabile alla retta tangente in = e la proprieta di cancellazione é nuovamente
soddisfatta. Viene dunque naturale chiedersi se sia possibile andare oltre e definire gli
integrali singolari su insiemi pitl generici del piano, che é proprio 'obiettivo del Teorema

[4.3] sopra accennato.

Tuttavia, in seguito ad ulteriori ricerche, mi é sovvenuto che non solo la maggior parte
degli argomenti trattati dall’articolo non era necessaria allo studio degli integrali sin-
golari, ma una dimostrazione completa del Teorema trascendeva di gran lunga (per
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complessita degli argomenti trattati e tempo necessario per la sua stesura) il lavoro di
una tesi triennale. FEra effettivamente venuto a mancare un protagonista per questo
elaborato, per cui é stato necessario trovarne uno nuovo.

Solo in seguito, dagli articoli citati dal Professor Mattila, mi risultd evidente un tema
ricorrente nelle dimostrazioni ed enunciati, un perfetto filo conduttore che era sempre
stato davanti ai miei occhi: la curvatura di Menger, che introdurremo nel capitolo 2.
B grazie alla curvatura di Menger che potremo trovare definizioni alternative per I'm-
rettificabilita nel capitolo 3, grazie all'introduzione delle misure tangenti, ed é sempre
grazie alla curvatura di Menger che, nel capitolo 4, vedremo come le varie proprieta di
regolarita degli insiemi del piano influiscano sulla limitatezza in L? dell’integrale singo-
lare. Poter riscontrare come ciascuno dei risultati precedenti sia intrinsecamente correlato
con la geometria di insiemi del piano, e in particolare con la loro curvatura, sara proprio
I’obiettivo finale che ci proporremo nelle pagine a seguire.

Alla fine ci chiederemo se sia possibile, partendo da un buon comportamento dell’operatore
integrale di Cauchy, dedurre delle proprieta geometriche sulla regolarita dell’insieme
di integrazione, arrivando a dare una dimostrazione se non altro parziale del Teorema
4.9
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1. m-RETTIFICABILITA

In questa sezione introdurremo alcune nozioni geometriche necessarie per i capitoli suc-
cessivi. Lo scopo di questo capitolo ¢ arrivare a definire una nuova classe di insiemi detti
m-rettificabili, che studieremo pit ampiamente in seguito. Per far cio, in primo luogo
dovremo definire misura e dimensione di Hausdorff.

Definizione 1.1. (Misura di Hausdorff s-dimensionale)

Definiamo, per A C R" la misura di Hausdorff s-dimensionale di A (per 0 < s < c0) nel
modo seguente:

H*(A) = lim inf {Z d(E,)*: Ac | JEi,d(E;) < 5} :
=1

=1

Dalla definizione é possibile osservare come per s = n la misura di Hausdorff s-dimensionale
¢ uguale a un multiplo della misura di Lebesgue n-dimensionale e, in particolare, per
n = 1 le due misure coincidono. Per s = m € N se A é una superficie m-dimensionale
di classe C', allora la sua misura di Hausdorff m-dimensionale ¢ un multiplo della sua

area m-dimensionale, in particolare per m = 1, H!(I") fornisce la lunghezza della curva
r.

Per s generici, la misura di Hausdorff ci permette di studiare le proprieta di particolari
classi di insiemi autosimilari. A tal proposito forniamo il seguente esempio.

Esempio 1.2. (Insiemi di d-Cantor in R?)

Sia 0 < d < %, @ un quadrato chiuso di lato 1, Q1,1,...,Q1,4 quadrati chiusi di lato
d dentro @, ciascuno di essi avente un angolo retto in comune con uno degli angoli di
Q. Reiterando per ogni n poniamo @y 1,...,Qn4n quadrati chiusi di lato d" dentro i
quadrati Qpn-11,...,Q,_14n—1, ciascuno di essi avente un angolo retto in comune con
uno degli angoli di Qp—1,1,...,Q,_1 4n—1. Poniamo quindi

oo 4k

Ca= ﬂ U Qr.j-

k=1 j=1

E possibile osservare che per sq = lolg(z%’ si ha:

0 < H4(Cy) = 4"(V2d")* = V2™ < o0

In particolare per d = 1/4 si ha sy =1¢ ’H1/4(C'1/4) = /2. Come osserveremo tra poco
sq ¢ la dimensione di Hausdorff dell’insieme C; e che se esiste un tale valore per cui Cy
ha misura finita e non nulla, tale valore & unico.

Lemma 1.3. Sia 0 < s < t.
(1) Se H*(A) < oo allora H'(A) = 0.
(2) Se H'(A) > 0 allora H*(A) = oco.
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Dimostrazione: Osserviamo che le due affermazioni sono equivalenti. Dimostriamo
dunque (1).

Siano €,d > 0 fissati. Per ogni r > 0 definiamo la seguente:
HE(A) = inf {Z d(E)": AC | JEi,d(E) < 5} :
i=1 i=1

quindi esiste una famiglia di insiemi E; tale che H3(A) +¢ > > d(E;)® e d(E;) < 0 per
i=1

ogni . D’altra parte:

H5(A) <Y d(E)" <Y d(E) d(E)'™ < 85 (H3(A) + <)
i=1 i=1

Facendo tendere § a zero in questa disuguaglianza e osservando che %iH(l) H5(A) =H"(A)
_>
e H%(A) < oo, si ha la tesi.
Con il Lemma [1.3] risulta quindi ben definita la seguente:
Definizione 1.4. (Dimensione di Hausdorff)
La dimensione di Hausdorff di un insieme A C R"™ ¢
dim A = sup{s: H*(A) > 0}

= sup{s: H*(A) = oo}

= inf{s : H*(A4) < oo}

= inf{s : H*(A4) = 0}.
Nell’Esempio la dimensione di Hausdorff di ciascun C, é proprio sg, e in particolare
vi & un unico insieme C, 1-dimensionale, e cio si verifica per d = 1/4.

Introduciamo ora alcuni risultati che utilizzeremo nel capitolo 4, sulle misure tangenti. In
primo luogo affinché una misura tangente sia definita, la misura di partenza deve essere
una misura di Radon su R”, ovvero una misura Borel-regolare finita sui compatti.

Teorema 1.5. H* ¢ una misura Borel-regolare. Se E C R™ & H*-misurabile con H*(E) <
oo, allora la misura ristretta H'| g,

HYE(A) =HYENA) per ogni A C R™
e una misura di Radon.

La dimostrazione di questo teorema puo essere trovata in [M] o [F]. Grazie ad esso
potremo applicare la teoria delle misure tangenti a un’adeguata restrizione della misura
di Hausdorff.

Utilizzeremo in seguito anche i seguenti risultati sulle densita.



Definizione 1.6. (s-densita)

Sia 0 < s < r. Definiamo come s-densitd superiore e inferiore di A € R™ in z € R" le
seguenti espressioni:
. H* (AN B(z,r))
0**(A, x) = limsu o
() =l swp =55
S(ANB
05 (A, x) = liminf ialt (x,r)).
r—0 <2T)S

Se coincidono (ovvero esiste il limite), chiamiamo tale limite la s-densita di A:

(4 0) =ty HS(A(r;jS(x,r))

Teorema 1.7. Sia A C R"™ con H*(A) < oco. Allora per quasi ogni x € A vale

975 < 0*5(A,z) < 1.

La dimostrazione di questo teorema puo essere trovata in [M] (Teorema 6.2) o [E] (sezione
2.2).

Possiamo infine utilizzare la misura di Hausdorff per definire un insieme m-rettificabile.
Tale nozione non va confusa con la rettificabilita delle curve, neanche nel caso m =1
(tuttavia una curva rettificabile ¢ un esempio di un insieme 1-rettificabile).

Definizione 1.8. (Insieme m-rettificabile)

Sia 0 < m < nun intero ed £ C R™. E é m-rettificabile se esiste una famiglia numerabile
di superfici m-dimensionali (M;);en di classe C' tale che:

(51 ) -0

=1

Nei prossimi capitoli ci occuperemo di studiare piu a fondo gli insiemi 1-rettificabili,
fornendone definizioni equivalenti mediante nuovi strumenti come la curvatura di Menger
e le misure tangenti, per poi studiare le relazioni tra le proprietd geometriche di questi
insiemi e gli integrali singolari.



2. CURVATURA DI MENGER

Introduciamo in questa sezione il concetto di Curvatura di Menger che consente di sta-
bilire il grado di collinearita di tre punti in R?. Nei capitoli seguenti mostreremo come
essa sia utile per dimostrare importanti risultati sull’l-rettificabilitd di sottoinsiemi del
piano e sugli integrali singolari di Cauchy.

Definizione 2.1. Siano z,y, 2 € R? punti distinti. Definiamo la Curvatura di Menger
relativa alla terna (x,y, z) nel modo seguente:

c(z,y,2z) =1/R(x,y, 2),

dove R(z,y,z) ¢ il raggio dell’unica circonferenza passante per z, y e z (che stabiliamo
essere infinito se i tre punti sono allineati).

La curvatura di Menger ¢ invariante per traslazioni, inoltre c¢(x,y,z) = 0 se e solo se
x,y, z sono allineati. Osserviamo inoltre che, definita A(zx,y, z) come I’area del triangolo
con vertici x,y e z, vale la seguente relazione:

Proposizione 2.2. Siano x,y,z tre punti distinti di R?, allora:

B 4A(x,y, 2)
|z —yllz — 2|y — 2]

c(z,y,2)
Dimostrazione: Chiamando T I’angolo in x del triangolo in questione, si ha
1 o
A(z,y,2) = 5]:10 —y||z — 2| sin(Z), (2.2.1)
mentre per il Teorema del seno vale:

ly—=l _
sin(Z)

N 1
2R(z,y, z), da cui: sin(7) = §|y — z|e(z,y, 2).
Sostituendo questa espressione a sin(Z) nella formula per I’area si ottiene la relazione
cercata. U
La curvatura di Menger con x,y, z tutti distinti risulta quindi essere continua.

Inoltre, troviamo la seguente relazione per ogni r > 0:

1
c(re,ry,rz) = —c(x,y, 2). (2.2.2)
r

Definizione 2.3. Definiamo la curvatura di un insieme H!-misurabile A € R? nel modo
seguente:



2(A) ::///c(ar,y,z)ZdHldelydﬂlz.
AJAJA

Tale funzione descrive la curvatura dell’insieme A, ed ¢ nulla se e solo se A coin-
cide quasi ovunque con un sottoinsieme di una retta. Dalla definizione [2.1] si osserva
che la curvatura di Menger risulta non definita solo un insieme di misura nulla in
(R? x R? x R?,H? x H? x H?) in cui due o pit punti della terna coincidono, quindi
il precedente integrale é ben definito.

Dimostriamo ora un lemma che trovera utilizzo nell’ultima sezione di questo elaborato.
Nella dimostrazione seguente chiameremo S5 il gruppo delle permutazioni agenti su tre
elementi e Cs il suo sottogruppo costituito dai cicli di ordine 3.

Lemma 2.4. (Melnikov) Siano z1, z2,z3 € C, allora vale la sequente:

1
Z —_— = 0(21722723)2'

acss (Zo() = 20(3))(20(2) — Z0(3))

Dimostrazione: Dalla Proposizione [2.2]si ha:

16A(21, 22, 23)*
C(Z1722723) |Zl_22|2|2’2—23|2‘21_Z3‘2.

Inoltre sommando i termini con denominatori coniugati otteniamo:

T 1 _ 2R((20(1) = 20(3)) (Z0(2) = %0(3)))

55 o) = 203) (o) — 203)  s2g, 7o) — 20@ |20 — 2@

Zé 2251y — 2o@) *1201) = Z03)||20(2) — Zo(3)] €OS(Z0(3))
ocCs

|21 — 22|22 — 23)%|22 — 23]

Uguagliando le due espressioni ottenute in precedenza, resta quindi da mostrare che, per
un triangolo di lati a, b, ¢, angoli «, 3, (con « opposto ad a e via dicendo) e area A, vale
la seguente:

1642 = 2a2be cos o + 2b%ac cos  + 2¢%ab cos .

Dalla formula di Erone si ha:
1642 = (a+b—c)(a+c—b)(b+c—a)(a+b+c) = 2(a®? +a’P +b2c?) — (a* + b + ),
mentre con il Teorema del coseno otteniamo:

2a%bc cos a+2b%ac cos f+2c%abeosy = a*(b* + % —a?) +b*(a® + 2 —b?) + 2 (a® + b2 — ).

Osserviamo che le due espressioni algebriche cosi ottenute sono uguali, da cui segue la
tesi. (]
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Riportiamo infine i seguenti risultati di David e Léger, fondamentali per comprendere la
relazione tra l-rettificabilitd e curvatura, la cui dimostrazione € complessa e pud essere
trovata in |[L]. Dimostreremo in seguito una versione pit debole di questo teorema,
utilizzando il concetto di misura tangente.

Teorema 2.5. (Condizioni sufficienti per I’1-rettificabilita)

Sia E C R? un insieme H'-misurabile tale che H'(E) < +o00 e ¢2(E) < 400, allora E ¢
un insieme 1-rettificabile.

Corollario 2.6. (Condizioni equivalenti per 1’1-rettificabilita)

Sia E C R? un insieme H'-misurabile tale che H'(E) < +oo, allora E ¢& un insieme
oo
1-rettificabile se e solo se esistono numerabili insiemi E; C R%,i € N tali che E = U E;
i=1
con ¢?(E;) < +o0o per ogni i € N.



3. MISURE TANGENTI

Questa sezione espone alcuni dei risultati geometrici sulla 1-rettificabilita dei sottoinsiemi
del piano ottenuti con la curvatura di Menger. Ricordiamo di aver visto nel capitolo
precedente che tale caratterizzazione ¢ possibile (Teorema e Corollario , ma ha
dimostrazione complessa. Cerchiamo ora, attraverso il concetto di misura tangente di
fornire una dimostrazione completa di una versione pitt debole di tali risultati.

Definizione 3.1. (Misura Tangente) Data una misura di Radon g suR™, r > 0ea € R"

consideriamo le mappe su R" T, ,(z) = @ e definiamo di conseguenza le misure
par(A) = (T, (A)) = p(rA + a) per ogni A C R"™.

La misura v & misura tangente di p nel punto a se v é misura di Radon non banale ed
esistono delle successioni (7;) e (¢;) di reali positivi tali che r; — 0 per i — 0o e

*
Cilla,r; — V,
ovvero per ogni  continua a supporto compatto si ha:

tim c; [ (o~ a)fri)du(e) = [ v

1—00
R™ Rn

In generale la misura tangente a p in un punto non é unica, neanche a meno di costante.
Definiamo quindi per ogni misura di Radon p e per ogni a € R™ Tan(u, a) come I'insieme
delle misure tangenti a u nel punto a.

Se la misura p da noi utilizzata si comporta sufficientemente bene sui compatti, ovvero
se ha una s-densita superiore e inferiore finita per qualche 0 < s < n e quindi vale

(B(a,r))

B
0 < liminf K < lim sup M

, 3.1.1
r—0 (27”)8 r—0 (27“)3 < o0 ( )

allora per ogni v € Tan(u, a) esiste una successione 7; — 0 e 0 < ¢ < oo tale che:

v=climr;  uar,. (3.1.2)
1— 00
La disuguaglianza superiore della condizione [3.1.1] ¢ soddisfatta per una qualsiasi re-
strizione di H' a un insieme di misura finita, per quanto visto nel Teorema Non si
puo in generale dire nulla sulla densita inferiore. Una dimostrazione formale dei passaggi
precedenti pud essere trovata in [M] e [P].

La condizione [3.1.]] ¢i permette di ottenere altre proprieta interessanti per le misure
tangenti, come il seguente teorema, una cui dimostrazione & presente in [DL].

Teorema 3.2. Sia u una misura di Radon che soddisfa la condizione per [-quasi
ogni a € R", allora le sequenti condizioni sono equivalenti.

(1) p & m-rettificabile



(2) Per p quasi ogni a € R,

Tan(p,a) = {cH™|y : 0 < ¢ < oo}
per qualche m-iperpiano V passante per 0.
(8) Per v quasi ogni a € R™,

Tan(p,a) C {cH™|y : 0 < ¢ < 00, dove V' & un m-iperpiano passante per 0}.

Il precedente teorema fornisce condizioni equivalenti per mostrare che un insieme sia m-
rettificabile. In generale tali condizioni sono difficili da dimostrare. Grazie ad esso é stato
possibile tuttavia raggiungere alcuni dei risultati fondamentali della teoria geometrica
della misura. Un esempio ¢ il seguente teorema, che, pur non essendo necessario per le
dimostrazioni successive, & qui riportato per la sua rilevanza.

Teorema 3.3. (Preiss)
Sia p misura di Radon in R™ tale che

0 < limr "u(B(x,r)) < oo
r—0

per p-quasi ogni x € R™ (ovvero p ammette m-densita positiva e finita). Allora p
¢ m-rettificabile nel senso che esiste una famiglia numerabile (M;);en di superfici m-
dimensionali di classe C' tali che

(w0 0e) o

i=1

Nel precedente teorema non abbiamo dovuto specificare che m fosse un intero: per un
risultato di Marstrand l'esistenza dell’m-densitd per una misura non nulla implica m
intero. La dimostrazione del teorema precedente, estremamente complessa, € stata fornita
da Preiss in |P].

Da qui in avanti dimostreremo diversi risultati sugli insiemi 1-dimensionali nel piano.
Da una parte abbiamo bisogno che tali insiemi siano sufficientemente regolari dal punto
di vista geometrico, mentre dall’altra vorremmo poter considerare insiemi pili generici
rispetto alle curve. Introduciamo quindi una nuova nozione di regolarita:

Definizione 3.4. (Insieme AD-regolare)

Sia E C R%. E ¢ detto insieme Ahlfors-David-regolare (AD-regolare) se ¢ chiuso ed esiste
0 < C < oo tale che

r/C < HYENB(z,r) < Crper ogni z € E,0 <r < d(E)

Questa definizione estende una proprieta di linearita locale della misura di Hausdorff a
insiemi diversi da curve. L’insieme C/4, ad esempio, ¢ un insieme AD-regolare: per

r < 4%, HYE N B(z,r)) < 4—‘/,?, quindi in particolare per per ﬁ <r< 4%7 HYE N
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B(z,r)) < g < 4v/2r e per C' = 4/2 la disuguaglianza di destra ¢ verificata (mostrare
che per tale C' sia dimostrata anche quella di sinistra ¢ analogo).

Un’osservazione fondamentale & che per un insieme AD-regolare E la condizione sulla
densita inferiore di ¢ soddisfatta. Quindi in particolare H!|g soddisfa le ipotesi del
Teorema

Procediamo ora con la dimostrazione di uno dei teoremi fondamentali per questo elabo-
rato, che lega la curvatura di un insieme AD-regolare alla caratterizzazione delle misure
tangenti per quasi ogni suo punto. Per dimostrare tale teorema sara necessario effettuare
alcuni passaggi preliminari. In primo luogo enunciamo il seguente teorema:

Teorema 3.5. (5r-Ricoprimento) Sia X spazio metrico in cui le palle chiuse siano com-
patte e B una famiglia di palle chiuse in X tali che sup{d(B) : B € B} < oo, allora esiste
una famiglia al pit numerabile B; € B di palle disgiunte tali che:

U Bc 5B

BeB )

Una dimostrazione di questo teorema puo essere trovata in [M| (Teorema 2.1). Grazie a
tale risultato possiamo ora dimostrare un lemma preliminare:

Lemma 3.6. Sia E C R? insieme AD-regolare limitato tale che ¢*(E) < +o0, allora per
H'-quasi ogni a € E vale

limr~'c*(ENB = 0.
Lim c“(ENB(a,r))=0

Dimostrazione: Procediamo per assurdo: supponiamo esistano b > 0 e A C F insieme
di Borel tali che H'(A) > 0 e limsupr~'c*(E N B(a,r)) > b per ogni a € A. In

r—0
particolare:

d(E
per ogni a € A, esiste r(a) < (5) tale che ¢*(E N B(a,r(a))) > br(a). (3.6.1)
Applicando quindi il Teorema[3.5sulle palle B(a,7(a)) al variare di a € A, ricordando che
sup{r(a) :a € A} < @ < 00, otteniamo quindi una famiglia al pitt numerabile (a;;); €
A tale che gli insiemi B(aj;,7(a1;)) siano due a due disgiunti e A C |J B(a,r(a)) C

acA
U5B(axi,r(a1,4)) = UB(a, 5r(a,)), quindi ZHl(A N B(ay,57r(a14))) > H(A) ed

1
esiste kp tale che:

k1
SOHI(AN Blars, 5r(ar) > %Hl(A). (3.6.2)

i=1

Osserviamo inoltre che per ogni a € E,r > 0 vale:
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(EN B(a,r)) = lim /// c(x,y, 2)2dH cdH ydH 2. (3.6.3)

e—0

z,y,2€ ENB(a,r)
le—yl |y—zl,|e—=[>

Dato &1 > 0 da fissare in seguito, definiamo:
1
T = U{(x,y, z):x,y,2 € ENB(aig,r(aig)), |z —yl,ly— =z, |x — 2| > e1}.

Per &7 sufficientemente piccolo vale, ricordando che, essendo E& AD-regolare, si ha
H'(E N B(x,r)) < Cr per ogni z € E per qualche 0 < C < +o0:

/// c(x,y, 2)2dH edH ydH 2 > = Zc (ENB(ay;,r(a))) > g r(a;) =

- b
_ 100;507“(611,2‘) 1002H (B0 B(ay, 5r(a14) 2 50 =1 (4).

Dove nella prima disuguaglianza abbiamo usato la linearita dell’integrale (scrivendo T
come unione di insiemi disgiunti) e la[3.6.3]fissando & sufficientemente piccolo, nella sec-
onda abbiamo usato la disuguaglianza - su ciascun termine della sommatoria, nella
terza abbiamo usato la proprieta di AD-regolarita per E e nell’'ultima ci siamo serviti
della disuguaglianza |3.6.2]

Ripetiamo il procedimento, tuttavia questa volta utilizziamo la seguente restrizione in-

iziale al posto della
d(E
per ogni a € A, esiste r(a) < min <(5), 821) tale che ¢*(E N B(a,r(a))) > br(a).
(3.6.4)

Ripetendo i passaggi successivi, otteniamo come sopra una famiglia al pitt numerabile
(02,i)z‘ € A e un insieme T5 definito per un certo €5 > 0 che fissiamo in modo da ot-
tenere:

b
2 79/1 1 1
> -
/// c(x,y,z2) dH zdH ydH = 2007—[ (A).
T

Osserviamo che 71 N T, = &, in quanto se (z,y, z) € 11 allora |z —y|, |y — 2|, |z — 2| > €1,
mentre (z,y, z) € T, solo se per qualche i vale x,y,z € EN B(ag,;,r(az;)), con r(az;) <
S, e quindi [z —y|, |y — 2|, |z — 2| < e1.

Reiterando otteniamo degli insiemi disgiunti 7; su cui vale
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1 1 1 1
A
/// c(x,y, 2)?dH cdH ydH = _2007-1()
da cui, poiché H!(A) > 0, si ha:
+oo
+00 > *(E) > Z/// c(x,y, 2)2dH edH ydH 2 = +o0,
=177
che & un assurdo. Quindi H!(A) = 0, da cui la tesi. O

Utilizzando il lemma precedente dimostriamo ora il risultato sopra accennato:

Teorema 3.7. (Misure Tangenti e AD-regolarita) Sia E C R? insieme AD-regolare tale
che (E) < +00, allora per H'-quasi ogni a € E e per ogni v € Tan(H'|g, a) il supporto
di v & contenuto in una retta.

Dimostrazione: Osserviamo che, poiché studiamo una proprieta locale (in ogni punto a,
la misura tangente v dipende solo da come si comporta H!|g in un intorno di a), non &
restrittivo supporre E limitato. Osserviamo inoltre che vale il lemma precedente, ovvero
esiste A C E tale che H'(A) =0e 7li_r)r(l)’l"*lcQ(E N B(a,r)) =0, Ya € E\ A.

Sia quindi a € E~\ A (possiamo traslare E in modo da porre a = 0 in quanto la misura di
Hausdorff e la curvatura sono invarianti per traslazioni), v € Tan(H!|g,0) e chiamiamo
pu = Mg allora, per la proprieta [3.1.2| esiste k > 0 e r; > 0 tali che limr; = 0 e

1—00

Ho,r;

v =k lim == Chiamiamo infine pg ., = f;.

1—00

Mostriamo ora che vale la seguente:

///c(m,y,z)2dy(x)dy(y)dy( ) < k:?’hzrggfr/// c(x,y, 2) dpi () dpi(y)dpai ().

Infatti le misure & Mz convergono debolmente alla misura v e quindi [ ¢dv = hm f godul
per ogni ¢ € CC(RQ).

D’altra parte sia ¢ continua non negativa e (¢g) ey una famiglia di funzioni continue tali
che x—g,r)|(z) < Yr(z) < X]—r—1 R+1[( x) (la cui esistenza ci é garantita dal Lemma di

Urysohn). Ovviamente g € C.(R?) e g < ¢, quindi [ pyrdv = hm f “pYrdp; <
hm 1nf f gpd,ul, VR € N, da cui, per il Lemma di Fatou, per ogni ¢ Contlnua non negativa

Vale

/(pdl/ < liminf/tprdy < liminf/kgpd,ui.
R—o0 1—00 T

Quindi, ricordando che ¢?(z,y, z) é non negativa e continua tranne che su un insieme S
di misura nulla, possiamo scrivere:
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/// o P el = [ [ e, F dtoravtyines =

TS

<k3hm1nf/// c(@,y, 2) dpi (x)dpi(y) dpi(2).

1—00 T

(3.7.1)

Dove T'= B(0, M) x B(0, M) x B(0, M) per qualche M fissato e abbiamo usato tre volte
il passaggio dimostrato in precedenza.

Osserviamo ora che, per invarianza alle traslazioni della curvatura di Menger e per la

proprieta [2.2.2

/// e,y 2)"dys @)dpi ) dpi (= /// e,y 2)dp(Ty (@) du(Ty () (T L (2)) =
/// < ) dp()du(y)dp(z) = / / [ ety Pauta)uty)an(=) =

= r2¢*(EN B(0, Mn))

Mettendo insieme questo risultato e la [3.7.1] otteniamo:

1 C(x’y’z)Qd”“)d”(y)d”(><’f3h££fr/// o,y 2)dps () dpa(9) s (2) =
T

=r; '*(EN B0, Mr;)) — 0 per r; — 0,
per il Lemma [3.6]
Quindi [[[ c(z,y,2)*dv(z)dv(y)dv(z) = 0 per ogni M > 0, ovvero
T

[[[  c(z,y,2)?dv(z)dv(y)dv(z) = 0 e quindi il supporto di v ¢ contenuto in una
R2xR2 xR2
retta. U

Utilizzando il Teorema (applicabile per la restrizione di ! a insiemi AD-regolari come
osservato in precedenza) risulta che cio si avvicina molto all’l-rettificabilita dell’insieme
E. Se infatti tale supporto fosse una retta invece di essere contenuto in una retta,
avremmo che E sarebbe l-rettificabile (e otterremmo il Teorema .
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4. OPERATORE INTEGRALE DI CAUCHY

In questa sezione ci proponiamo di studiare integrali di Cauchy singolari (come quelli
necessari per calcolare le trasformate di Hilbert) su sottoinsiemi 1-dimensionali del piano
complesso. Studieremo i risultati riguardanti gli integrali sulle curve per poi ottenere
da essi condizioni necessarie e sufficienti sulla geometria dell’insieme per ’esistenza dei
valori singolari.

Osserviamo immediatamente che I’AD-regolarita non ¢ condizione sufficiente affinché i
valori singolari esistano, infatti nell'insieme C/4 C C, che abbiamo gia osservato es-
sere AD-regolare, possiamo prendere z come uno dei vertici del quadrato iniziale della
costruzione e osservare che possiamo considerare degli m arbitrariamente piccoli tali che
z+m € O}y, mentre z —m ¢ C 4.

Dobbiamo quindi innanzitutto definire un’operatore ausiliario per studiare tali integrali
su insiemi 1-dimensionali diversi da curve; anche la limitatezza L? avra una definizione
differente per insiemi generici.

Definizione 4.1. (Operatore Integrale di Cauchy)

Per ogni sottoinsieme E C C H!-misurabile e per ogni € > 0 definiamo il seguente
operatore:

Cpey(z) = / &d’HIC, per g€ L*(E) e z € E.
E~B(ze) C—z2

Da ora in avanti assumiamo avere H'(E) < oo. Possiamo osservare che questo ¢ suffi-
ciente per 'esistenza di questi integrali, infatti con tali ipotesi si ha g € L'(E) e quindi

L an'¢ < L [ pn l9(OdHIC < oo,
Definizione 4.2. Diciamo inoltre che l'operatore integrale singolare di Cauchy Cg &

limitato in L? se gli operatori C . sono uniformemente limitati in L2(E), ovvero esiste
C < oo tale che, per ogni € > 0, g € L?(E), si abbia:

AT =t

Se questo avviene nel caso della trasformata di Hilbert allora 'integrale a valori princi-
pali ¢ ben definito, infatti, come visto nell’introduzione, g € L? & condizione sufficiente
affinché Hg esista in L?.

fE\B(z,s)

2
an'z<C [ Joo)am'c.
E

Possiamo ora analizzare meglio la Definizione [£.2] studiando il comportamento degli in-
tegrali singolari su domini di integrazione sufficientemente regolari. Nel caso delle curve
possiamo fare riferimento a un risultato di G. David, da lui dimostrato in [D].

Teorema 4.3. (Limitatezza L? sulle curve) Sia T C R? una curva rettificabile. Allora
Cr ¢ limitato in L*(T) se e solo se I' ¢ AD-regolare (ovvero HY(I' N B(z,r)) < Cr per
ogni z € C,r > 0 e per qualche C < 00).



14

Ora tuttavia vorremmo provare a spingerci oltre questo risultato iniziale per ottenere
condizioni necessarie e sufficienti sulla geometria di un insieme E che ci permettano di
studiare la limitatezza L? su insiemi diversi da curve. Per farlo, ¢ prima necessario
introdurre la seguente proprieta:

Teorema 4.4. (Uniforme Rettificabilita)

Sia E insieme AD-regolare. Allora esiste C' < oo tale che ¢2(E N B(a,r)) < Cr per ogni
a€ E,r>0 seesolose B é contenuto in una curva AD-regolare.

Un insieme che possiede tali proprieta ¢ detto uniformemente rettificabile. Tali insiemi
sono studiati approfonditamente da David e Semmes in [DS] e i loro risultati furono in
seguito utilizzati da Mattila, Melnikov e Verdera in [MMYV] per dimostrare il Teorema

44

Possiamo dunque ora enunciare e dimostrare il teorema che avevamo accennato, che
fornisce condizioni necessarie e sufficienti per la limitatezza L? di Cg. Con esso otterremo
finalmente un legame indissolubile tra la buona definizione degli integrali singolari e le
proprieta geometriche del dominio di integrazione.

Teorema 4.5. (Limitatezza L? su insiemi AD-regolari) Sia E C C insieme AD-regolare.

Allora Cg ¢ limitato in L*(E) se e solo se E ¢ uniformemente rettificabile.

Dimostrazione: Dobbiamo dimostrare solo che se C ¢ limitato in L?(E) allora E & uni-
formemente rettificabile, dato che il viceversa é gia dato dal Teorema[£.3] Per dimostrare
cid utilizziamo il Teorema [£.4] ovvero mostriamo che esiste C' < oo tale che:

(EN B(a,r)) < Cr, per ogni a € B,r > 0.

Sia 4 = H!'|g. Dalle definizioni di limitatezza L? e di AD-regolarita otteniamo che
esistono C7,Cy < oo tali che:

2
XB(an)(C) B
/E' /E\B(z,g) (—=z du(C)| dul(z) < Cy /EXB(a,r)<<>dﬂ(O =

= C1HY (EN B(a,r)) < C1Cor, per ogni a € E,r > 0, > 0.

Osserviamo inoltre che, detto F' = E N B(a,r) \ B(z,¢), T: = {(z,y,2) : z,y,z €
ENnB(a,r), |x—yl|,|lz—=2|,ly—z| >e} e T = ENB(a,r)x ENB(a,r)x ENB(a,r):

2

dp(z) =

2
lim Sup/ / Md#(o
e—0 E |JE~NB(z¢)

1
du(z Zlimsup/ /d ¢
¢—z Hz) e—=0 JENB(ay) |JF C—=z u<)

1 1
= 1.
H?jélp /E‘ﬁB(a,r) /F G — ZdM(CD/F 2 — Zdlu(<2)dlu(2) =

| 1 -
~ i sup /T /] e e e ) =
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. 1
= limsup — /// ———du(z)du(z2)dp(z3).
e—0 gy (Fo() — 203))(20(2) — %0(3))

Sfruttando in quest’ultimo passaggio la simmetria del dominio di integrazione. Utiliz-
zando il Lemma [2.4] e sfruttando i due risultati appena ottenuti abbiamo che:

A(ENB(a,r)) /// (. 9, 2)2dp(1)dp(2) dp(z5) = limsup /// (., 2 dp(a)dp(z2)dis(z3)

e—0

. 1
— Jim sup / / / () dul)du(zs) =
e—0 (20(1) = 20(3)) (Z0(2) = Z0(3))

2
< GIimsup/ / Mdu(é‘)
=0 JE|JEBGe (%

du(z) < 6C1Cor, Ya € E,r > 0.
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