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Introduzione

I problemi di ottimizzazione sono da sempre fondamentali per I'a-
nalisi matematica. Tra questi spicca per numero di applicazioni e di
progressi recenti il problema del trasporto ottimo, focalizzato sulla mi-
nimizzazione dei costi associati allo spostamento di oggetti. La prima
formalizzazione teorica fu proposta da Gaspard Monge nel 1871 e fu
successivamente riformulata da Leonid Kantorovich nel 1939. Questa
tesi trattera il problema di Kantorovich discutendo i risultati neces-
sari per la corretta descrizione del problema e per la dimostrazione

dell’esistenza di una soluzione ottima.

La trattazione dell’argomento seguira lo schema sottostante:

1. Descrizione del problema. Si introdurranno le definizioni e la notazione
necessarie per la formulazione del problema e si enunceranno le condizioni

sufficienti per 'esistenza di una soluzione ottima.

2. Risultati utili. Si descriveranno i teoremi di anlisi reale e di analisi

funzionale necessari per la successive dimostrazioni.

3. Esistenza di soluzioni ottime. Si affrontera la dimostrazione del teorema

sulle condizioni sufficienti per ’esistenza di minimi.






Capitolo 1

Descrizione del problema

1.1

Notazione

Introduciamo preliminarmente la notazione necessaria.

N indica I'insieme dei numeri naturali senza 0, No = NU{0}.
R indica I'insieme dei numeri reali e R = R U {+00, —00} .
Dato E spazio vettoriale su R, |||z indica una norma su E.

Dato (E,||-||g) spazio normato E’ indica il suo duale topologico, ossia

I'insieme dei funzionali lineari e continui da £ ad R.

Dato (X, 7) spazio topologico C'(X) indica I'insieme delle funzioni continue
da X ad R.

Data f : X — R, ||fll. = sup,ex |f(z)| & la norma della convergenza

uniforme.

Co(X) = {f e C(X) | ||fllu <+oo} & I'insieme delle funzioni continue e

limitate.

Co(X) = {f € C(X),| Ve > 03K C Xcompatto: |f(z)| < eVr e X N K}

¢ 'insieme delle funzioni continue e "nulle all’infinito”.

Dato (X,d) spazio metrico Bx(x,r) & la palla di centro x e raggio r e

Bx(z,r] = Bx(x,r) UdBx(x,r) & la corrispondente chiusura.
Dato (X, 7) spazio topologico B(X) ¢ la o-algebra dei boreliani su X.

3



4 Capitolo 1. Descrizione del problema

1.2 Spazi polacchi

Il contesto in cui costruiremo la teoria del trasporto ottimo ¢ quello degli spazi

polacchi:

Definizione 1.1. (X, 7) spazio topologico si dice spazio polacco se esiste d metrica

su X che induce 7 tale che lo spazio metrico (X, d) sia completo e separabile.

Il motivo per cui non consideriamo semplicemente spazi metrici e la volonta di
mettere in risalto I'aspetto topologico della teoria. Dato uno spazio topologico

metrizzabile infatti in generale la metrica che produce la topologia non ¢ unica.

Inoltre a volte sara utile considerare topologie diverse sugli stessi spazi a seconda
delle proprieta che vorremo far emergere. Gli spazi polacchi da questo punto di

vista sono molto piu flessibili e dunque piu adatti allo scopo.

Dato che lavoreremo con funzioni integrali ¢ necessario collegare il contesto to-
pologico con la teoria della misura (su cui si basa la moderna teoria dell’integra-
zione). Il modo piu semplice per farlo su uno spazio polacco (X, 7) & costruire

lo spazio misurabile con la g-algebra generata da 7 ovvero la o-algebra di Borel
B(X).

Definizione 1.2. Sia (X, 7) spazio polacco. M(X) ¢ l'insieme delle misure con
segno di Borel finite su X.

Mi(X)={pe M(X) | u> 0} elinsieme delle misure (positive) di Borel finite
su X.

P(X) = {peMy(X) | p(X)=1} ¢ l'insieme delle misure di probabilita di
Borel su X.

Le misure di Borel finite sugli spazi polacchi hanno una regolarita simile alle

misure di Borel su R", in particolare:

Teorema 1.1. Sia (X, T) spazio polacco e sia p € M (X). Allora u é regolare

dall’interno ovvero:

p(A) =sup {u(K) | K € Xcompatto, K C A}VA € B(X)

e i € regolare dall’esterno ovvero:

p(A) =inf {u(U) | U C Xaperto,A CU}VA € B(X).
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Dato che la dimostrazione del teorema e abbastanza lunga la divideremo in tre

parti:

Lemma 1.2. Sia (X, 7) spazio polacco e sia yp € M (X). Allora per ogni E €
B(X) e per ognie > 0 esistono U C X aperto e C C X chiuso tali che C C E CU
e n(UNCO) <e.

Dimostrazione. Sia d una metrica su X che induce 7 e sia € > 0 fissato.

Sia C' € X chiuso. Dimostriamo che esiste U C X aperto tale che C C U e
pw(UNC) <e

Per ogni n € N sia U, = {z € X | d(z,C) < 5 }. Abbiamo che per ogni = € U,
esiste r, > 0 tale che d(z,C) +r, < 2% Allora B (z,r,) C U,V € U, e dunque
U, e aperto per ogni n € N.
Ora chiaramente C' = (), .y
nuita dall’alto p(C) = lim,, o, u(U,). Allora esiste n* € N tale che pu(U,«\C') < €

come si voleva.

U, eU,1 CU,¥Yn €N. p e finita quindi per conti-

Dimostriamo ora che la famiglia 3 dei sottoinsiemi di X per cui vale la tesi ¢ una
o-algebra che contiene B(X).

Sia A € ¥ e siano U aperto e C chiuso taliche C C A C U e u(U\C) < e. Siano
C=XUelU=X~C. y(U~C) = u(X)=pu(C)=pu(X)+puU) = p(U~C) < €
eégAc - (7, allora A€ € 3.

Sia {A,, |n €N} C X. Per ogni n € N siano U, aperto e C,, chiuso tali che
Cn €Ay CUye Uy ~Cy) < 57 Siano A = J,enAny U = U,enUn €

C = UyenCn- Allotra C C ACUep(UNC) = u(UneN{UnﬂﬂkeNCkc}) <

(Upen 1Un N CLY) <D en Un N Cp) <3 cnan = € e dunque A € 3.
Cio dimostra che Y € una o-algebra. Ora per quanto visto prima C' € ¥ per ogni

C' chiuso e percio B(X) = o({C C X | C chiuso}) C X. O

Lemma 1.3. Ulam
Sia (X, ) spazio polacco e sia p € M (X). Allora per ogni € > 0 esiste K C X
compatto tale che u(X \ K) < e.

Dimostrazione. (Basata su quella proposta in [1]).

Sia d metrica su X che induce 7 tale che (X,d) sia completo e separabile. Sia

e > 0 fissato.

Sia {z, | n € N} sottoinsieme denso e numerabile di X. Per ogni k € N abbiamo
che X = J;cny B (%4, 35| - Per continuita dal basso p(X) = limy, o t(Ujey B (%4, 35 ))-
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Dato che u(X) < oo, per ogni k € N esiste n(k) € N tale che u(U?G(Q B (2, 5]) >
1(X) = 55

Definiamo K, = URE B (21, %] ¢ K = Npex Kn)-

K,y ¢ unione finita di chiusi, allora K ¢ chiuso perché intersezione di chiusi. X
e completo e percio anche K lo e.

Per ogni r > 0 esiste k£ € N tale che 2% <r,allora K C K, = U?e(g) B (xi, 2%} C
Ui B (i, ).

Dunque K & compatto perché completo e totalmente limitato (nel Capitolo 2 &
presente una dimostrazione di questo risultato nell’ambito del Teorema 2.5).

Ora p(XNK) = p(Uren X~ Knry) < D e (XN U?G(I’il) B (xi7 2%]) < D ke 3 =

€ come si voleva. O
Concludiamo la dimostrazione del Teorema 1.1:

Dimostrazione. Dal Lemma 1.2 sappiamo che se A € B(X), per ogni ¢ > 0
esiste U C X aperto tale che A C U e u(U \ A) < ¢, dunque vale la regolarita
dall’esterno.

Inoltre, sempre grazie al Lemma 1.2, esiste C' C A chiuso tale che u(A \ C) < e.
Basta dimostrare quindi che esiste K C C' compatto tale che pu(C \ K) < e.

Per il Lemma di Ulam 1.3 esiste H C X compatto tale che u(X ~ H) < e. Sia
K =CnNH. K & compatto perché sottoinsieme chiuso di H compatto e K C C
per definiozione. Inoltre u(C' \ K) = p(C N H®) < pu(HS) <. O

In un contesto piu generale M (X)) indica l'insieme delle misure di Radon, ovvero
I'insieme delle misure localmente finite, regolari dall’esterno e regolari dall’interno
sugli aperti (si veda ad esempio [3]). Tuttavia dato che la maggior parte delle
volte lavoreremo con misure di probabilita possiamo permetteci di ignorare questa

distinzione.

I1 Teorema 1.1 dimostra che ogni spazio polacco ¢ anche spazio di Radon (in cui
ogni misura di probabilita di Borel & misura di Radon). La trattazione di questo
argomento e troppo vasta per lo scopo della tesi, ci basteranno solo alcuni teoremi
che enunceremo nel Capitolo 2. L’argomento ¢ affrontato in maniera esaustiva

nelle fonti, si consulti [5].
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1.3 Problema di Kantorovich

Immaginiamo che un venditore porta a porta possieda N magazzini e un numero
potenzialmente molto grande di clienti distribuiti equamente in una citta. Sup-
poniamo che il costo del trasporto dei beni dai magazzini ai clienti dipenda per
la maggior parte dal tragitto (supponiamo cioe che i fattori indipendenti dal tra-
sporto in sé siano trascurabili). Il venditore vorrebbe ottimizzare il processo in

modo da minimizzare tali costi.

Cercando di descrivere matematicamente il problema il venditore si accorge im-
mediatamente di una criticita: come si puo esprimere correttamente il fatto che
all’inizio 1 beni siano “localizzati” in N punti mentre alla fine essi siano distribuiti

sul territorio?

Sorge poi un’altra domanda: se il numero di clienti € molto elevato esiste un modo
per minimizzare i costi totali senza dover ricorrere allo studio di ogni singola

spedizione?

Il primo quesito trova risposta nella teoria della misura, in quanto rispetto alle
misure naturali per il contesto (misura di Lebsgue su R™, misura di Hausdorff
sugli spazi metrici) esistono sia misure “localizzate” (mutualmente singolari) sia

misure “uniformi” (assolutamente continue).

Nel nostro esempio, supponendo che la mappa della citta sia descritta da un
sottoinsieme limitato di R? con topologia euclidea, la misura di partenza potrebbe
essere una combinazione di N Dirac, mentre la misura di arrivo potrebbe essere

la legge di una distribuzione uniforme (entrambe opportunamente normalizzate).

Assumendo quindi che la massa totale sia 1 (a meno di normalizzazioni) dato
(X, B(X), i) spazio di probabilita “di partenza” e (Y, B(Y),v) spazio di proba-
bilita “di arrivo” vorremmo che il trasporto su (X x Y, B(X x Y')) fosse descritto
in modo da rispettare delle opportune “condizioni marginali” dettate da p su X

edavsuY.
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Definizione 1.3. Siano X e Y spazi polacchi. Siano p € P(X) ev € P(Y).

L’insieme dei piani di trasporto I(u,v) € definito da:

M(p,v) ={r e P(X xY) | m(AxY)=pu(A)VAe B(X),
7(X x B) =v(B)VB € B(Y)}.

In questo modello dati A € B(X) e B € B(Y) il valore m(A x Y') ¢ la percentuale
di massa presente in A prima del trasporto e il valore (X x B) & la percentuale

di massa arrivata in B dopo il trasporto.

Dato che II(u, v) C P(X xY') la massa totale trasportata ¢ sempre 1 (il 100% della
massa originariamente in X arriva in Y'). Le condizioni marginali che definiscono
II(p, v) assicurano che la massa che parte da A e la massa che arriva in B siano

sempre rispettivamente p(A) e v(B).

Andiamo ora a definire i costi del trasporto che vorremmo minimizzare:

Definizione 1.4. Siano X e Y spazi polacchi. Siano p € P(X)ev € P(Y). Una
funzione ¢ : X x Y — [0, +00] Borel-misurabile si dice funzione costo.

Sia 7 € II(u, v). Definiamo il costo associato al piano di trasporto 7 come
e = [ cln.yintey)
XxY

L’integrale presente nella definizione di C() ¢ la soluzione matematica al secondo
quesito che ci eravamo posti inizialmente: ¢(z,y) pud essere pensata come il costo
di una singola spedizione dal punto x al punto y, mentre l'integrale dei costi e

una buona formalizzazione del “costo totale”.

Definizione 1.5. Il problema di Kantorovich consiste nel determinare se esiste
m* € II(p, v) tale che C(7*) = inf {C(n) | m € (p,v)}.

Per risolvere questo problema useremo una classica strategia denominata “metodo
diretto del calcolo delle variazioni”. Questa consiste sostanzialmente nel dimo-
strare che un’opportuna topologia su II(u, v) permette di applicare il Teorema di

Weierstrass (Teorema 2.12).
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Prima di tutto diamo la definizione di semicontinuita inferiore che sard la nostra

condizione sufficiente per l'esistenza di una soluzione ottima:

Definizione 1.6. Sia (X, 7) spazio topologico di Hausdorff e sia f : X — R fun-
zione. f sidice semicontinua inferiormente in xg € X se f(xg) < liminf, ., f(z).

f € semicontinua inferiormente se cio vale per ogni xg € X.

I prossimi capitoli saranno dedicati a dimostrare il seguente teorema:

Teorema 1.4. Siano X e Y spazi polacchi. Siano p € P(X) ev € P(Y).
Se la funzione costo ¢ é semicontinua inferiormente allora il problema di Kanto-

rovich ammette minimo.
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Capitolo 2

Risultati preliminari

2.1 Topologie sugli spazi di misure

Come dicevamo nel capitolo precedente ci serve una topologia su M (X x Y') che
faccia emergere la compattezza di I1(u, v).

Dato che se (X, 7) € spazio polacco allora M(X) ¢ spazio vettoriale su R, il modo
pitt naturale per dotare M(X) di una topologia sembrerebbe quello di costruire

una norma.

Definizione 2.1. Sia (X, 7) spazio polacco e sia p € M(X). La misura varia-

zione totale associata a p ¢ data da

ul(B) = SUP{Z’M(BM ’Bi €EB(X)VieN, B= UBia BN B; =0Vi 757}-

i€EN €N

|p| & una misura, infatti [u] > 0 e |p|(0) banalmente. Inoltre se

{A;j},en © B(X) ¢ una successione tale che 4; N A; = (Vi # j allora la mappa

{{Bn}neN partizione di Borel di U AJ} — H {{B%}neN partizione di Borel di Aj}
j=1 jeN

{Bnlpen = ({Bn N Ay} ey jen

11



12 Capitolo 2. Risultati preliminari

€ una biezione e pertanto

j=1

| <U Aj> = sup {Z |u(B;)] ‘ {Bi},cy partizione di Borel di U A]} =
j=1 i=1
= sup {Z Z |p(Bf)‘ {Bf}ieN partizione di Borel di Aj} =

j=1 =1

= Zsup {Z }M(Bf)‘ ‘ {Bg}ieN partizione di Borel di Aj} = Z || (A;)
j=1 i=1 j=1

Proposizione. |||, : M(X) — [0,4+00], u — |u|(X) € una norma su M(X).

Dimostrazione. 1. p € M(X) & misura con segno finita quindi ||u|q, =

|| (X) € [0, +00) per costruzione.

2. ||lpllpy =0 <= |u(B;)| = 0 per ogni {B; | i € N} partizione di Borel di X
<= u(B)=0VB € B(X) <= p ¢ la misura nulla.

3. Siano pu,v € M(X) = |(p+v)(B)| < |u(B)| + |v(B)|VB € B(X).
Allora:
(1 +)|(X) =

|1B; € B(X )ViGN,X:UBi,BiﬂBjIQ)Vi#j}§

—sup{Z]u—i—y

1€EN 1€EN
<Sup{2|u D]+ [v(B)] BiEB(X)VieN,X:UBi,Biﬂszﬂw%j}g
1€EN 1€EN
< [ul(X) + [V [(X).
O
Definendo py = e I e = % notiamo che (u,, ) € la decomposizione di

Jordan di p. Un altro modo per calcolare |||/, conoscendo la decomposizione
di Jordan di g quindi & ||g||zy = pg (X) + p—(X).

Teorema 2.1. Decomposizione di Jordan
Data p € M(X) esistono uniche py,u— € M (X) tali che p = py —p_ e py,
p— sono mutualmente singolari (ovvero esistono A, B C X tali che AUB = X,
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ANB =0, i (E)=0YE C A, u (F)=0YF CB).
La coppia (piy, i) € detta decomposizione di Jordan di p.

Non riportiamo la dimostrazione del teorema perché non e particolarmente utile

per la risoluzione del problema di Kantorovich, per approfondimenti si veda [3].

A questo punto sorge un problema tipico degli spazi normati infinito-dimensionali:
in generale le palle non sono totalmente limitate. Per ovviare a questo problema

I’approccio usuale € indebolire la topologia indotta dalla norma.

Definizione 2.2. Sia y € M(X). Considero la seguente base del filtro degli

intorni di pu:

{ﬂ{yeM(X)’

fer

/fdy—/fdu’<e}|e>0,}"§0b(X),\]-"]<oo}.
X X

La topologia generata da queste basi dei filtri di intorni ¢ detta topologia debole

su M(X).

La definizione ¢ ben posta perché per costruzione le basi sono chiuse per interse-
zione.

Osserviamo che data f € Cy(X) la funzione

¢:<M<X>,||-||TVHR,V~>/deu

e continua perché lineare e limitata:

e Se p,v e M (X) e feCX), f>0 allora per ogni ¢ funzione semplice
tale che 0 < ¢ < f si ha che [, ¥d(p+v) = SV (A + v(A) =
Jx ¥dp+ [y dv e pertanto

/fd(u+V)=sup{/ vd(p+v)

X X

:sup{/ zbdu—l—/@bdu wsemplice,ogwgf}:/fdu—l—/fdy
X X X X

1 semplice, 0 < 1 < f} =
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Piu in generale se p,v € M(X) e f € Cp(X)

[ty = [ = s =) =
= [ i+ v) - / Fd o) = [ PG v+ [ fae o)

= [ i == [ e =)+ [ =)= [ faw - -
:/fd,u+/fd1/

cioe ¢ ¢ lineare su M(X).

e Basta ora controllare che la norma operatoriale di ¢ sia finita:
sup

d d du—
llll 7y =1 /Xf #' = uﬁi?:l{ /Xf N ‘/Xf 8 ‘} =

< s {f et [ f < s [ < 17, < o

Dunque dati € M(X) ed € > 0,

dev—/xfdu‘<e}:¢‘l (/deu—e,/xfdu+e)

b aperto in (M(X), |-

Da cio deduciamo che la topologia debole su M(X) & meno fine di quella indotta

{yeM(X)

dalla norma perché gli insiemi usati per definire la base della prima sono aperti

nella seconda.

Il motivo per cui scegliamo questa topologia ¢ dovuto al Teorema di Riesz:

Teorema 2.2. Rappresentazione di Riesz
Sia (X,d) spazio metrico separabile e localmente compatto. Allora per ogni

¢ € Co(X) esiste un’unica misura con segno finita y € M(X) tale che

<o, f >= /deuw € Co(X).



2.1 Topologie sugli spazi di misure 15

Inoltre la mappa T' che associa ad ogni ¢ € Co(X)' la misura con segno 1 € M(X)
come sopra ¢ un’isometria suriettiva T : (Co(X)', [|-|l,,) — (M(X), |-l 7v)-

Per una dimostrazione di questo risultato fondamentale esteso al contesto piu

generale delle misure complesse si veda [3] oppure [5].

Se lo spazio polacco (X, 7) ¢ compatto gli spazi di funzioni Cy(X) e Cp(X) coin-
cidono. Percio, a meno di identificare M(X) con Cy(X)’, la topologia debole
coincide con la topologia debole* o(M(X), Cy(X)):

Definizione 2.3. Sia (E,|||) spazio normato e sia E’ il suo duale. La topo-
logia debole* su E’ & la meno fine topologia per cui le mappe di valutazione
{Jo : ' = R, f—=< f,x >| x € E} sono continue. Essa ¢ denotata con o(E', E).

Proposizione. Sia (E,|||) spazio normato. Data fo € E' una base del filtro
degli intorni di fo in (E'o(E', E)) ¢é data da

{ﬂ{fGE'| (f — fo,z) <¢€} e>O,I§E,|]|<oo}.

zel

La dimostrazione di questa proposizione ¢ presente in [2].

Il fatto che, se (X, ) ¢ compatto, la topologia debole di M(X) coincida con la
topologia debole* o(M(X), Cy(X)) € importante perché le condizioni di compat-

tezza nella topologia debole* sono semplicemente chiusura e limitatezza:

Teorema 2.3. Banach-Alaoglu-Bourbaki
Sia (E, ||-]]) spazio normato. Bg: (0,1] é compatta nella topologia debole™.

Dimostrazione. (Basata su quella proposta in [2]).

Sia RF = {f : F — R} dotato della topologia prodotto 7 (ossia della topologia
debole rispetto alle mappe di proiezione 7, : RE — R, f — f(z)).

Consideriamo ¢ : Bg (0,1] — R Tinclusione canonica. Dimostriamo che la
mappa ¢ : (Bg (0,1],0(E", E)) = (¢(Bg (0,1]),7) € un omeomorfismo.

Siax € E, my0¢(f) = f(x) = (J,, f) allora 7, o ¢ & continua sulla topologia
debole* o(E', E) per definizione, allora 7, o ¢ € continua per ogni = € E, allora
¢ e continua.

Siaz € E, J,o0¢ ' (f) = (f,z) = m,(f) allora J, o ! & continua sulla topologia

prodotto 7 per definizione, allora .J, o ¢~! & continua per ogni € E, allora ¢!
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e continua.

Dunque ¢ e bicontinua ed e omeomorfismo del dominio sull’immagine. Basta
percio dimostrare che ¢(Bg (0,1]) & compatto rispetto alla topologia debole.
&(Br (0,1])) ={f: E—=R| flineare} N{f : E - R | |f(z)| < ||z]|zVz € E}.

{f:E—=R| flineare} = m (Tawtpy — e — B,) " ({0})

a,BER; x,yeE

e chiuso perché intersezione di chiusi.

{fE=RIf(@) < lzlpVe € EY = [ ] [=llellp. Il z)

zeE
& compatto perché prodotto di compatti (Teorema di Tychonoff).
Allora ¢(Bpg (0,1]) € compatto perché intersezione di un chiuso con un compatto.

In conclusione B (0,1] & debole*-compatta perché omeomorfa ad un compatto.

]

Osserviamo che con una dimostrazione analoga si ottiene la compattezza debole*

di Bgs (0,7] per ogni r > 0. Di conseguenza:

Corollario 2.4. Sia (E,||-||) spazio normato e sia C° C E' limitato e chiuso

rispetto alla topologia debole* o(E', E). Allora C ¢é debole*-compatto.

Dimostrazione. C' & sottoinsieme chiuso di B (0, r] per un opportuno r > 0. Per
Teorema di Banach-Alaoglu-Bourbaki 2.3 B (0, 7] ¢ debole*-compatta e pertanto
lo & anche C. O

La dimostrazione del Teorema di Riesz 2.2 & troppo impegnativa per lo scopo di
questa discussione, soprattutto perché nella prossima sezione dimostreremo delle
condizioni necessarie e sufficienti alla compattezza debole indipendenti dalla dua-
lita (Teorema 2.11)

Nonostante cio era importante sottolineare questo legame per evidenziare le mo-
tivazioni implice dietro la scelta della topologia debole per M(X). Si rinnova
I'invito a consultare le fonti per una trattazione completa degli spazi di misure:

si veda [3] oppure [5].
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2.2 Compattezza sequenziale

Comiciamo definendo la compattezza sequenziale che useremo per il resto del

capitolo:

Definizione 2.4. Sia (X, 7) spazio topologico di Hausdorff. X si dice sequenzial-

mente compatto se ogni successione in X ammette sottosuccessione convergente.

Definizione 2.5. Sia (X, 7) spazio topologico. F C X si dice relativamente
compatto (risp. relativamente sequenzialmente compatto) se F & compatto in X

(risp. sequenzialmente compatto).

Un risultato classico sugli spazi metrici collega la compattezza sequenziale con la

usuale compattezza topologica:

Teorema 2.5. Caratterizzazione metrica dei compatti

Sia (X,d) spazio metrico, allora le sequenti asserzioni sono equivalenti:

1. X ¢ compatto

2. Se A C X ¢ sottoinsieme infinito allora A ha almeno un punto di accumu-

lazione in X
3. X e sequenzialmente compatto

4. X e completo e totalmente limitato

Dimostrazione. Dimostriamo che (1) = (2).

Supponiamo X compatto e supponiamo per assurdo che esista A C X sottoinsie-
me infinito che non ammette punti di accumulazione.

Allora per ogni x € X esiste r, > 0 tale che AN B (x,r,) = {z}.

{B(x,r;) | x € X} ¢ ricoprimento aperto di X, allora esistono z(1),...,xz(n) € X
tali che X C U, B (2(i), 74()) e percio:

A=AnX =JANnB (x(i), ra) € {2(1), ... x(n)}.

i=1
Allora A e finito contro l'ipotesi che A sia infinito.

Dimostriamo che (2) = (3).

Sia A = {x,}, . € X successione.

neN =
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Se |A| < oo, x, = z frequentemente per un opportuno x € A, allora {,}, .y
ammette sottosuccessione costante e percio convergente.

Se invece A e infinito esso ammette un punto di accumulazione z € X.

Allora per ogni k € N esiste n(k) € N tale che z,4) € B(z,). A meno di
estrarre un opportuno sottoinsieme da {n(k)}, .y possiamo assumere che n(k) <
n(k+1)Vk € N. Allora {x”(k)}keN ¢ sottosuccesione di {x,},y che converge a

x.

Dimostriamo che (3) = (4).

Sia {zn},cny € X succesione di Cauchy e sia {2, (k)},cy € {Zn},en SOttosucces-
sione convergente a x € X. Sia € > 0 fissato.

Esiste n* € N tale che d(x,,zy,) < €Vn,m > n* perché {z,}, .y ¢ di Cauchy.
Esiste k& € N tale che n(k) > n* e d(z, zou)) < € perché x,g) — .

Allora per ogni n > n*, d(x, x,) < d(z, Tnw)) + d(Tpk), Tn) < 2€.

Pertanto {z,}, .y converge a .

Sia r > 0 aribitrario. Sia zy € X e considero By = B (xo, ).

Se esiste 1 € X \ B; considero By = B (x1,r).

Se esiste x9 € X \ (By U By) considero By = B (x9,7).

Iterativamente costruisco una famiglia di palle { By, By, ...} e una famiglia di punti
{z1, 29, ...} tali che z,, ¢ |J;_, B;.

Se la famiglia {z1,x9,...} fosse infinita sarebbe una successione in X che non
ammette sottosuccessione convergente perché per costruzione d(z,,xy) > r
VneNVE <n.

Dunque la famiglia {x1,xs, ...} € finita e per costruzione lo & anche {By, By, ...}.
Allora per costruzione X C (Y, B;.

Per arbitrarieta di » > 0 dunque X e totalmente limitato.

Dimostriamo che (4) = (1).

Dimostriamo preliminarmente che se (X, d) ¢ completo e {C,}, .y € una succes-
sione decrescente di chiusi tale che lim,,_,, diam(C,,) = 0 allora

N, Cp={z} Iz e X.

Sia € > 0 fissato. Siano z,, € C,,Vn € N.

Sia n* € N tale che diam(C,,.) < e.

Vn,m>n* nmée Cp = d(xp,x,) < diam(Cp+) < e.

Allora {x,}, .y © succesione di Caucy e per completezza essa converge a x € X.
Allora per ogni k € N, {z,}, ., € succesione di Caucy in C} chiuso che converge
a z, dunque z € Cy Vk € N, e percid {z} C (2, C,.
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Se esistesse y € ()., Cn, y # x si avrebbe che diam((,~, C,,) > d(z,y) > 0, ma

cio & impossibile perché lim,, ., diam(C,,) = 0.

Sia ora (X, d) completo e totalmente limitato e supponiamo per assurdo che non
sia compatto.
Allora esiste {A;}

mento finito.

jed ricoprimento aperto di X che non ammette sottoricopri-
X ¢ totalmente limitato: siano {Bll, ...Bi(l)} palle chiuse di raggio 1 che ricopro-
no X. Allora esiste i(1) tale che Bil(l) non ¢ ricoperta da un numero finito di A;.
Bil(l) ¢ totalmente limitata: siano { B, ..., B, } palle chiuse in (Bil(l), d) di raggio
% che la ricoprono. Allora esiste i(2) tale che B?@) non e ricoperta da un numero
finito di A;.

Iterativamente per ogni k£ € N esiste Bik(k) palla chiusa in (Bf(;il), d) di raggio %
che non ¢ ricoperta da un numero finito di A;.

Per quanto visto prima esiste un unico # € X tale che {z} = (), oy Bf(k) perché
limg_ oo diam(Bf(k)) = limy_, % =0.

Allora esiste j* € J tale che x € Aj« aperto e percio esiste r* > 0 tale che
B (flf, T*) g A]*

Allora per ogni k > Tl*, Bik(k) C B (y, %] C B (x,%er(a:,y)} C B (x,%] C
B (z,r*) C A, assurdo perché Bf(k) non e ricoperta da un numero finito di
A;. m
Questo risultato vale anche su spazi topologici con topologia metrizzabile perché,
data una metrica che induce la topologia, una successione converge topologica-

mente se e solo se converge in metrica.

Dato che useremo la compattezza sequenziale nella topologia debole* ci serve la

metrizzabilita di quest’ultima:

Teorema 2.6. Sia E uno spazio normato separabile. Sia {x,},  sottoinsieme
denso e numerabile di Bg (0, 1].

Consideriamo Bg/ (0, 1] e definiamo la sequente metrica:

o

A(f.9) = 3" ollf — 9.2.)] ¥f.g € Be (0,1].

n=1

Allora la metrica d induce la topologia debole* o(E', E) su Bg (0, 1].

Per la dimostrazione di questo teorema si veda [5].
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Osserviamo che allo stesso modo si possono costruire metriche che inducono la

topologia debole* su Bg (0, 7] per ogni r > 0.

Corollario 2.7. Sia I spazio normato separabile e sia { fn},cy € E' successione

limitata. Allora {fy},cy ammette sottosuccessione debole*-convergente.

Dimostrazione. Per il Corollario del Teorema di Banach-Alaoglu-Bourbaki 2.3
{fn}nen © relativamente debole*-compatta. Dato che la topologia debole* su
insiemi limitati ¢ metrizzabile { f, }, .y € anche relativamente debole* sequenzial-

mente compatta e percio ammette sottosuccesione convergente in E’. ]

Per poter applicare questo teorema nel nostro contesto resta da verificare la sepa-
rabilita di (Cy(X),|]|,). In generale questo non ¢ possibile, ma lo ¢ nel caso che

ci serve, ossia quando topologia debole e topologia debole* su M(X) coincidono:

Lemma 2.8. Sia (X, 1) spazio polacco compatto. Allora (C(X),|-||,) € separa-
bile.

Per dimostrare il lemma useremo il seguente Teorema, la cui dimostrazione e

presente in [3]:

Teorema 2.9. Stone- Weierstrass

Sia (X, T) uno spazio topologico di Hausdorff compatto e sia A C C(X) una
sottoalgebra che contiene almeno una funzione costante non nulla.

Allora A ¢é densa in C(X) <= A separa i punti, ossia per ognixz,y € X, v # vy,
esiste f € A tale che f(z) # f(y).

Dimostrazione. (Del Lemma 2.8).

Sia d una metrica su X che induce 7 tale che (X,d) sia completo e separabile.
Sia {#},cy un sottoinsieme denso e numerabile di (X, d).

Definiamo f,, : X — [0, +o0], x — d(z, z,,) funzioni continue e denotiamo con 1
la funzione costante 1 : X — R, x +— 1.

Consideriamo l'insieme dei prodotti finiti di tali funzioni:

fz{Hff”

i€l

IQN,|I|<oo,pZ-EN}
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e definiamo lo spazio vettoriale su Q delle combinazioni lineari in F U {1}:

A= {quFj—l—q]l‘JgN,U\ <00, q,q; €Q, F} E]—"}.
jeJ

Per costruzione A e chiusa per somma e prodotto puntuale di funzioni ed & dunque

sottoalgebra di C'(X).

Siano z,y € X, x # y. (X,d) ¢ Hausdorff quindi esistono B,, B, C X palle

di raggio r tali che z € B,,y € By, B, N B, = 0. {,},oy ¢ denso quindi

esiste n € N tale che z,, € B,. Allora per costruzione f,(z) = d(z,z,) < r e

fuly) = d(y,x,) > r, quindi esiste f,, € A tale che f,(z) # f.(vy).

Per Teorema di Stone-Weiestrass allora A & densa in C(X).

Infine { f,},cy © numerabile quindi per costruzione F ¢ numerabile e percio anche

A=< FU{1l} >g ¢ numerabile. Per definizione quindi C'(X) ¢ separabile. [

In generale la topologia debole e la topologia debole* su M(X) non coincidono
(se X non e localmente compatto non si puo applicare il Teorema di Riesz e la
topologia debole® non ¢ nemmeno definibile). Ci servono quindi delle condizioni

di compatteza piu generali del Teorema di Banach-Aloglu-Bourbaki.

Spesso si possono trovare delle condizioni necessarie e sufficienti per cui un insieme
limitato risulta essere anche totalmente limitato. Il prototipo di questa strategia
¢ il Teorema di Ascoli-Arzela (per una trattazione di questo teorema si veda il
libro di W. Rudin [5]).

Nel nostro contesto tali condizioni necessarie e sufficienti sono date dal Teorema
di Prokhorov. Prima di tutto pero enunciamo e dimostriamo un Lemma che ci

servira anche nel Capitolo 3:

Lemma 2.10. Sia (X, 7) spazio polacco e sia [ : X — [0,400] semicontinua

inferiormente. Sia {fin},cn € P(X) che converge debolmente a . Allora

/fd,ugliminf/ fdpy,.
X n—oo X

Dimostrazione. (Basata su quella proposta in [1]).

Sia d una metrica su X che induce 7 tale che (X, d) sia completo e separabile.
Per ogni k € N definiamo fi(z) = infyex {min{f(y), k} + kd(z,y)}.
Ovviamente per ogni k € N si ha che 0 < fr < frp1 < min{f, k}.
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Per ogni y € X la funzione min {f(y), k} + kd(z,y) ¢ lipschitziana con costante

di Lipschitz 1. Allora la funzione fj(z) & l'estremo inferiore puntuale di una

famiglia di funzioni equi-lipschitziane ed e pertanto lipschitziana con costante di

1
i

Sia ora x € X fissato e supponiamo senza perdere di generalita che

Lipschitz minore o uguale a

f(z) < +oo (altrimenti per costruzione fiy(z) 1 +o00). Per ogni k € N sia
z, € X tale che min{f(zy), k} + kd(z,z) < fiu(x) + ¢ (cid & lecito perché
fr(z) <min{f k} < f(z) < +ooVk € N).

Necessariamente allora limy_,., ), = .

Inoltre dato che min {f(zx), k} < min{f(zy),k} + kd(z,2x) < fu(z) + ¢ ¢ da-
to che f e semicontinua inferiormente, per k sufficientemente grandi si ha che
F@) — 1 < fla) < min{f(z), b} < ful) + 1 Allora f(2) < fi(w) + 2 per k
sufficientemente grandi e pertanto f(x) < limg_,oo fr(x) (il limite eiste perché la
successione { f ()}, ¢ monotona).

Dato che fi(z) < f(z)Vk € N cio dimostra che fi T f puntualmente in X.

Ora per ogni k € N, liminf, o [y fdp, > liminf, o [y fedpn = [y fedp per
convergenza debole perché fi € Lipy(X) = fir € Cp(X).

Allora liminf,, . fX fdp, > suppey fX fedp = limg_o fX frdp = fX fdu per
Teorema di convergenza monotona. O]

Teorema 2.11. Prokhorov

Sia (X, ) spazio polacco e sia F C P(X).

Allora F é relativamente sequenzialmente compatto nella topologia debole di M(X)
<= F e equi-stretto, cioé¢ per ogni € > 0 esiste K C X compatto tale che
(X NK) <e.

Dimostrazione. (Basata su quella proposta in [1]).

Dimostriamo che se F e equi-stretto allora F & relativamente sequenzialmente
compatto.

Per regolarita (Teorema 1.1) per ogni p € F, u(X) = sup {p(K) | K C X compatto}.

Dunque esiste una successione di compatti { Ky C X}keN tali che Ky C Kjyyq e

lim wy = lim sup u(X \ Ki) = 0.
k—o0 k—ro0 WEF
Sia ora {fi,},cy Successione in F.
Sia k € N e consideriamo la successione di misure {uf} oy © M (K}) data da

1 (A) = pn (AN Ky). Dato che sup,,cy p (Ki) < 1, per quanto visto prima (Co-
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rollario 2.7) esiste v, € M, (K}) ed esiste { Mﬁ(l)}leN sottosuccessione di { uﬁ}neN

che converge debolmente a v.
Sia {M”(Z(l))}l(l)eN sottosuccessione di {jin}, oy tale che {'u:‘(l(l))}lu)ei\l converge
debolmente a v4 in M (K;).

Sia {Mn(l(g))}l(Q)eN sottosuccessione di {'u”(l(l))}l(l)eN tale che {Mi(l(Q))}l(Q)eN con-

verge debolmente a v in M, (K3) e {M}"L(l@))} o converge debolmente a 14 in
1(2)eN
M, (Ky).

Iterativamente possiamo costruire {,un(l(m))} lm)eN sottosuccessione di {tin},cx

tale che {uﬁ(l(m))}l(m)eN converge debolmente a v, in M (K}) per ogni k < m.

Per arbitrarieta di m € N esiste { pn(p)}peN sottosuccessione di {fi, },cy tale che
{ufb(p)}pEN converge debolmente a v, in M, (K}) (e per estensione in M (X))
per ogni k € N.

In particolare dato che K C Kj4; abbiamo che v (B) = lim, uﬁ(p)(B) =
lim,,_, o ,ufj?;)(B NKy) = v (B N Ky) dove "lim” si riferisce alla convergenza
debole. Quindi per ogni B € B(X), vx(B) = vg1(B N Ky) < vg41(B).

Definiamo v(B) = supyey vx(B) VB € B(X).

Per costruzione v > 0 e v(()) = 0.

Se A,B € B(X), An B = () abbiamo che v(A U B) = supyey k(AU B) =
sUppen {Vk(A) + vx(B)} = v(A) + v(B).

Se {Aj}jeN C B(X) abbiamo che v(U7Z,) = supgen v (U;21) < suppen D272, vi(4;) <
> ey SUpgen Vk(Aj) = D077 v(A;) perché vy < vgyg.

Allora v ¢ finitamente additiva e o-subadditiva e percio v € M, (X).

Dato che 1 — wi, < pinp)(X) = tnp) (X N Ki) = Mﬁ(p)(X> <1, per ogni p € N
abbiamo che 1 — wy, < v (X) <1 e percio v(X) =1, ossia v € P(X).

Dimostriamo che { '“"(P)}peN converge debolmente a v. Sia ¢ € Cy(X),

| oduaiy = [ o
< ‘ /X Gdpin(p) — /X dpin | + ‘ /X Gl — /X ¢dvy, /X ¢dvy, — /X ¢dv

[ o = [ o]+ [ 16ldtiny = i) + [ folito =) <

< ‘/ T —/ pdvy
X X

<

+ <

<

+ 1811, (1) = Hine)(X) + 101l (v — i) (X) =
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IR
X X
< ‘ / Pdpig — / Pdvy,
X X

/X Pdpin(p) — /X pdv

Dimostriamo ora che se F ¢ relativamente sequenzialmente compatto allora F e

+ 2l () (X Ky) + (X N Ky)) <

+2/|0l] k-

Allora

lim sup
p—00

< 2|[¢l| wr — 0.
k—o00

equi-stretto.

Dimostriamo preliminarmente che se {p,} C P(X) converge debolmente a

neN
p € P(X) allora per ogni C' C X chiuso limsup,,_, . i (C) < u(C).

Sia C' C X chiuso e consideriamo f(z) = xa(x) con x4 funzione caratteristica di
A = X ~ C aperto. Osserviamo che f e semicontinua inferiormente.

Allora grazie al Lemma 2.10 u(C) = [ (1 — f())du(z) > 1-liminf, o [, fdu, =
limsup,, . (1 — p,(A)) = limsup,,_, o tn(X N A) = limsup,,_, . 1, (C).

Sia ora € > 0 fissato e sia {z;},.y € X un sottoinsieme denso e numerabile.

Per dimostrare che F ¢ equi-stretto ¢ sufficiente dimostrare che per ogni j € N

esiste k; € N tale che pu(X ~ Ufil B (xi, %)) < 5; Vuu € F in quanto posto

K =Nz, Ufil B <:cl-, %] esso & compatto (come visto nella dimostrazione del

Lemma di Ulam 1.3) e per ogni p € F vale
[e%s} kj 1 >
€
(X NK) <p U X\UB(Ii73] gzgze.
j=1 i=1 j=1
Supponiamo per assurdo che esista jo € N tale che
k; 1
€
VEke Ndu, € F g X\UB(@-,—,) > —.
J

270
i=1

Per la relativa sequenziale compattezza di F la successione {px},oy ammette
sottosuccessione { ’uk(”)}neN che converge debolmente a u € P(X).

Per quanto visto prima per ogni k € N vale

k k
1 . 1 €
g (X “Un o 7)) 2 Him $up o (X U (o 7)) > o

i=1 i=1
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2790 7

X=Uz,B <xi, ]io> per densita di {z;},.y. 0

e pertanto u <X ~U=, B (xi, %)) > == ma cio e assurdo perché

In realta la distinzione tra compattezza e compattezza sequenziale nel Teorema
di Prokhorov e superflua in quanto se (X, 7) & spazio polacco la topologia debole
su P(X) é metrizzabile. La dimostrazione di questo risultato ¢ molto tecnica ed

¢ reperibile sui testi specifici della teoria del trasporto ottimo (ad esempio [7]).

Concludiamo questo capitolo con la dimostrazione del Teorema di Weierstrass

(fondamentale per il metodo diretto del calcolo delle variazioni):

Teorema 2.12. Weierstrass
Sia (X, T) spazio topologico di Hausdorff sequenzialmente compatto e sia

f: X — R semicontinua inferiormente. Allora f ammette minimo in X.

Dimostrazione. Sia I = inf,cx f(z).

Basta dimostrare che esiste * € X tale che f(z*) = I.

Sia {@p}, ey successione in X tale che limy, o f(zn) = I.

Se x, = z* definitivamente allora f(z*) = I.

Altrimenti esiste {xn(k)} ren SOttosuccessione di {@n}, ey convergente a z* € X e
tale che x,4) # 2" VE € N.

Allora f(z*) < liminf, .« f(y) < limpoo f(@nm)) = I, pertanto f(z*) =1. [
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Capitolo 3

Esistenza di soluzioni ottime

3.1 Dimostrazione del teorema

Ricordiamo che il nostro obiettivo ¢ dimostrare il Teorema 1.4. Vorremmo appli-

care il Teorema di Weierstrass 2.12 alla funzione

C:Il(p,v) >R, m+— c(x,y)dmr(z,y).
XxY

Per fare cio dobbiamo dimostrare che il dominio II(x, v) ¢ compatto e la funzione
C e semicontinua inferiormente sotto un’opportuna topologia. Consideriamo la
topologia su II(u, ) indotta dalla topologia debole su M(X x Y):

Lemma 3.1. II(u, v) dotato della topologia debole é compatto.

Dimostrazione. (Basata su quella proposta in [1]).

Ricordiamo che

M(p,v) ={r e P(X xY) | 7n(AXY)=pu(A)VAe B(X),
m(X x B)=v(B)VYB € B(Y)}.

Siam € II(X xY). Sia ¢(x) € Cp(X) vista come funzione in X x Y indipendente
da y. Allora ogni approssimazione con funzioni semplici di ¢ puo essere presa
in modo che gli insiemi misurabili che definiscono tali funzioni semplici siano del
tipo A x Y per opportuni A € B(X).

Dato che per ogni A € B(X), 7(AXY) =p®v(AxY), grazie al Teorema di

27



28 Capitolo 3. Esistenza di soluzioni ottime

convergenza monotona si ha che

[ oadrtan) = [ oaduovie.y) - /X o) du(x) Vo € Ch(X).
Analogamente
[ vy = [ wwdne ) - / by)dv(y) Vo € Cy(Y).

Siano ¢ € Cp(X) e ¢ € Cp(Y), allora le mappe
Fy : PXXY)=R o= [, ,odreGy:P(X xY) =R, m— [, , vdr

per definizione sono continue rispetto alla topologia debole di P(X xY’). Pertanto

i ({ [ var})
$ECH(X) YECH(Y) Y

= 1) 7 (o) 7 0

¢ chiuso nella topologia debole di P(X x Y).

Dimostriamo ora che 'insieme di misure di probabilita II(u,v) € equi-stretto e
percio debolmente compatto grazie al Teorema di Prokhorov 2.11.

Sia € > 0 fissato. Per il Lemma di Ulam 1.3 esistono H C X e K C Y compatti
tali che u(X N H) < §ev(Y NK) < 5.

Allora H x K C X xY ¢ compatto e per ogni 7 € II(p,v), m(X xY N H x K) <
T(XNH)UYNK)) <upH)+v(K)<e. O

Occupiamoci ora della semicontinuita inferiore di C:

Lemma 3.2. Se la funzione costo ¢ : X XY — [0,4+00] & semicontinua infe-
riormente (rispetto alla topologia prodotto su X x Y ) allora C é semicontinua

inferiormente rispetto alla topologia debole.

Dimostrazione. (Basata su quella proposta in [1]).

Possiamo applicare il Lemma del Teorema di Prokhorov 2.10 a f = ¢ perché
X XY con la topologia prodotto ¢ spazio polacco (basta prendere come metrica
d((z1, 1), (22, 92)) = dx (1, 41) + dy (22, 92) ).

Sia {7 },en € P(X x Y) che converge debolmente a 7 € P(X x Y). Si ha che
C(m) = fXXY cdm < liminf,_, fXXy cdm, = liminf, . C(m,).

Allora per definizione C & semicontinua inferiormente rispetto allla topologia
debole di P(X x Y). O
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Teorema 3.3. Siano X eY spazi polacchi. Siano u € P(X) ev € P(Y).
Se ¢ e semicontinua inferiormente allora il problema di Kantorovich ammette

minimo.

Dimostrazione. Sappiamo che I1(u, v) € compatto (Lemma 3.1) e C : II(u,v) — R
¢ semicontinua inferiormente (Lemma 3.2).
Per Teorema di Weierstrass 2.12 dunque esiste min {C(7) | 7 € II(u,v)} ossia

esiste una soluzione ottima per il problema di Kantorovich. O

3.2 Considerazioni finali

La dimostrazione che abbiamo fornito non e costruttiva, pertanto non permette
di calcolare effettivamente il minimo (ne dimostra soltanto l'esistenza). Cio puo
risultare problematico qualora si volessero risolvere quantitativamente dei proble-
mi legati al trasporto ottimo.

Sfruttiamo quest’ultima sezione per discutere di possibili soluzioni per questa

criticita.

Dato che l'insieme delle soluzioni ammissibili II(u, ) ¢ convesso ¢ ragionevole
pensare che il problema di Kantorovich ammetta un problema duale. In effetti
una decrizione del problema duale venne fornita dallo stesso Kantorovich nelle
sue pubblicazioni: si veda [4].

La formalizzazione del problema duale sfrutta la teoria dell’integrazione nello
spazio L' ed ¢ quindi opinabilmente pitt “intuitiva” di quella del problema ori-
ginario. Tuttavia la dimostrazione del Teorema di dualita e assai piu sofisticata

dell’approccio diretto usato in questa tesi. Per approfondimenti si consulti [1].

Un’alternativa allo studio del problema generale e la restrizione al calcolo del-
la soluzione ottima per una funzione costo fissata. Ad esempio il teorema di
Kantorovich-Rubinstein tratta il caso in cui la funzione costo ¢ una metrica.

Per una trattazione esaustiva di questo teorema, nonché del caso ¢(z,y) = |z — y|2

si confrontino le fonti gia citate con il libro di C. Villani: [§].

Infine un’ulteriore opzione in determinati contesti potrebbe essere quella di ag-

giungere vincoli all’insieme delle soluzioni ammissibili. Ad esempio nell’ambito
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della finanza matematica e utile considerare solo le misure di probabilita 7 che
siano anche “misure martingala” (ovvero tali che determinate funzioni verifichino
la condizione di martingalita per queste misure). Una discussione pitt appro-
fondita degli aspetti concreti del trasporto ottimo ¢ reperibile nel libro di F.

Santambrogio: [6].



Bibliografia

1]

[4]

[5]

[6]

Luigi Ambrosio, Elia Brué, and Daniele Semola. Lectures on Optimal

Transport. Springer Nature Switzerland AG, 2021.

Haim Brezis. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential

Fquations. Universitext. Springer New York, 2010.

Gerald B. Folland. Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications.
Pure and Applied Mathematics: A Wiley Series of Texts, Monographs and
Tracts. Wiley, 2013.

Leonid Kantorovitch. On the translocation of masses. Management science,
5(1):1-4, 1958.

Walter Rudin. Real and Complex Analysis. Mathematics series. McGraw-Hill,
1987.

Filippo Santambrogio. Optimal Transport for Applied Mathematicians: Cal-
culus of Variations, PDEs, and Modeling. Progress in Nonlinear Differential

Equations and Their Applications. Springer International Publishing, 2015.

Cédric Villani.  Optimal Transport: Old and New. Grundlehren der
mathematischen Wissenschaften. Springer Berlin Heidelberg, 2008.

Cédric Villani. Topics in optimal transportation, volume 58. American
Mathematical Soc., 2021.

31



	Introduzione
	Descrizione del problema
	Notazione
	Spazi polacchi
	Problema di Kantorovich

	Risultati preliminari
	Topologie sugli spazi di misure
	Compattezza sequenziale

	Esistenza di soluzioni ottime
	Dimostrazione del teorema
	Considerazioni finali

	Bibliografia

