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Sistemi Lineari

La risoluzione di sistemi lineari puo essere

affrontata in MatLab in modo estremamente

efficiente, originariamente MatLab e stato
progettato proprio per svolgere questo compito.



Sistemi Lineari

Sia A matrice (n x n), x e b vettori colonna (1 x n)
si vuole risolvere il sistema lineare

Ax=Db

La soluzione tramite MatlLabdi questa equazione
puo avvenire in due modi.

* Usando l'inversa della matrice A (x=inv(A)*b)
* Usando l'operatore backslash \



I Sistemi lineari
Ax=b = x=InvA Db
I >> A=[123;,456; 780]
>> b=[12 ; 33; 36]
>> x=inv(A)*b
X =
4.0000
1.0000
2.0000

L'operazione e formalmente corretta ma e
numericamente onerosa e lenta.



I Sistemi lineari

La risoluzione del sistema si ottiene in MatLab
I usando il simbolo di divisione a sx backslash \

>>X=A\b soluzione del sistema Ax=b (x=inv(A)*b)

>> A=[123;456; 780]
>> b=[12 ; 33; 36]
>> X=A\b
X =
4.0000
1.0000
2.0000



Sistemi lineari

L'operatore backslash \ usa algoritmi differenti per
trattare diversi tipi di matrici:

* Permutazioni di matrici triangolari.

e Matrici simmetriche e definite positive.
» Sistemi rettangolari sovradeterminati.
» Sistemi rettangolari sottodeterminati.



I Sistemi lineari: casi particolari
Sistemi triangolari:

I [l 0 -+ 0] L triangolare inferiore
I = lor oo 0

Ly=>b

e cun| U trigngolare superiore

I 0 oo U2y,

) - U x=c

© Upn

Sistemi triangolari risolvibili con metodi di
sostituzione in avanti e sostituzione indietro



Sistemi triangolari
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I Sistemi triangolari

I Algoritmo di sostituzione all'indietro:

- by
Ip = —
Unp
1 mn
T =— b — Y Ui peri=n-1,..., 1
Ui j=i+1 |

Algoritmo di sostituzione in avanti:

by
T =—
R

1 i—1
=g bi— Y lizi| peri=2,...,n.
i j=1



Eliminazione di Gauss

Nel metodo di eliminazione di Gauss il sistema

lineare di partenza viene trasformato in uno
equivalente ma di piu facile soluzione in quanto
la matrice del nuovo sistema ha forma
triangolare.

|l/1.'l.| LS I * § I T 1.'1.1]1\] /CI.” (1.112. 1 " a_11n_ \
- - 11 | 1 |1
azy a2 Qzy ... diq 0 Ay, O3 ... o
o = Ll az? a A | . 2 2
A — [ﬂ”] — | Q31 432 dzz in : 0 a2 .. -I'%u'l
l\ﬂu 1 Qn2 Qp3 ... 1-'J-H'r‘l/] \ r r R |' nr—1 |
0 0 ... 0 aun /



Eliminazione di Gauss

Al primo passo vogliamo eliminare gli elementi della prima colonna al di sotto
della diagonale principale:

L} L] n n L} ﬂl1 L}
— sottraiamo la prima equazione moltiplicata per — dalla seconda equazione:
ar
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Eliminazione di Gauss

. . . o a3 .
- sottraiamo la prima equazione moltiplicata per — dalla terza equazione.
91

— sottraiamo la prima equazione moltiplicata per {?—” dalla n-sima equazione.
a1
Come risultato si avra la nuova matrice con elementi
nulli sulla prima colonna, dal secondo in poi e il

sistema diventa

(ﬂ” {1.1_1. ﬂ.'”.\l X1 (bi\

(1] (1] (1)
0 ayy ... @, X2 by

L <N s

Lo o) ) W) )



Eliminazione di Gauss

Al secondo passo, consideriamo il sistema ridotto che si ha ignorando la prima
equazione del sistema e la prima colonna della nuova matrice che abbiamo ottenuta
(che ha tutti 0 al di sotto dell'elemento diagonale).

(1) (1)

Uy oo Uy
(1] (1)

ﬂ']"Lz PR ﬂ-'l"L'I"1 )

A questa sottomatrice applichiamo lo stesso procedimento di prima, sottraendo,
(1)
a.
quindi, la prima equazione della sottomatrice moltiplicata per % dalla seconda
e
equazione della sottomatrice, e cosl via.
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Eliminazione di Gauss

Dopo questo passo il sistema sara equivalente a

(1]
2
[2]
3

(1]
n



Eliminazione di Gauss

Dopo aver applicato questo procedimento n-1
volte si ottiene un sistema triangolare superiore
semplice da risolvere tramite sostituzione

all'indietro.
ajp a2 ... ... Qi , t
A AT
Voot Gy Gy g by
I I B
o0 0 ) s et




Eliminazione di Gauss

Per applicare il metodo di Gauss, dobbiamo moltiplicare la prima equazione per 5 ¢

sottrarla dalla seconda

W+ =35 -
3 3
E(ZX] ‘|—]X2):§2 =

Oxy +0.5%; =05

Il sistema a-?quimiente diventa

o 05) (2) = (65



I Eliminazione di Gauss

I Si vuole risolvere il sistema seguente

trasformandolo in un sistema triangolare facilmente
risolvibile

gy upz w13\ 7 vy
0 ugp wgy || 22 | =| w2 |.
0 0 wuzz )\ 73 3

¥



I Eliminazione di Gauss

si effettuano trasformazioni su A e b in modo da avere

2 4 10 2 b 4 10
A'fl}:(a | W=« ]. — » AW=]0 -3 0 D=1 _6 |
0 x X X 0 -4 -3 -5

= X



Eliminazione di Gauss

Infine si trasforma la matrice in una triangolare
superiore tramite combinazione lineare tra le
righe

2 6 4 10
U=AR =0 -3 0 y=02 = _6 |.

0 0 -3 3

Risolvendo il sistema U x=b con sostituzioni
all'indietro si ottiene la soluzione

r=1(1,2,-1)".



Eliminazione di Gauss

Algoritmo di eliminazione di Gauss

fork=1,....n—-1
fori=k+1,...,n

_
Mg = k)
Kk
forj=k+1.....n
k+1 k k
o) = o8 _ g
end
k+1 k k
p ML) = 8 )
end

end



Fattorizzazione LU

Raccogliendo i moltiplicatori in una matrice triangolare

inferiore L con diagonale unitaria e considerando la
matrice triangolare superiore U ottenuta al passo n-1,
si ottiene la fattorizzazione A=LU

1 (1 )

1 0 0 414 E:.’f E#
= | ™o 1 e 0 r=| 0 n.?:;} RN ¢}
M1 Mpp—1 1 0O ... 0 ﬂ_LT:I}
) Ly=1b
Av=b = Mr=b e oy,



Fattorizzazione LU

Il generico passo k-esimo del metodo puo essere
ottenuto premoltiplicando la matrice A per la
matrice M che raccoglie i moltiplicatori

Ay =M - A
Ay =My- Ay =M, - M- A
As = Ms- Ay = Ms-My- M - A

A, 1=M, - A, o=M, - M, o----My-M;-A
U=M,—1-M,_—o----My-M; -A

A=LU = L= (My,1-Myg----My-M)"



Fattorizzazione LU

Matlab calcola la fattorizzazione LU di una matrice
con il comando:
>>[L,U] = lu(A)

e si puo procedere alla risoluzione del sistema
>>y=L\b;
>>x=U\y



>> A=[1
>> [L U]
L =

Fattorizzazione LU

O »132;1-3-8];
= ()



I Soluzione sistema con
I fattorizzazione LU

I >>A=[1 0 1;132;1-3-8];
>> b=[1; 2; 3]
>> [L U] = lu(A);
>>y=|\b;
>>x=U\y

X =
1.3750
0.4583

-0.3750



Fattorizzazione LU

Essendo L ed U di forma triangolare e possibile
memorizzare la fattorizzazione LU direttamente nella
stessa area di memoria di occupata da A, U occupa
la parte triangolare superiore di A, inclusa Ila
diagonale principale, L la triangolare inferiore con
elementi unitari sulla diagonale.

Si parla di fattorizzazioni LU sul posto della matrice A.

Ci sono differenti versioni di tale fattorizzazione che
dipendono dall'ordine secondo cui vengono eseqguiti i
cicli.



Fattorizzazione LU sul posto

function [A] = fatt LU kji(A)
n=size(A,1); Versione kji: I'operazione fondamentale
for k=l:n-1 di tale algoritmo consiste nel moltiplicare

. — . . —Pp ] .
Z;C()]fjl,;i;]f).np‘(k“ iy Je) JE sy ) 7 uno scalare per un vettore, aggiungervi

for i=k+l:n un altro vettore e memorizzare il
A(i,3)=A(i,9)-A(i, k) *A(k,T); risultato.
end,
end
end
function [A] = fatt LU_ijk(A) Versione ijk: I'operazione fondamentale

n=size (A, 1); di tale algoritmo consiste nel prodotto

— . .
foioi jl-;rzl:i scalare. E' detto anche schema compatto
A(i,j-1) = A(i,3-1)/A(3-1,3-1); di Doolittle.

for k=1:7-1
A(l/j)=A(lrj)_A(l/k)*A(kr]) ’

end
end . .. - . .
Fore =il zm Le formule in cui il ciclo su i precede il
for k=1:i-1 ciclo su j sono orientate per righe, le altre
A(i,3)=A(i,3)-A(1i,k)*Aa(k,]) ; sono orientate per colonne.
end
end

end



Tecnica 'pivoting’

Per evitare possibili divisioni per 0 e per rendere
I'algoritmo di eliminazione o di fattorizzazione LU
stabili rispetto alla propagazione degli errori di
arrotondamento si usa la strategia di pivoting che
consiste nello scambio di righe o colonne opportune.

Il risultato della fattorizzazione LU €

PA = LU

essendo P una matrice di permutazione che tiene conto
degli scambi avvenuti.



I Pivoting parziale

Pivoting parziale: si cerca il coefficiente apk di modulo
massimo con p>k, si scambia la riga p con la riga k

fork=1,....n—1

cerco piu piccolo p tale che |a“""'|— max |a”":'|
i preeste ] pil = 2 [0

scambio la riga k con la riga p
fori=k+1,....n
a't K
Mk = % —————
ﬂ-i_;\f‘
forj=k+1,...,n pr e R — - —
(ht1) _ (k) (k)
end
(k41) (k) (k)
b, e b, — myby,” k
end



I Pivoting totale

massimo su tutte le righe i e le colonne j, con i e
j>k, e si scambia la riga i con la riga k e la colonna
j con la colonna k. Tale tecnica ha costi
computazionali maggiori quindi si preferisce
sempre il pivoting parziale.

I Pivoting totale: si cerca il coefficiente app di modulo




Matrici di permutazione

Si consideri la matrice di permutazione P di dimensione 3

I 0
P=100
0 1

Qualunque sia la matrice A(3,3), moltiplicandola a sinistra
per P si ottiene lo scambio della seconda e terza riga di A,
mentre moltiplicandola a destra per P si ottiene Ilo
scambio della seconda e terza colonna di A:

= = D

10 0\ fan a2 a3 app a2 a3
PA=10 0 1 a1 d22 dAz23 ] = 1437 432 433
0 1 0/ \az; a3z a3 ay; Gy 63
ajp app a3\ /1 00 arp a3 ap
AP=lay ap a3 | {0 0 T)={ay a3 ax
az; azy a3/ \0 1 0 azyp 633 a3



LU con pivoting

PA=LU = PAx = LUx
Ar =0 = LUx = Pb

Si risolvono i sistemi triangolari

Ly = Pb

Uzr =y



I Fattorizzazione Cholesky

I Se A e una matrice simmetrica definita positiva,
esiste un'unica matrice L triangolare inferiore per
cui si ha la fattorizzazione

A=TLL"

Calcolata L si procede alla risoluzione dei due
sistemi triangolari:
? Ly =b

LTy = U



Fattorizzazione Cholesky

In MatLab la fattorizzazione di Cholesky si ottiene
con il comando chol

>> A=[1-1-1;-120;-10 3];

>> R=chol(A) R'*R=A, R corrisponde a L'
R =

1 -1 -1

O 1 -1

O O 1



Fattorizzazione Cholesky

Permette di sapere se A e definita positiva

attraverso un flag p che risulta essere 0:
>> [R,p]=chol(A)

R =
1 -1 -1
0 1 -1
0O O 1



Fattorizzazione Cholesky

Se A non e definita positiva e la funzione chol viene
richiamata con un solo argomento in uscita, verra

visualizzato un messaggio di errore:

>>A=[123;254;3 4 8]

>> R=chol(A)

?2?? Error using ==> chol
Matrix must be positive definite.

Usando due argomenti in uscita, non segnala errore
ma risulta p=3.

>> [R,p]=chol(A)

>>p=3
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