
Esercitazione 4

Richiami di Teoria

Curve di Bèzier

I polinomi di Bernstein di grado n sono definiti da:

Bn
i (t) =

(

n

i

)

ti(1− t)n−i, i = 0, . . . n.

Ci sono n+ 1 polinomi di Bernstein di grado n. Per convenienza matematica, si usa porre
Bn

i = 0, se si verifica che i < 0 o i > n.
Nei casi semplici otteniamo:

• il polinomio di Bernstein di grado 0 è:

B0

0 = 1

• i polinomi di Bernstein di grado 1 sono:

B1

0 = 1− t B1

1 = t

• i polinomi di Bernstein di grado 2 sono:

B2

0 = (1− t)2 B2

1 = 2t(1− t) B2

2 = t2

• i polinomi di Bernstein di grado 3 sono:

B3

0 = (1− t)3 B3

1 = 3t(1− t)2 B3

2 = 3t2(1− t) B3

3 = t3

I polinomi di Bernstein di grado n, possono essere definiti dalla fusione di due polinomi di
Bernstein di grado n − 1, cioè il k-esimo polinomio di Bernstein di grado n può essere scritto
come:

Bn
k = (1− t)Bn−1

k + tBn−1

k−1

Alcune proprietà dei polinomi di Bernstein:

• Non negatività;

• formano una partizione dell’unità.
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Algoritmo di De Casteljau

Trattiamo inizialmente le parabole. Consideriamo quindi tre punti b0, b1, b2, appartenenti a E3

ed un parametro t ∈ R. Costruiamo quindi:

b0
b1 b10(t) = (1− t)b0 + tb1
b2 b11(t) = (1− t)b1 + tb2 b20(t) = (1− t)b10 + tb11

Osserviamo che inserendo le prime due equazioni (colonna 2) nella terza (colonna 3),
otteniamo:

b20(t) = (1− t)2b0 + 2t(1− t)b1 + t2b2 =
2
∑

k=0

B2

k(t)bk

Questa è una espressione quadratica in t, quindi b20(t) traccia una parabola con t che varia
da −∞ a +∞. Per t tra 0 e 1, b20(t) è all’interno del triangolo formato da b0, b1 e b2; dove in
particolare abbiamo, b20(0) = b0 e b20(1) = b2

Possiamo generalizzare la precedente costruzione della parabola generando una curva poli-
nomiale di grado arbitrario n: dati b0, b1, ... bn e t ∈ [0, 1] fissiamo:

bri (t) = (1− t)br−1

i (t) + tbr−1

i+1
(t) r = 1, . . . , n, i = 0, . . . , n− r

e b0i = bi. Quindi b
n
0 (t) è il punto che come parametro usa t nella curva di Bézier bn.

Il poligono P formato da b0, . . . , bn è chiamato poligono di Bézier o poligono di controllo
della curva bn. In modo simile, i vertici del poligono bi, sono chiamati punti di controllo o punti
di Bézier.

I coefficienti bri possono essere scritti in forma matriciale

b0 = b00
b1 = b01 b10
b2 = b02 b11 b20
b3 = b03 b12 b21 b30 = b3

dove il calcolo dei vari coefficienti avviene per colonna e deve essere ripetuta al variare di t.
Quindi, dati n+1 punti definiti punti di controllo b0, b1, ... , bn, la curva di Bézier di grado

n è definita come:

q(t) =
n
∑

k=0

Bn
k (t)bk , t ∈ [0, 1]

dove i Bn
k sono i polinomi di Bernstein di grado n.

Ad esempio, prendendo i punti di controllo b0(1, 2) e b1(3, 4), i polinomi di Bernstein
diventano 1− t e t e quindi la curva di Bézier diventa

(

x
y

)

= (1− t)b0 + tb1 = (1− t)

(

1
2

)

+ t

(

3
4

)
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che sviluppata
x = 1(1− t) + 3t = 1 + 2t
y = 2(1− t) + 4t = 2 + 2t

porta alle due equazioni parametriche di un segmento di linea su un piano per t ∈ [0, 1].
Esempio di codifica ed utilizzo è ripotato nelle seguenti function.

function val = deCasteljau(puntiBezier,t)
% Algoritmo di De Casterljau

% schema algoritmo
% b 0ˆ0, b 1ˆ0, b 2ˆ0, ..., b nˆ0
% b 0ˆ1, b 1ˆ1, ...., b {n−1}ˆ1
% b 0ˆ2, b 1ˆ2, ...
% ...

bt = puntiBezier;

[dim,numpunti] = size(bt);
for r = 2:numpunti,

for i=1:numpunti −r+1,
bt(:,i) = (1 −t) * bt(:,i) + t * bt(:,i+1);

end
end
val = bt(:,1);

% ESEMPIO DI CURVA DI BEZIER
%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

clear all
close all
clc

puntiBezier = [1 1 0 −1/2; 0 1 1 1; 0 0 0 1/2]; % punti in uno spazio 3D
np = size(puntiBezier,2); % numero di punti del poligono di controllo
dim = size(puntiBezier,1); % dimensione
sudd = 100; % suddivisioni di [0,1]
t = linspace(0,1,sudd); % t
curvaBezier = zeros(dim,sudd); % succ. dei punti della curva di Bezier
% valutazione della curva di Bezier per ogni istante del para metro
for i=1:sudd,

% valutazione del punto
bt = deCasteljau(puntiBezier,t(i));
% salvataggio del punto
curvaBezier(:,i) = bt;

end
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% disegno della curva come spezzata e del poligono di control lo
xBezier = curvaBezier(1,:);
yBezier = curvaBezier(2,:);
zBezier = curvaBezier(3,:);

plot3(xBezier,yBezier,zBezier, 'k' );
hold on
plot3(puntiBezier(1,:),puntiBezier(2,:),puntiBezier (3,:), 'ro' );
hold off
grid on
xlabel( 'x' )
ylabel( 'y' )
zlabel( 'z' )
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Figura 1: Curva di Bézier.

Una proprietà molto importante delle curve di Bézier è l’invarianza affine, ovvero se viene
applicata una trasformazione affine

Φ(x) = Ax+ c

il risultato è dato dalle immagini affini dei suoi punti di controllo

Φ(q(t)) = Φ

(

n
∑

k=0

Bn
k (t)bk

)

=
n
∑

k=0

Φ(bk)B
n
k (t)

4



riducendone notevolmente la complessità nell’applicazione di queste trasformazioni.
Esempio di queste trasformazioni sono la rotazione, la traslazione, la scalatura, ... .

Esercizio 1

Applicare la rotazione alla curva di Bézier definita dai seguenti punti di controllo (0, 0), (0, 1),
(1, 1), (1, 0), (1/2, 0),(1/2, 1/2).

Nello spazio, la rotazione attorno all’asse z è della forma





cos(θ) − sin(θ) 0
sin(θ) cos(θ) 0
0 0 1





Ripete l’esercizio con un’altra trasformazione affine a scelta dello studente (es. traslazione,
scalatura, ...).

Nello spazio, la scalatura attorno è una matrice del tipo





sx 0 0
0 sy 0
0 0 sz



 .
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Figura 2: Curva di Bézier e sua rotazione di 90◦.
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