ESERCITAZIONI DI ANALISI NUMERICA  *

A. SOMMARIVA T E M.R. RUSSO!

1. Alcuni problemi della teoria dell’'approssimazione.

1.1. Costanti di Lebesgue.Dato un set di punti distintX = {xo, ..., x,} nellinter-
vallo chiuso e limitatda, b] si definiscecostante di Lebesgua quantita

con al solitoL; i-simo polinomio di Lagrange (relativamente al s&,...,z,). Sia ora
¢o, - .., Pn Una base per lo spaz®, dei polinomi di gradon. SiaV,(X) la matrice di
Vandermonde del set di punXi rispetto alla baseéy, . . ., ¢,,. SiaY C [a, b] un sottoinsieme
di discreto con cardinalita finita. 3&e VY sono rispettivament&, (X) e V,,(Y") allora, se
insiemeY e sufficientementétto, una buona stima della costante di Lebesgue ¢ data da

leb_const=norm(VX\VY’,1);
D’altra parte un esempio di base &
function V = chebvand(deg,mymesh,intv)

% computes the Chebyshev-Vandermonde matrix at a 1d mesh
% in Chebyshev basis of a rectangle containing
% the mesh points

% INPUT:

% deg = polynomial degree;
% mymesh = 1-columns array of mesh points coordinates;
% intv = interval that contains the mesh.

%OUTPUT:
% V = Chebyshev-Vandermonde matrix
%FUNCTION BODY

if nargin < 3
intv=[-1 1];
end

% CHEBYSHEV BASIS. SCALED.
a=intv(1); b=intv(2);
xx=(2 *mymesh-a-b)/(b-a); % SCALING.
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for index = 1:(deg+1)
V(:,index)=cos((index-1) *acos(xx)); % VANDERMONDE.
end

Si domanda:
1. definiti perm = n + 1 i nodi equispaziati nell'intervallo—1, 1] che determinano
l'insieme X e i nodi test

Y ={-1+hk}, k=0,...,1000,h = 1/500

calcolare approssimativamente la costante di Lebesgue p€3,4, 5, . . ., 10.
2. definiti perm = n + 1 i nodi di Chebyshev

X:{COS%}, k=0,....m—1
e i nodi test
Y ={-1+hk}, k=0,...,1000,~ = 1/500
calcolare approssimativamente la costante di Lebesgue p€3,4, 5, . . ., 10.

1.2. Miglior approssimante polinomiale e interpolante paihomiale nei nodi di Che-
byshev. Il metodo di Remez permette di calcolare il polinomio di noglapprossimazione
di gradon di una funzione continug in un intervallo chiuso e limitatfu, b]. Esistono varie
implementazioni di tale algoritmo. Utilizzando la versgotiescritta in

R. Pachon e L.N. Trefethen,

"Barycentric-Remez algorithms for best polynomial approx imation
in the chebfun system",

BIT Numer Math (2009) 49, p. 721741,

e possibile calcolare, fissato un grado polinomio di miglior approssimaziong* € P;0.

Vediamo alcuni esempi. Si considerila funziofie:) = sin (exp (z)), x € [—1, 1] citata
in tale pubblicazione a pagina 734. Se il sisterthabfun & stato installato nella versione
Matlab (per il download si veda la homepage degli autorodice

% CHEBFUN DI UNA FUNZIONE.
f=chebfun('sin(exp(x))");

% POLINOMIO DI MIGLIOR APPROSSIMAZIONE p (DI GRADO 10)
% ED ERRORE COMPIUTO err.
[p,err]=remez(f,10);

% POLINOMIO p DESCRITTO NELLA BASE MONOMIALE
% pp(l) *x’N + pp(2) * X{N-1} + ...
pp=poly(p);

% PUNTI TEST.
xx=(-1:0.001:1)’;

% VALUTAZIONE DEL POLINOMIO NEI PUNTI TEST.
pxx=polyval(pp,xx);



% VALUTAZIONE DELLA FUNZIONE NEI PUNTI TEST.
fxx=feval(f,xx);

% ERRORE COMPIUTO.
err2=norm(fxx-pxx,inf);

pp’
err2

Si vede che I'errore ottenuto (nella norma 2 nel contimméﬁ’ |f(x)]? dx) & approssi-
mativamentd.7862e — 06 e che il polinomiagp7, di miglior approssimazione ha coefficienti
rispetto alla base monomiale (il primo & quello di grado siras!)

0.003196437149154
0.017324847917382
0.033716160802325
0.027736791074028
-0.020560308792805
-0.139174865843104
-0.321930004523161
-0.420608521955273
-0.150685513280442
0.540295397586175
0.841472656602631

Si desidera
1. usando i comandpolyfit e polyval , valutare nei punti definiti dalla mesh
x = —1:0.001 : 1il polinomio di gradol0 che interpola la funzione

f(x) = sin (exp (z))
nei nodi di Chebyshev

2k +1
cosu, k=0,...,m—1.
2m
Se vogliamo calcolare il polinomio interpolante di graidp che valore deve assu-

merem?
2. calcolare una stima dell’errore in norma infinito compidéap nell’approssimarg,

come

|/ (x) = p(x)]

max
x=-—1:0.001:1
3. plottare il polinomio di miglior approssimaziong, nei punti definiti dalla mesh

r=-—1:0.001:1;
4. plottare in scala semilogaritmica, nei punti della mesh- —1 : 0.001 : 1, la

funzione|f — pi,l;

2. Quadratura numerica.

2.1. Alcune formule di quadratura.



2.1.1. Esempi formule composte: trapezi e Cavalieri-Simms. Tra i metodi comu-
nemente utilizzati per approssimare una funzione contjhiraun intervallo chiuso e limi-
tato [a, b], uno dei pit semplici & la formula composta dei trapezi €avalieri-Simpson.
Si suddivida l'intervallo (chiuso e limitatdy, b] in N subintervalliT; = [z;, z;44] tali che
xj = a+ jhconh = (b—a)/N. Dalle proprieta dell'integrale

b N1 .z, N-1
[t@ar=Y [ i@ s Y S(fsmm) (2.1)
a j=0 7 %j 3=0

dove S € una delle regole di quadratura finora esposte (ad eseffj)). Le formule
descritte in 2.1) sono dettecomposteDue casi particolari sono

1. formula composta dei trapezi

SO = [@ R+ fno) + L8 2.2)
il cui errore &
200 = 1(5) - 805 = o Dpe g p =L o)

per qualchg € (a,b);

2. formula composta di Cavalieri-Simpsbtgsati il numeraV di subintervalli e i punti
z, = a+ kh/2 doveh = %3¢ sia

N-1 N-1
1)~ ) = | Fwo) 423 Flaa) +4 3 Fleaenn) + f(:m)] ;
r=1 5=0

(2.4)
il cui errore &

4
B0 =10)-500="050 (5) 10 @9

per qualchg € (a,b).

2.1.2. Formule gaussianeRicordiamo ora che una formula

b M
/ fau)de ~ Y wif ()

ha grado di precision@lmenaoN se e solo se € esatta per tutti i polingfrdi grado inferiore o
uguale aV. Ha inoltre grado di precision® se e solo se & esatta per ogni polinomio di grado
N ed esiste un polinomio di grad¥ + 1 per cui non lo sia. Nelle formule interpolatorie di
Newton-Cotes (come ad esempio la regola del Trapezio o dil@avSimpson che sono alla
base delle formule composte precedentemente citate) inodi. , z,, Sono equispaziati e il
grado di precisioné € generalmente uguale almena a 1 ma in alcuni casi, come per la
regola di Cavalieri-Simpson, uguale al numero di nedVediamo ora formule che a parita
di nodi hanno grado di precisione maggiore:di

Siaw : (a,b) — R (non necessariamente limitato) & una funzione pesotale&he
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1. w & nonnegativa ind, b);
2. w e integrabile ifa, b];
3. esista e sia finito

/ab || w(x) dx

per ognin € N;
4. se

[ st e =0

per una qualche funzione nonnegaijvallorag = 0in (a, b).
Tra gli esempi piu noti ricordiamo

1. Legendrew(x) = 1 in [a, b] limitato;

2. Jacobiw(z) = (1 — 2)® (1 +z)Pin (—1,1) pera, 3 > —1;
3. Chebyshevw(z) = ﬁ in(—1,1);

. Laguerrew(x) = exp (—z) in [0, 0);

. Hermite w(z) = exp (—2?) in (—oc0, );

o b

Si dimostra che

TEOREMA 2.1. Per ognin > 1 esistono e sono unici dei nodi,...,x, € pesi
wi, ..., wy, per cuiil grado di precisione della formula di quadratura

b n
/ g(z) w(z) dr ~ szg(:cz)

sia almen®n — 1. | nodi sono gli zeri del polinomio ortogonale di grado
() =An - (x—21) ... (T — )

e i corrispettivi pesi sono
b
w; = / Li(z)w(z)dz, i=1,...,n.

In generale il calcolo dei nodi e dei pesi non & cosa banateandiamo questo dettaglio
alla sezione successiva.

2.2. Implementazione delle formule di quadratura. Per quanto riguarda la formula
dei trapezi, una sua implementazione in Matlab/Octavda dia

function [x,w]=trapezi_composta(N,a,b)
% FORMULA DEI TRAPEZI COMPOSTA.
% INPUT:

% N: NUMERO SUBINTERVALLI.
% a, b: ESTREMI DI INTEGRAZIONE.



% OUTPUT:
% x: NODI INTEGRAZIONE.
% w: PESI INTEGRAZIONE (INCLUDE IL PASSO!).

h=(b-a)/N; % PASSO INTEGRAZIONE.
x=a:h:b; x=x’; % NODI INTEGRAZIONE.
w=ones(N+1,1); % PESI INTEGRAZIONE.
w(1)=0.5; w(N+1)=0.5;

w=wr h;

che fornisce i nodi di quadraturae i corrispettivi pesivcome due vettori colonna.

Similmente, per quanto riguarda la formula di Cavaliem§son composta, i nodi di
qguadraturx e i corrispettivi pesiv si ottengono dalla routine

function [x,w]=simpson_composta(N,a,b)
% FORMULA DI SIMPSON COMPOSTA.
% INPUT:

% N: NUMERO SUBINTERVALLI.

% a, b: ESTREMI DI INTEGRAZIONE.
% OUTPUT:

% x: INTEGRAZIONE.
% w: PESI INTEGRAZIONE (INCLUDE IL PASSO!).

h=(b-a)/N; % AMPIEZZA INTERVALLO.
x=a:(h/2):b; x=x’; % NODI INTEGRAZIONE.
w=ones(2 *N+1,1); % PESI INTEGRAZIONE.

w(3:2:2 *N-1,1)=2 =*ones(length(3:2:2 *N-1),1);
w(2:2:2 *N,1)=4 *ones(length(2:2:2 *N),1);
w=wr h/6;

Osserviamo che

¢ in Matlab si puo definire una funzione (matemati¢ajomeinline e che puo essere
valutata con il comandfeval (se necessario aiutarsi con I'help di Matlab/Octave),

ad esempio
>> f=inline('sin(x)’); % DEFINIZIONE COME INLINE DI UNA FUN ZIONE.
>> feval(f,0) % VALUTAZIONE DELLA FUNZIONE.
ans =
0
>>

(si noti che la funzione e passata come stringa, visti géigp
e una volta noti il vettore (colonnay dei nodi ew dei pesi di integrazione, se la
funzionef & richiamata da un m-filem, basta

fx=feval(f,x); % VALUT. FUNZIONE.
I=w" *fX; % VALORE INTEGRALE.



per calcolare il risultato fornito dalla formula di quadret composta.

Per quanto concerne le formule gaussiane, esponiamo dit@egwa routine eseguita da
D. Laurie e W. Gautschi, che fissato un numero naturale gositi calcola una formula
gaussiana rispetto alla funzione peso di Jacobi

w(z) = (1-2)%(1 +2)°, z € (~1,1).
Osserviamo che per = 3 = 0, la funzione peso coincide con= 1.
function [x,w]=gauss_jacobi(N,alpha,beta)

% GAUSS-JACOBI RULE ON [-1,1] (OR (-1,1) DEPENDING ON alpha,  beta).
% N: FOR GAUSSIAN RULES IT IS THE NUMBER OF QUAD. POINTS.

% alpha, beta ARE THE GAUSS-JACOBI EXPONENTS.

% X, w ARE COLUMN VECTORS OF NODES AND WEIGHTS.

% THE LENGTH OF x AND w IS "N" IF gl=0, "N+2" IF "gl=1".

if nargin < 2
alpha=0; beta=0;
end

ab=r_jacobi(N,alpha,beta);
xw=gauss(N,ab);

x=xw(:,1);
w=xw(:,2);

O m e memmmeme e
% ADDITIONAL FUNCTIONS BY D.LAURIE AND W.GAUTSCHI.
O m e mmmmmmemmmeme e

function ab=r_jacobi(N,a,b)

nu=(b-a)/(a+b+2);

mu=2"(a+b+1) *gamma(a+l) * gamma(b+1l)/gamma(a+b+2);
if N==1

ab=[nu mu]; return

end

N=N-1;

n=1:N;

nab=2 * n+a+b;

nuadd=(b"2-a”2)  *ones(1,N)./(nab. * (nab+2));
A=[nu nuadd];

n=2:N;

nab=nab(n);

B1=4x* (a+1) *(b+1)/((a+b+2)"2 * (a+b+3));

B=4x (n+a). *(n+b). =*n.=*(n+a+b)./((nab."2). *(nab+1). *(nab-1));

abadd=[mu; B1; B7;
ab=[A’ abadd];

function xw=gauss(N,ab)
NO=size(ab,1); if NO<N, error(input array ab too short’), end
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J=zeros(N);

for n=1:N, J(n,n)=ab(n,1); end

for n=2:N
J(n,n-1)=sqgrt(ab(n,2));
J(n-1,n)=J(n,n-1);

end

[V.D]=eig(J);

[D,l]=sort(diag(D));

V=V(,1);

xw=[D ab(1,2) =*V(1,:).°2];

2.3. Esempio. Vediamo di seguito un esempio su come calcolare con i co@itiiun
integrale di una funzione (che scegliamo regolare).
Dapprima vediamo qual’e il risultato corretto

>> % CALCOLO SIMBOLICO IN MATLAB.

>> f=inline("'1/(1+x."2)’); % DEF. FUNZIONE.

>> syms X

>> int(1./(1+x.°2),-1,1) % INTEGRALE DEF. DA -1 A 1.
ans =

pi/2

e di seguito eseguiamo alcuni test numerici

>> f=inline('1/(1+x."2)’); % DEF. FUNZIONE.

>> 0% CALCOLO INTEGRALE FORMULA TRAPEZI COMPOSTA
>> [x,w]=trapezi_composta(5,-1,1);

>> |ength(x)

ans =

6

>> fx=feval(f,x);
>> |_tpz=w' *fx

|_tpz =
1.557466063348416e+00
>> err_tpz=abs(I_tpz-pi/2)
err_tpz =
1.333026344648047e-02
>> % CALCOLO INTEGRALE FORMULA COMPOSTA SIMPSON.
>> [x,w]=simpson_composta(5,-1,1);
>> fx=feval(f,x);

>> |_simpson=w’ =*fx;
>> format long e



>> pif2
ans =
1.570796326794897e+00
>> |_simpson
1.570795388091188e+00
>> err_simpson=abs(l_simpson-pi/2)
err_simpson =
9.387037087638106e-07
>> length(x) % PUNTI FORMULA COMPOSTA
ans =
11
>> % FORMULE GAUSSIANE.
>> [x,w]=gauss_jacobi(5,0,0); % NODI [-1,1]!!
>> fx=feval(f,x);
>> |ength(x)
ans =
5
>> |_gauss=w’ *fx
|_gauss =
1.571171171171171e+00
>> err_gauss=abs(l_gauss-pi/2)
err_gauss =
3.748443762745524e-04
>> % A PARITA" DI NODI TRAPEZI COMPOSTA OFFRIVA

>> % UN ERRORE DI 1.333026344648047e-02.
>>

>> [x,w]=gauss_jacobi(11,0,0); % NODI [-1,1]'!!
>> fx=feval(f,x);

>> |_gauss=w’ *fx

|_gauss =

1.570796336515167e+00



>> err_gauss=abs(lI_gauss-pi/2)
err_gauss =
9.720270366386785e-09

>> % A PARITA’ DI NODI SIMPSON COMPOSTA OFFRIVA
>> % UN ERRORE DI 9.387037087638106e-07.

Si noti che in effetti il prodotto scalan®’ * fx equivale alla valutazione della formula di
quadratura

>> [x,w]=trapezi_composta(5,-1,1);
>> fx=feval(f,x);

>> format long e

>> |=w' *fx

1.557466063348416e+00
>> |l=sum(w. *fx)
I =

1.557466063348416e+00

>>

2.4. Esercizi. Quale esercizio, ricordato di scrivere le funzioni mateahe comein-
line in forma vettoriale, si approssimino (dopo averli calcoplicitamente o via calco-
lo simbolico) con le formule composte dei trapezi e di Carasimpson come pure con
le formule gaussiane (scegliere tramitee § la funzione peso piu opportuna), par =
5,10, 15, 20, 25, 30 i seguenti integrali

1. del polinomio

1
/ 220 dx;
—1

ricordando le funzioni peso di Jacobi, qual'e la funziomsg piu appropriata? |l
fatto che la funzione integranda sia un polinomio, spiegardlrisultati ottenuti
dalla formula gaussiana utilizzata?

2. della funzione periodica
1
/ sin (7 (z + 1)) dx;
-1

ricordando le funzioni peso di Jacobi, qual’eé la funzioes@piu appropriata? (Fa-
coltativo e richiede pazienza) Il fatto che la funzione gntenda sia un polinomio,
spiega i risultati ottenuti dalla formula composta dei &zif A tale scopo aiutarsi
con il teorema di Eulero Mac-Laurin (cercare online, via anetdi ricerca).
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3. della funzione regolare

/1 exp (x) dx;

—1

ricordando le funzioni peso di Jacobi, qual’e la funzioee@piu appropriata? Sono
buone le stime dell’errore fornite dalle formule compo&s), (2.57?

4. della funzionéholderianae poco regolare

1
/ (1 —22)%/% du;
-1

ricordando le funzioni peso di Jacobi, qual’e la funzioee@piu appropriata? Sono
scadenti i risultati delle formule composte rispetto a ughussiane? Qual'e’ la
distribuzione dei nodi gaussiani prescelti nell'intetodl-1, 1]? Suggerimento: Nel
caso delle formule gaussiane, si osservi chg seg - w allora

/ab f(z)dx = /abg(x)w(ar) dx =~ Zwig(xi)-

3. Metodi iterativi. Sia A una matrice reale aventerighe edn colonneb un vettore
colonna avente righe e si supponga di voler risolvere il sistema linedge= b. Come noto,
se il determinante della matrice e diverso da O (cioe laioeatl & non singolare) allora il
problemadz = b ha una ed una sola soluzione.

Ricordiamo che in Matlab/Octave la soluzione puo essdolzda con il metodo LU, utiliz-
zando il comandq e il comanddu . Un esempio:

>> A=[1 2 4; 2 4 16; 3 9 81];
>> b=ones(3,1);
>> x=A\b
X =
-2.9167
2.2083
-0.1250
>> norm(A *x-b)
ans = 9.9301e-16

>> det(A)
ans = -24.000
>>[L,Ul=lu(A);
x=(U\(L\b)))
X =
-2.9167
2.2083
-0.1250

Uno dei principali problemi del metodo LU ¢ legato all’attosto computazionale. S¢ e
una generica matrice quadrata di ordinmfatti necessitano circa

operazioni moltiplicative, che possono risultare ecegessel caso di matrici di grandi dimen-
sioni. Inoltre se calcoliamo la fattorizzazione LU di unatrite A sparsa cioé con un numero
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elevato di elementi nulli, otteniamo che i fattori L ed U sanolto piu 'pieni’, ovvero si per-

de la proprieta di sparsita iniziale di, e questo & un inconveniente sopratutto per matrici
di grandi dimensioni. Si verifica il cosidetto fenomeno @#lin, per cui a partire da una
matrice sparsa, la U rimane triangolare superiore ma prendtando quindi piti complicata
della matrice di partenza.

Per ovviare a questo problema si usano ad esempio metativiestazionari del tipo

ZC(kJrl) — PI(k) +C, k= 0,17...

con P dipendente d& e ¢ dipendente d&d e b (ma non dak). A differenza dei metodi di-
retti (come ad esempio il metodo LU), in genere un metodaiit@ stazionario convergente
calcola usualmente solo un approssimazione della solezi¢a meno di una tolleranza pre-
fissata). Sen € il numero di iterazioni necessarie, visto che ogni itinae ha un cost®(n?)
dovuto al prodotto matrice-vettofez(*), ci si augura che il costo computazionélém n?)

del metodo iterativo sia di gran lunga inferior@é% + %) di un metodo diretto quale LU.

3.1. | metodi stazionari. SiaA = M — N con M invertibile. Di conseguenza, da
Ax = b abbiamo facilmenté\/ixz = Nz + b ed essendd/ invertibile necessariamente
x = M~'Nz + M~'b. In modo naturale, da quest'ultima uguaglianza, si defanisa
metodo iterativo stazionar@mme

et = MIN®) 4 A1, (3.1)

La matriceP = M !N & usualmente chiamataatrice di iterazionelel metodo iterativo
stazionario definito da/, N. Osserviamo che posto= M ~'b, il metodo sopracitato &
ovviamente stazionario essendo

gF D) = pgF) 4 ¢ (3.2)

con P e cindipendenti d&:.

3.2. Il metodo di Jacobi. Tale metodo e definito ponendo

M=D N=E+F (3.3)
e quindi
P=M"'N=DYE+F)=D'D-D+E+F)=D'D-A)=1-D'A (3.4

Si osservi che s® & non singolare allora il metodo di Jacobi, almeno in questaione di
base, non puo essere utilizzato visto chedid)(non ha senso la scrittufa .

Qualora siaz;; # 0 perognii = 1,...,n, il metodo di Jacobi pud essere descritto come
k+1) Za” (k) _ Z a; a: /a“, =1,...,n. (3.5)
Jj=i+1

3.3. Il metodo di Gauss-Seidel.ll metodo di Gauss-Seidel € definito quale metodo
stazionario in cui

M=D-E,N=F (3.6)
12



e quindi
P=M"'N=(D-E)'F (3.7)

Similmente al metodo di Jacobi, possiamo riscrivere piagi&Eemente anche Gauss-Seidel
come

1—1 n
o T = (b= Y el = 3 ey | Ja. (38)
=1 j=it1

3.4. Generalizzazioni del metodo di Jacobi e Gauss-SeideQuali generalizzazio-
ni del metodo di Jacobi e Gauss-Seidel si introducono, pespportuno parametre, la
versionerilassata del metodo di Jacobi

2 ) = (I —wD ' A)2™ + wD ™1 (3.9)

la versioneilassata del metodo di Gauss-Seidel

—1 -1
L4 (g _ E) ((% - 1) D+ F) ) & (g - E) b (310)

L'idea di fondo di questi metodi rilassati € I'introduziexel parametr@ per accelerarne la
convergenza. Si osservi che i metodi di Jacobi e Gauss{Sidgengono rispettivamente
da 3.9 e (3.10 per la sceltav = 1.

3.5. Convergenza dei metodi iterativi. Siap(P) il massimo degli autovaloriin modulo
della matrice di iterazion® = M !N (il cosidettoraggio spettrale

TEOREMA 3.1. Un metodo iterativo stazionario consistentét?) = Pz(¥) 4+ ¢ con-
verge per ogni vettore iniziale, se e solo se(P) < 1.

Questo teorema permette di mostrare alcuni casi in cui i dielioJacobi e Gauss-Seidel
risultano convergenti.

3.5.1. Convergenza Jacobi.
1. A e apredominanza diagonale (per righe) se per dgni, ..., n risulta

n

laial > Y ail

J=1,j#s
e per almeno un indicesi abbia

n

|as,s| > Z |as,;.

J=1,j#s
Ad esempio la matrice
4 -4 0
A= -1 4 -1
0 -4 4

€ a predominanza diagonale (per righe).
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2. A & a predominanza diagonale in senso stretto (per righegrsegmii = 1, ...
risulta

n

laiil > D laigl-

J=1,j#i
Ad esempio la matrice
4 -1 0
A= -1 4 -1
0 -1 4

e a predominanza diagonale in senso stretto (per righe).

3. A& apredominanzadiagonale per colonne (in senso strettt) & a predominanza
diagonale per righe (in senso stretto).

4. A étridiagonale se; ; = 0 per|i — j| > 1. Ad esempio la matrice

4 -1 0 0

-1 4 -1 0
A= 0o -1 4

0 oo —1

0 0 -1 4

e tridiagonale.
5. A e definita positiva se e solo se i suoi autovalori sono positi

6. Adiordinen > 2 e riducibile se esiste una matrice di permutazidreun interok
con0 < k < n, tale che

A A
T 1,1 1,2
B =TIAIl" = ( 0 1 )

incui A;; € CF*F, Ayy € C=R)x(n=k) Se A non & riducibile si dice chel &
irriducibile.
Il metodo di Jacobi risulta convergente in uno dei seguexsii c
1. A & a predominanza diagonale in senso stretto;
2. A é apredominanzadiagonale ed e irriducibile;
3. A & apredominanza diagonale in senso stretto per colonne;
4. A e apredominanza diagonale per colonne ed € irriducibile.

3.5.2. Convergenza di Gauss-Seidell metodo di Gauss-Seidel risulta convergente in
uno dei seguenti casi:

1. A é apredominanza diagonale in senso stretto.

2. SiaA una matrice simmetrica definita positiva, non singolareedementi principali
a;; # 0, allora Gauss-Seidel & convergente.
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TEOREMA 3.2. Per matrici tridiagonali (a blocchi)4d = (a;,;) con componenti diago-
nali non nulle, i metodi di Jacobi e Gauss-Seidel sono o enlieconvergenti o divergenti e
il tasso di convergenza del metodo di Gauss-Seidiedoppio di quello del metodo di Jacobi
(il che vuol dire cheasintoticamentsono necessarie nmetterazioni del metodo di Gauss-
Seidel per ottenere la stessa precisione del metodo di Jac®bpwd infatti dimostrare che

p(Pas) = p(Py)?

3.6. Metodi di discesa.Ad ogni sistema linearelz = b, con A matrice simmetrica
definita positiva si pu0d associare il funzionale (formadyasica)

o(x) = %xTAx bz, € R

il cui punto di minimox* € I'unica soluzione del sistema lineare, cidg* = b (che esprime
la condizioneA¢ = 0).

E’ possibile quindi costruire dei metodi iterativi che, aghopasso, procedano verso il
minimo della forma quadratica secondo il seguente schema:

20D = 20 L ®) k>0 £ 0 (3.11)

dovep®) & una direzione di discesa fissata secondo qualche créerjoe@ un parametro
di accelerazione. | metodi iterativi scritti nella forma 11) prendono il nome dimetodi

di Richardson 1l metodo si definiscestazionarionel caso in cuivy, = o con« costante
assegnatajlinamiconel caso in cuiy, possa cambiare ad ogni iterazione.

Vediamo di seguito alcuni di questi metodi.

3.7. 1l metodo del gradiente classicoSi dimostra che il parametig, ottimale cosic-
cheg(z*+1)) sia minimo una volta scelta*) &

(r(k) )Tp(k)

T )T Ap®

Nel metodo del gradiente si sceglie quale direziptié = grad ¢(z))|,_,w . Ma ser®) =
b— Az™®), allora
1 T T
gra({(b(x))lz:m(k) = §grad$ Ax)'m:z““) - grac{b x)'m:z““)
= Az®) —p = —p*) (3.12)

e quindip® = r(¥) (& essenziale la direzione ma non il segno e per convines&alcoli
la successione anche con segno opppsto= —r(*) per parametray, ottimale).

Di conseguenza il metodo del gradiente & definito dalla esgione tipica dei metodi di
Richardson non stazionari

2D — () 4 g ()

dove

(r")Tp®) Ir™13
(PENT Ap®) — (rN)T Ap (k)

A =

Si pud dimostrare che le direzioni utilizzate dal metodiogdladiente sono ortogonali, ovvero
tali che (p®**+1)Tp(*) = 0. Questa proprieta in generale non & valida per due dinemian
15



consecutive (ciog , ad esempi@(®)Tp(H) +£ 0), e quindi il metodo del gradiente non &
ancora ottimale. Nel caso del metodo del gradiente, valenteas

Ky(A) — 1"
w), < (B2 0)
lle IIA_<K2(A)+1) el

con
)\maz (A)
che mostra che piu grande € il numero di condizionam@&hiod) piu & vicino al la quantita

ﬁgﬁg: il che giustifica ungossibileconvergenza lenta del metodo.

3.7.1. Facoltativo: Il metodo del gradiente coniugatoLa successione delle iterazioni
del gradiente coniugato € quella propria dei metodi dielisg

K>(4) = A2 A7 2 =

()T ()

(k+1) _ (k) (k) =2
T =z +agp’, o = (p(k))TAp(k)

dovep® = () e

(r(k) )Tr(k)

(k) _ (k) (k—1) = 7
p =1+ Bep » Br = (re=D)Tp(k=1) "

Con questa scelta si prova che
(™) ap* =D = 0,

cioe i vettorip(®) e p(*—1) sonoA-coniugati

Questa proprieta € decisiva, in quanto si puo dimostraesil gradiente coniugato converge
alla soluzione esatta in al ptupassi, sed e di ordinen ed ammesso di riuscire a lavorare in
aritmetica esatta.

3.7.2. Convergenza del gradiente coniugatoll metodo del gradiente coniugato ha
molte proprieta particolari. Ne citiamo alcune.

TEOREMA 3.3. SeA & una matrice simmetrica e definita positiva di ordine p(©) =
r© il metodo del gradiente coniugatd convergente e fornisce in aritmetica esatta la
soluzione del sistemdx = b in al massima iterazioni.

Questo teorema tradisce un po le attese, sia perché imajemealcoli non sono compiuti in
aritmetica esatta, sia perche in molti casi della modalisnatematica risulta essere molto
alto.

TEOREMA 3.4.SeA & simmetrica e definita positiva,

lz]|a = VaT Ax
e

ep = 2" — P
allora

2k
Ra(d) — 1
lexlla < <m> lleolla- (3.13)
16



Questo risultato stabilisce che la convergenza del gréalieoniugato € lenta qualora si
abbiano alti numeri di condizionamento

K5 (A) == || Ao A2

TEOREMA 3.5. Sia A simmetrica e definita positiva. Si supponga che ci siana@sat
mentek < n autovalori distinti di A. Allora il metodo del gradiente coniugato in cui&i
postop(® = 70 = p — Az(®) converge in al pi k iterazioni.

TEOREMA 3.6. Sia A simmetrica e definita positiva. Si supporigsia combinazione
lineare dik < n autovettori distinti diA. Allora il metodo del gradiente coniugato con la
sceltaz(®) = 0 converge in al pi k iterazioni.

3.8. Precondizionamento.La maggiorazion&.13mette in evidenza I'importanza del
numero di condizionamento per quanto concerne la rapitlittonvergenza dei metodi di
discesa. Lidea del precondizionamento consiste neltsostila risoluzione dellequazione
Az = b con quella del sistema equivale®e ' Az = P~ !5, ove la matriceP simmetrica,
definita positiva e invertibile, & scelta con I'obiettivoayere Ko (P~ A) << Ka(A) .
Naturalmente, la scelta migliore sarebBe! = A~!, perche in questo caso si avrebbe
Ky (P~tA) = 1; nella pratica, si tratta, al solito, di trovare un oppodwompromesso con
il costo del calcolo d{P~1A).

AssumendaP~! simmetrica definita positiva, osserviamo che la mat#cé A non & , in
generale, simmetrica e quindi non possiamo applicaredtétipo del gradiente coniugato di-
rettamente &' A. Tuttavia, si pud definire una matri¢e'/? simmetrica e definita positiva
tale cheP'/2P'/2 = P (si pud dimostrare che una tale matrice, detta radice guaddi P,
esiste) di conseguenza, la matrice

Pl/Q(PflA)Pfl/Q _ P*l/Q(A)Pfl/Q

e simmetrica definita positiva e si puo applicare il metddbgradiente coniugato alla nuova
matrice ) = P~1/2(A)P~'/2, ovvero si risolve il sistema

P24 P~Y2%y = P~1/2%p, con y =Pz

In pratica, non occorre disporre della matrie&’2 o della sua inversa. Infatti I'algoritmo che

realizza il metodo del gradiente coniugato precondizio@aalt ogni passo risolve un sistema
lineare nella matricé.

Esistono in letteratura diversi tipi di precondizionatona la loro individuazione & basata piu
sull’'empirismo che su argomentazioni teoriche, spessdfieignte prenderd = diag(A).

3.9. Metodiiterativiin Matlab. Vediamo di seguito tre routines Matlab che implemen-
tano i metodi sopra descritti di Jacobi, Gauss-Seidel e @alignte coniugato.

3.9.1. Implementazione del metodo di Jacobiln questa sottosezione suggeriamo un
codice Matlab che implementa il metodo di Jacobi. In inpautnlatriceA e il vettoreb sono
relativi al sistemadxz = b da risolverex € il vettore colonna iniziale da cui far partire le
iterazioni,max.it il numero massimo diiterazioni da compiertoé latolleranza richiesta
daun certo criterio di arresto. Delle variabili in outpu® I'approssimazione della soluzione,
error  l'errore in norma 2 compiutoiter il numero di iterazioni compiuteffag una
variabile che a seconda sigo 1 I'algoritmo & uscito correttamente oppure per il numero
massimo di iterazioni richieste.
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function [x, error, iter, flag] = jacobi(A, x, b, max_it, tol )

% -- lterative template routine --
% Univ. of Tennessee and Oak Ridge National Laboratory
% October 1, 1993
% Details of this algorithm are described in "Templates for t he
% Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative
% Methods", Barrett, Berry, Chan, Demmel, Donato, Dongarra ,
% Eijkhout, Pozo, Romine, and van der Vorst, SIAM Publicatio ns,
% 1993. (ftp netlib2.cs.utk.edu; cd linalg; get templates. ps).
%
% [x, error, iter, flag] = jacobi(A, x, b, max_it, tol)
%
% jacobi.m solves the linear system Ax=b using the Jacobi Met hod.
%
% input A REAL matrix
% X REAL initial guess vector
% b REAL right hand side vector
% max_it INTEGER maximum number of iterations
% tol REAL error tolerance
%
% output x REAL solution vector
% error REAL error norm
% iter INTEGER number of iterations performed
% flag INTEGER: 0 = solution found to tolerance
% 1 = no convergence given max_it
iter = 0; % initialization
flag = 0;

bnrm2 = norm( b );
if ( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2 = 1.0; end

r=>b- A xx
error = norm( r ) / bnrm2;

if ( error < tol ) return, end

[m,n]=size(A);

[ M, N ] = split( A, b, 1.0, 1); % matrix splitting
for iter = l:max_it, % begin iteration
x 1 = x
X =M\ (N*x + b); % update approximation
error = norm( x - x_1 ) / norm( x ); % compute error
if ( error <= tol ), break, end % check convergence
end
if ( error > tol ) flag = 1; end % no convergence
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Il codice dijacobi utilizza una funzionesplit  che serve per calcolare le matriei, N
che definiscono 'iterazione del metodo di Jacobi:

function [ M, N, b ] = split( A, b, w, flag )

%

% function [ M, N, b ] = split_matrix( A, b, w, flag )
%

% split.m sets up the matrix splitting for the stationary

% iterative methods: jacobi and sor (gauss-seidel when w = 1. 0)
%

% input A DOUBLE PRECISION matrix

% b DOUBLE PRECISION right hand side vector (for SOR)
% w DOUBLE PRECISION relaxation scalar

% flag INTEGER flag for method: 1 = jacobi

% 2 = sor

%

% output M DOUBLE PRECISION matrix

% N DOUBLE PRECISION matrix such that A = M - N

% b DOUBLE PRECISION rhs vector ( altered for SOR )

[m,n] = size( A );

if (flag ==1), % jacobi splitting
= diag(diag(A));

N = diag(diag(A)) - A;
elseif ( flag == 2 ), % sor/gauss-seidel splitting

b =w=* b;

M = w= tril( A, -1 ) + diag(diag( A ));

N =-wx* tiu( A, 1)+ (10-w) * diag(diag( A ));
end;

% END split.m

La routinejacobi & scritta da esperti di algebra lineare e si interrompe doignorma 2
dello step relativo
a0 — 29
[ P

e inferiore ad una tolleranza1 prefissata oppure un numero massimo di iteraziami it
e raggiunto. Ricordiamo che se= (v;);=1,... » € un elemento dR™ allora

o]z =

3.9.2. Implementazione del metodo di Gauss-Seiddin questa sottosezione suggeria-
mo un codice Matlab che implementa una generalizzazionmdtido di Gauss-Seidel nota
come SOR. Il metodo di Gauss-Seidel corrisponde alla sdelta= 1. In input, la matriceA
e il vettoreb sono relativi al sistemax = b darisolverex € il vettore colonna iniziale da cui
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far partire le iterazionimax.it il numero massimo di iterazioni da compieréoé la tolle-
ranza richiesta da un certo criterio di arresto. Delle \mliim output,x & I'approssimazione
della soluzioneerror I'errore in norma 2 compiutater il numero di iterazioni compiu-
te,flag una variabile che a seconda 8ia 1 I'algoritmo & uscito correttamente oppure per
il numero massimo di iterazioni richieste.

function [x, error, iter, flag] = sor(A, x, b, w, max_it, tol)

% -- lterative template routine --

% Univ. of Tennessee and Oak Ridge National Laboratory

% October 1, 1993

% Details of this algorithm are described in "Templates for t he
% Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative

% Methods", Barrett, Berry, Chan, Demmel, Donato, Dongarra ,

% Eijkhout, Pozo, Romine, and van der Vorst, SIAM Publicatio ns,
% 1993. (ftp netlib2.cs.utk.edu; cd linalg; get templates. ps).
%

% [x, error, iter, flag] = sor(A, x, b, w, max_it, tol)

%
% sor.m solves the linear system Ax=b using the

% Successive Over-Relaxation Method (Gauss-Seidel method when omega = 1 ).

%

% input A REAL matrix

% X REAL initial guess vector

% b REAL right hand side vector

% w REAL relaxation scalar

% max_it INTEGER maximum number of iterations

% tol REAL error tolerance

%

% output x REAL solution vector

% error REAL error norm

% iter INTEGER number of iterations performed

% flag INTEGER: 0 = solution found to tolerance

% 1 = no convergence given max_it
flag = 0; % initialization
iter = 0O;

bnrm2 = norm( b );
if ( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2 = 1.0; end

r=>b - A xx;
error = norm( r ) / bnrm2;
if ( error < tol ) return, end

[ M, N, b ] = split( A, b, w, 2); % matrix splitting

for iter = 1:max_it % begin iteration
x 1 =x
X =M\V(N=*x+ b)) % update approximation
error = norm( x - x_1 ) / norm( x ); % compute error
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if ( error <= tol ), break, end % check convergence

end
b=Db/w % restore rhs
if ( error > tol ) flag = 1; end; % no convergence

Come per il metodo di Jacobi, il processo si interrompe qodadorma 2 dello step
relativo

”x(k—kl) _ x(k)||2
(|1

e inferiore ad una tolleranza1 prefissata oppure un numero massimo di iteraziami it
€ raggiunto.

3.9.3. Implementazione del metodo del gradiente coniugatdPer quanto riguarda il
codice del Gradiente Coniugato, un esempio ¢ ildgen tratto dal sito di Netlib.

In input, la matriceA e il vettoreb sono relativi al sistemalz = b da risolvere x
e il vettore colonna iniziale da cui far partire le iteramiomax.it il numero massimo di
iterazioni da compiere ®| la tolleranza richiesta da un certo criterio di arresto.nefé
un possibile precondizionatore. Se non si sa bene cosdeseegliale precondizionatore, si
pongaM=eye(size(A)) . Delle variabili in outputx € I'approssimazione della soluzione,
error  I'errore in norma 2 compiutoiter il numero di iterazioni compiuteffag una
variabile che a seconda siao 1 I'algoritmo € uscito correttamente oppure per il numero
massimo di iterazioni richieste.

function [x, error, iter, flag] = cg(A, x, b, M, max_it, tol)

% -- lterative template routine --

% Univ. of Tennessee and Oak Ridge National Laboratory

% October 1, 1993

% Details of this algorithm are described in "Templates for t he
% Solution of Linear Systems: Building Blocks for lIterative

% Methods", Barrett, Berry, Chan, Demmel, Donato, Dongarra ,

% Eijkhout, Pozo, Romine, and van der Vorst, SIAM Publicatio ns,
% 1993. (ftp netlib2.cs.utk.edu; cd linalg; get templates. ps).

%

% [x, error, iter, flag] = cg(A, x, b, M, max_it, tol)

%

% cg.m solves the symmetric positive definite linear system Ax=b
% using the Conjugate Gradient method with preconditioning

%

% input A REAL symmetric positive definite matrix
% X REAL initial guess vector

% b REAL right hand side vector

% M REAL preconditioner matrix

% max_it  INTEGER maximum number of iterations
% tol REAL error tolerance

%

% output X REAL solution vector

% error REAL error norm

% iter INTEGER number of iterations performed
% flag INTEGER: 0 = solution found to tolerance
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% 1 = no convergence given max_it

flag = 0; % initialization
iter = 0O;

bnrm2 = norm( b );
if ( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2 = 1.0; end

r=>b - A xx;
error = norm( r ) / bnrm2;
if ( error < tol ) return, end

for iter = L:max_it % begin iteration
z =M\
rho = (r x2z);
if (iter > 1), % direction vector

beta = rho / rho_1;
p = z + beta *p;

else
p=2z
end
g = Ax p;
alpha = rho / (p’ *q );
X = X + alpha = p; % update approximation vector
r =r - alpha *q; % compute residual
error = norm( r ) / bnrm2; % check convergence

if ( error <= tol ), break, end
rho_1 = rho;
end
if ( error > tol ) flag = 1; end % no convergence
% END cg.m

Osserviamo che il procedimento itera fincheé un numero mmesgi iterazioni & raggiunto
oppure la norma 2 del residuo (relativo)

1b— Az®) 5
116112
immagazzinata nella variabikror risulta inferiore ad una tolleranza prefissaih . In

questo caso il criterio d'arresto del metodo del gradienteugato e diverso da quello dello
step relativo utilizzato nelle precedenti versionddcobi edSOR

3.9.4. Un esempio.Prendiamo quale esempio una matrice di Toeplitz, simnzetic
definita positiva, dallgallery  di Matlab.

>> % MATRICE DI TOEPLITZ, SIMMETRICA E DEFINITA POSITIVA.
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>> A=gallery('toeppd’,5)

A =
3.3932 1.8817 0.8909 1.3019 0.9454
1.8817 3.3932 1.8817 0.8909 1.3019
0.8909 1.8817 3.3932 1.8817 0.8909
1.3019 0.8909 1.8817 3.3932 1.8817
0.9454 1.3019 0.8909 1.8817 3.3932

>> % CONTROLLO SIMMETRIA.

>> A-A

ans =

O OO oOo
O OO oOo
OO oo
[eNeoNeNe]
[eNeoNoNeoNe)

0 0
>> % CONTROLLO DEF. POSITIVA.
>> eig(A)
ans =
0.5499
1.8948
2.5502
3.0555
8.9159
>> % TERMINE NOTO.
>> b=[1; 1; 1; 1; 1]
b =

PR R R R

>> % SOLUZIONE COL METODO LU.
>> format long e
>> x=A\b
x =

1.743211621943181e-01

2.855210174362449e-02

1.715052207727628e-01

2.855210174362447e-02

1.743211621943181e-01
S>> O . s
>> % JACOBI (NON E' DETTO CONVERGA PER MATRICI SIMMETRICHE!
B -
>> x0=b; max_it=1000; tol=10"(-12);
>> tO=cputime; [x1,error,iter,flag]=jacobi(A,x0,b,max _it,tol); tl=cputime;
>> x1
X2 =

2.812150840584267e+211

3.182477056364826e+211

3.075904398497104e+211

3.182477056364826e+211

2.812150840584267e+211
>> t1-t0
ans =
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3.000000000000114e-02
>> flag
flag =
1
>> 9% ANALISI: JACOBI NON CONVERGE.
L
>> % GAUSS-SEIDEL (CONVERGE!). "sor" CON "w=1".
5 —
>> w=1,
>> tO=cputime; [x2,error,iter,flag]=sor(A,x0,b,w,max_ it,tol);; tl=cputime;
>> X2
X2 =

1.743211621945437e-01

2.855210174332565e-02

1.715052207730155e-01

2.855210174338184e-02

1.743211621944382e-01
>> error
error =

7.271979844164592e-13
>> jter
iter =

76
>> flag
flag =

0
>> t1-t0 % CPUTIME: SCRIVE 0 PERCHE' MOLTO PICCOLO.
ans =

0
>> 0
>> 9% GRADIENTE CONIUGATO.
>> 0p
>> M=eye(size(A)); % NESSUN PRECONDIZIONATORE.
>> tO=cputime; [x3,error,iter,flag]=cg(A,x0,b,M,max_i t,tol); tl=cputime;
>> X3
x3 =

1.743211621943214e-01
2.855210174363323e-02
1.715052207727673e-01
2.855210174363175e-02
1.743211621943232e-01
>> error
error =
5.198603009807900e-14
>> jter
iter =
3
>> 9% ANALISI: NUMERO DI ITERAZIONI INFERIORE O UGUALE
>> 9% ALLA DIMENSIONE DELLA MATRICE.
>> flag
flag =
0
>> t1-t0
ans =
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9.999999999998010e-03

3.10. Esercizio svolto 1.Si considerila seguente matrice pentadiagodateR 100> 100;

[ 4+ -1 -1
-1 4+p5 -1 -1
-1 -1 448 -1 -1
A: .. .. .. ..
-1 -1 448 -1 -1
-1 -1 4+8 -1
i -1 -1 4+ |

. Creare la matrice in Matlab utilizzando il comardiag , dopo aver postg = 0.1.
Determinare il numero di elementi non nulli tramite il cordamnz e visualizzare
il pattern di sparsita della matrice con il comarsgy . Convertire la matrice in for-
mato sparso utilizzando il comandparse e verificare la differente occupazione
di memoria nei due casi (in caso di matrici con struttura albasome quella nelle-
sempio, & possibile creare direttamente la matrice in &omsparso con il comando
spdiags )

. Si costruiscano esplicitamente le matrici di iteraziéhee P; s associate rispettiva-
mente ai metodi di Jacobi e GaussSeidel, a partire dalltlisgldella matrice A (si
usino i comanddiag , tril , inv ). Si calcolino i relativi raggi spettrali(Py) e
p(Pgs), utilizzando il comandeig . La condizione necessaria e sufficiente per la
convergenza del metodo iterativo e soddisfattain entragasi? Commentare, alla
luce della teoria, i risultati ottenuti.

. Utilizzare la funziongacobi che implementa il metodo di Jacobi per un generico
sistema linearelax = b per calcolare la soluzione del sistema lineare danatrice
di partenza & = [1,1,...,1]T. Si ponga come vettore iniziale = [0,0,...,0]”
tolleranza pari de~'° e come numero massimo di iterazidio.

. Utilizzare la funzionesor che implementa il metodo di Gauss-Seidel=£ 1) per
un generico sistema linearer = b per risolvere il sistema precedente.

. Si confrontino i risultati ottenuti tramite i due metodsecommentino i risultati
ottenuti considerando i raggi spettrali delle matrici drézione.

. Sipongaora@ = —0.1 nella matrice A. Si utilizzino nuovamente i metodi di Jacobi
e Gauss-Seidel per risolvere il sistema lineare con i medgsrametri scelti al
punto 3. Si calcolino i raggi spettrali delle matrici di @gione associate ai due
metodi. Commentare, alla luce della teoria, i risultateotiti.

Soluzione

1. La matrice puo essere costruita tramite i seguenti cdiman

>>n = 100;
>>UNIT = ones(n,1);
>>peta = 0.1;

>>A = (4+beta) =+diag(UNIT) - diag(UNIT(1:n-1),-1) ...

- diag(UNIT(1:n-1),1) - diag(UNIT(1:n-2),-2) - diag(UNIT (1:n-2),2);
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Il comandonnz restituisce il numero di elementi non nulli della matriceadan
ingresso; I'output in questo caso € :

>>nnz(A)
ans =
494

Si pu0 convertire la matrice in formato sparso tramite ihemdosparse e verifi-
care la diversa occupazione di memoria con il comambdos:

>>Asp = sparse(A);
>>whos A Asp

Name Size Bytes Class
A 100x100 80000 double array
Asp 100x100 6332 double array (sparse)

Si pud vedere come il formato sparso riduca la memoriaegthi per memorizzare
una stessa matrice rispetto al formato pieno.
. Le matrici di iterazione dei due metodi si calcolano aipadalla definizione:

>>D = diag(diag(A)); % D diagonale estratta da A

>>PJ = inv(D) =+ (D-A); % matrice di iterazione di Jacobi

>>E = -tril(A,-1); % E matrice tr. inferiore di A

>>F = -triu(A,1); % F matrice tr. superiore di A

>>PGs = inv(D-E) =*F % matrice di iterazione di Gauss-Seidel

>>rho_j = max(abs(eig(PJ)))
>>rho_gs = max(abs(eig(PGs)))

rho_j =
0.9744

rho_gs =
0.9496

Dal calcolo del raggio spettrale delle matrici si pud coxere che sia il metodo di
Jacobi che il metodo di GaussSeidel convergono, in quartarahbi gli autovalori
massimi risultano in modulo strettamente minoré di

. Perrisolvere il sistema ¢ sufficiente richiamare la fane, dopo aver definito tutti i
parametri di ingresso che richiede:

>>x0 = zeros(n,1); b = ones(n,1); max_it = 1000;tol = 1le-10;
>>[xJ,error] iterd,flagJ] = jacobi(A, x0, b, max_it, tol)
xJ =

1.8133
2.7016
3.7329
4.5302
5.2599
5.8795
6.4229
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errord =
9.8528e-011
iter] =
748
flagd =
0

Il metodo di Jacobi converge in 748 iterazioni.
. Per risolvere il sistema & sufficiente richiamare la fane, utilizzando gli stessi
parametri di ingresso del caso precedente:

>>w=1;
>>[xGs,errorGs,iterGs,flagGs] = sor(A, x0, b, w, max_it, t ol)
xGs =

1.8133
2.7016
3.7329

errorGs =
9.7019%e-011

iterGs =

391
flagGs =

0

I metodo di GaussSeidel converge in 391 iterazioni.
. Grazie alla teoria, dato che i due metodi risultano cayemti, il metodo di Gauss-
Seidel risulta piu veloce del metodo di Jacobi. Infattigiresto esempio, il numero
di iterazioni del metodo di Jacobi € circa il doppio del nuendi iterazioni del
metodo di GaussSeidel.
. Con il nuovo parametrg si crea la nuova matrice e si richiamano le funzioni

beta = -0.1;

>>A2 = (4+beta) =*diag(UNIT) - diag(UNIT(1:n-1),-1)...

-diag(UNIT(1:n-1),1) - diag(UNIT(1:n-2),-2) - diag(UNIT (1:n-2),2);
>>[xJ,errord,iterd,flagJ] = jacobi(A2, x0, b, max_it, tol )
>>[xGs,errorGs,iterGS,flagGs] = sor(A2, x0, b, w, max_lit, tol)

In uscita si avranno flagJ e flagGs uguali,aovvero i metodi non convergono. In
effetti i raggi spettrali delle matrici di iterazione sonat&ambi maggiori dil quindi
per entrambi i metodi la condizione necessaria per la cgevera non € soddisfatta.

>>D = diag(diag(A2));
>>Pj = inv(D) * (D-A2);
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>>E = -tril(A2,-1);
>>F = -triu(A2,1);
>>Pgs = inv(D-E) =*F

>>rho_j = max(abs(eig(Pj)))
>>rho_gs = max(abs(eig(Pgs)))

rho_j =
1.0244

rho_gs =
1.0495

Se volessimo rappresentare graficamente 'andament@telié al variare delle iterazioni,
bastera modificare le function in modo che venga memoiiadatgni iterazione.

function [x, E, iter, flag] = jacobiE(A, x, b, max_it, tol)
iter = 0O; % initialization
flag = 0;

bnrm2 = norm( b );
if ( bnrm2 == 0.0 ), bnrm2 = 1.0; end

r=>b - A xx;
error = norm( r ) / bnrm2;
E= [error]; %----> Inizialization error vector

if ( error < tol ) return, end

[m,n]=size(A);
[ M, N ] =split( A, b, 1.0, 1); % matrix splitting

for iter = 1:max_it, % begin iteration

i_l == )Ii/l \ (N*x + b); % update approximation
error = norm( x - x_1 ) / norm( x ); % compute error
E = [E; error]; %----> collect error vector
if ( error <= tol ), break, end % check convergence
end
if ( error > tol ) flag = 1; end % no convergence

Si richiama la funzione sempre con gli stessi parametri espotitiene il grafico in scala
semilogaritmica dell’andamento dell’errore memorizzaabvettore EJ:

[xJ,EJ,iterd, flagd] = jacobiE(A, x0, b, max_it, tol);
semilogy([0:iterJ],EJ,’b");
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legend(’jacobi’)
grid

FIGURA 3.1.Andamento dell’errore nel metodo di Jacobi

Coerentemente con il criterio d’arresto utilizzato, il wa si arresta quando I'errore
raggiunge la tolleranza fissataidi—'°

3.11. Esercizi proposti.

1. Si madifichino le functiorsor e cg in modo che diano in uscita il vettore degli
errori e le si utilizzino per graficare 'andamento dell@e dei tre metodi come
visto nell'esercizio svolto relativamente al sistema prEmte (si usi il comando
hold on per trattenere 'ambiente grafico e plottare i tre grafitasstessa finestra.)

2. Siconsiderino le matrid” € RV*N ed FF € RV*N N = 47, definite attraverso i
seguenti comandi Matlab,

N=47;
T=2+diag(ones(N,1),0) - diag(ones(N-1,1),1) - diag(ones(N-1 ,1),-1);
F=6*diag(ones(N,1),0) - 4 *diag(ones(N-1,1),1) - 4 *diag(ones(N-1,1),-1) ...

+ diag(ones(N-2,1),2) + diag(ones(N-2,1),-2);

Sia fissatch = 1/(N + 3) = 1/50, definire la matriced € RV*¥ e il termine noto
f € R tali che

A=%+%, f=-1,..1"
doveT ed F' sono le matrici definite sopra. il sistema lineate = f deriva dal-
I'approssimazione numerica dello spostamento verticalend trave di lunghezza
unitaria incastrata agli estremi e flessa da una forzanferame di intensita unitaria
diretta verso il basso.

(a) Verificare ched &€ simmetrica e definita positiva e calcolare il numero di-con
dizionamentaK»(A) (si usi il comandacond aiutandosi eventualmente con
I'Help di Matlab).

(b) Risolvere il sistema lineardu = f con i metodi di Gauss Seidel, Jacobi e
metodo del gradiente coniugato non precondizionato conallesanzaiol =
10712 e un numero massimo di iteraziaminaz = 1000. Riportare il numero
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(©)

di iterazioni effettuate e visualizzare il grafico della fione discreta:; per
i=1,..., Nrispetto a vettore; = (i + 1)h,i=1,..., N.

Si risolva lo stesso sistema usando il metodo del gréglieaniugato pre-
condizionato. Come precondizionatori si confrontino lgusnti scelte per
il precondizionatore:

e il precondizionatoré”, uguale alla matrice diagonale estratta4la

e il precondizionatore?, uguale alla matric&/h?.

Si commentino i risultati ottenuti relativamente al numdrderazioni richie-
ste per la convergenzain relazione al numero di condiziemaordella matrice
A e della matrice®~! A. Quale precondizionatore risulta pit efficace?

3.12. Esercizi facoltativi.
1. Siconsideri la seguente matridec RV *V:

1 -1 1 1 1
Ry Ry O 0 o 0
0 R Ry 0 o 0
A= . 0 . .

0 0 0 ---Ri R

Sipongan = 100, R; =1, Ry = 3.
(&) Memorizzare la matrice in formato pieno, e determinlamemero di elementi

(b)

(©

(d)

non nulli tramite il comandanz e visualizzare il pattern di sparsita della
matrice con il comandspy .

Si costruiscano esplicitamente le matrici di iteraeidly e Pog associate ri-
spettivamente ai metodi di Jacobi e GaussSeidel, a padile splitting della
matrice A. Si calcolino i relativi raggi spettradi Py) e p(Pgs), utilizzando il
comandeeig . La condizione necessaria e sufficiente per la convergesiza d
metodo iterativo € soddisfattain entrambi i casi? Comuarentalla luce della
teoria, i risultati ottenuti.

Si determini la soluzione del sistema lineate = b conb vettore di dimen-
sionen:

con il metodo di Jacobi e Gauss Seidel.

Si pongazy = [1,1,---,1]T tolleranzatol = 10~ e numero massimo di
iterazioninmaz = 1000.

Si confrontino i risultati ottenuti tramite i due metadéi commentino i risultati
ottenuti alla luce del numero di condizionamento per la ioaitd.

(e) Sicalcolila fattorizzazione LU della matriek cosa si pud osservare confron-

tando il pattern di sparsita delle matrici L e U con quellé\@ Che fenomeno
si & verificato? Commentare i risultati ottenuti confravta il metodo LU con
i metodi iterativi visti.
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2. Sia data la matricd € R19%10 seguente,

3 -1 0 0

e il sistema lineare associator = b, oveb e scelto in modo tale che la soluzione
esatta del sistema sia= [ 1,1,---,1 }T
(a) Verificare che la matrice A & simmetrica, definita pwai a dominanza dia-
gonale stretta. Stabilire inoltre se i metodi iterativi dicdbi, Gauss-Seidel
sono convergenti. Si cosideri inoltre il metodo SOR, conrivadi iterazione

Psor = (D —wE) Y(wF + (1 —w)D)

utilizzando il programmaor applicato al sistema lineatér = b con tolle-
ranzatoll=10~%, numero massimo di iterazioi,,,.,, = 1000, e per50 valori
di w equidistribuiti su[—3, 3] si traccino in funzione du i grafici sovrapposti
di
e raggio spettral@(Pso r(w))
e rapportok /N,,..., dovek € il numero di iterazioni del metodo SOR eseguite.
Commentare i risultati ottenuti per fornire una stima spentale dell'inter-
vallo di valori diw per i quali il metodo SOR converge, e per fornire il valo-
re ottimalew,,; del parametro di rilassamento che massimizza la velocita d
convergenza.

(b) Verificare numericamente chéPgs) = p(Py)?. Determinare quindi la rela-
zione tra le velocita di convergenza dei due metodi e verificsperimental-
mente usando i programraicobi esor .

4. Autovalori. Il problema del calcolo degli autovalori di una matrice qued A di
ordinen consiste nel trovare gl numeri (possibilmente complessiXali che

Az =Xz, z#0 (4.1)

A seconda delle esigenze talvolta & richiesto solamengddblo di alcuni autovalori (ad
esempio quelli di massimo modulo, per determinare lo speiila matrice) mentre in altri
casi si vogliono determinare tutti gl autovalori inC.

4.1. Il metodo delle potenze.ll metodo delle potenze & particolarmente indicato per il
calcolo dell'autovalore di massimo modulo di una matrice.

Sia A una matrice quadrata di ordimeconn autovettorixy, ..., =, linearmente indi-
pendenti e autovalo#iy, . . ., A, tali che
Al > [A2] > > Al (4.2)

Ricordiamo i seguenti risultati.

1. Una matriced & diagonalizzabile se e solo se possiedautovettori linearmente
indipendenti.

2. Se tutti gli autovalori did sono distinti la matrice & diagonalizzabile; I'opposto &
ovviamente falso (si pensi alla matrice identica).
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3. Una matrice simmetrica (hermitiana) & diagonalizzaabll'opposto € ovviamente
falso, visto che la matrice

A= < 115 100 > 4.3)

e diagonalizzabile visto che ha tutti gli autovalori distima non & simmetrica.

Il metodo delle potenze e definito come segue.tsia R"™ definito da

n
t0:Zo¢ixi, a1 #O,

=1
e si generi la successione
Yo =to (4.4)
yszyk_l, k=1,2,... (4.5)

TEOREMA4.1. Sia A & una matrice quadrata diagonalizzabile avente autovalgtiali

che
A1) > A2l = .o > Al
Sianouy, # 0 autovettori relativi all’autovalore\, cioé
Aup, = A\pug.
Sia

Yo = Zakuk, ai # 0.
%

La succession€y; } definita day,;1 = Ays converge ad un vettore parallelosa e che il
coefficiente di Rayleigh (relativo al prodotto scalare édieb)

o (s, Ays)
p(ys, A) == “ega) (4.6)

converge a\;.
NoOTA 4.2. Il metodo converge anche nel caso in cui
M=...=\
perr > 1, tuttavia noré da applicarsi quando I'autovalore di modulo massimo eamico.

NoTA 4.3. In virtd di alcune possibili problemi di underflow e underflow si prifce
normalizzare passo passo il vettayg definito in @.4). Conseguentemente I'algoritmo del
metodo delle potenze risulta

Up = Atk,1 (47)

th= 2L B = |lull2 (4.8)
By

I = p(ty, A) (4.9)

dovep(ti, A) € il coefficiente di Rayleigh definito id.©).
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4.2. 1l metodo delle potenze inverseUna variante particolarmente interessante del
metodo delle potenze & particolarmente utile nel casoiiMcsia una matrice quadrata con
n autovettori linearmente indipendenti,

e si desideri calcolare il pil piccolo autovalore in modgioe\,,, applicando il metodo delle
potenze adi~!. Si ottiene cosi la successiofie, } definita da

Aup = tr_1 (4.12)
u

th= = B = |lurll2 (4.12)
B

e convergente ad un vettore parallelo,a La successione di coefficienti di Rayleigh

-1\ ._ (tkaAfltk) . (tkvuk+1)
plte, A7) 1= (thote) (ko te) = 1 (4.13)

da cui € immediato calcolare,.
Vediamo in dettaglio questo punto. $&¢} sono gli autovalori did—! con

|61 > |&2] > |€3] > ... > |&n]

allora il metodo delle potenze inverse calcola un’appmagione di; e di un suo autover-
sorex. Si osserva subito che etz = &2 (coné; # 0) allora moltiplicando ambo membri
peré;~' A si ottiene leggendo da destra a sinistra = & tx ciog¢; ! & un autovalore dit
ez & non solo autovettore di—! relativo all’autovalore;, ma pure autovettore di relativo
aII’autovanregi_l. Conseguentemente éee 'autovalore di massimo modulo di—! e A,

e l'autovalore di minimo modulo dit si ha)\,, = 51._1 e che

Az =g = Av =& e = M\

Notiamo che il metodo delle potenze inverse, calépla: A, ! e il relativo autovettore. Per
ottenere\,, viene naturale calcolat{e{l, ma usualmente essend@utovettore diA relativo
a\, sipreferisce per questioni numeriche calcolageria coefficente di Rayleigh

(z, Ax)

(z, ) -

p(z, A) ==

In generale, fissatp € C & possibile calcolare, se esiste unico, I'autovalopél vicino
au considerando il seguente pseudocodice:

(A—pl) 2z = qr—1 (4.14)
ar = 2x/2k||2 (4.15)
Ok = (qk)HAqk (4.16)

Ricordiamo che s& & autovalore di allora
Az= = (A—pulz =z —pz = (A — p)z

e quindi\ — p € autovalore did — pI. Il metodo delle potenze inverse applicatd a ul
calcola il minimo autovalore = A\ — p in modulo diA — uI cioé il o che rende minimo il
valore di|o| = |\; — u|, dove); sono gli autovalori did. Quindi essendd; = o; — pu Si
ottiene pure il\; piu vicino ap.
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4.3. Il metodo QR. Sia A una matrice quadrata di ordime Utilizzando il metodo di
Householder e possibile fattorizzare la matrice A comelptio di due matric) ed R con
Q unitaria (ciodQ” * Q = Q * QT = I) ed R triangolare superiore.

Citiamo alcune cose:

1. La matriceA ha quale sola particolarita di essere quadrata. Nel casergle pero
la sua fattorizzazione QR in generale non & unica benstmétata a meno di una
matrice difase

2. Tale fattorizzazione non € unica (i segni delle comptirsefia diagonale della ma-
trice A possono essere scelti arbitrariamente). Nel caso sia ngolare, allora
tale fattorizzazione € unica qualora si chieda che i caefficdiagonali diR siano
positivi.

3. Laroutine Matlalyr effettua tale fattorizzazione.

4. Se la matricell & simile aK (cioe esiste una matrice non singolafeale che
H = S~1KS) alloraH e K hanno gli stessi autovalori. Si puo vedere facilmente
che la relazione di similitudine & transitiva, cioe&e € simile adH, e Hs € simile
ad H; alloraH; € simile adH5.

Il metodo QR venne pubblicato indipendemente nel 1961 dadisa@ da Kublanovskaya e
successivamente implementato in EISPACK. Ci limiteremorestlerare versioni di base del
metodo.

Sia
Ao = A= QoRo
e si ponga
Ay = RoQo.
Poiche

QoA1Q7 = QoA1QF = QoRoQoQ7 = Ao

la matriceA; € simile adAg (si pongaS = le = Q) e quindi ha gli stessi autovalori. Sia
quindi in generale

A = Qi Ry,

App1 = RiQp.

Per le stesse motivaziodi,,; € simile adA, e per transitivita adly. Quindi A, ha gli
stessi autovalori dig.

Per la convergenza del metodo esistono vari risultati. idiamo principalmente

TEOREMA 4.4. Se la matriceA € R"*"™ & regolare e con autovalori tutti distinti in
modulo, con

A1l > ..o > Al (4.17)

allora I'algoritmo QR converge ad una matricé., triangolare superiore. Se la matrice
simmetrica, allora

A =diag(A1, ..., A1).
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Inoltre se A & una matrice Hessenberg superiore allora I'algoritmo QRn\aErge ad una
matrice A, triangolare a blocchi, simile ad A e con gli autovalori di ddriocco diagonale
tutti uguali in modulo.

Alcuni dettagli.

1. Nelle implementazioni si calcola con un metodo scopeatdduseholder (ma esiste
un metodo alternativo dovuto a Givens) una matrice di HdssgT

a1l ai2 a1.3 ) a1,n

2,1 G22 G23 ) a2 n

T — 0 aszz2 as;s N as.n
0 0 a4.3 BN a4.n

0 0 0 nn—-1 GAdnmn

simile adA ed in seguito si applica il metodo QR relativamente alla ioaff’. Se

A & simmetrica la matric& risulta tridiagonale simmetrica. In entrambi i casi le
iterazioni mantengono la struttura, cioe4g¢ = T e di Hessenberg, allord;, & di
Hessenberg, sé, = T & tridiagonale allora,, & tridiagonale.

2. Perinciso, si puo dimostrare che la velocita di congeeg dipende dal rapporto

_ [Ait1]
pi= lgr%agilmax o (4.18)

Il numero di moltiplicazioni necessarie all’algoritmo div@ns per calcolare tale
matriceT a partire dad & approssimativament®n?/3 mentre per quanto riguar-
da lalgoritmo di Householder &n2/3. 1l metodo QR applicato ad una matrice
A in forma di Hessenberg superiore ha ad ogni passo un costa?doperazioni
moltiplicative.

3. Se la condizione4(17) non & verificata si pud dimostrare che la success{ohg
tende a una forma triangolare a blocchi.

4.4. Implementazione Matlab di alcuni metodi per il calcolodegli autovalori. Par-
tiamo con una versione semplipewer _basic del metodo delle potenze

function [lambdal, x1, niter, err]=power_basic(A,z0,tol I,nmax)

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

INPUT:

A : MATRICE DI CUI VOGLIAMO CALCOLARE L’AUTOVALORE DI MAS® MODULO.
z0 : VETTORE INIZIALE (NON NULLO).

toll: TOLLERANZA.

nmax: NUMERO MASSIMO DI ITERAZIONIL.

OUTPUT:

lambdal :

x1
niter

VETTORE DELLE APPROSSIMAZIONI DELL’AUTOVALORBI MASSIMO MODULO.
AUTOVETTORE RELATIVO ALL’AUTOVALORE DI MASSIMO MODUL

: NUMERO DI ITERAZIONI.

err : VETTORE DEI RESIDUI PESATI RELATIVI A "lambdal".

TRATTO DA QUARTERONI-SALERI, "MATEMATICA NUMERICA", p. 84.

35



g=z0/norm(z0); g2=q; err=[]; lambdal=[];
res=toll+1; niter=0; z=A *Q;
while (res >= toll & niter <= nmax)
g=z/norm(z); z=A  *q; lam=q’ =*z; x1=q;
z2=g2’ *A; g2=z2/norm(z2); g2=q2’; y1=qg2; costheta=abs(yl’ *x1);
niter=niter+1; res=norm(z-lam * ()/costheta;
err=[err; res]; lambdal=[lambdal; lam];
end

Qualche nota

1. il vettore inizialezO e’ normalizzato ed irerr , lambdal vengono memorizzati
rispettivamente i valori dell’errore compiuto e dell'auédore di massimo modulo

Amax

2. l'assegnazionees=toll+1; forza I'algoritmo ad entrare nel ciclwhile , men-
trez=Ax(Q; € una quantita da utilizzarsi per il calcolo dell'autav@\max;

3. nelciclowhile ,q & un’approssimazione di un autoversore relativ@rgx, mentre
lam di Amax

4. il ciclo siinterrompe se un numero massimo di iteraziot@r € raggiunto oppure
[1Ag" — X*Ja
| cos(Ox,)]

doved,, & I'angolo formato tra (un’approssimazione del)l'autiove destrox1l e
sinistroyl associati dam

< tol

4.4.1. Esempio 1.Testiamo il codice relativamente al calcolo dell'autoveldi massi-
mo modulo di

~155 7.5 1.5
A=| -51 25 3
—955 7.5 11.5
1 2 3 10 0 0 12 3\ "'
(25610 100]|-[25 6 (4.19)
79 3 0 0 1 79 3

La matriceA & diagonalizzabile e ha autovaldfi, 10, 1. Si pud vedere che una base di
autovettori relativa agli autovaloti, 10, 1 & composta dal(2,7), (2,5, 9), (3,6, 3). Quale
vettore iniziale del metodo delle potenze consideriamo

20=(1,1,1) = (7/6) - (1,2,7) — 1-(2,5,9) + (11/18) - (3,6, 3)

e quindi il metodo delle potenze applicato Ade avente quale punto inizialg puo essere
utilizzato per il calcolo dell’autovalore di massimo moouwi A, poichéa; = 7/6 # 0.
Dalla shell di Matlab/Octave:

>> S=[123,256; 79 3]
>> D=diag([10 10 1]);
>> A=S+ Dxinv(S)
A =
-15.5000 7.5000 1.5000
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-51.0000 25.0000 3.0000
-25.5000 7.5000 11.5000
>> z0=[1 1 1J;
>> toll=10"(-8);
>> nmax=10;
>> format short e;
>> [lambdal, x1, niter, err]J=power_basic(A,z0,toll,nmax )
lambdal =
1.1587e+001
1.0138e+001
1.0014e+001
1.0001e+001
1.0000e+001
1.0000e+001
1.0000e+001
1.0000e+001
1.0000e+001
1.0000e+001
X1l =
-2.8583e-001
-9.1466e-001
-2.8583e-001
niter =
10
err =
2.2466e+000
2.1028e-001
2.0934e-002
2.0925e-003
2.0924e-004
2.0924e-005
2.0924e-006
2.0924e-007
2.0924e-008
2.0924e-009
>>

La convergenza e abbastanza veloce come si vede dallaitguamt, che consiste in un
particolare residuo pesato.

Una questione sorge spontanea. Cosa sarebbe successssg@avilizzato I'algoritmo
senza normalizzazione come ad esenguiwer _method definito da

function [lambda,v]=power_method(A,x0,maxit)
v=x0;

for index=1:maxit

v_old=v;

v=A+v_old;

lambda=(v_old’  *v)/(v_old’ *v_old);
end
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Proviamo il test, facendo iterare il metodo prima 5, poi 10@ese alla fine 1000 volte (si
noti il settaggio della variabilmaxit relativa al numero di iterazioni da compiere):

>> x0=[1 1 1T
x0 =
1
1
1
>> A=[-155 7.5 1.5; -51 25 3; -25.5 7.5 11.5]
A =
-15.5000 7.5000 1.5000
-51.0000  25.0000 3.0000
-25.5000 7.5000  11.5000
>> [lambda,v]=power_method(A,x0,5)
lambda =
10.0014
vV =
1.0e+005 =
-0.8333
-2.6666
-0.8333
>> [lambda,v]=power_method(A,x0,100)
lambda =
10.0000
vV =
1.0e+100 =
-0.8333
-2.6667
-0.8333
>> [lambda,v]=power_method(A,x0,1000)
lambda =
NaN
vV =
NaN
NaN
NaN
>>

La ragione & semplice. P&émelativamente piccolo si ha - ¢, =~ 10 - t; e quindi pers > k
tom AR 10 ASF L o 105 R 1y,
da cui
[tsll2 & 1057 - [tk |2

spiegando quindi perche si possano avere problemi di ovedpplicando I'algoritmo di
base.

4.4.2. Esempio 2.Proviamo un test diverso, questa volta con la matrice (dialigza-

bile)
a=(o 4)
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avente autovalorh; = 1 e A, = —1 e autovettori linearmente indipendenitij (), (—1, 1).
Quale vettore iniziale poniamo

z0=(1,3)=4-(1,0)+3- (—1,1)

e quindi il metodo delle potenze applicato ad A, partendegpud essere sicuramente ap-
plicato. D’altra parte dubitiamo converga in quani@| = |A2| = 1 pur essendd; # As.
Dalla shell di Matlab/Octave:

>> A=[1 2; 0 -1]
A =
1 2
0 -1
>> [lambdal, x1, niter, err]J=power_basic(A,[1; 3],107(-8 ),15)
lambdal =
-3.4483e-002
-2.0000e-001
-3.4483e-002
-2.0000e-001
-3.4483e-002
-2.0000e-001
-3.4483e-002
-2.0000e-001
-3.4483e-002
-2.0000e-001
-3.4483e-002
-2.0000e-001
-3.4483e-002
-2.0000e-001
-3.4483e-002
-2.0000e-001
x1 =
3.1623e-001
9.4868e-001
niter =
16
err =
4.4567e-001
2.4000e+000
4.4567e-001
2.4000e+000
4.4567e-001
2.4000e+000
4.4567e-001
2.4000e+000
4.4567e-001
2.4000e+000
4.4567e-001
2.4000e+000
4.4567e-001
2.4000e+000
4.4567e-001
2.4000e+000
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>>

Dal residuo pesato & chiaro che il metodo non converge, e @nticipato il motivo € la
presenza di autovalori distinti aventi modulo massimo.

4.4.3. Esempio 3.Per terminare, vediamo il caso della matrice diagonalikz#aven-
do autovalori distinti)
1 2
A= ( 0 10 ) ’

in cui il metodo funziona rapidamente, in quanto esiste Ua aatovalore di modulo
massimo, uguale a 10.

>> A=[1 2; 0 10]
A =
1 2
0 10
>> [lambdal, x1, niter, err]J=power_basic(A,[1; 3],107(-8 ),15)
lambdal =
9.9779e+000
9.9979e+000
9.9998e+000
1.0000e+001
1.0000e+001
1.0000e+001
1.0000e+001
1.0000e+001
x1l =
2.1693e-001
9.7619e-001
niter =
8
err =
9.6726e-002
9.7529e-003
9.7610e-004
9.7618e-005
9.7619e-006
9.7619e-007
9.7619e-008
9.7619e-009

Si osservi che il metodo termina in quanto 'errore pesio € minore della tolleranza
toll = 1078,

4.5. 1l metodo delle potenze inverseUna versione di basgmvpower del metodo
delle potenze inverse &

function [lambda, x, niter, err]=invpower(A,z0,mu,toll, nmax)

% DATO UN VALORE mu, SI CALCOLA L’AUTOVALORE "lambda_mu" PIWICINO A mu.
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% INPUT:

% A : MATRICE DI CUlI VOGLIAMO CALCOLARE L’AUTOVALORE "lambdenu".
% z0 : VETTORE INIZIALE (NON NULLO).

% mu : VALORE DI CUlI VOGLIAMO CALCOLARE L’AUTOVALORE PIU" VND.
% toll: TOLLERANZA.

% nmax: NUMERO MASSIMO DI ITERAZIONI.

%

% OUTPUT:

% lambda : VETTORE DELLE APPROSSIMAZIONI DELL’AUTOVALOREI IMINIMO MODULO.
% X : AUTOVETTORE RELATIVO ALL’'AUTOVALORE DI MINIMO MODULO.
% niter : NUMERO DI ITERAZIONI.

% err : VETTORE DEI RESIDUI PESATI RELATIVI A "lambda".

%

% TRATTO DA QUARTERONI-SALERI, "MATEMATICA NUMERICA", p. 84.

%

n=max(size(A)); M=A-mu  *eye(n); [L,U,P]=lu(M);
g=z0/norm(z0); q2=q’; err=[]; lambda=[];
res=toll+1; niter=0;
while (res >= toll & niter <= nmax)
niter=niter+1; b=P *(; y=L\b; z=U\ly;
g=z/norm(z); z=A *q; lam=q *z;
b=g2’; y=U\b; w=L"y;
g2=(P’ *w)’; g2=g2/norm(g2); costheta=abs(g2 *q);
if (costheta > 5e-2)
res=norm(z-lam  *q)/costheta; err=[err; res]; lambda=[lambda; lam];
else
disp(\n \t [ATTENZIONE]: AUTOVALORE MULTIPLQO"); break;
end
X=(q;
end

Forniamo ora alcune spiegazioni del codicénivwpower

1. Per risolvere il sistema lineare 14 si effettua una fattorizzazionBeM = LU
della matriceM = A — ul;

2. All'interno del ciclo while, nella prima riga si calcola, mentre nella successiva un
SUO versorey, e oy € immagazzinato itam;

3. Similmente al metodo diretto si effettua il prodotto scaldi un’autovalore sinistro
con uno destro.

4.5.1. Esempio 1.Applichiamo il metodo delle potenze inverse per il calcodti’duto-
valore piu piccolo in modulo della matrice

—155 7.5 1.5
A=| -51 25 3

9255 75 11.5

1 2 3 10 0 0 12 3\ "
256 ]|-l 0o 100|256 (4.20)

7 9 3 0 0 1 79 3

Come visto la matricel € quindi diagonalizzabile, ha autovald6i, 10, 1 e relativi autovettori
e (1,2,7),(2,5,9), (3, 6,3) formanti una base dk3. Quale vettore iniziale del metodo delle
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potenze consideriamo

e quindi il metodo delle potenze inverse applicatodaed avente quale punto inizialg pud
essere utilizzato per il calcolo dell’autovalore di minimodulo diA.

>> z0=[1;1;1]; mu=0; toll=10"(-8); nmax=10;
>> A=[-15.5 7.5 1.5; -51 25 3; -25.5 7.5 11.5]
A =
-15.50000000000000  7.50000000000000  1.50000000000000
-51.00000000000000 25.00000000000000 3.00000000000000
-25.50000000000000 7.50000000000000 11.50000000000000
>> [lambda, X, niter, err]=invpower(A,z0,mu,toll,nmax)
lambda =
0.39016115351993
0.94237563941268
0.99426922936854
0.99942723776656
0.99994272692315
0.99999427272378
0.99999942727270
0.99999994272728
0.99999999427273
X =
0.40824829053809
0.81649658085350
0.40824829053809
niter =
9
err =
0.81535216507377
0.08358101289062
0.00838126258396
0.00083836078891
0.00008383842712
0.00000838386620
0.00000083838685
0.00000008383868
0.00000000838387
>>

La convergenzaé lineare (come si intuisce dalle appr@ssoni contenute nel vettolembda ).
Per vederlo, dalla shell di Matlab/Octave calcoliamo beerassoluto/relativo relativo
allautovalorel:

>> s=1-lambda

S =
0.60983884648007
0.05762436058732
0.00573077063146
0.00057276223344
0.00005727307685
0.00000572727622
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FIGURA 4.1.Grafico che illustra la convergenza lineare del metodo detieenze inverse nell’esempio 1.

0.00000057272730
0.00000005727272
0.00000000572727

>> semilogy(1:length(s),s)

generando il grafico in scala semi-logaritmica in figura chidentemente sottolinea la con-
vergenza lineare.

4.6. Il metodo QR. Una versione di base del metodo QR € la seguente. Si salvi il
file houshess.m che implementa la trasformazione per similitudineddn una matrice di
Hessenberg

function [H,Q]=houshess(A)

% REDUCTION OF A MATRIX TO A SIMILAR HESSENBERG ONE.
% SEE QUARTERONI, SACCO, SALERI P. 192.

n=max(size(A)); Q=eye(n); H=A;

for k=1:(n-2)
[v,beta]=vhouse(H(k+1:n,k)); I=eye(k); N=zeros(k,n-k) ;
m=length(v); R=eye(m)-beta *v*V'; H(k+1:n,k:n)=R * H(k+1:n,k:n);
H(1:n,k+1:n)=H(1:n,k+1:n) *R; P=[IN; N',R]; Q=Q *P;

end

ovevhouse.m e definito da

function [v,beta]=vhouse(x)

% BUILDING HOUSEHOLDER VECTOR.
% SEE QUARTERONI, SACCO, SALERI P. 197.

n=length(x); x=x/norm(x); s=x(2:n)’ *X(2:n); v=[1; x(2:n)];
if (s==0)

beta=0;
else

mu=sqrt(x(1)"2+s);

if (x(1) <= 0)
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v(1)=x(1)-mu;
else
v(1)=-s/(x(1)+mu);
end
beta=2 *v(1)"2/(s+v(1)"2);
v=v/iv(1);
end

quindiQRbasicmethod.m che calcola la matrice triangolarérelativa a QR:
function [T,hist}=QRbasicmethod(T_input,maxit)
% QR METHOD FOR A SYMMETRIC TRIDIAGONAL MATRIX "T_input".

T=T_input;
hist=sort(diag(T));

for index=1:maxit

[Q.RI=ar(T);
T=RQ; % NEW SIMILAR MATRIX.
hist=[hist sort(diag(T))]; % IT STORES THE DIAGONAL ELEMEN TS

% OF THE "index" ITERATION.
end

In questa sezione desideriamo calcolare gli autovalotadaiatrice (simmetrica e a
banda) di Poisson

B -1 0 ... 0
-1 B —-I ... 0
A= 0 -I B ... ...
o ... ... ... =1
0 0 -1 B
con
4 -1 O 0
-1 4 -1 0
B = o -1 4 ... ...
o ... ... ... -1
0 o ... -1 4

che si ottiene dal comandeakefish . Piu precisamente ilemoQR.mscriviamo il seguen-
te codice per il calcolo degli autovalori della matrice diggonmakefish(2) , mostrando
come la matrice di partenzé& viene trasformata in una matrice di Hessenh&rgla cui si
calcola la matricd” triangolare superiore prodotta dalle iterazioni di QR:

format short

maxit=100;
siz=2;

A = makefish(siz);
eigs=eig(A);
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[H,Q]=houshess(A);
[T,hist}=QRbasicmethod(H,maxit);
A

H
T

eig(A)

Otteniamo come risultato

>> demoQR

A =
4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0 -1 -1 4

H =

4.0000 1.4142 0.0000  -0.0000
1.4142 4.0000 1.4142  -0.0000

-0.0000 1.4142 4.0000  -0.0000
0 -0.0000 -0.0000 4.0000

T =
6.0000 0.0000  -0.0000  -0.0000
0.0000 4.0000 0.0000  -0.0000
-0.0000  -0.0000 4.0000 0.0000
0  -0.0000 0.0000 2.0000
ans =
2.0000
4.0000
4.0000
6.0000
>>

In cui si vede che gli autovalori, sono le componenti diadjatedla matriceT .

4.7. Esercizio: Calcolo degli zeri di un polinomio, via autwalori della matrice
compagna. Si puo dimostrare che gli zeri del polinomio monico di grado

p(t) =co+cit+---+ Cnfltn_l 4

sono gli autovalori della matrice compagna (o equivaleet@mdella sua trasposta visto che
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eig(A) = eig(AT))

0O 0 ... 0 —Cp

1 0 0 —ca
c— 10 1 0 -e

0 0 ... 1 —Cnp—1

Sfruttando il comandeig , e osservando che
>> A=[1 2; 3 4]
A =

1 2
3 4

>> B=[5 6; 7 8]

B =
5 6
7 8
>> C=[A B]
C =
1 2 5 6
3 4 7 8
>> D=[A; B]
D =
1 2
3 4
5 6
7 8
>>

scrivere un codice Matlab che risolva un’equazione algalralcolando gli autovalori della
matrice compagna associata. Effettuare quindi un test golimomio di cui si conoscono gli
zeri e valutare la bonta del proprio codice. Di seguito &aao gli zeri di modulo massimo
e minimo usando il metodo delle potenze e la sua variantesayeome pure il metodo QR
(se applicabile).

5. Definizione dei metodi di Eulero implicito ed esplicito. Si consideri il problema di
Cauchy

y'(x) = fz,y(x)), > xo
{ y(zo0) = Yo (5.1)
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dove f & a valori inR™ e definita in un sottoinsiem®@ di R x R", con(zo,yo) € Q. Os-

serviamo che essendba valori inRR” il problema in generale & un sistema di equazioni
differenziali

yll(x) = fl(xvyl(x)""ayn(x))a €T 2 Zo

-
U (@) = ful@, (@), (@), @ = 0 (52)
y(zo) = Yo

dove perk = 1,...,n ogniy, fr € una funzione a valori iiR.

6. Alcuni teoremi di esistenza e unici. Sitrovano in letteratura molti teoremi di esi-
stenza ed unicita per la soluzione di problemi ai valorziai del tipo (6.2). Ne citiamo in
particolare due usualmente citati nei testi di Analisi madéca.

35,¢,, L >0: [vg — §,20 + 6] x Be(yo) C 9, (6.1)
|f (2, 91) — f(z,y2)| < Llyr — y2|, Vo € [wo — 6,20 + 8], Vy1,y2 € Be(yo) (6.2)

si dimostra il seguente teorema di esistenza ed unicitgi¢tolo)

TEOREMA 6.1. Sianof2 un aperto diR x R", f una funzione df2 in R™ e (zg, yo) un
punto di€2. Sef e continua e valgono le condizioni if.() allora esiste un intervallo aperto
contenente; nel qualeé definita una e una sola soluzione del problema di Caust®.(

Notiamo che questo teorema non determina l'intervallo @oante la soluzione. A tal
proposito ricordiamo un teorema di esistenza ed unigitgi@nde)

TEOREMA 6.2. Sia f(x,y) definita e continua nella striscia
S={(z,y) :a <z <b—00<y< 400}
e ivi lipschitziana rispetto g cioé

|f(@,91) = [z, 92)] < Llys — 2|, Y(,1), (z,2) € 5.

Allora esiste e unica la soluzione del problema.p) di classeC ([a, b]).

Per ulteriori teoremi di esistenza e unicita della sologisi consultino.

6.1. I metodi di Eulero esplicito ed Eulero implicito. Si supponga ché(2) abbia una
e una sola soluzione. Per semplicita consideriamo il castuiy sia a valori inR. Due
classici metodi per risolvere il problema differenziddef sono il metodo dEulero esplicito
ed il metodo diEulero implicita

SiaZ(s1,s2) il piu piccolo intervallo aperto contenentg e s,. Assumendo che la
soluzione sia sufficientemente regolare, abbiamo dalladta di Taylor perz ~ x,, ¢; €

I(x,7) € 6.9

y(@) =y@) +y' @) (z - 7) + )
~y(@) +y' (T)(z - 7)
=y(@) + f(7,y(@))(x - 7) (6.3)



Di conseguenza se si desidera calcolare la soluzione nBijgun = xg+kh = xx +h
conk > 0, ponendar = xp 1, T = x) abbiamo

Y(wri1) = y(or) + hf (2, y(or)). (6.4)
Il metodo di Eulero esplicito consiste nell'approssimafes.1) conyx.; definito da

Yk+1 = Yk + hf(xkv yk)a (65)

oveyo = y(o).
Similmente al caso precedente, se poniaméig) Che siana = x, T = xx+1 abbiamo
y(zr) = y(@pr1) + f(@rrr, Yy (@) (@r — Trgr), (6.6)

e quindi
Y(@p+1) = y(@k) + hf (@1, y(Tr41))- (6.7)
Il metodo di Eulero implicito consiste nell’approssimafe 1) cony,1 definito da

Yk+1 = Yk + hf (Trt1, Yrt1), (6.8)

oveyo = y(xo).

Evidentemente ad ogni iterazione si richiede di risolvareguazione nonlineare nella
variabilez del tipoz = y, + hf(zx+1, 2), la cui soluzione pud essere calcolata utilizzando
ad esempio col metodo di punto fisso, delle secanti o di Newton

NOTA 6.3. Si osservi che utilizzando la formula di Taylor multivadat due metodi
possono essere estesi al caso genemate 1. In particolare il metodo di Eulero implicito ad
ogni operazione dovr risolvere un sistema nonlineare, ad esempio con il metdgmiaito
fisso o ditipo Newton.

7. | metodi di Eulero in Matlab. Utilizzando I'help di Matlab, si nota subito che
esistono delle routines predefinite per risolvere equadifferenziali ordinarie. Infatti

>> help funfun
Function functions and ODE solvers.

Differential equation solvers.

Initial value problem solvers for ODEs. (If unsure about sti ffness,
try ODEA45 first, then ODE15S.)
ode45 - Solve non-stiff differential equations, medium ord er
method.
ode23 - Solve non-stiff differential equations, low order
method.
odell3 - Solve non-stiff differential equations, variable order
method.
ode23t - Solve moderately stiff ODEs and DAEs Index 1, trape-
zoidal rule.
odel5s - Solve stiff ODEs and DAEs Index 1, variable order
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method.
ode23s - Solve stiff differential equations, low order meth od.
ode23tb - Solve stiff differential equations, low order met hod.

>>

Tra queste non sono incluse le routines dei metodi di Eulgpbaito ed implicito che d’altra
parte non sono difficili da programmare. Dei codici in mesidrovano presso il sito web di
K. Atkinson, osservando chferward Eulere backward Eulecorrispondono rispettivamente
ai metodi di Eulero esplicito ed implicito. Tale softwargéntiimente fornito gratuitamente
dagli autori. Per quanto deteuler _for corrisponde al metodo di Eulero esplicito mentre
euler _back al metodo di Eulero implicito.

7.1. Codice di Eulero esplicito. Di seguito scriviamo il codice Matlab che implementa
il metodo di Eulero esplicito, offerto da K. Atkinson, W. HanD. Steward. Quali inputs
vengono richiesti il punto iniziale 0 e il valorey _0 della soluzione, il punto finale_end,
il passoh e la funzionef via la variabilefcn .

function [t,y] = euler_for(t0,y0,t_end,h,fcn)

% -
% MATLAB CODE TAKEN FROM

% K. Atkinson, W. Han e D. Steward,

% Numerical Solution of Ordinary Differential Equations,

% programs for the book, John Wiley and Sons, 2009,

% http://www.math.uiowa.edu/NumericalAnalysisODE/

% -
% function [t,y]=euler_for(t0,y0,t_end,h,fcn)

% _—
% Solve the initial value problem

% y' = f(ty), t0 <=t <= b, y(t0)=y0

% Use Euler's method with a stepsize of h. The user must

% supply a program to define the right side function of the

% differential equation. Use some name, say deriv, and a firs t
% line of the form

%  function ans=deriv(t,y)

% A sample call would be

% [t,z]=eulercls(t0,z0,b,delta, deriv’)

% -
% Output:

% The routine euler_for will return two vectors, t and vy.

% The vector t will contain the node points

%  t(1)=t0, t(j)=t0+(j-1) +h, j=1,2,...,n

% with

% t(n) <= t_end, t(n)+h > t end

% The vector y will contain the estimates of the solution Y

% at the node points in t.

% -

n = fix((t_end-t0)/h)+1;
t = linspace(t0,t0+(n-1) *h,n)’;
y = zeros(n,1);
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y(1) = yo;
for i = 2:n

y(@i) = y(@-1) + h * feval(fen,t(i-1),y(i-1));
end

end % euler_for

Consideriamo quale test, il problema di Cauchy

(7.1)

{ y'(x) = Ay(z) + (1 — Ncos () — (1 + A)sin(x), >0
y(0) =1

la cui soluzione &j(x) = sin(z) + cos (), indipendentemente da La particolarita di

guesto problematest & che il metodo di Eulero esplicitayfessato ha comportamenti molto
diversi al variare di\, nonostante la soluzione sia sempre la stessa.

>> % |lambda = -1, h= 0.5.

>> fcn=inline('2 *C0oS(X)-0  *sin(x)-y’);
>> t0=1; y0=1; t_end=10; h=0.5;

>> [ty] = euler_for(t0,y0,t_end,h,fcn);

>> y sol=sin(t)+cos(t);

>> [t y y_sol abs(y-y_sol) abs(y-y_sol)./abs(y_sol)]
ans =

1.0000 1.0000 1.3818 0.3818 0.2763
1.5000 1.0403 1.0682 0.0279 0.0261
2.0000 0.5909 0.4932 0.0977 0.1982
2.5000 -0.1207  -0.2027 0.0820 0.4044
3.0000 -0.8615 -0.8489 0.0126 0.0149
3.5000 -1.4207 -1.2872 0.1335 0.1037
4.0000 -1.6468 -1.4104 0.2364 0.1676
45000 -1.4771  -1.1883 0.2887 0.2430
5.0000 -0.9493 -0.6753 0.2741 0.4059
5.5000 -0.1910 0.0031 0.1941 62.0331
6.0000 0.6132 0.6808 0.0676 0.0993
6.5000 1.2668 1.1917 0.0750 0.0630
7.0000 1.6100 1.4109 0.1991 0.1411
7.5000 1.5589 1.2846 0.2742 0.2135
8.0000 1.1261 0.8439 0.2822 0.3344
8.5000 0.4175 0.1965 0.2211 1.1251
9.0000 -0.3932  -0.4990 0.1058 0.2120
9.5000 -1.1078 -1.0723 0.0354 0.0330
10.0000  -1.5510  -1.3831 0.1680 0.1214

Nelle colonne dei risultati, la prima & I'ascissa in cuingéeapprossimata la soluzione, la
seconda il valore approssimato dal metodo di Eulero esplita terza la soluzione corret-
ta. Infine nelle ultime due colonne vengono forniti gli er@ssoluti e relativi compiuti dal
metodo di Eulero esplicito.

7.2. Codice di Eulero implicito. Di seguito scriviamo il codice Matlab che implementa
il metodo di Eulero esplicito, offerto da K. Atkinson, W. HanD. Steward. Quali inputs
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vengono richiesti il punto iniziale 0 e il valorey _0 della soluzione, il punto finale_end,
il passoh, la funzionef via la variabilefcn . etol Ia tolleranza richiesta dal metodo
iterativo che risolve ad ogni iterazione I'equazione noadire richiesta dal metodo.

function [t,y] = euler_back(t0,y0,t_end,h,fcn,tol)

% _—
% MATLAB CODE TAKEN FROM

% K. Atkinson, W. Han e D. Steward,

% Numerical Solution of Ordinary Differential Equations,

% programs for the book, John Wiley and Sons, 2009,

% http://www.math.uiowa.edu/NumericalAnalysisODE/

% _—
% function [ty] = euler_back(t0,y0,t_end,h,fcn,tol)

% _—
% Solve the initial value problem

% y' = f(ty), t0 <=1t <= b, y(t0)=y0

% Use the backward Euler method with a stepsize

% of h.

% The user must supply an m-file to define the

% derivative f, with some name,

% say ’'deriv.m’, and a first line of the form

%  function ans=deriv(t,y)

% tol is the user supplied bound on the difference

% between successive values of the backward Euler

% iteration.

% A sample call would be

% [t,z]=euler_back(t0,z0,b,delta,'deriv’,1e-6)

% -

% Output:

% The routine euler_back will return two vectors,
% t and vy.

% The vector t will contain the node points

%  t(1)=t0, t(j)=t0+(j-1) +h, j=1,2,...,N

% with

% t(N) <= t_end, t(N)+h > t_end

% The vector y will contain the estimates of the

% solution Y at the node points in t.

% _—

% Initialize.

n = fix((t_end-t0)/h) + 1;

t = linspace(t0,t0+(n-1) *h,n)’;
y = zeros(n,l1);

y(1) = y0;

% advancing

for i=2:n

% forward Euler estimate
ytl = y(i-1) + h *feval(fcn,t(i-1),y(i-1));
% one-point iteration
count = O;
diff = 1;
while diff > tol && count < 10
yt2 = y(i-1) + h * feval(fen,t(i),ytl);
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diff = abs(yt2-ytl);

ytl = yt2;
count = count +1;
end

if count >= 10
disp('Not converging after 10 steps at t = )
fprintf("%5.2f\n’, t(i))
end
y(i) = yt2;
end

end % euler_back

Come prima, consideriamo quale test il problema di Cauchggatentemente studiato

{ y'(x) = My(z) + (1 — X)cos (x) — (1 + N)sin (z), = >0 7.2)

y(0) =1 '

la cui soluzione &(z) = sin () + cos ().

>> fcn=inline('2 *Cc0S(x)-0  *sin(x)-y’);

>> t0=1; y0=1; t end=10; h=0.5; tol=107(-2);

>> [ty] = euler_back(t0,y0,t_end,h,fcn,tol);

>> [t y y_sol abs(y-y_sol) abs(y-y_sol)./abs(y_sol)]

ans =
1.0000e+00  1.0000e+00  1.3818e+00  3.8177e-01  2.7629e-01
1.5000e+00 7.1127e-01 1.0682e+00 3.5696e-01 3.3416e-01
2.0000e+00  1.9496e-01  4.9315e-01  2.9819e-01  6.0467e-01
2.5000e+00 -4.0679e-01 -2.0267e-01  2.0412e-01  1.0072e+0 0
3.0000e+00 -9.2890e-01 -8.4887e-01 8.0027e-02 9.4274e-0 2
3.5000e+00 -1.2469e+00 -1.2872e+00  4.0374e-02  3.1365e-0 2
4.0000e+00 -1.2647e+00 -1.4104e+00  1.4573e-01  1.0332e-0 1
4.5000e+00 -9.8131e-01 -1.1883e+00 2.0701e-01 1.7420e-0 1
5.0000e+00 -4.6325e-01 -6.7526e-01  2.1201e-01  3.1396e-0 1
5.5000e+00  1.6187e-01  3.1294e-03  1.5874e-01  5.0724e+01
6.0000e+00 7.5062e-01 6.8075e-01 6.9869e-02 1.0263e-01
6.5000e+00  1.1543e+00  1.1917e+00  3.7359e-02  3.1349e-02
7.0000e+00  1.2700e+00  1.4109e+00  1.4092e-01  9.9881le-02
7.5000e+00 1.0753e+00 1.2846e+00 2.0933e-01 1.6295e-01
8.0000e+00  6.1780e-01  8.4386e-01  2.2605e-01  2.6788e-01
8.5000e+00  1.2917e-02  1.9648e-01  1.8356e-01  9.3426e-01
9.0000e+00 -6.0044e-01 -4.9901e-01 1.0143e-01 2.0325e-0 1
9.5000e+00 -1.0674e+00 -1.0723e+00  4.9650e-03  4.6302e-0 3
1.0000e+01 -1.2689e+00 -1.3831e+00  1.1417e-01  8.2547e-0 2

>>

Nelle colonne dei risultati, la prima & I'ascissa in cuingéeapprossimata la soluzione, la
seconda il valore approssimato dal metodo di Eulero implida terza la soluzione corret-
ta. Infine nelle ultime due colonne vengono forniti gli er@ssoluti e relativi compiuti dal
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metodo di Eulero implicito. Il metodo risolve I'equazione
z =Yk + hf(Tri1,2)
con il metodo di punto fisso
26D =y 4+ hf (zg, 2)

interrompendo il processo con un avviso di cattiva conuezgese dopo 10 iterazioni non si
ha avuto

|26+ — )] < tol

per qualche < 10.

In alternativa al metodo di punto fisso, si puo risolvergliazione nonlinearg(z) = 0
proposta da Eulero implicito (in cui(z) = z — (yx + hf(zr41,2))) con il metodo delle
secanti, la cui successione &

(n) (n)y _ (n—1)
Lnt1) — (n) _ g9(z") d 9(z") —g(= )

dn v z(") — Z(nfl)

Osserviamo che questo metodo, la cui velocita di convamérnocalmente superlineare se
la soluzione & semplice, non richiede a differenza di quaillNewton il calcolo di derivate,
ma di due approssimazioni iniziali della soluzione.

Possiamo quindi scrivere la seguente varianteuér _back che utilizza il metodo
delle secanti per risolvere I'equazione nonlineare (e honetodo di punto fisso come in
euler _back)

function [t,y] = euler_back_secants(t0,y0,t_end,h,fcn, maxit,tol)

% -
% VARIANT OF A MATLAB CODE TAKEN FROM

% K. Atkinson, W. Han e D. Steward,

% Numerical Solution of Ordinary Differential Equations,

% programs for the book, John Wiley and Sons, 2009,

% http://www.math.uiowa.edu/NumericalAnalysisODE/

% -

% Solve the initial value problem

% y' = f(ty), t0 <=1t <= b, y(t0)=y0

% Use the backward Euler method with a stepsize of h. The user m ust
% supply an m-file to define the derivative f, with some name,

% say ’deriv.m’, and a first line of the form

%  function ans=deriv(t,y)

% tol is the user supplied bound on the difference between suc cessive
% values of the backward Euler iteration.

% Maxit is the maximum number of iterations performed

% by the secants method.

% A sample call would be

% [t,z]=euler_back_secants(t0,z0,b,delta, deriv’,max it,1e-6)
% _—

% Output:

% The routine euler_back will return two vectors, t and vy.

% The vector t will contain the node points
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%  t(1)=tO, t(j)=t0+(j-1) +h, j=1,2,...,.N

% with

%  t(N) <= t_ end, t(N)+h > t_end

% The vector y will contain the estimates of the solution Y
% at the node points in t.

% Initialize.

n = fix((t_end-t0)/h) + 1;

t = linspace(t0,t0+(n-1) *h,n)’;
y = zeros(n,1);

y(1) = yo0;

% advancing

for i=2:n

% forward Euler estimate
ytl = y(i-1) + h * feval(fen,t(i-1),y(i-1));

% fixed point iteration
yt2 = y(i-1) + h  *feval(fcn,t(i),ytl);

% secant iteration

k=1;

yy(1)=min(ytL,yt2); yy(2)=max(ytl,yt2);
step_err(1)=yy(2)-yy(1);

while (abs(step_err(k)) > tol) & (k < maxit)

k=k+1;
fx_old=yy(k-1)-y(i-1)-h * feval(fen,t(i),yy(k-1));
fx_new=yy(k)-y(i-1)-h * feval(fen,t(i),yy(k));

dfx=(fx_new-fx_old)/(yy(k)-yy(k-1));

step_err_k=-fx_new/dfx;
step_err=[step_err; step_err_K];

yy(k+1)=yy(k)+step_err(end);
end
step_err=[];
if kK == maxit

fprintf('\n \t Results may be not correct.”);
end

y(i) = yy(end);
end

Applicando tale implementazione di Eulero implicito abh@

>> fen=inline('2 *COS(X)+0  *sin(x)-y’);
>> t0=1; y0=1; t end=10; h=0.5; maxit=100; tol=10"(-4);
>> [t,y] = euler_backn(t0,y0,t_end,h,fcn,maxit,tol);
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>> y sol=sin(t)+cos(t);
>> [t y y_sol abs(y-y_sol) abs(y-y_sol)./abs(y_sol)]

ans =
1.0000e+00  1.0000e+00  1.3818e+00  3.8177e-01  2.7629e-01

1.5000e+00  7.1382e-01 1.0682e+00  3.5441e-01  3.3177e-01
2.0000e+00 1.9845e-01  4.9315e-01  2.9470e-01  5.9758e-01

2.5000e+00 -4.0179e-01 -2.0267e-01 1.9912e-01 9.8249e-0 1
3.0000e+00 -9.2786e-01 -8.4887e-01 7.8985e-02 9.3047e-0 2
3.5000e+00 -1.2429e+00 -1.2872e+00 4.4363e-02 3.4464e-0 2
4.0000e+00 -1.2643e+00 -1.4104e+00 1.4610e-01 1.0358e-0 1
4.5000e+00 -9.8343e-01 -1.1883e+00 2.0490e-01 1.7243e-0 1
5.0000e+00 -4.6651e-01 -6.7526e-01 2.0875e-01 3.0914e-0 1
5.5000e+00 1.6144e-01 3.1294e-03 1.5831e-01 5.0587e+01
6.0000e+00 7.4774e-01 6.8075e-01 6.6985e-02 9.8398e-02
6.5000e+00 1.1496e+00 1.1917e+00 4.2156e-02 3.5374e-02
7.0000e+00 1.2690e+00 1.4109e+00 1.4192e-01 1.0059e-01
7.5000e+00 1.0771e+00 1.2846e+00 2.0757e-01 1.6158e-01
8.0000e+00 6.2105e-01 8.4386e-01 2.2281e-01 2.6404e-01
8.5000e+00 1.2690e-02 1.9648e-01 1.8379e-01 9.3541e-01
9.0000e+00 -5.9896e-01 -4.9901e-01 9.9949e-02 2.0029e-0 1
9.5000e+00 -1.0641e+00 -1.0723e+00 8.2349e-03 7.6795e-0 3
1.0000e+01 -1.2688e+00 -1.3831e+00 1.1432e-01 8.2655e-0 2
>>
8. Esercizio.

1. Per comprendere meglio la propagazione dell’erroreahgdiritmo di Eulero, risol-
viamo la classica equazione differenziale del secondmerdi

u”(t) = —u(t)
{ uw(0)=0, «'(0)=1 (8.1)

la cui soluzione e:(t) = sin (t). Un’equazione differenziale del secondo ordine
puo essere trasformata in un sistema di 2 equazioni difféeié del primo ordine.
Ponendo

p=u e yy=1u
si ottiene il sistema

yi = Y2
Yp = —Y1 (8.2)
y1(0) =0, 2(0) =1

La risoluzione numerica di un’equazione differenziale dline superiore al primo

€ quindi riconducibile alla risoluzione di un sistema duegioni del primo ordine.
Risolviamo con il metodo di Eulero esplicito

function [t,y] = eulersys(t0,y0,t_end,h,fcn)
%

55



% function [t,y]=eulersys(t0,y0,t_end,h,fcn)

% Solve the initial value problem of a system

% of first order equations

% y' = f(ty), t0 <=t <= b, y((t0)=y0

% Use Euler's method with a stepsize of h.

% The user must supply a program to compute the
% right hand side function with some name, say

% deriv, and a first line of the form

%  function ans=deriv(t,y)

% A sample call would be

% [t,z]=eulersys(t0,z0,b,delta,’deriv’)

% The program automatically determines the
% number of equations from the dimension of
% the initial value vector yO0.

% Output:

% The routine eulersys will return a vector t
% and matrix y. The vector t will contain the
% node points in [t0,t_end]:

%  t(1)=t0, t(j)=t0+(j-1) +h, j=1,2,....N
% The matrix y is of size N by m, with m the
% number of equations. The i-th row y(i,:) will
% contain the estimates of the solution Y

% at the node points in t(i).

m = length(y0);
n = fix((t_end-t0)/h)+1;
t = linspace(t0,t0+(n-1) *h,n)’;
y = zeros(n,m);
y(1,:) = y0;
for i = 2:n
y(@,)) = y(@-1,;) + h * feval(fcn,t(i-1),y(i-1,3));
end
end %

Si richiama il metodo di Eulero esplicito con le seguentiizioni:

t0=0; y0=[0,1] t_end=50;

h=0.1;

[t.y] = eulersys(t0,y0,t_end,h,’eqsys’) ;
pIOt(t!y(:vl)x"r’);

dove eqgsys.m € la funzione seguente:

function f=eqsys(t,y)

%

% Equazioni per il sistema differenziale
% yl' = y2

% y2' = -yl
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f(1)
f(2)
end

y(2);
-y(1);

FIGURA 8.1.Grafico della soluzione con Eulero Esplicito

La figura seguente mostra il grafico nell'intervallp 50]. Come si vede, la pe-
riodicita € andata perduta: anziche oscillare-trae 1 la soluzione di Eulero ha
un'ampiezza crescente, addirittura maggiore di 10 dopm&pleriodi.

La soluzioney(:, 1) dovrebbe rappresentasin (¢) e quindiy(:,2) la sua derivata
cos(t); risolvere nuovamente il sistema dopo aver impaste 0.01, graficare le due
soluzioni plot(y(:,1),y(:,2),..) ) e confrontarle sullo stesso grafico con
I'equazione parametrica del cerchic=€os(t),y=sin(t), plot(x,y,..) ).

. Risolvere la seguente equazione differenziale (equaziel pendolo senza I'ap-
prossimazione delle piccole oscillazioni):

{ 0" (t) = —9sin(6(t)) t<€[0,T] (8.3)

6'(0) = 0,6(0) = 6o

con il metodo di Eulero esplicito per sistemi, dopo averftrasato I'equazione in
un sistema differenziale. Si utilizzi la seguente funziche definisce il sistema
differenziale del pendolo semplice:

function dydt = egPendolo(t,y)

% EQPENDOLO Equazione diff. pendolo

% SINTASSI

%  dydt = egPendolo(t,y)

% INPUT

% t : Valore corrente della variabile indipendente
% vy : Valore corrente della variabile dipendente
% OUTPUT

%  dydt : Valore di f(ty) intey

% costante di gravita’

g = 9.81,

% lunghezza del pendolo

| = 10;

% equazione differenziale

dydt = [y(2);-9/l *sin(y(1)];
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Produrre il grafico dell’andamento dell’angolo (posizipdel pendolo, quello della
velocita angolare e della Mappa di Pointcare , ovveroziose-velocita .

. Facoltativo

Calcolare per ogriy € [0, ] il tempo P(6,) impiegato dal pendolo per compiere
un’oscillazione (periodo). Disegnare la funzioR¢d,) e verificare che sé, € vi-
cino a0 allora P(6,) vale approssimativamen%\/% (isocronismo delle piccole

oscillazioni, Galileo Galilei, 1583).

. Facoltativo

Nell’'ambito delle equazioni differenziali ordinarie, s&ino vari criteri di stabilita.
Un classico problema e quello di vedere se un metodssolutamente stabile
Definito il problema di Cauchy

"(z) = Ay(z), >0
{ Z(O):l Y (8.4)

per un certoh € C conR(A) < 0, visto che l'unica soluzione #(z) = exp (Ax)

si cerca di definire il passb cosicche il metodo numerico per la soluzione del
problema di Cauchy5(2) abbia lo stesso comportamento asintoticaxh (A\x).
Ricordiamo a tal proposito che dalla formula di Eulerozse a + b allora

exp (z) = exp (a) - (cos (b) + isin (b)).
Quindi seR(\) < 0, visto che| cos (J(Az)) + isin (S(A\x))| = 1 ex > 0 abbiamo
|exp (Ax)| = |R(exp (Ax))]|| cos (S(Ax))+isin ((S(Ax)))| = |Rexp (\x)| — 0, perz — oo.

Visto il comportamento asintotico dkp (A\z), sey (z,,) € 'approssimazione della
soluzione inz,, fornita da un metodo numerico a passai desidera sigy, (z,,) — 0
pern — +oo. Nel caso del metodo di Eulero esplicito, si dimostra cheacicade se
|14+ RhA| < 1 (cf. [?, p.395]), mentre per il metodo di Eulero implicito cio satieza
se|l — hA| > 1 cioé qualsiasi sia indipendentemente daconf(\) < 0.

. Approssimare pek = —100 il valore assunto dalla soluziongdel problema di
Cauchy
y'(z) = My(x), =0
8.5
L (85

nel puntox = 0.2. A tal proposito si utilizzano i metodi di Eulero esplicitd&ealero
implicito (nella versione con il metodo delle secanti) casgih = 0.1, h = 0.05,
h =0.02, h =0.01, h = 0.001. Al variare dih verificare quanddl + k)| < 1. Se
eseguiti correttamente dovrebbero fornire quali risultat

1.0000e-01  8.1000e+01  8.2645e-03
5.0000e-02  2.5600e+02  7.7160e-04
2.0000e-02 1.0000e+00 1.6933e-05
1.0000e-02  2.0612e-09 9.5161e-07
1.0000e-03 1.3556e-09  3.2046e-09

in cui alla prima colonna si stabilisce il pagsmella seconda si espongonoi risultati

ottenuti dal metodo di Eulero esplicito e nella terza qudliulero implicito (nella
versione con il metodo delle secanti). Suggerimenti.
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(a) Se necessario, definire la funzione come
>> fen=inline('0 *x-100 *y’);

(b) Visto che vogliamo valutare la funzione(r2, ha senso porre_end maggiore
o minore di0.2? Perché ?

6. Approssimare pek = —500 il valore assunto dalla soluzioniedel problema di
Cauchy
y'(x) =My(z), =20
8.6
Lo (66

nel puntox = 0.2. A tal proposito si utilizzano i metodi di Eulero esplicitdcalero
implicito (nella versione con il metodo delle secanti) casgih = 0.1, » = 0.05,
h = 0.02, h = 0.01, A = 0.001, h = 0.0005. Al variare dih verificare quando
|1 + hA] < 1. Il metodo di Eulero implicito peh piccoli pud richiedere molto
tempo di calcolo.
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