Teorema. Sia f : [a,b] — R monotona. Allora f ¢ Riemann-integrabile in
[a,b].

Prova. Supponiamo —senza perdita di generalita— che f sia crescente. Scelta
una partizione P:
Aa=20<T1 <Tog<...<Tp1<xp,=2"0

la somma inferiore s(P) e quella superiore S(P) corrispondenti sono

s(P) = ka(xk —xp—1) con myg:= inf  f(x)
k=1
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S(P) = ZMk(xk —Zg-1) con M= sup f(x).
k=1
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Ora, essendo f crescente, risulta (aiutarsi con un disegno!)

my, = f(zr-1) e Mp= f(xg)

da cui
S(P)—s(P) = Z(Mk —my)(Tg — Tp—1) = Z[f(xk) — f(@p—1)| (2 — Tp—1).
: ) 1)
Sia infine
O e = )

ovvero 'ampiezza massima degli intervalli z, — x;_1 relativi alla partizione

P. Allora (cfr. (1))

S(P)=s(P) < 6 [flax) = flzx)]

O[f(z1) — fwo) + fa2) — f(z1) + ... + f(2n) — f(T01)]
= O[f(zn) — f(x0)] = 6[f(b) — f(a)].

Conseguentemente, basta scegliere § < m per ottenere

S(P) — s(P) < e.

Il teorema segue dalla Caratterizzazione delle funzioni Riemann-integrabili
(cfr. pag. 206 del libro di testo). O

Nota bene. Non ¢ stata assunta la continuita di f.



