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ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2008/09, GEMMA PARMEGGIANI

Corso di ALGEBRA LINEARE (A), SGI

Programma a.a. 2008/09

Il testo di riferimento &: Algebra Lineare, E. Gregorio, S. Salce, ed. Libreria
Progetto Padova

Programma svolto nella prima settimana:

29/9/08 La forma algebrica, il modulo ed il coniugato di un numero complesso. La
forma algebrica dell’inverso di un numero complesso non nullo. Enunciato del Teorema
fondamentale dell’ Algebra.

Dal libro: Appendice A: da pag. 267 a pag. 270, pag. 273.

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 degli ”Esercizi per casa 17.

30/9/08 Matrici. Esempi. Tipi particolari di matrici. Prodotto di una matrice per
uno scalare. Somma di due matrici. Proprieta della somma e del prodotto per uno
scalare. Prodotto di un vettore riga per un vettore colonna. Prodotto righe per colonne
di matrici. Esempi.

Dal libro: Da pag. 1 a pag. 7.

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 degli ”Esercizi per casa 17.

01/10/08 Proprieta del prodotto righe per colonne. Premoltiplicazione e postmolti-
plicazione per matrici diagonali. Esercizio 7 degli ”Esercizi per casa 1”7. Il prodotto
righe per colonne non € commutativo. Esercizi teorici. Potenze di matrici quadrate.

Dal libro: Da pag. 9 a pag. 12.

Esercizi per casa: Esercizi 5 e 6 degli ”Esercizi per casa 17.

Programma svolto nella seconda settimana:

06/10/08 Trasposta, coniugata ed H-trasposta di una matrice. Matrici simmetriche,
anti-simmetriche, hermitiane, anti-hermitiane e loro proprieta. Parte hermitiana ed anti-
hermitiana di una matrice quadrata. Esercizi teorici.

Dal libro: Da pag. 12 a pag. 16.

Esercizi per casa: Esercizi 8, 9 e 10 degli ” Esercizi per casa 1”.

07/10/08 Esercizi teorici. Sottomatrici. Decomposizioni a blocchi e operazioni a
blocchi. Casi particolari di decomposizioni a blocchi.

Dal libro: Da pag. 17 a pag. 21.
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Esercizi per casa: Esercizio 1 degli ”Esercizi per casa 2”.

08/10/08 Esercizio Tipo 1. Scrittura matriciale di un sistema lineare. Operazioni
elementari sulle equazioni di un sistema.

Dal libro: Pag. 8; da pag. 21 a pag. 23.

Esercizi per casa: Esercizio 2 degli ”Esercizi per casa 2”.
Programma svolto nella terza settimana:

13/10/08 Matrici elementari ed operazioni elementari sulle righe di una matrice.
Eliminazione di Gauss (EG). Forma ridotta di Gauss di una matrice, colonne dominanti,
colonne libere. Esempi.

Dal libro: Pag. 46 e pag. 47; pag. 24. Nota 1 (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 degli ”Esercizi per casa 2”.

14/10/08 Risoluzione di sistemi lineari. Esercizi Tipo 2 e 3.
Dal libro: Da pag. 25 a pag. 30.

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 degli ”Esercizi per casa 3”.

15/10/08 Rango di una matrice. Inverse destre, sinistre, bilatere. Esempi. Criteri
per D'esistenza di una inversa destra e per 1’esistenza di un’inversa sinistra. Costruzione
di un’inversa destra. Esercizi teorici.

Dal libro: Da pag. 30 a pag. 35. Nota 2 (file sulla pag. web).
Programma svolto nella quarta settimana:

20/10/08 Esercizio Tipo 4. Come costruire le inverse sinistre di una matrice la cui
trasposta abbia inverse destre. Esercizio Tipo 4bis. Algoritmo di Gauss-Jordan per il
calcolo dell’inversa. Esercizio Tipo 5.

Dal libro: Da pag. 41 a pag. 46.

Esercizi per casa: Esercizi 5, 6 e 7 degli ”Esercizi per casa 3”.

21/10/08 Inverse di matrici 2 x 2. Inverse e trasposte delle matrici elementari.
Decomposizioni a rango pieno. Decomposizione LU.

Dal libro: Da pag. 47 a pag. 51.

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 degli ”Esercizi per casa 3”7 ed esercizi 1 e 2 degli
”Esercizi per casa 4”.

22/10/08 Esercizio Tipo 6. Decomposizione PTLU.
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Dal libro: Da pag. 52 a pag. 58.

Esercizi per casa: Esercizio 3 degli ”Esercizi per casa 4”.

Programma svolto nella quinta settimana:

27/10/08 Esercizio Tipo 7. Spazi vettoriali. Esempi.
Dal libro: Da pag. 63 a pag. 68.

Esercizi per casa: Esercizio 4 degli ”Esercizi per casa 4”.

28/10/08 Sottospazi di spazi vettoriali. Esempi. Lo spazio nullo di una matrice.
Insiemi di vettori. Sottoinsiemi ed unioni di insiemi di vettori. Combinazioni lineari.
Sottospazi generati da insiemi di vettori.

Dal libro: Da pag. 69 a pag. 73.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi per casa 5”.

29/10/08 Insiemi di generatori. Esempi. Esercizio Tipo 8.
Dal libro: Da pag. 73 a pag. 76.

Esercizi per casa: Esercizi 4 e 5 degli ”Esercizi per casa 5”.

Programma svolto nella sesta settimana:

3/11/08 Insiemi di vettori linearmente dipendenti ed insiemi di vettori linearmente
indipendenti. Prima domanda dell’esercizio 7 degli ”Esercizi per casa 5”. Esercizio
Tipo 9. Basi. Esempi di basi. Caratterizzazione delle basi come insiemi di generatori
minimali. Ogni spazio vettoriale finitamente generato ha una base. Come estrarre una
base da un insieme di generatori.

Dal libro: Da pag. 76 a pag. 82.

Esercizi per casa: Esercizio 6 e seconda domanda dell’esercizio 7 degli ” Esercizi
per casa 5”.

4/11/08 Esercizio Tipo 10. Caratterizzazione delle basi come insiemi linearmente
indipendenti massimali. Teorema di Steinitz. Equipotenza delle basi di uno spazio
vettoriale finitamente generato. Dimensione di uno spazio vettoriale. Definizione di
somma e di somma diretta di sottospazi.

Dal libro: Da pag. 82 a pag. 89.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi per casa 6”.

5/11/08 Applicazioni lineari. Esempi. Applicazione lineare indotta da una matrice.
Spazio nullo e spazio immagine di un’applicazione lineare. Il caso di un’applicazione
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lineare indotta da una matrice. Teorema nullita+rango. I 4 sottospazi fondamentali di
una matrice.

Dal libro: Da pag. 90 a pag. 98.

Esercizi per casa: Esercizi 4 e 6 degli ”Esercizi per casa 6”.
Programma svolto nella settima settimana:

10/11/08 Basi dello spazio nullo, dello spazio delle colonne e dello spazio delle righe
di una matrice. Esercizi Tipo 11, 12 e 13.

Dal libro: Da pag. 98 a pag. 102.

Esercizi per casa: Esercizi 5, 7 e 8 degli ”Esercizi per casa 6”.

11/11/08 Teorema 5.10. Basi ordinate. Coordinate di un vettore rispetto ad
una base ordinata. Esempi. Applicazione delle coordinate. Matrice associata ad
un’applicazione lineare rispetto a fissate basi ordinate su dominio e codominio. Esercizio
Tipo 14.

Dal libro: Da pag. 102 a pag. 103. Da pag. 105 a pag. 107. Pag. 110.

Esercizi per casa: Esercizio 1 degli ”Esercizi per casa 7”.

12/11/08 Matrice di passaggio da una base ordinata ad un’altra. Come cambia la
matrice associata ad un’applicazione lineare rispetto a fissate basi ordinate su dominio
e codominio cambiando le basi. Esercizi Tipo 15 e 16.

Dal libro: Da pag. 108 a pag. 109. Da pag. 111 a pag. 114.

Esercizi per casa: Esercizi 2 e 3 degli ”Esercizi per casa 7”.
Programma svolto nell’ottava settimana:

17/11/08 Interpretazione geometrica di R? ed R3. Regola del parallelogramma.
Norme di vettori. Le norme |||'[||2, |||'||1 € |||'|||co- Esercizio Tipo 17 ed esercizio 4 degli
”Esercizi per casa 77.

Dal libro: Appendice C: da pag. 285 a pag. 290. Da pag. 119 a pag. 124.

Esercizi per casa: Esercizio 5 degli ”Esercizi per casa 7”.

18/11/08 1l coseno dell’angolo tra due vettori di R?. Prodotti interni. Il prodotto
interno standard. La norma indotta da un prodotto interno. Il coseno dell’angolo tra
due vettori in uno spazio vettoriale euclideo. Esercizio Tipo 18.

Dal libro: Da pag 125 a pag. 133.

Esercizi per casa: Esercizio 2 e domanda (a) dell’ Esercizio 1 degli "Esercizi per
casa 8”.
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19/11/08 Vettori ortogonali in uno spazio euclideo. Insiemi ortogonali e basi ortog-
onali. Basi ortonormali. L’algoritmo di Gram-Schmidt. Esercizio Tipo 19.

Dal libro: Da pag. 140 a pag. 141. Da pag. 144 a pag. 150.

Esercizi per casa: Esercizio 3 e domanda (b) dell’ Esercizio 1 degli "Esercizi per
casa 8”.

Programma svolto nella nona settimana:

24/11/08 Decomposizione Q¢ Rp-non-normalizzata e decomposizione () R-normalizzata
di una matrice A. Esercizio Tipo 20.

Dal libro: Da pag.154 a pag. 157.

Esercizi per casa: Esercizio 1 degli ”Esercizi per casa 9”.

25/11/08 Il complemento ortogonale di un sottospazio di uno spazio euclideo. La
proiezione ortogonale di un vettore di uno spazio euclideo su di un sottospazio, ed il suo
calcolo. Esercizio Tipo 21. Sistema delle equazioni normali.

Dal libro: Da pag. 133 a pag. 140. Pag. 143. Da pag. 157 a pag. 158.

Esercizi per casa: Esercizi 4 e 5, e domanda (c) dell’esercizio 1 degli ”Esercizi per
casa 8”.

26/11/08 Calcolo del determinante di una matrice. Proprietd del determinante.
Esercizio Tipo 22.

Dal libro: Nota 3 (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizi 2, 3 e 4 degli ”Esercizi per casa 9”.
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Nota 1: Matrici elementari ed operazioni elementari sulle righe di una
matrice

Sia A una matrice m x n. Si chiamano operazioni elementari sulle righe di A
le tre seguenti operazioni:

sommare ad una riga un’altra riga di A moltiplicata per uno scalare,
moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo,

scambiare due righe di A.

Studiando i prodotti a blocchi abbiamo visto:

() la i-esima riga di A & uguale a e;” A;

S1T SlTA

S2T S2TA
(x%) se C= . si puo premoltiplicare ad A, allora CA=

StT StTA

Sia B la matrice che si ottiene da A sommando alla i-esima riga di A la j-esima
riga di A moltiplicata per lo scalare ¢, ossia sia B= [by,] la matrice con tutte le righe
diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti righe di A= [ay,], e con i-esima riga il
vettore riga

(b“ bia ... bm):(a¢1+caj1 ai2 + cajo ... am—|—cajn).

Allora da () e (xx) segue che
B = Eij (C)A

dove Ej;(c) ¢ la matrice che ha tutte le righe uguali a quelle della matrice Ip,, tranne
eventualmente la i-esima, che ¢ e;7 + ce;T (ed ¢ uguale alla i-esima riga di Iy, solo se
¢ = 0). Dunque Es;(c) si ottiene da I, sommando alla i-esima riga di I, la j-esima
riga di I, moltiplicata per lo scalare c.

Per indicare che B & la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo l'operazione
elementare “sommare alla i-esima riga la j-esima riga moltiplicata per lo scalare ¢”,
scriviamo:

Eij(c)

A B.

Sia B la matrice che si ottiene da A moltiplicando la i-esima riga di A per lo
scalare ¢ (¢ # 0), ossia sia B= [by,] la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima
uguali alle corrispondenti righe di A= [ay,], ed con i-esima riga il vettore riga

(b“ b¢2 bm)z(caﬂ CQ;2 cam).

Allora da () e (xx) segue che
B= Ei(C)A

dove E;(c) ¢ la matrice che ha tutte le righe uguali a quelle della matrice I,y,, tranne
eventualmente la i-esima, che ¢ ce;” (ed & uguale alla i-esima riga di I;, solo se ¢ = 1).
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Dunque E;(c) si ottiene da I, moltiplicando la i-esima riga di I, per lo scalare per lo
scalare ¢ (¢ # 0).

Per indicare che B & la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo l'operazione
elementare ”moltiplicare la i-esima riga per lo scalare (non nullo) ¢”, scriviamo:

Ei (C)

A B.

Sia B la matrice che si ottiene da A scambiando la i-esima riga di A con la j-esima,
ossia sia B= [by,] la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima e dalla j-esima uguali
alle corrispondenti righe di A, e con i-esima e j-esima riga rispettivamente:

(b“ b¢2 bm)z(aﬂ aj2 ajn),

(bjl bjz bjn):(a“ ;9 am).
Allora da (%) e (*x) segue che
B =E;A
dove Ej; ¢ la matrice che si ottiene da I, scambiando la i-esima riga di Iy, con la
j-esima.
Per indicare che B & la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo l'operazione
elementare “scambiare la i-esima riga con la j-esima riga”, scriviamo:

ALB

N.B. Le matrici Es;(c), E;(c) e Es; si chiamano matrici elementari, sono il ”risultato”
delle operazioni elementari sulle righe di una matrice identica, e la loro premoltiplicazione
per una matrice A ”produce” le operazioni elementari sulle righe di A.
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Nota 2: Osservazioni sul rango di una matrice

Sia A una matrice m x n. Se U; ed Uy sono due forme ridotte di Gauss per
A, allora il numero delle righe non nulle di U; & uguale al numero delle righe non
nulle di Usy. Cié dipende dal fatto che 'esistenza di diverse forme ridotte di Gauss per
una matrice dipende esclusivamente dalla eventuale possibilita di fare delle scelte negli
scambi di righe in una EG su A, e gli scambi di righe non decrescono il numero delle
righe non nulle.

Il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss di A dipende quindi
esclusivamente da A (e non dalle operazioni elementari che si fanno in una EG su A) e
si chiama il rango di A (pit avanti nel corso daremo un’altra definizione di rango di
una matrice, equivalente a questa). Si indica con il simbolo rk(A).

Siano A una matrice m X n di rango k ed U una forma ridotta di Gauss per A.
Poiche ogni “scalino”di U ¢ “alto”una riga, allora

k = numero delle righe non nulle di U = numero delle colonne dominanti di U.

Se A una matrice m x n di rango k allora
E<m e k<n.
Infatti se U ¢ ua forma ridotta di Gauss per A allora U ém xn e

k = numero delle righe non nulle di U < numero delle righe di U =m
k = numero delle colonne dominanti di U < numero delle colonne di U =n
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Nota 3: Calcolo di determinanti

Sia A una matrice quadrata di ordine n.

Il determinante di A & un numero che dipende da A. Esso si indica con il simbolo
det(A), oppure Det(A). Impariamo a calcolarlo, cominciando con i casi n = 1,2, 3.

Il caso n=1. Se A = (a11), ¢ Det(A) = aq;.
Il caso n=2. Se A = (all 12 >, ¢ Det(A) = a11a22 — a12a91.
a21  G22

2 3

Esempio 1. Il determinante di A = ( 15

—2.

>éDet(A):2><5—3><4:10—12:

. a a .
Abbiamo detto che Det| “ 11 “12 ) = aiiaos — aizazy. Osserviamo che
a21 G22
1+1
ayrase = a11(—1)"""Det (ag ) =

all(_l)(la somma degli indici di all)Det ( 0,22) _

il determinante della matrice che

all(_l)(la somma degli indici di a11) si ottiene da A sopprimendo

la 1% riga e la 1%colonna di A

la somma degli indici di a
— all(_l)( g 11) (

il determinante della matrice che si ottiene da A
sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova a1

—a12a21 = a12(—1)Det (a1 ) =

_ alz(—l)(la somma degli indici di ‘“2)Det ( a1 ) _
il determinante della matrice che
_ a12(_1)(la somma degli indici di a12) si ottiene da A sopprimendo

la 1° riga e la 2%colonna di A

il determinante della matrice che si ottiene da A
— a12(—1)(1a somma degli indici di ai2)

sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova ai2

Indicando con i simboli

Ci1; la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 1* colonna,

Ci2 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1° riga e la 2% colonna,
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ed inoltre
A11 = (—1)1+1Det011,

A12 = (—1)1+2Det012,

abbiamo:

ai1p a2
Det =a11A11 + a12Aq2.
a21 Aa22

Si tenga a mente che aj1 ed aj2 sono gli elementi della 1% riga di A.

Quindi se A = (ZH 212> , quello che abbiamo fatto per calcolare Det(A) ¢ stato:
21 Q22

a21 a22

(1) mettere in evidenza gli elementi della 1¢ riga di A: ( >,

(2) per ciascuna posizione (1, 7) della 1% riga di A (posto (1,1) e posto (1,2))

— costruire la matrice C1; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna
di A),

— calcolare Det(Cy;),
— calcolare (—1)117,

— calcolare A; = (—1)'7Det(Cy;),

(3) calcolare il prodotto (a1 a12) (An).
Ay

a11 G122 Ga13
Il caso n=3. Sia A = | as1 aszs a3 |. Per calcolare Det(A) procediamo come
azi1 a3z ass
abbiamo fatto nel caso n = 2.

|6L11| |6L12| |6L13|
(1) Mettiamo in evidenza gli elementi della 1¢ riga di A: as1 as9 a23
a31 az2 as3

(2) per ciascuna posizione (1, j) della 1% riga di A (posto (1,1), posto (1,2) e posto

(1,3))

— costruiamo la matrice C; (ottenuta sopprimendo da A la 1¢ riga e la j—esima
colonna di A):

22 Q423 a21 0A23 a21 0Aa22
= 3 3 :
Ci = Ci, Cis
a3z 0ass a3z1 ass az;p as2
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— calcoliamo Det(C1;), usando il caso n = 2, ossia il caso precedente a quello che stiamo
analizzando ora (che & n = 3):

a22 A23
az2 ass

DetCi; = Det > = (22033 — 23032,
a1 as3

a21 Aa22

az;p as2

DetCq3 = Det (a21 a23> = 21033 — A23031,
Det013 = Det (

> = Q21032 — 4220431,
— calcoliamo (—1): (=) =1, (-1)1T2 = -1, (-1)!3 =1,
— calcoliamo Ay = (—1)"*7Det(Cy;):

Ay = (—1)'"'DetCyy = agsazs — aszazs,
A = (—1)'*2DetC1a = —(az1a33 — azzasy),

A3 = (—1)'T3DetCy3 = aziase — azzaz:.

(3) Il determinante di A ¢ il prodotto

a11 a2 ais Ay
Det | az1 a2 a3 = (an a12 als) Air =a11A11 + ai2A12 +a13A43 =
as1 aszz as3 A

= 0,11(—1)1+1Det011 + &12(—1)1+2Det012 + &13(—1)1+3Det013

-2 1
1 4
3

Esempio 2. Calcoliamo il determinante della matrice A =

N O W

In questo caso abbiamo

ai = 3, aiz = —2, aiz =1,

1 4 0 4 0 1
011:(6 3)) 012:(2 3)) 013:(2 6))

1 4 0 4 0 1
_a(_1\1+1 oV 1\142 143 _
DetA = 3(—1) Det(6 3> +(=2)(=1) Det(2 3> +1(-1) Det(2 6)

=3(3—24) 4 (=2)(=1)(0 —8) + (0 — 2) = 3(=21) — 16 — 2 =
= —8l.

per cui

Quello che abbiamo fatto e quindi:

(a) per le matrici 1 x 1 porre Det(a11) = a1,
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(b) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 2 x 2
sapendo come calcolare il determinante delle matrici 1 x 1, ossia dare una formula che
permetta di calcolare il determinante delle matrici nel caso n = 2 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici nel caso precedente, cioé il caso n = 1 (si veda il punto

(@),

(¢) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 3 x 3
sapendo come calcolare il determinante delle matrici 2 x 2, ossia dare una formula che
permetta di calcolare il determinante delle matrici nel caso n = 3 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici nel caso precedente, cioé il caso n = 2 (si veda il punto

(b))

Procediamo quindi allo stesso modo, dando una formula che permetta di calcolare il
determinante delle matrici n X n sapendo come calcolare il determinante delle matrici
(n —1) x (n — 1), ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante
delle matrici nel caso n sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso
precedente, cioe il caso n — 1.

Sia dunque A = (a;;) una matrice n x n. Cominciamo con il dare la seguente
definizione:

Def. 1. Perognil <i<mel<j<nsichiama matrice complementare
dell’elemento a;; od anche matrice complementare di posto (i,j) in A, e si indica
con il simbolo C;;, la matrice che si ottiene da A sopprimendo la i-esima riga e la j-esima
colonna. Dunque C;; ¢ una matrice (n — 1) X (n — 1).

1 7 3 4 11
0 2 7 -3 8
Esempio 3. Se A=]| 1+ 2 5 -5 17 , allora
-1 67 0 5% 1—44
12 7+2 34 4—-61 144
1 ‘ 3 1 togliendo la 2° riga
@ -3 i la 4% colonnag 1 L . ; g
1+i 2 5 |5 17 Cou=| "
— ] 0
-1 6 0 1 -4 12 742 34

12 7+2t 34 |4—-6: 1414

1 ¢ 3 4 togliendo la 3¢ riga .

0 2 7 -3 e la 5% colonna L ! 3
1+i 2 5 =5 Cs = | 3—1’ ; ;
@ 12 7+2¢ 34

12 7+2 34 4-6i

Def. 2. Perogni 1 <i<nel<j<nsichiama cofattore di posto (i,j) di A,
e si indica con il simbolo A;j, il numero

11
17
1—-43
143

4
-3
)

4 — 61
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dove C;; ¢ la matrice complementare di posto (i,7) in A.

Si ha:

‘ Formula del determinante di una matrice sviluppato rispetto alla 1°riga

se A = (a;;) ¢ una matrice n x n allora

DetA =a11A1 +ai2A2+ ...+ a1 p—1A1 n—1 + a1nAqy

dove A1, Aqa, ..., A1 n—1, A1y, sono i cofattori di A diposti (1,1), (1,2),..., (1,n—1),
(1,n) (ossia i posti della 1 riga) rispettivamente.

1 -5 0 3

. . . . . 6 2 0 4
Esempio 4. Calcoliamo il determinante della matrice A = 9 0 0 2
-1 7 5 1

Usando la formula dello sviluppo del determinante rispetto alla 1 riga di A abbiamo:

DetA =1x A1+ (—5) XA1g+0x Ai3+3x Ay =A11 —5A 15 +3A44.

Dobbiamo quindi calcolare A11, Ao ed Aqy.

4
2
1

= —(6(—1)"""Det (g f) + 0(—1)""*Det (j f) +4(—1)"**Det (j (5)>> =

= —(6(0 — 10) + 4(—10 — 0)) = —(—60 — 40) = 100,
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Dunque otteniamo:

DetA = Aqq — 5A15 + 3A14 = —20 — 5 x 100 + 3(—20) = —580.

Si pué dimostrare il seguente

Teorema. Sia A una matrice n X n. Allora, fissato ¢ € {1,...,n} si ha che
aitAiitaigAie+. . Fain—1Ai n—1+ainAin = a1Ari+aigAre+. - a1 1A n—1+a1n Ay,
ossia che

(¥*) DetA =aj1Ai+aigAip+ ...+ ain—1A; n_1+ ainAin.

(*) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla i-esima
riga di A.

Quindi, per calcolare il determinante di una matrice A, si pud partire mettendo in
evidenza gli elementi di una riga qualunque, e non necessariamente la 1%, come abbiamo
fatto fino ad ora.

Esempio 5. Sia A = (ZH 312> una matrice 2 X 2. Sviluppiamo il determinante
21 @22

di A rispetto alla 2% riga di A:

— mettiamo in evidenza gli elementi della 2¢ riga di A: ( din - a2 > ;

— Cg1 ¢ la matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 1* colonna, quindi
C21 = (a12); Caa & la matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 2% colonna,
quindi CQQ = (0,11 )

Allora

a21Ag1 + azAss = az;(—1)*"'DetCay + aza(—1)*T?DetCar =
= —anget ( a2 ) + CLQQDet ( ail ) = —ag1012 + G20a11 =

= 11022 — @12a21

da lo stesso risultato che abbiamo ottenuto partendo dalla 1¢ riga.
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Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga che contiene pit zeri.

1 -5 0 3

. . . . , . 6 2 0 4
Esempio 6. Riconsideriamo la matrice dell’Esempio 4, A = | 2 0 0 2|

-1 7 5 1

-5 0 3 1 =5 0
DetA = (—2)(—1)*"Det | 2 0 4| +2(-1)*"Det| 6 2 0
7 5 1 -1 7 5
-5 0 3 1 =50
Calcoliamo separatamente Det | 2 0 4 | e Det| 6 2 0 ]. Per entrambe
7 5 1 -1 7 5

queste matrici 3 X 3 non & conveniente calcolare il determinante rispetto alla 3¢ riga, ma
¢ indifferente scegliere la 1¢ o la 2%. Per fare esercizio scegliamo in entrambi i casi la 2¢

riga:
-5 0 3
Det| 2 0 4] =2(-1)*"Det 03 +4(—=1)*"Det 2 0
5 1 7 5
7 5 1
= —2(0 — 15) — 4(—25 — 0) = 30 + 100 = 130
1 -5 0
Det| 6 2 0] =6(-1)*"Det 0 +2(—1)*"Det U
75 -1 5
-1 7 5
= —6(—25—0) +2(5—0) = 150 + 10 = 160

Quindi Det(A) = (—2) x 130 4+ (—2) x 160 = —580 (lo stesso numero che avevamo
ottenuto sviluppando il determinante rispetto alla 1% riga).

Cosi come si pu6 sviluppare il determinante di una matrice rispetto ad una qualunque
sua riga, lo si pué sviluppare rispetto ad una qualunque sua colonna, dal momento che
vale il seguente

Teorema. Sia A una matrice n X n. Allora, fissati j € {1,...,n} e si ha che

(**) DetA = alelj + U,QjAQj + ...+ an_lyjAn_lyj + anjAnj.

(#x) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla
j-esima colonna di A.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga oppure alla colonna che
contiene piu zeri.



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2008/09, GEMMA PARMEGGIANT

1 -5 0 3

. . A . . . 6 2 0 4
Esempio 7. Riconsideriamo la matrice degli Esempi4e 6, A = | 9 0 0 2]

-1 7 5 1

e calcoliamo il suo determinante rispetto alla 3 colonna (che contiene tre zeri). Allora

6 2 4 1 -5 3
DetA =0x (=1)'™Det | =2 0 2| +0x (=1)*™Det | —2 0 2|+
-1 7 1 -1 7 1
1 -5 3 1 -5 3
+0x (=1)*TDet [ 6 2 +5(-1)""Det | 6 2 4| =
-1 7 1 -2 0 2
1 -5 3
= —5Det | 6 2 4
-2 0 2
1 -5 3
Calcoliamo Det | 6 2 4 ], ad esempio rispetto alla 2* colonna:
-2 0 2
1 -5 3
Det | 6 2 4| =
-2 0 2

(=5)(~1)+2Det (_62 ;‘) +2(~1)*Det (_12 g) +0 % (~1)*"2Det (é i) _

(=5)(=1)(12 4 8) + 2(2 + 6) = 100 + 16 = 116

quindi Det(A) = (—5)x116 = —580 (si noti che ¢ lo stesso numero che abbiamo ottenuto
sviluppando il determinante rispetto alla 1% oppure alla 3% riga).

Proprieta del determinante.

Sia A una matrice n X n.

(1) Se A ha una riga (risp. una colonna) nulla, oppure se A ha due righe (risp. due
colonne) uguali, allora Det(A) = 0.

(2) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A mediante lo scambio di due righe (risp.
due colonne) allora Det(A’) = —Det(A).

(3) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A sommando ad una riga (risp. ad una
colonna) di A un’altra riga (risp. un’altra colonna) di A moltiplicata per un numero c,
allora Det(A’) =Det(A).

(4) Se A’ élamatrice che si ottiene da A moltiplicando una riga (risp. una colonna)
di A per un numero c, allora Det(A’) = cDet(A).

(5) Det(AT) =Det(A).
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(6) Se B & un’altra matrice n x n allora Det(AB)=Det(A) Det(B).

(7) A & non singolare se e solo se Det(A)# 0, e se A ¢ non singolare si ha

_ 1
~ Det(A)

Det(A™1)

Per quanto riguarda la proprieta (7), si ricordi che avevamo gia osservato che una
. b\ . . .
matrice 2 x 2 A = (i d) € non singolare se e solo se il numero ad — be # 0, e tale

numero & proprio Det(A).

Esercizio. Si provi che il determinante di una matrice triangolare superiore
(risp. inferiore) & il prodotto degli elementi diagonali.

Sia T' una matrice n X n triangolare superiore (la dimostrazione € simile per le matrici
triangolari inferiori):

11
0 2o
0 0 t33 *
T — 0 0 0 tas
0)
0 tnn

Chiamiamo:

T; la matrice che si ottiene da T sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (T &
triangolare superiore (n — 1) x (n — 1)):

tao
0 t33 *
0 0 ty
T = . ,
0)
0 oo tan

T, la matrice che si ottiene da T sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (T5 & triangolare
superiore (n — 2) x (n — 2)):

t33
0 ty *

Ty =
(@)

t?’LTL
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e cosi via per ogni k = 2,...,n — 1 chiamiamo T} la matrice che si ottiene da Tj_1
sopprimendo la 1% riga e la 1* colonna. T} & una matrice triangolare superiore (n —
k) x (n—k).
Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1* colonna di T:
DetT = t11(—1)' "' DetTy = t1;DetT;.
Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1% colonna di T7:
DetT = t1;DetT) = t1q(ta(—1) T DetTy) = t11t29DetTs.
Cosi procedendo otteniamo:
DetT = t11tooDetTy =
= t11t22t33DetTs =
= t11000833t44DetTy =

=titae ... tp—1n—1DetTy,_1 =
=tiitas ... tp_in—1Det (tnn) =

=t11l22 ... tpn—1.n—1lpn-

In particolare da cid segue:

Il determinante di una matrice diagonale ¢ il prodotto degli elementi di-
agonali,

poiche le matrici diagonali sono particolari matrici triangolari superiori.

Esercizio. Sia A una matrice n X n. Si provi che per ogni scalare c si ha:

Det(cA) = ¢"Det(A).

Si ha:
Det(cA) = Det((cI,)A) = Det(cI,,)Det(A).

cA=c(InA)=(cIp)A proprieta 6 del det.

Poiche cI,, & una matrice scalare nxn, in particolare una matrice diagonale, per I’esercizio
precedente si ha che

Det(cI,,) = prodotto degli elementi diagonali di cL,.

Tali elementi sono tutti uguali a ¢, ed il loro prodotto ha n fattori (perche cI,, ¢ n x n),
dunque Det(cI,,) = ¢", per cui

Det(cA) = ¢"Det(A).
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ESERCIZIO TIPO 1

0 | vT
Sia A=| - | ——— | una matrice quadrata a blocchi di ordine n > 1, dove
w | B
v,w € R""! ¢ B ¢ una matrice quadrata reale di ordine n — 1. Si supponga che A
soddisfi la seguente condizione:

(x) AAT =1,.

(a) Si provi che vi'v =1 e che ww? + BBT =1,,_;.

(b) Si provi che se n > 3 allora B # O (Suggerimento: si supponga B = O e,
utilizzando quanto provato in (a), si provi che se n > si arriva ad una contraddizione).

o | T 0o | w7l
(a)DaA=|—- | ———|,siottiene che AT = | — | ——— |, pertanto il
w | B v | BT
prodotto AAT calcolato a blocchi &
o | T 0o | w7l
T e | E e
w | B v | BT
0-0+vlv | 0-wl+vIBT viv | vIBT
= _— — | _— — = _— — | —————
w-0+Bv | wwl+BBT Bv | ww! +BB7T

La condizione (x) diventa:

viv | vIBT 1 | o”
(%) - | === =AAT=1,=|-— | —————
Bv | wwl +BB7T 0 | L1

(x%) & equivalente al seguente sistema (di quattro condizioni):

vly = 1
vIBT — o7
Bv = 0
wwl +BBT = I, ,

In particolare vI'v = 1 (prima equazione) e ww’ + BB” = I,,_; (quarta equazione),
per cui (a) & provato.

Si osservi che la seconda equazione (ossia v BT = 07) & equivalente alla terza (ossia
Bv = 0), dal momento che si ottengono 'una dall’altra applicando la trasposizione.

(b) Seguendo il suggerimento, si supponga B = O. Ponendolo in ww?+BB” =1,,_1,
trovata al punto (a), si ottiene

() L1 =ww! +BBT =ww’ + 00" = ww’ + 0 = ww’.
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w1
. . w2 . .
Siano wi,ws,...,wy_1 € R tali che w = . . Calcolando esplicitamente
Wn—1
ww?, e sostituendolo in () si ottiene:
T
1 0 0 0 w, w,
0 1 0 0 . wo wo
(o0) =1, 1=ww’ = =
0 0 0 1 Wn—1 Wn—1
w1
w2
= . (’LUl wg ... wn_l):
Wn—1
2
w1 wiLwso wi1ws3 e W1Wp—1
2
woW1 wsy woW3 . WoWn,—1
2
Wp-1W1 Wp-1W2 WiH_1W3 . W, —1
Da (ee) segue che
(1 0 0 ... 0)=1%rigadiIl, ; =1%rigadi ww’ = (w? wiws wiws ... wWiWp_1),

per cui
w%zlewlwiz()perogniizl

Siccome w% =1 implica w; # 0, da wiw; = 0 per ogni ¢ > 2 otteniamo

(eee) w; =0 per ognii>2.

Se fosse n > 3, sarebbe n —1 > 2, per cui I,_; e ww’

particolare la seconda.

avrebbero almeno 2 righe, in

Da (ee) si otterrebbe allora che
(01 0 ... 0)=2%rigadil, ;=2%rigadi ww’ = (wow; w35 wowz ... Wawn_1).

In particolare si avrebbe w2 = 1, una contraddizione a (e o o).

Dunque se B = O non pué essere n > 3, per cui n < 3 (che equivale all’aver provato
che se n > 3 allora B # O).

N.B. 1: Si sarebbe potuto anche usare il procedimento suggerito nell’esercizio 1 degli
”Esercizi per casa 2”7, con w al posto di v e # = 1. Si sarebbe ottenuto che il numero
delle coordinate di w, ossia n — 1, & uguale ad 1 (nell’esercizio 1 degli ”Esercizi per casa
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2” si otteneva che il numero delle coordinate di v, ossia n, ¢ uguale ad 1). Dan—1=1
segue n = 2.

N.B. 2: Sisupponga B=O,percuiiA=| - | ———]=|- | ——-

Se A soddisfa la condizione AAT = I,,, da (b) si ottiene n < 3, e quindi, essendo
n > 1, n = 2. In questo caso v, w,B sono matrici 1 x 1, ossia numeri. In particolare

vi=v=veRewl =w=weR.

Da (a) si ottiene inoltre che vI'v =1 e, essendo B = 0, che ww’ = ww’ + BB? =
I,.1 =1 Dunque 1 =viv=12?el=wwl =w? per cui v,w € {~1,1}. Le matrici

0 1 0 -1 0 1 0 -1
(7o) (5 o) (o) )
o | T
sono esattamente le matrici A= | — | — — — | quadrate a blocchi di ordine n > 1,
w | B
con B =0, e tali che AAT =1,,.
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ESERCIZIO TIPO 2

Risolvere il sistema lineare Ax = b nei tre seguenti casi:

2 2 4 0
(@) A=11 1 3|eb=|-1];

3 3 7 0

1 3 -2 1 2 4
MA=[26 -4 2 5|eb=]10];

13 -1 3 6 12

4 -8 4 0
@OA=[1 -1 0)eb=1{3

1 -1 1 5

(a) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

2 2 4| 0 e 1121 0
(A | b): 1 1 3 | 1 E31(—3)E2 (—1)E1(3) 00 1 | 1) =
337 1] 0 00 1 1] O
) 112 0
—=— 1001 | -1]=(U | d)
0 00 | 1

Poiche d & dominante, allora Ux = d, e quindi anche Ax = b, non ha soluzioni.

(Infatti: il sistema Ax = b & equivalente al sistema Ux = d, che & una scrittura

compatta per
T+ To + 273 =0
(*) xg =-1,
0 =1

e poiche l'ultima equazione di (*) non ha soluzioni, (*) non ha soluzioni).

(b) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

13 -2 1 2 4 13 —21 2| 4
(A | b)=(2 6 —4 2 5 | 10 g1 (—1)E21 (-2) 00 0 01 | 2
13 -1 36 | 12 00 1 2 4|38
. 13 -2 12 | 4
2 00 1 24| 8|=(U | 4
00 0 01| 2

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

1+ 310 — 223+ x4+ 225 =4
T3+ 2xs +4x5 =8 .
Is =2
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Poiche d ¢ libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche¢ U ha esattamente due colonne libere (la 2% e la 4%), Ux = d ha co? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U e con
la sostituzione all’indietro otteniamo:

xQZh
x4:k
x5:2

r3=—2x4 —4dors5+8=-2k—-4x24+8=-2k
21 = -39 +2x3— x4 —205+4=-3h+2x (—2k) —k—2x2+4=-3h—5k
Dunque 'insieme delle soluzioni di Ux = d, e quindi anche di Ax =b, ¢
—3h — 5k
h
—2k |h, ke C
k
2

(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

4 -8 4 ] 0 B B ) 1 -2 1 ] 0
(A | b) |1 -1 o | 3 E31(—1)E21(—1)E1(3%) 0 1 1 | 3]
1 -1 1| 5 0 1 0 | 5
1 -2 1 | 0
~PeCD g 1 a1 | 3| =(U | a)
0 0 1 ] 2
Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per
1 —2x9 +x3 =0
To — I3 =3.
T3 =2

Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiché U non ha colonne libere, Ux = d ha esattamente una soluzione.

Con la sostituzione all’indietro otteniamo:
T3 =2
To=x3+3=2+3=5
TG =219 —23=2%X5—-2=28

ot

Dunque 'unica soluzione di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, ¢ il vettore



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2008/09, GEMMA PARMEGGIAR3

ESERCIZIO TIPO 3

Si risolva il sistema lineare A(a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso «
dove

3 3 3 3o
|1 a+1 a+1 . a+1
A=, ", ai1_i e bla)=| "7
0o 2 20 a?+3

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 3a 3 | 3
|1 a+1 a+1 | a+1 E31(—1)Ea1(—1)E1(3)
(Al) I B@)=11 " av1-i | a
0 2 2 | a®+3
1 o 1 | o 1 o 1 | o
0 1 « | 1 E42(—2) 0 1 « | 1 B
“{o o0 a-i | o 00 a—i | o |=B@ [ c)
02 22 | a®+3 00 0 | a?+1
1 i 1 | i
1°cASO | a=i (B | e@) =" L T LG wna forma rie
000 | 0
000 | 0
dotta di Gauss per (A(i) | b(i)), quindi A(¢)x = b(i) & equivalente a B(i)x = c(7)

che & una forma compatta per
(%)

{x1+ix2—|—x3 =1

To+iry =1

Poiche c(z) ¢ libera, B(i)x = c(i) ammette soluzioni.
Poiche B(i) ha esattamente una colonna libera, B(i)x = ¢(i) ha oco® soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(7) (la
3%) e con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo
Tr3 = h
To = —ixs+1=—ih+1
@1 = —izy — w3 +i=—i(—ih+1)—h+i=—h—i—h+i=—2h

L’insieme delle soluzioni del sistema B(i)x = c(4) ( e quindi 'insieme delle soluzioni
del sistema A(i)x = b(i) ) &

—2h
th+1 | |heC
h

ai
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1 « 1 | e
01 «a 1 Ba(2L7)
(B | ce)={0 o o’ | o
00 0 | a2+1
1 o 1 | o 1l a1l | «a
0 1 a | 1 Ea(5=) 0 1 o | 1 _
“lo o 1] o ) 00 1 | o |=(C@ da)).
00 0 | a2+1 00 0 | a+i
1 —i 1 | —i
5 - ey » PO R X
a=—i (C(-) | d(=))=|y o | | o |euw
00 0 | 0
forma ridotta di Gauss per (A(—4) | b(—1)), quindi A(—i)x = b(—1i) ¢ equivalente

a C(—4)x =d(—1) che ¢ una forma compatta per

T — 1o+ 3 = —1
(*) To — ixg =1
T3 =0

Poiche d( — ) & libera, C( — i)x = d( — i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C( — i) sono dominanti, C( — i)x = d( — i) ammette
un’unica soluzione. Con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xp,:O
To=1x3+1=1

x1:i$2—$3—i=i—i=0

L’unica soluzione di C(—i)x =d(—1i) (equindidi A(—i)x =b(—i) )ev= |1

2° Sottocaso a ¢ {i,—i}

1l a1l | «a 1l ol | «
[0 1 a | 1 Bazm) [0 1 o | 1)
00 0 | ati 00 0 | 1
¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)). Poiche e(a) & dominante, D(a)x =

e(a) (e quindi di A(a)x = b(«) ) non ammette soluzioni.
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ESERCIZIO TIPO 4

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? :;L Z) .

Un’inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R=(¢; | c¢3), allora

c; e soluzione di (1) Ax =e; = (é) e

c2 € soluzione di (2) Ax = ey = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(a1 m=(7

(1) & equivalente a (1’) Ux = by che & una forma compatta per

{ x1 — 2x0 + w3 = %
Tr3 = —%
Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U
(la 2%) e con la sostituzione all’indietro otteniamo
1

$3=—§

xgzh

1 3 1
x1:2x2—3x3+§:2h+§+§:2h+2

L’insieme delle soluzioni di (1) &

2h+2
h |heC
_1
2
(2) & equivalente a (2’) Ux = bg che & una forma compatta per
1 —2x9 + 323 =0
Tr3 = 1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U
(la 2%) e con la sostituzione all’indietro otteniamo

$3=1
xgzk'
$1=2J32—3$3=2]€—3
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L’insieme delle soluzioni di (2) ¢

2k —3
k |k eC
1
2h+2 2k—-3
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h, k) = h k
1
~1 1
2
al variare di h, k € C.
ESERCIZIO TIPO 4 bis
2 1
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = | —4 -2
6 4

1. Poniamo B = AT,

2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’ESERCIZIO TIPO 4 sappiamo che
2h+2 2k-—3
sono tutte e sole le matrici del tipo h k con h, k € C.

1
-1 1

3. Una matrice ¢ inversa sinistra di A se e solo se € la trasposta di una inversa
destra di B. Quindi le inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo
2h+2 h -3
al variare di h, k € C.

2k —3 k 1
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ESERCIZIO TIPO 5

0 1 0
Sia A(a)=| a o> —a |, doveacR. Per queglia € R per cui A(a) ¢
200 202 1

non singolare, si calcoli A(a)™L.

0 1 0 | 100 i
(Aa) | Is) =l a o> —a | 0 1 0 =
20 222 1 | 0 0 1

a o —a | 01 0\ Ey(20E(L) ‘a;«éO:A(O) non ha inversa
~lo 1 0o | 100

200 2% 1| 0 1

1 1 .

1 a -1 o L o0 Es (1) oz;é—§:A(—§)nonha1nversa
~lo 1 o |1 0 o

00 1+2a | 0 -2 1

1 o -1 ] 0 1L 0 Loa 0] 0 gy 1o
_>(o 10 |1 0 o | 2% (o 101 o N

2 1

00 1 [0 T 1420 142« 00 110 _1+22a 1+12a

100 | —a sy 19
~lo 10| 1 0 0

00 1 | T T

1 -« a(1i2a) 1+12a
Se oz§é{0,—§} Ala)"t=1] 1 0 0
2 1

T 142« 1+20
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ESERCIZIO TIPO 6

« 3a 2c —2a
0 0 a?+9 o249
Sia A(«a) = 2 6 4 -3+« |, dove aeC.
1 3 1 —6 — 3«
a+1l 3a+3 2a+1 -1

(a) Per ogni v ¢ {0, 3¢, —3i} trovare una decomposizione A (a) = L(a)U(a), scrivendo
anche L(«) come prodotto di matrici elementari.

(b) Per ogni o ¢ {0,3i,—3i} trovare una decomposizione a rango pieno A(a) =
Lo(()z)Uo(Oz).

3a 20 —2a
[0] 0 a®+9 a?+9
Alo) = 6 4 3+a

3 1 —6-3a | Ba(-a-DBEa(-DEa(-2)E(}) |a#0
a+1| 3a+3 2a+1 -1
13 2 -2
0 0 [a2+9] a2+9

-0 o [o] a+1
0 0 -1 —3a—4 Es2(1)Ea (1) E2(55)
0 0 -1 2a0+1
13 2 -2
00 1 1

—10 00 a+l [=B(
000 —3a—3
00 0 2a+2

1°CASO| « # —1 (nonche « # 0, 3¢, —3i)

132 -2 13 2 -2
Ba)=|[0 0 0 000 1 |=U®w
0 0 0 |—-3a—3 Es3(—2a—2)E43(3a+3)Es(hy) 00 0 O
00 0 [20+2 000 0
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0 0 00
[0] 000
Lio) - O] [ac1] o 0|-
1] [-8a-3] 1 0
la+1] [-1] [2a+2] 0 1

= E1 (Q)E31(2)E41(1)E51(OK + 1)E2((12 + 9)E42( - 1)E52( — 1)E3 (Oz + 1)E43( —3a — 3)E53(20& + 2)

132 -2
00 1 1
B(-1)=|0 0 0 0 [=U(-1)
000 0
000 0
0 00 0
o] [10] 0 0 o
L(-1) = @ 1 0 0| =E1(—1)E31(2)E41(1)E2(10)E4s2( — 1)E52( —1)
1] 0 1 0
[o] [-1] 0 0 1

Se a € {0, 37, —3i} non & possibile trovare una forma ridotta di Gauss di A («)
senza fare scambi di righe, quindi A(a) NON ha una decomposizione L(a)U(«).

Per ogni o ¢ {—1,0,3i,—3i}, si ha una decomposizione a rango pieno A(«a) =
Lo(a)Ug(«) prendendo

o 0 0
1 3 2 -2 0 o®+9 0
Uola)=[0 0 1 1 | eLola)=] 2 0 atrl |;
0 00 1 1 -1 —3a—3
a+1 -1 2042
per = —1 si ha una decomposizione a rango pieno A(—1) = Lo(—1)Up(—1) prendendo
-1 0

0 10
Up(—1) = L3 2 -2 elo(-1)=1] 2 0
001 1 L

0 -1
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ESERCIZIO TIPO 7

3 9
-2 -6
Sia A = 0 2
1 7
1 —4

-6 0
4 -1
-4 0
6 0
10 —4

(a) Si trovi una decomposizione A = PTLU.

(b) Si trovi una decomposizione a rango pieno per A.

Applicando I'algoritmo di Gauss ad A si ottiene:

3 9 -6
-2 -6 4
A= 0 2 -4
1 7 6
1 —4 10
1 3 =2
0o 2 -4
— |10 0 0
0 4 8
0 -7 12
1 3 -2 0
01 -2 0
— |10 0 16 O
0O 0 0 -1
0O 0 -2 -4
Sia
1
0
P=EzsEz3= |0
0
0
Allora
1 0 0
0 0 1
PA=|0 0 O
0 1 0
0 0 0

0 1 3 -2
—01 Es1(—1)Ea1(—1)E21(2) Er (1) 8 g _04 -1 s
0 0 4 8
—4 0o -7 12 -4
0 1 3 -2 0
0 01 -2 0
1 E52(7T)EBaz(—4)E2(3) 00 0 -1 E34
0 0 0 16 0
—4 0 0 —2 —4
1 3 -2 0 1 3 -2
01 -2 0 0 1 -2
3 1 . _
E.)S(Q)ES(la) 0 O 1 0 E.)4(4)E4( 1) 0 O 1
0O 0 0 -1 0 0 O
0O 0 0 -4 0 0 O
0 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
1 0 0 O 0 01 0 O 0O 01 0 O
0 01 0 01 0 0 O0O]=100010
01 0 0 0O 00 1 0 01 0 0 O
0 0 0 1 0O 00 01 0O 0 0 0 1
0 0 3 9 -6 0 3 9 -6
0 0 -2 -6 4 -1 0 2 -4
1 0 0 2 —4 0 = 1 7 6
0 0 1 7 6 0 -2 -6 4 -1
0 1 1 -4 10 -4 1 -4 10 —4

Applichiamo ’algoritmo di Gauss
composizione LU per PA:

senza scambi di righe a PA. Otteniamo una de-

O = O OO
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OOO_I_AA__L
a_uA_164m
927a_uA_1

)

L
16

E53(2)Es(

)

E52(7) B3z (—4) Ea(

E54(4)E4(—1)

ed

=] [

= PTLU dove

Dunque A

|

SI NOTI:

0
01000)7&13

1
0 01 0O
0 00 01

0 0 0O 10 0 00
1 0 0 0 0 0 0
0 001 0]=
0 01 0O
0 00 01

1
0

0 0
0 0 0

1

0

0
0

0
1

10 0 0 0
0 01
0 1
0 0
0 0

E23E34

H =
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e che facendo un’eliminazione di Gauss su HA si ottiene:

1 0 0 00 3 9 -6 0 3 9 —6 0
0 00 1 o0 -2 -6 4 -1 1 7 6 0
HA=]0 1 0 0 O 0 2 -4 0 =l-2 -6 4 -1]|—
0 01 0O 1 7 6 0 0 2 —4 0
0 0 0 01 1 -4 10 —4 1 -4 10 -4
1 3 -2 0
E51(=1)E31(2)E21(—1)E1(3) 8 3 (8) _01 .
0 2 -4 0
0o -7 12 —4
1 3 -2 0
Es2(T)Ea2(—2)E2(%) 8 (1) (2) _01
0 0 -8 0
0 0 26 —4

Dunque HA non ha una decomposizione LU.

Quindi ¢ fondamentale, per costruire P, I'ordine in cui si moltiplicano le matrici
corrispondenti agli scambi di righe effettuati (si parte dall’ultimo procedendo a ritroso).

Dall’eliminazione di Gauss fatta su A si ottiene che

E54(4)E4(_1)E53(2)E3(1_16)E34E52(7)E42(_4)E2(%)E23E51(_1)E41(_1)E21(2)E1(%)A - U.

Quindi la tentazione di intuire L direttamente da questa eliminazione di Gauss e fuor-
viante: posto

B = Bga(4)Ea(~1)Bsa(2)Bs (1) Bsa (7)Eaz (~4)Ba(5)Esa (- 1) Eas (~1) Bz (2)Ea(5)

il prodotto delle matrici elementari diverse da quelle corrispondenti agli scambi di righe,
si ha che BPA # U, e quindi PA # B~'U, ossia B~! non & un buon candidato per L.

Mostriamo che esistono una forma ridotta di Gauss U* per A, una matrice di
permutazione P* ed una matrice triangolare inferiore non singolare L* tali che

U* £ U, P* #£P, L* #L, ma A = (P*)TL*U* = PTLU,
ossia la decomposizione A = PTLU non & unica.

Facciamo una eliminazione di Gauss su A scegliendo degli scambi di riga diverse da
quelli scelti nell’eliminazione che abbiamo fatto precedentemente.

3 9 —6 0 1 3 -2 0

A_ —02 —26 _44 01 Esl(—1)E41(_1)E21(2)E1(%) 8 g _04 —01 Fae
1 7 6 0 0 4 8 0
1 -4 10 —4 0o -7 12 -4
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)H

0

0

0
-1
—4

-2
2
-8
0
26

3
1
0
0
0

— O O OO

A

1
1

) E52(7)E32(—2)Ea(

S o o —H O
_2100

M» - O OO

— O O O O

Es54(4)E4(—1)

5)

1

E53(—26)Es(

1 0 0 00
0 0010
=10 0 1 0 0[.Allora
01 0 0O
0 00 01

= Ea4

Sia P*

—
OOO_I_AA__L
TeoT =2

Ty

—4
6
10

—6
2
7

—4

0
1
1

S

=

2

[}

L

Il

e

g

=

B

R
—

i

a <t [a]
_8_01

)

E51(=1)E41(2)E21(—1)E1(

oS oo —H O
_2100

M» — O O O

— O O OO

Es54(4)E4(—1)

M» — OO O

— o OO O

5)

1

E53(—26)Es(

(P)TL*U* con

Quindi A
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Per trovare una decomposizione a rango pieno per A, partiamo, ad esmpio, dalla
decomposizione A = PTLU dove

1 0000 30 0 0 0 1 3 -2 0
0010 0 0 2 0 0 0 01 -2 0
P=|00010|, L=]1 4 16 0 0|leU=]00 1 0
01 0 0 0 -2 0 0 -1 0 00 0 1
000 0 1 1 -7 -2 —4 1 00 0 0
Calcoliamo PTL:
1 00 00
000 1 0
PP=(0 10 0 0
0010 0
00 0 0 1
1 0000 30 0 0 0 30 0 0 0
00010 0 2 0 0 -2 0 0 -1 0
P'L=10 1 0 0 0 1 4 16 0 0ofl=l0o 2 0o 0 o|=8B
0010 0 -2 0 -1 0 1 4 16 0 0
00 0 0 1 1 -7 -2 —4 1 1 -7 -2 —4 1

Allora A = BU e si ottiene una decomposizione a rango pieno A = BoUg prendendo

13 -2 0 3 0o 0 O

01 -2 0 -2 0 0 -1

Uy = eBp=1] 0 2 0 0
00 1 0

00 0 1 1 4 16 0

1 -7 -2 -4
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ESERCIZIO TIPO 8

1 3 1 0 0
(I)Siproviche S =¢vi=|2]|;va=6|;vs=[0];va=| 1 |;vs={0
0 0 4 —2 1
¢ un insieme di generatori di R3.
1 2 1 2 4
2)SiaSy=qwi=[1];wo=|2]|;ws=[0];wa=|1];ws=13
0 0) 1 1 1
Si dica se Sy ¢ un insieme di generatori di R3.

(1) Per provare che S & un insieme di generatori di R® occorre provare che per ogni

a
b | € R? esistono aq, e, a3, ag, o5 € R tali che

&
a
b | =a1vy +aove + a3vy + auvy + asvs =
C
1 3 1 0 0 a1 + 3as + a3
= |2 +ax|6]4+a3| 0| +ay 1 +a5| 0] =1 201 +6as + g
0 0 4 —2 1 40&3—20&44—0[5

ossia che il sistema lineare

ar+3as+a3=a
(*) 2001 + 6ag + g = b
das — 204 + a5 =c¢

nelle incognite a, as, a3, aig, a5 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1 31 0 0] a 13 1 0 0 | a

260 1 0| b|l——s|00 -2 1 0] b-2a]|—

004 =21 | ¢) =200 4 21 ] ¢
131 0 0 | a

——— 001 =1/2 0 | (2a—b)/2|=(U | d).

E32(—4)E2(—1/2) 0 0 O 0 1 | ¢e—4a+2b

Poiche d; ¢ libera qualunque siano a, b, ¢ € R, allora (x) ha soluzione qualunque siano
a,b,c € R, per cui S & un insieme di generatori di R3.

(2) Per sapere se Sp ¢ 0 meno un insieme di generatori di R® dobbiamo verificare se
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a
per ogni [ b | € R3 esistano o meno a1, as, a3, ag, as € R tali che
&
a
b | = a1wqi + aawo + a3ws3 + auWy4 + asws =
&
1 2 1 2 4 a1+ 200 + as + 2a4 + 4as
= |1l ]| +a |2 +a3| 0| +as| 1l ] +a5|3]= a1 + 209 + ay + 3as
0 0 1 1 1 as+ a4+ as

ossia se il sistema lineare

a1+ 209 + as + 204 + 4as = a
(%) ay +2as +as+3as5 =05
a3+ oy +oa5=c

nelle incognite a, a, a3, g, 5 abbia o meno soluzione per ogni a, b, c € R.

Se (*) avesse soluzione per ogni a, b, ¢ € R allora Sy sarebbe un insieme di generatori
di R3, in caso contrario (ossia se esistono a, b, c € R per cui (*) non ha soluzione) no.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1 2124 a 12 1 2 4 | a
12013 ] bl—]|00 -1 -1 -11] b-al|—
00111 ] ¢ D00 1 1 1 | ¢

1 21 2 4 a
— {00111 a—b | =(Uy | ds)
Baa(DE:(=1) \0 0 0 0 0 | c4+b—a

Poiche esistono a, b, ¢ € R per cui dg ¢ dominante (ad esempio si prendano a =b =0
e c = 1), allora S non & un insieme di generatori di R?

(in altre parole: poiche esistono dei vettori di R® che NON si possono esprimere
0

come combinazione lineare degli elementi di Sz, ad esempio il vettore | 0
1

, allora So

NON ¢ un insieme di generatori di R?).
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ESERCIZIO TIPO 9

Siano vy = , Vo =

1 2 1

0 1 1

3 4 ? VB - 1 b V4 -
-1 0 1
Si dica se S = {v1;Va; v3; v4} C C* & linearmente dipendente o linearmente indipen-

dente.

Siano «, 3,6,y € C tali che

1 2 1 0 at 26446
B o 1 1 1) B+65—7
(%) 0 =avi+8vetdivs+yvy = @ 3 +43 4 +4 1 +v 2 | = | 3a+48+ 5+ 27
-1 0 1 ) —a 46— 2y
a+20+9 =0
. B+d—7 =0
Allora (%) equivale a (1) Sa+4B840+2y =0
—a+ 6§ —2v =0
(1) & un sistema lineare nelle incognite «, 3, J, 7.
0
(1) ha sempre la soluzione nulla | 0 | (ossiaa == =~=0).
0

Se essa dovesse essere ['unica soluzione di (1) (quindi se (1) avesse un’unica soluzione)
allora S sarebbe L.I., altrimenti, se (1) ha anche una soluzione non nulla (quindi se (1)
ha pid di una soluzione) allora S & L.D.

Vediamo allora quante soluzioni ha (1). Facendo una eliminazione di Gauss sulla sua
matrice aumentata si ottiene

1 21 0 | 0 1 2 1 0 | 0
0O 1 1 -1 \ 0 0 1 1 -1 \ 0 .
3 41 2 | 0] muwmes |0 =2 =2 2 | 0
-1 0 1 -2 \ 0 0 2 2 =2 \ 0
121 0 | 0
01 1 -1 |0
BN =(U 0
Eu2(—2)E32(2) 000 O | O ( | )
000 O | O
L’ultima colonna di (U | 0), ossia 0, & libera, per cui (1) ha, come avevamo gia

osservato, soluzioni.

Poiche non tutte le colonne di U sono dominanti, il sistema (1) non ha un’unica
soluzione, quindi S ¢ L.D.

a+204+46 =0

Volendo risolvere (1), si ha che (1) & equivalente ad (1') { Bto—n =0



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2008/09, GEMMA PARMEGGIANI

Scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle c};ﬂonne non dominanti di U

v=

0=k

B=—-b0+y=—-k+h
a=-20-0=-2(-k+h)—k=k—2h
k—2h
—k+h

k
h

Prendendo ad esempio h =1e k =0siottiecnea= -2, f=~v=1,d=—1¢e

(la 3% ela 4”), con la sostituzione all’indietro si ottiene
|h,keC

Il sistema (1) ha 0o? soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme

—2vi+va+vy =0

¢ una combinazione lineare nulla di {vy;va;vs;v4} con coefficienti non tutti nulli.
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ESERCIZIO TIPO 10

Sia W l'insieme delle matrici 2 x 2 reali triangolari superiori. L’insieme

-1 2 2 3 11 0 0 10 2 —4
sefe (0 3)e (G a)en (o o) (6 0)re (o V)re= (5 20))

€ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.
“Restringiamo” un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori
diS?

Cy= (8 8) & senz’altro combinazione degli altri:

Cs=0=0C; 4+0Cy +0C3+0C5 + 0Cg,

per cui togliamo subito C4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori
di S che siano nulli), e poniamo

1 2 2 3 11 10 2 4
51:{01:<0 2)’02:(0 o)’C?’:(o o>’05:(0 1>’06:(0 —4>}'

2V passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di WW. Esistono in S; vettori che
siano combinazioni lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

1 1
C = —506 =0C2 +0C3 + 0C5 — 506

ma anche
Cs =—-2Cy = —-2C;1 +0Cy +0C3 +0C5

possiamo togliere da S; il vettore C;, oppure possiamo togliere da Sy il vettore Cg,
ottenendo ancora un insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori
di S; ci siano coppie di vettori di cui ’'uno € multiplo dell’altro, e per ciascuna
di queste eventuali coppie togliamo uno di due vettori. In questo caso abbiamo
individuato la coppia C;, Cg e scegliamo di togliere C;.

Poniamo

s={e= (5 0)o=(0 o)er= (o V)ie=(5 )}

3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di WW. Esistono in S, vettori che
siano combinazioni lineari degli altri vettori di S 7

Sia a1Cs + asC3 + a3Cs5 + a4 Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di
S5. Allora da

0 0 —a 2 3 ta 1 1 ta 1 0 ta 2 -4\ (2014 ax+az3+2as4 301+ az—4ay
0 0) "o o) ™ o o) "™\ \o 1) ™\0o -4/~ 0 as — day

)
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si ottiene il sistema lineare, nelle incognite o, aia, g, vy

2001 + g + az + 2a4 =0
31+ oy —4ay =0
az —4ays =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

2 11 2 |0 ey (13 5 10 i1
310 —4 | o 2EBE G S s 7 o] 25 (0 13
001 —4 ] 0 00 1 -4 0 00 1

per cui il sistema e equivalente al sistema
011+%012+%013+Oz4=0
(*) as + 3oz + 14a, =0

az —4a4 =0

il cui insieme delle soluzioni ¢

10h
—26h
" |heR
h
10
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio | 4 (si ponga h = 1), si ottiene
1

10Cy — 26C3 +4C5 + Cg = O,
per cui C3,C3, C5 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di S5 e ciascuno
di loro pué essere scelto come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Sy la matrice Cy (combinazione lineare degli altri elementi
di S3) e poniamo

s={e= (5 o)ion=(3 D)= (5 1)

49 passaggio. Ss ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Ss vettori che
siano combinazioni lineari degli altri vettori di Sz 7

Sia a1C3+asCs+a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S3. Allora
da

0 0 _ 1 1 Ta 1 0 Lo 2 —4 _ ap + as + 2a3 o —4ag
00/ “\o o 2{o 1 slo —4) 7~ 0 as — da
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a, aig, g

a; +as +2a3 =0
011—401320
012—401320
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Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

L) e (3 2] ) s
01 -4 | 0 0 1 —4 ] 0
11 2 |0 Bt 11210
(o1 6 | o0 A 016 | 0
00 —10 | 0 001 1] 0

L’unica soluzione del sistema ¢ quella nulla, per cui S3 ¢ linearmente indipendente,
ed ¢ una base di W contenuta in S.
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ESERCIZIO TIPO 11

1 0 41

1 a+1 41

2 0 a?+1+8 ]’
0 a+1 a?+1

Sia A, = dove a € C.

Per ogni v € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base
Do di R(Ay).

1 0 41 1 0 41
A — 1 a+1 43 E31(—2)E21(—1) 0 a+1 0 -B
*T 12 0 a?+148i 0 0 ao?+1 | ¢
0 a+i a?+1 0 a+i a?+1
1 0 41 1 0 41
P . |0 a4+ 0 Eaz(—a—i)Ea (k) 0 1 0 .
IPCASO] a7 =i Ba=1, " 424 00 o241
0 a+i a?+1 0 0 o?2+1
Ca
1 0 41 1 0 4
- o 0 1 0 E43(—a2—1)E3(a21+1 0 1 0
aF —ii: Cy= 0 0 a2+1 oo 1]~
0 0 a?+1 0 0 O
U,
| 0\ /o . QOH
Tk(AOz)ZBa Da: _4Z a é I ? b Ba: 2 a 0 O[ +1+8Z
0 a+1 a?+1
1 0 44
amic a=[9 10w,
0 0 O
0 ! O.
1 21
rk(A;) = 1 , Bi= ;
0 2 0
0 24
1 0 4
0 0 O 1
2°CASO| a=—-i:B_; = 00 0 =U_;,rk( )=1,D_; = 0 JB_; =
00 0 i

O = =
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ESERCIZIO TIPO 12

Si trovi una base dello spazio nullo N(A) della matrice A = (é i ; (1)>

Poiche N(A) = N(U) per ogni forma ridotta di Gauss U di A, troviamo una base
dello spazio nullo di una forma ridotta di Gauss per A.

(12 10\ Ea2 (1 21 0)_
A‘(243 1) (o 0 1 1>_U

U ¢ una forma ridotta di Gauss per A. Per il teorema “nullita + rango”si ha

dim N(U) = (numero delle colonne di U - 1k(U)) =4 -2 =2.

Poiche
1
| 1+ 222+ 23 =0
x=1 ., eN(U)<:>{ S
T4

scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la
4%) con la sostituzione all’indietro si ottiene

Xro = h
r4 = k
T3 = —T4 = —k
Ty = —2x9—x3 = —2h-— (—k‘) = 2h+k
Quindi
—2h + k
N(A) = N(U) = o |kec
k

e chiamando v; I’elemento di N(A) che si ottiene ponendo h = 1 e k = 0 e v I’elemento
di N(A) che si ottiene ponendo h =0 e k =1, si ha che una base di N(A) &

—2 1

V1 = s Vo =

-1
1

o O =
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ESERCIZIO TIPO 13

Sia B = {vi;va;...;v,} C K", dove K € {R,C}.
Per vedere se B € una base o meno di K™ si pué procedere nel seguente modo:

(1) si costruisce la matrice n x n A = (vy vg ... vy, ) le cui colonne sono gli
elementi di B;

(2) dal momento che sappiamo che esiste una base di C(A) contenuta in B,
dim C(A) =rk(A) =n <= ogni base di C(A) ha n elementi <= B ¢ una base di C(A);
(3) osserviamo che se V' & uno spazio vettoriale ed U un suo sottospazio, si ha che
U=V <= dimU=dim V.
Da (2) e (3) segue che per la matrice A costruita in (1) si ha:

rk(A)=n <= B ¢&unabasedi K".

1 2 1
ESERCIZIO Si dica per quali a € R l'insieme B, = al; |0l a+l
1 2 a+1
¢ una base di R3.
1 2 1
Costruiamo una matrice le cui colonne siano gli elementi di By: A, = | @« 0 a+1
1 2 a+1

Il problema diventa stabilire per quali a € R si ha che rkA, = 3. Facciamo un’eliminazione
di Gauss su A,,.

1 2 1 5 1 2 1
Av=|a 0 a+t1 1 (C1) B () 20 1 | =B,
1 2 a+1 0 0 «
1 2 1
19 CASO: o = 0 By = 0 0 1] Uy, Tk'(AQ) = Tk'(UQ) =2 75 3 = By
0 0 O
NON E’ una base di R3.
1 2 1 2 1
20 CASO:a£0 Ba=|0 —2a Bs(/e)B2lz1/20) (g 1 _1/2q | =
0 0 « 0 0 1

Ua

rk(Ay) =7rk(Uy) =3 = B, E’ unabasedi R3.
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ESERCIZIO TIPO 14

Si consideri I’applicazione lineare f : C2 — C? definita da

()= (jii) |

Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

(O COF {2 ()]

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo & A = (Cp(f( ( 2 ) ) Co(f( ( _24>))> . Poiche

(e - (jti) () - (120)

1
a=2,b=6 a=2,b=—-4
14 4
allora A = [ Cp(| 6 |) Cp(| 6 |) | . Piuttosto che calcolare separata-
(5 = (a))
8 -1 a
mente C’D(( 3 )) e CD(( 6 )), e calcoliamo Cp( ( b)) per un generico vettore
—13 8 c

14
€ R3, e specializziamo la formula ottenuta ai due diversi vettori ( 6 ) e

a

b

c —10
4

6 |. Poiche

10

allora

{a+5=a {az(a+c)/2 (a) ((a+c)/2>
3=b — s=b3 — oo(lo = w3 .

a—0=c
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14 2
Ponendo a = 14, b = 6 e ¢ = —10 otteniamo Cp(|{ 6 |)= | 2 |; ponendo a = 4,
—10 12
4 7
b=06 e c=10 otteniamo Cp(| 6 |)= 2 |. Quindi
10 -3
2 7
A=12 2
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ESERCIZIO TIPO 15

Si calcoli la matrice di passaggio Mp. g da B’ a B, dove B e B’ sono le seguenti basi
ordinate di R3:

1 0 1 3 1 5
B= 0];13];1 0 , B = 0]:13];10 )
1 0 -1 1 1 1

La matrice di passaggio Mp. g da B a B¢
3 1 5
Mp—g = | Ca(|0]) Cs(|{3]) Cs(|O0])
1 1 1

Nell’ESERCIZIO TIPO 14 abbiamo calcolato

a (a+¢)/2
Ce(l b |)= b/3

c (a—c)/2

3 1 5
Specializzando la formula ottenuta ai tre diversi vettori | 0 |, | 3 |, | O | otteniamo

1 1 1
3 2 1 1 5 3
Cs(l0])=10], Ca({3))=(1], Cs(lO0])=1]0
1 1 1 0 1 2

Dunque
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ESERCIZIO TIPO 16

2 7
SiaA=| 2 2 la matrice associata ad un’applicazione lineare
12 -3

f: C? — C3 rispetto alle basi ordinate

1 0 1
B:{<§>’(_24>} e D= 0];13]; 0
1 0 -1

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f
rispetto alle basi ordinate

@) o {() ()

su dominio e codominio rispettivamente.

o

La matrice che cerchiamo e
A =M;!  AMp.

dove Mp._ p: ¢ la matrice di passaggio da D’ a D, e M. ¢ la matrice di passaggio
da B a B.

2 1 3
Nell’ESERCIZIO TIPO 15 abbiamo calcolato Mp_p = | 0 1 0 | . Calcoliamo
1 0 2
la sua inversa:
21 3] 100 . 102 | 001
(Mp.p | Is3)=(0 1 0 | 01 01010 ] 010]|—
10 2 | 001 21 3] 100
Bar(=2) 10 2 | 00 1 Baa(—1) 10 2 | 0 O 1 Ba(-1)
== (o1 0o |J o1 0o |=220o1 0 |0 1 0 :
01 -1 ] 10 -2 00 -1 | 1 -1 -2
102|001E(_2)100|2—2—3
—l0o 10| 0 10)]="3l010] 0 1 0]=(1 | M-,
001 ] -1 1 2 00 1] -1 1 2
2 -2 =3
Mpep=Mp- = 0 1 0
1 1 2

Calcoliamo
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Calcoliamo C’B((Z>) per un generico vettore (a

b) € C?, e specializziamo la formula

ottenuta ai due diversi vettori (g) e (_2 4>. Poiche
a), [« a\ 2 2\ _ (20423
os(5)=(5) 1 ()= ()2 (2)-(67%)
20+ 26 =a

risolvendo il sistema lineare { (nelle incognite « e B)si ottiene

6a—48 =10

a 2a+b
est(§ )= (il ).
10
. 6 2 .
Ponendo a = 6 e b = 8 otteniamo C’B(( >) = ( 1 >; ponendo a = 2 e b = —4 otteniamo

8
Cs((_24>)= (?) Quindi
Mp_p = (Qs((?)) CB(<_24>>> = (? (1)>

Dunque
2 -2 -3 2 7 5 0
A'=Mp! JAMp.g=[0 1 0 2 2 (1 1):
-1 1 2 12 -3
-36 19 —53 19
= 2 2 (f ?): 6 2
24 -—11 37 11
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ESERCIZIO TIPO 17

Si verifichi che ¢ :R? — Rso definita da  ¢( ( Z? >) =lap+a1|+]ag—ai| &

una norma.

o0 =a(( 3 )1 =10+0l+ 00| =0

Sia v = (ZO > Poiche ¢(v) > 0, per provare che
1

v#0 = d(v) >0

basta provare che

ossia basta provare che

P(v) =0 _ _
ao = jao +a1| =0 = a+a =0 _ w=a=0 =
vV = |CLO—CL1|=O ao—a1=O

a1 aarl

ofarv) = ot (19 = 6(( 229 )) = faan + aar| + fao — aan] -

= |allag + a1| + |allag — a1| = [a|(lag + a1| + a0 — a1]) = |a[p(v).

Sianov:(Z?)ew:(Z?).

otv+w =l 1

= |(a0 —|—CL1) + (b0—|—b1)| + |(a0 - al) + (bo — b1)| <
< lao +a1| + |bo + b1| + |ao — a1]| + [bo — b1] = ¢(v) + p(W).

>) = |(a0 —|—b0) + (a1 —|—b1)| + |(a0+b0) — (a1 —|—b1)| =
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ESERCIZIO TIPO 18

Si verifichi che (*|") : C?2 x C? — C definita da

X1 Y1 — —
= +2
((x2> ‘ (92>) iy 12y2

¢ un prodotto interno.

Sianox:(?)ey:(yl).

2 Y2
.
(ylx) = (x|y)
(YIx) = U1 +2Yz2 = yiT1+2pT2 = (X]y).

Sianox:(x1>,y:(yl>,z:(Z1>,W:(wl>eoz,ﬁ€@.
X2 Y2 22 w2

(x|ay + Aw) = a(x]y) + B(x|w)

(x|ay + w) = ZT1(ay1 + Bw1) + 2T3(ays + fws) = aT1y1 + STrw: + 20Tzy2 + 20Tzws =
= a(Try1 + 2T2ye2) + B(Trwi + 2Tawe) = a(x|y) + B(x|w).

e (0[0)=0
oo x=— (i;);ao - (x]x) e R%,
e (00) = 04+2x0 = 0
(X} (X|X) = T1x1 +2Tory = |$1|2 + 2|$2|2

Essendo x # 0, si ha che z1 # 0 oppure @2 # 0, per cui |z1]? € RE, oppure |22|? € RE,,.

Quindi |21 |% + 2|22|? € RE,,.
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ESERCIZIO TIPO 19

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 7 0 0
0 1 -1 0
V - < 7 9 0 9 _1 I 0 >
0 -1 1 7
1°MODO
Troviamo una base By di V.
Poniamo
1 7 0 0
0 1 | -1 |0
W1 = i 5 Wo = 0 ) W3 = 1 5 Wy 0
0 -1 1 7

e costruiamo la matrice A = (w1 wg W3 Wy ), ossia una matrice tale che C'(A) =
V.

1 1 0 O 1 1 0 O 1 4 0 O
A — 0O 1 -1 0 0O 1 -1 0 01 -1 0 .
i 0 —-10 E31(—1) 0 1 -10 E42(1)E32(-1) 00 0 0
0o -1 1 = 0 -1 1 = 0 0 0 =
1 4 0 O 1 4 0 O
. 01 -1 0 01 -1 0 —U
Esa 0 0 0 = E3(—i) 0 0 0 1
0 0 0 O 0 0 0 O

Dunque By = {w1, Wz, wys} & una base di C(A) =V.

Troviamo una base ortogonale By di V: poniamo vi = Wi, Ve = Wy € V3 = Wy,
e applichiamo I’algoritmo di Gram-Schmidt a {v1;va;vs}.
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1
0
u; =Vvy = .
)
0
Uz = Vg — (joUy, u #0 = 04122(111|V2)
(a1 fug)
)
(mlva) =ufvo=(1 0 —i 0)| o | =i
-1
1
H 0
(i) =uyuwy=(1 0 —i 0) ; =2
0
- (112=i/2
Uz = Vo — (xjoUu1 =
)
=V2—§u1— |
) 1 5
_ 1 _1’ 0] _ 1
“{o 2 i | 3
-1 0 -1
Uz = V3 — Qrp3ug — Qiggly,
u; 75 0 — 13 = (U1|V3)
(wi|w)
0
H 0
(U1|V3)—U1V3=(1 0 —i 0) 0 =0
)
— a13=0
(uz|vs)
u 0 — aq93=
2 # 23 (ua|u2)
0
i 1 0 .
(UQ|V3)—112V3—(—§ 1 5 —1) 0 = —1
7
s
(u2|uQ):u§IuQ:(—% 1 % -1) 1 =3
2
-1
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U3z = V3 — (j3u; — Qigglg =

21
= V3 —|— qu = |
0 % -1
0 21 1 1 21
“lo] 5 L] T5]|
) -1 31
Bz = {u;ug; u3}, dove
1 1 -1
w — 0 u _l 2 u _l 21
1= i ’ 2 = 9 1 ’ 3 — 5 i ’
0 —2 31

€ una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V', normalizzando gli elementi di Bs.

w2 = V(wiw) = V2
[uzll2 = /(uzluz) = /5/2

—1
Y. 1 . 1 o2 V15
[usllz = v/ (uslus) = uglug = 13 (-1 =2 —i —3i) 5 ZZ =
3
B = {s Tual? Tuslz 1> dove
1 7 —1
u L 0 uz 1 2 LE 1 2
lafle v2 | ¢ )7 Juelz VIO | 1 |7 Jusllz Vis | @ |’
0 -2 37

¢ una base ortonormale di V.

Costruiamo dapprima un insieme di generatori ortogonale di V: poniamo

1 i 0 0

vi— 0 v — 1 va -1 Vi — 0
1 il V2 o |’ 3 1] V4 0
0 -1 1 i
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e applichiamo ’algoritmo di Gram-Schimdt a {vi;va;vs;va}. Otterremo 4 vettori,
uj, Ug, U3, Uy, e U'insieme {uy; ug; usg; us} sard un insieme di generatori ortogonale di V.

Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto
una forma ridotta di Gauss U della matrice A che ha come colnne vi,va, vy, vy: le

eventuali colonne libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

1 4 0 O 1 4 0
0O 1 -1 0 0o 1 -1
A=(vy vy v3y vy)= (z 0 -1 0 —>E31(—1') 0 1 -1
0o -1 1 = 0o -1 1
1 2 0 O 1 2 0 O 1 2 0 O
. 01 -1 0 . 01 -1 0 01 -1 0
00 0 0 m (00 0 i) men |00 0 1
0O 0 0 = 0O 0 0 O 0O 0 0 O

_—
E42(1)E32(—1)

= O O O

Poiché U ha come unica colonna libera la 3%, allora applicando 'algoritmo di Gram-

Schimdt a {v1;va; vs; va} otterremo uz = 0.

1
0
u =vy=| .
i
0
u|v
Uz = V2 — (vj2U1, u A0 — 0412:( 1|va)
(ug|uy)
i
1
(wp|ve) =uyvo=(1 0 —i 0) 0 =1
-1
1
0
(wlw) =uwwm =(1 0 —i 0) |=2
0

7
Uz = V2 — (12U = Vg2 — U1 =

2

POl = o

1
0
1
0

|
—
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U3 = V3 — (j3u] — QipzUg,

(w1]vs)
0 —t =
w7 " ()
0
—1
(uilvs) =uyvy=(1 0 —i 0) 1] =
1
( )=2
a13 = 5
(uz]vs)
0 —t =
uy # Q23 ()
0
i —1
(uzvs) =uy'vg = (-3 1 ; 1) 1=
1
5
- ]--_-1=_-=2
2 .
A
(ugluz) =uyug = (-5 1 % -1) 1 = -
5 2
-1
gz = —1
Uz = V3 — ;3u; — Gzl =
7
= V3 — 5111 + ug = |
0 1 i 0
-1 v (0 1 0
S R I I 0
1 0 -1 0
Uy = V4 — (rj4u1 — QiU — (r34U3
(1]va)
0 —t =
u; # a4 (m[my)
0
(mlva) =ufvi=(1 0 —i 0)[{|=0
7
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0
H i 1 0 .
(uzlvy) =uyvy=(-5 1 5 —-1) 0] =7
i
AN
(u2|uQ):u§IuQ:(—% 11 -1) 1] =5
2
-1
2.
— (124:—51
us; =0 — a34=0 per def.
U4 = V4 — (i24U2 =
+2i
=V —Uo =
4t Fu |
0 3 -1
0 2 1 1 24
“lo) 5| 2|75
i -1 3i
1 ? 0 ;;
Dunque ¢ u; = (z) ;Ug = 1 |sus= 8 ,U4=% Z,Z ¢ un insieme di
2
0 -1 0 3i

generatori ortogonale di V.

Costruiamo una base ortogonale di V togliendo dall’insieme di generatori
ortogonale di V' trovato al punto gli eventuali u; nulli. In questo caso poniamo:

1 % -1
W, =u; = 0 Wy = U 1 w u 1 2i
t=w =1 2 =U2 = % ) 3= W =g p
0 -1 3i
1 % -1
e 0 1 1| 2 N .
L’insieme { wi = ; T Wy = 1 [W3 = ; € una base ortogonale di V.
2
0 -1 37

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata

al punto , ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per
la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di wi, wo, ws :
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[will2 = /(ui1]ur) = V2
[wall2 = v/(uz]uz) = 1/5/2

—1
1 . 1 21 V15
[wsllz2 = v/(usfuy) = ,/ufu = 5 (-1 =2 —i —3i) 5 ZZ = 5
3t
Allora B = {Hv‘:’lng; Hv‘:/?\\g; Hv:V:Ha }, dove
1 7 -1
wi 1 (0 wp 1 |2 wz 1 2
[willz V2 | |7 fwallz vio | 1 )7 wslla Vi5| @ |’
0 —2 31

¢ una base ortonormale di V.
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ESERCIZIO TIPO 20

Si trovino una decomposizione QgRg-non-normalizzata ed una decomposizione QR-
normalizzata per la matrice

A= i —1 =2t 0
-1 - 2 0
Poniamo
1 1 —2 93
Vi1 = ) 5 Vo = -1 5 Vg = —21 5 Vg = 0
-1 —1 2 0

e applichiamo ’algoritmo di Gram-Schimdt a {v1, va,vs, va}.

Otterremo 4 vettori, uj, uz, usg, ug. Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in
tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di Gauss U di A: le eventuali
colonne libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

1 i =2 9 , 1 4 -2 9% , 1 i -2 %
A — i -1 -2 0 M 00 0 9 M, 00 0 1]|=
-1 - 2 0 00 0 9 00 0 O

Poiché U ha come colonne libere la 2¢ e la 3%, allora applicando ’algoritmo di Gram-
Schimdt a {v1,va, vs, va4} otterremo uz = 0 = us.

1
u1 = Vl e Z
-1
u
Uz = Vg — (¥12U1, up 7é 0 . Q1o = ( 1|V2)
(ug|uy)

(U1|V2)ZU1HV2=(1 —1 —1) -1 :Z+Z+Z:3Z

(U1|U1)ZU1HU1=(1 —1 —1) ) =141+1=3

— [cazw=t
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Uz = V2 — (U1 =

=V2—iulz

ug = vg — (;j3u; — Ge3uz,

(u1]vs)
0 —t =

uj 75 13 (u1|u1)
—2

(up|vs) =wfva=(1 —i —-1)| -2 |=-2-2-2=-6
2

- ‘(1132—6/3:—2‘
-0 —
ug = vz — (j3u1 — Qe3lz =
=v3 + 2111 =
—2 1
= -2i | +2 ) =|0=ug
2 -1
Ugq = V4 — (rj4Uu1 — (QiogU2 — (3413,
(u1|va)
0 —t =

uy # a4 (ta )
9

(U1|V4) = ulHV4 = (1 —1 —1) 0 =%
0

— a1 =9i/3=3i

w0 —
w0 —

Uyg = Vg — 3iu1 =

9i 1 6i
=lo|-3i|i|=|[3]=w
0 -1 3i

Poniamo

1 0 0 6i
Qo=(u; uz uz ug)=1| ¢ 0 0 3
-1 0 0 3i



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2008/09, GEMMA PARMEGGIAK3

1 Q12 (13 (14 1 1 -2 3

R, — 0 1 Q23 Qo4 o 0 1 0 0
°“f{o 0o 1 amu] |00 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

A = QoRy ¢ una decomposizione QgRg-non-normalizzata per A.

Sia Q1 la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo
tutte le (eventuali) colonne nulle di Qp. In questo caso Qo ha due colonne nulle, la 2¢
e la 3%, quindi

1 6¢
Qi=(u1 uwg)=1| 37 3
-1 3

Sia Rq la matrice che si ottiene dalla matrice Ro, ottenuta al punto (2), togliendo le
righe di Rg che corrispondono alle colonne che sono state tolte da Qg per ottenere Qj.
In questo caso, poiche per ottenere Qi sono state tolte da Qg la 2% e la 3% colonna,
allora per ottenere R; si toglie da Ry la 2% e la 3% riga. Dunque

1 i -2 3
Rl_(o 0 0 1)'

Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma euclidea delle
colonne di Q; (ossia delle colonne non nulle di Qg), e calcoliamo DL,

Poiche

[u]l2 = /(uzfur) = V3,

617
||U4||2=\/(U4|U4)=\/U4HU4: (—61 3 —32) 3 :\/36+9+9:\/5_4,
31
allora
po (lmllz 0 \_(v3 0
0 [ludll2 0 Vi)
Quindi
L 0
D‘1:<\6§ L)
NG
Poniamo
1 6 .
1 6\ /L Vi Vet
_ 54 N 29
! 3 Vel '
R_DR_\/E 0 1 i =2 3\ _ (V3 V3i —2V3 33
Lo vee)\o oo oo —\o 0 NG

Allora A = QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A.
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ESERCIZIO TIPO 21

i 1 i
. . . 3 . 0 1
Si calcoli la proiezione ortogonale del vettore v = 1 sul sottospazio U = ( il o
4 0 -1
di C*.
Troviamo una base ortonormale di U. Dall’ESERCIZIO TIPO 19 otteniamo che
1 i -1
wo WL oy e w1 2 e w12
S ST PRV R I P PRRVATON W S [T PRS-
0 —2 3i
¢ una base ortonormale di U.
i
La proiezione ortogonale di v = 515 suU e
4
Py(v) = (aj|v)uj + (uz|v)us + (uz|v)u;
dove
i
1 3 1
ujlv)=(uj)"v=—(1 0 — 0 =—((—1)=0
(uifv) = (uy) \/5( ) I 2( )
4
i
(u*|v)—(u*)Hv—L(—z 2 1 -2) 3 —L(1+6—|—1—8)—O
2 2 V10 1 10
4
i
1 3 1 . L ) 20 .
uz|v) =(u3)"'v=—(-1 -2t — =3¢ =—(-1—-6i—1—12]) = ——= -1
4
Quindi
-1 -1 —i
Pu(v) 20 ., 201'1 2 20Z 24 4| -2
V)= —— -1 — . _ . —_— . . .
v Vi T 15 Vi | i 15 i 3| -1
3i 3i -3

= O O O
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ESERCIZIO TIPO 22

z z 1 0
sinA(z)= | ) 1 0. | dovezec
111 o0

Si dica per quali z € C la matrice A(z) & non singolare.

A(z) & non singolare se e solo se Det(A(z)) # 0. Calcoliamo dunque Det(A(z)).

z Zz 0
Det(A(2)) = (=1)*TDet | 1 1 z—i | =
sviluppato rispetto 11 0

alla 2¢ riga

= (s A\ (_1)2+3 z Z\ _
n (z —1i)(—1) Det(1 1)
sviluppato rispetto
alla 3% colonna

=(z-9)(E-2)

Quindi A(z) ¢ non singolare se e solo se (z —i)(z — z) # 0.

Si osservi che (z —i)(z —Z) = 0se esolose o z—4 =0, e quindi 2 = 4, oppure
z—2z =0, e quindi z = Z. Poiche

2=z <= z€eR,

allora,

Det(A(z)) =0 <= zeRU{i}
e quindi

Det(A(z)) #0 < z¢ RU{i}.
Concludendo

A(z) e non singolare < z¢ RU/{i}.
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ESERCIZI PER CASA 1

Quanti sono i numeri complessi z tali che |z] =17

Siano z; =1 —1¢ e 29 = —v/3 — 4. Si scrivano 21—1 =1/z1 € 22_1 = 1/2 sia in
forma algebrica che in forma trigonometrica.

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se e scalare, diagonale, triangolare
superiore, triangolare inferiore o nessuna delle precedenti:

2

2 0 5 0 0 50 0 2.0 0
020,( gg),(ggg),ooo,55o,05o,
2 0 2 00 5 5 0 2 00 5

5 0 0 5

05 0], (o0

00 5 0

MR, Qoo @O
gt O Ot

0 4 2
2 1 0 2 1
-3 ,B—(4 o _3>,C_(0 1>eD_ 1 0

Siano A =
—2
Si calcoli B(DC — 2A) + 4C.

Sia A = ((1) i) Si trovino tutte le matrici reali B = (i g) tali che AB =
A.

B
@ Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A2 = I,.

Siano A una matrice reale 2 X n non nulla in cui la prima riga e il triplo della

seconda. Si trovino tutte le matrici reali diagonali D tali che DA abbia tutte le righe
uguali.

2-3i 1+i 3+ 5i
(8] Siano A = 0 i |, B=(2 1+4i), C= 6 |, D=
1—i 1 22

T4+i 243i
3—2i 0 '
(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la
H-trasposta.

(b) Si calcoli (AHC +4iBT)B + (1 + 3i{)D*.

@ Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, her-
mitiana, anti-hermitiana o nessuna delle precedenti:

2 2+ 3i 2 2+ 3i 0 2+ 3i 0 2+ 3i 2
2—3i 3 "\ 2+ 3 3 "\ -2+ 30 0 "\ -2-3i 0 "\ 1
2 3
1 0
Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa

A= (2 ;— ! 1__21> e della sua H-trasposta A™.
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ESERCIZI PER CASA 2

SiaveR".

(a) Si provi che la somma degli elementi della diagonale principale della matrice
quadrata vv? di ordine n ¢ il numero a = vTv.

(b) Si provi che (vv1)? = avvT.
(¢) Si provi che se vvT ¢ una matrice scalare non nulla, allora n = 1 (suggerimento:
si supponga vv’ = GI,, con 8 # 0, e si deduca da (b) che allora 3 = a, per cui da (a)

Siano B una matrice quadrata di ordine n — 1 e v, w vettori colonna con n — 1

a | VT
coordinate tali che vI'w = 0. Si consideri la matrice a blocchi A = | ———1,
w | B
0 a
dove a € R. Si provi che se A | — | = O, allora la prima colonna di A2 ¢ a
W W
2 -2 4 0 3 -9
SiamoA=[3 -3 9 6 |eB=/[-2 6 |.Sitrovino forme ridotte di
3 -3 3 -6 4 8
Gauss per A e B.
21 0 —2i  2ia
[4]Sia A(@ =1 a®+4 0 o«

, dove a € C. Per ogni a € C si
2 22248 0 4da

trovi una forma ridotta di Gauss U(«) per A(«) e si dica quali sono le colonne dominanti
e quali sono le colonne libere di U(a).
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ESERCIZI PER CASA 3

Si risolva il sistema lineare Ax = b dove

3 -3 9 6 6
A=|1 -1 7 4 e b=1[4
1 -1 3 2 2

Si risolva il sistema lineare A(a)x = b(a) dipendente dal parametro complesso
«a dove

1 a—1 0 a—1

_ 0 1 0 . a?+1
Ale) = 1 a—i  a+ti e bla)= 2a
—a—i —a?-1 0 0

SiaA: (BZ—Z 7_1|_Z>. Si calcoli A~1.

Si dica per quali o € C la matrice A(a) = (oz_;iz a; !

tali a, si trovi Pinversa di A(«).

> € non singolare. Per

dove a € R. Per quegli o € R per cui A(a) & non

Sia  A(a) =

singolare, si calcoli A(«

1 «
1 1],
2 1

- © 0 0

—1

@ Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) (3)> .

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

S =N
w o =
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ESERCIZI PER CASA 4

1 0 0 O
. . 0 1 0 O . - .
Si scriva la matrice T = 6 0 3 o |come prodotto di matrici elementari.
-1 0 2 -1

(a) Si scriva esplicitamente la matrice 4 x 4 A = E2(2)E32(7)Es( — 2).

(b) Si scrivano A~ ed AT come prodotti di matrici elementari.

a+l o?4+a —-a’®—-a
Sia  A(a) = 3 %o —2a+2 |, doveac€eR.
20 2a%2+4+1 —-2a%2+«

(a) Per quegli « € R per cui ¢ possibile, si trovi una decomposizione A(x) =
L(a)U(a), scrivendo anche L(a) come prodotto di matrici elementari.

(b) Per quegli o € R per cui esiste una decomposizione A(«a) = L(a)U(«), si trovi
una decomposizione a rango pieno A(a) = Lo(a)Ug(a).

1 2 -1 3 00 2 4
24 =27 1 1 0 1
[4]SianoA=]1 3 0 1 |eB=
0 3 6 3
24 -2 00 1 2
01 3 —4

(a) Si trovino decomposizioni PTLU per A e per B.

(b) Si trovino decomposizioni a rango pieno per A e per B.
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ESERCIZI PER CASA 5

Sia W = {A € M,,(C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse)
di ordine n. Si provi che W ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate
(complesse) di ordine n.

Sia W = {A € M,(C)|A = —A} l'insieme delle matrici anti-hermitiane (com-
plesse) di ordine n. Si provi che W non & un sottospazio dello spazio vettoriale delle
matrici quadrate (complesse) di ordine n.

Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V'
¢ un sottospazio vettoriale di V:

0 0 0 a a—2
S = 0 1Sy = 01];[1 1S3 = 0]l]a,beR };S, = 0 la,be R
0 0 0 b b
a a—2 0
S5 = a—b |]a,beR ;86 = 0 laeR 3;S; = alleeR
0 a+1 a

Sia W = {(_0& 8) la € ]R} Iinsieme delle matrici reali anti-simmetriche di

ordine 2.
1. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R).

2. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di M2 (R) ¢ un insieme di generatori per W:

@ {(): (% e {5 )6 D e {5 D)

1 3 1
Sidicase S = qvi=|—-1];vo=1| -4 ];vs=1[ 2 € un insieme di
2 8 —4

generatori di R3.

@ Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
vi=|4];ve=1[6];vy3=| —1 , ws=\|4]|;wo=|0];ws=|—-11];
0 2 1 0 2 1

Siano V' uno spazio vettoriale ed & = {vi;va;vs} un insieme linearmente in-
dipendente di vettori di V.

Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:
(1) 81 ={ve+v3;vi+ vz vi+vay+vs},
(2) Sz ={vi—2v3;vi+Vva;va+2vs}.
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ESERCIZI PER CASA 6

Si trovi una base di R? contenuta nel seguente insieme di generatori di R3:

1 -3 2 0 1
vi=|—-1];ve= 3 ls5vy=(0];va=1[0];v5=1]0
0 0 1 0 1

Sia W l’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

S~ (0 2N 4 (2 3\ ~ (1 1\ ~ (1 0O\ ~ (0 O\ ~ _
for=(¢ om(t Den(t e (t Do (t 2

€ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.

Qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche
?

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € My (C), definisce un’applicazione
lineare da My (C) in Mo (C): fi(A) = AAT, fo(A) = A—15, f3(A) = 2A, f1(A) = A? e
quale delle seguenti posizioni, al variare di A € M»(C), definisce un’applicazione lineare
da MQ(C) in CQI gl(A) = Ael, gg(A) = Ae1 + eq.

Sia A una matrice complessa 2 x 2 tale che A% = A.

(a) Si provi che C(A —I2) C N(A).

(b) Si provi che se inoltre O # A # I allora C(A — I3) = N(A).

@ Siano A una matrice complessa m x n ed fa : C* — C™ 'applicazione lineare

indotta da A. Si provi che fa € iniettiva se e solo se A ha un’inversa sinistra.

1 2 0 3
SiaA, =11 a+2 a «a+2 |.Perognia e Csitrovi una base dello spazio
2 4 0 a+6
nullo N(A,) di A,.

2 0 0 2

. 0 « 0 2
S1a A, = 4 a—1 0 4| dove a € C.

0 2 da—6 0

Per ogni v € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base
Do di R(Ay).
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ESERCIZI PER CASA 7

[1]Sia f: R? — My(R) definita da f({ 7 ))=( atb)
b a—>b b
(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

1 1 0 1 0 1 0 0 20
s={():G)p e 2= {0 a) () 00 )]
su dominio e codominio rispettivamente.

Siano

1 2 1 1 0 2
B={{1]:[1];]1 e B=L(o]:;l1]:(1
0 1 1 1 1 1

(1) Si provi che B e B’ sono due basi ordinate di R3.
(2) Si calcolino le matrici di passaggio Mg da B aBe Mg da B a B

2 1
SiaA=| 0 6 | lamatrice associata ad un’applicazione lineare f : R? — R3
-1 -2

1 1
. oo 1 -1
rispetto alle basi ordinate B = {vlz (1>;V2: ( 1 >}eD: wi=\|1];wo=1{0
0 1
su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f

1 1
rispetto alle basi ordinate B = {v’l = (3) [Vh = (g) } eD'=qwi=(0];wh=| -1
0 0

su dominio e codominio rispettivamente.

Siano z = (Z) ed S = {x € R? | |x— 2l < 1}. Si provi che esistono

Xg,x1 € S tali che
[xoll2 < [x[l2 < [xill2 per ognix €S,

e si calcolino ||xg||2 € ||x1]|2-

a
Si verifichi che ¢ : C* — Rx definita da ¢([ b |) = |2a—b| +|a+ c| + |ib| & una

Cc
norma.
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ESERCIZI PER CASA 8

Sia V = M,(C). Sia (‘') : V x V — C definito da
a1 a by b !

1 2 1 02 _ —

(<CL3 a4>|<b3 b4>)—zlazb1-

(a) Si verifichi che (") & un prodotto interno.
) e 12.
1 1

1
(¢) Sia W = <(1 O>> Si determini W+ in V.

(an) §|H

(b) Si determini ’angolo « tra A = ( 1
V2

Sia ||| : M2(C) — R>¢ la norma indotta dal prodotto interno (*|") : Ma(C) x

1 1 H
147 —2+3¢ '

M5(C) — C definito nell’esercizio precedente. Si calcoli

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

i -1 1 0
-1 —i 0 0
V - < Z ’ _1 ) 1 ’ 21 >
-1 —i 0 0
2i i 8i
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = gz sul sottospazio U = ( (1) ; —Oz ;
10 0 1

di C*.

Si trovi una base di V* nei seguenti casi:

<
Il
—~
<
}/
<
Il
—~
S = S,
OO R
—_ oo
~
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ESERCIZI PER CASA 9

Si trovino una decomposizione QoRo-non-normalizzata ed una decomposizione
1 -5 3 -3
QR-normalizzata per la matrice A = 0 0 1 -5
-1 5 -1 -1

Siano 0 # v € R™ ed a € R. Si trovino una decomposizione QyRg-non-
normalizzata ed una decomposizione QR-normalizzata della matrice A(a) = (v av).

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

o 1 0 1 oie 011
A= 2 1+i 3], B=[-11 2 |, Cc=
7 1 1 7 1 R 0.
1 1 0 142
2 0 0 1
Sia Aa) = 0 «a 0 ! dove « € R. Si dica per quali « € R
4 a-—1 0 1]’
0 2 3a—1 1

si ha che A(«a) & non singolare (sugg.: si calcoli il determinante Det(A («)) di A(a)).



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2008/09, GEMMA PARMEGGIAKR3

Svolgimento degli Esercizi per casa 1

Quanti sono i numeri complessi z tali che |z] =17

Un numero complesso z ha modulo uguale ad 1 se e solo se € rappresentato nel
piano di Gauss da un punto che dista 1 dall’origine degli assi, ossia da un punto sulla
circonferenza di centro O e raggio 1. Poiche i punti su una circonferenza sono infiniti, e
a punti distinti nel piano di Gauss corrispondono numeri complessi distinti, sono infiniti
i numeri complessi z tali che |z] = 1.

Siano z; =1 —1¢ e 29 = —v/3 — 4. Si scrivano 21—1 =1/z1 € 22_1 = 1/2 sia in
forma algebrica che in forma trigonometrica.

Sia w; = 2; . Allora

LI SN S C S S AU S
e T T 1= 1+i 12— 141 22

e w; = 3+ %i ¢ la forma algebrica di wi: a1 = 1/2 e by = 1/2 sono la parte reale e la
parte immaginaria di w;. La forma trigonometrica di wy ¢ wy = |w|(cos ay + isinay),

dove 3
/1 1 2 2
|w1|=\/a%+b%= Z+Z:\/;:7

1 2
3 + 51’ =w; = |wi|(cos a1 +isinay) = g(cosozl +isinaq) :

ed oy si ottiene da

g cosay = cosay =

N[

E a1=E—|—2k7rperk€Z.
V2 4

o 1 < —
Tbmoq— 5 Sl o) =

dfa o

Dunque la forma trigonometrica di wy € wy = TQ(COS T Fisin ).

Analogamente, sia wy = 25 L Allora
1 1 1 —VB+i  —VB4+i —VB+i VB 1

=24

% VB-i VB—i B+i (VBP-2 3+l 4 4

wo =

e wy = —¥2+1i¢laforma algebrica di wo: az = —v/3/4 e by = 1/4 sono la parte reale e
la parte immaginaria di wy. La forma trigonometrica di wg & wy = |wa|(cos ag+i sin ag),
ed oy si ottiene da

dove
3 1 11
_ 2 2 /2 L _ /& _ 1
wal =\fa3 +05 =1/ {6+ 15 =\ 15 = 3
V3 o1

1
-1 + Zi = wy = |wa|(cosag + isinay) = §(cosoz2 +isinag):
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S
ol

%cosa2:—4 cos g = — 5
== = g = =7+ 2kw per k € Z.

lsina, =1 sin g = 6
2 2= 1 2=

N [=

Dunque la forma trigonometrica di wy & wy = 3(cos 37 + isin 3).

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se e scalare, diagonale, triangolare
superiore, triangolare inferiore o nessuna delle precedenti:

nessuna delle precedenti:

7N
S ut
N O
o O
"
7N
S ut
(&) W)
o O
"

2 0 2 5 0 0 5 0 0 2 00
020’(838)’(828)’000’550’050’
2 0 2 0 0 5 5 0 2 0 0 5
5 0 0 5 0 5
0 50,10 5 0
0 0 5 0 0 5
5 0 0
scalari: 0 5 0
0 0 5
5 0 0 2 0 0 5 0 0
diagonali: 0O 0 0],1]0 5 01,10 5 0
0 0 5 0 0 5 0 0 5
5 0 0 5 0 5 2 0 0 5 0 0
triang. sup.: 0O 0 0],170 5 0}),{0 5 0],{0 5 0
0 0 5 0 0 5 0 0 5 0 0 5
5 0 0 5 0 0 2 0 0 5 0 0
triang. inf.: 0 00,15 5 0}),{0 5 0],{0 5 0
0 0 5 5 0 2 0 0 5 0 0 5
2 0 2
0 2 0
2 0 2

6 0 4 2
[4]SianoA=(1 -3]|,B 210 e (2 Nep=[ 1 o
5 o 4 -2 -3 0 1

Si calcoli B(DC — 2A) + 4C.
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(3 )=

4 2 9 1 4x2+2x0 4x14+2x1
DC = 1 0 (0 1>= 1x2+0x0 1x1+0x1 =
-1 =2 (—1) x2+(=2)x0 (-1)x1+4+(-2)x1
8+0 442 8 6
=| 2+0 140 | =1 2 1
240 —-1-2 -2 -3
6 0 -12 0
—2A=-2|1 3= -2 6
2 -2 -4 4
8 6 -12 0 -4 6
DC-2A=| 2 11+ -2 6= 0 7
-2 -3 -4 4 —6 1
0 4 6
B(DC—ZA):( 3> 7| =
—6 1
C(2x(-4)+1x04+0x(—6) 2x6+1x74+0x1
T4 x(—4)—2x0-3x(—6) 4x6-2x7-3x1

)
)
~8+0+0  12+47+0 -8 19
( 16+0+18 24— 14— 3) ( )

-8 19 8 4 0 23
swo-aarsic=(F ) (3 )= (0 )

. Sla A = (0 i) Si trovino tutte le matrici reali B = (i g) tali che AB =

BA

Sia B = (i g) una matrice reale 2 x 2. Poiche

(11 r y\_ [(r+z y+t
as= (g ) (2 )=(" )

(T oy 11\ [z z+4+y
Ba- (2 7) (0 1)- (1 20Y).

r+z==x
+t=x+ z=0
la condizione AB = BA equivale a { 7 z—z’ Y ossia a
N t=ux

t=z+1
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Dunque le matrici 2 x 2 reali B tali che AB = BA sono tutte e sole le matrici del
tipo

B= ((x) g) , dove z,yeR.
@ Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A2 = I,.
Sia A una matrice reale 2 x 2 triangolare superiore. Dunque A = (a; ‘Z), con

0
Az (= v (r v)_ 2 zy+yz
0 =z 0 =z 0 22 ’

x,y, z € R. Poiche

allora
2 =1
A?=1, <« 22 =1
ylx+2)=0

Dalle prime due equazioni si ottiene che z,z € {1, —1}.

Se z = —x (ossia se {z,z} = {1,—1}), l'ultima equazione ¢ soddisfatta per ogni
valore di y. Si ottengono cosi le famiglie di matrici

1y -1 y
(0 5)- (3 1)wer

Se z # —x (per cui 2 = ¢ = 1 oppure z = ¢ = —1), dall’ultima equazione si deduce,
dividendo ambo i membri per x + z # 0, che y = 0. Si ottengono cosi le due matrici

10 -1 0
0o 1)\ o -1/

Siano A una matrice reale 2 X n non nulla in cui la prima riga e il triplo della
seconda. Si trovino tutte le matrici reali diagonali D tali che DA abbia tutte le righe
uguali.

Poiché A ha due righe ed esiste DA, allora D ha due colonne. Quindi, essendo D
dy

0 d > per opportuni numeri reali d; e ds.
2

diagonale reale, ¢ D = (

Dalla condizione che la prima riga di A ¢ il triplo della seconda segue che se r’ & la

T
seconda riga di A (quindi un vettore riga con n coordinate), allora A = (B:T >, per

_ dl 0 3I‘T o 3d11‘T
pa= (5 o) ()= (T ).

A questo punto la condizione che DA abbia le righe uguali comporta che 3d;r” = dor?.

cui

Se fosse r” = 07 non potremmo trarre alcuna conclusione su d; e dy. Ma r’ # 07,
altrimenti entrambe le righe di A sarebbero nulle, mentre A e supposta non nulla. Ora

3d11‘T = dQI‘T
— 3d, = dg,
rT £ 07
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d 0

per cui ogni matrice D = ( 0 3d

> con d numero reale e soluzione del nostro problema.

2-3i 1+i 3+ 5i
(8] Siano A = 0 i |, B=(2 1+4i), C= 6 |, D=
1—i 1 22

T4+i 2430
3—2i 0 '
(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la

H-trasposta.
(b) Si calcoli (AHC +4iBT)B + (1 + 3i{)D*.

. 23 0 1—i - 2430 1-d " 243 0 14i
At = 14i i 1 A= 0 —i A" = 10 i 1
(2 1 1—|—Z 1 (2 1
2 _ 2
T _ _ . H _
B7 — (1+i> B= (2 1-1i) B (1_i>
B 350
CT= (3+5 6 2-2i) C= 6 CHl= (3-5 6 2+2i)
242
T4i 32 _ T-i 2-3 T—i 3+2
T _ _ H __
b = (2+3i 0 > b= (3+2i 0 > b™ = (2—3i 0 >

(AC +iB")B + (1 + 3i))D¥ =

. \ [3-5i . .
(243 0 144 2 . N T—1 342\
_((1—1' —i1 > 2fzi +Z(1+i>)(2 1_”””32)(2—31' 0 >_

(24 30)(3 — 5i) + (1+4)(2 + 2i) 2 . (1+30)(7—4) (L+30)3+20)\ _
_(( (1—4)(3 — 5i) — 6i + 2+ 2i >+(i(1+i)>)(2 1_”+((1+3i)(2—3z') 0 >_

_(64+99—-100+15+2+ 21 +2¢— 2 n 2 )2 1—i)+ T+2li—i4+3 3+9+2i—-6)
N 3—-31—51—-5—-61+2+2¢ -1+ ! 2+6i—31+9 0 B

(2143 2i (104200 —3 4110\
_(( ~12i >+(—1+i>)(2 1_Z)+(11+3i 0 >_

(21450 (104200 —3+11i\
_(—1—111')(2 1_Z)+(11+3i 0 >_
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_ ( 2021 +5i) (214 5i)(1 — ) ) (10+20i —3+11i>
2(—1—113) (=1 —11i)(1 — i) 11+ 3 0

(424100 21+50—21i+5 104200 —3+110\
T\ —2-227 —-1-11i+:¢-11 114 3¢ 0 B

(42+10i 26 — 161 > (10+20i —3+11i>

. 524300 23 —5¢
—2—-227 —12—-10¢ 114 3¢ 0

9-19¢ —-12-10:

@ Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, her-
mitiana, anti-hermitiana o nessuna delle precedenti:

2 2+ 31 2 2+ 31 0 2431 0 2431 2 1
2-31 3 "\ 2+ 3¢ 3 "\ -2+ 3¢ 0 "\ —2-3¢ 0 "\1 3

(i 0)

simmetriche: ( 2 2+ 3i> | (2 1)
243 3 1 3
anti-simmetriche: ( » 0_ . 2 "(‘) 31 >
hermitiane: (2 _2 N 2 ‘; 3i> ’ (? ;)
anti-hermitiane: ( _23_ 5 2 ‘|(') 3i >

nessuna delle precedenti: (? 8)

Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa

A= (2 ;— ! 1__21> e della sua H-trasposta A™.

2—1 3
-2 141

A+AT 1 (24 -2 2—i 3 1/4 1 2 3
B=" _5(( 3 1—i>+(—2 1+i>)_§(1 2)‘(% 1)

e la parte anti-hermitiana di A ¢

C_A—AH_ 244 -2\ (2-i 3 )_1 2i -5\ _ (i -5
o2 31— -2 1+3)7 2\5 =2i) \2 —i)"
Dunque A=B+C con Bf =Be ClH = —C.

Troviamo ora la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana di A¥. Facendo la
H-trasposta di A = B + C si ottiene

Poiche A = ( >, la parte hermitiana di A e

AT =B+C)f =B + C” =B+ (-0),
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e poiche Bf = B (ossia B ¢ hermitiana) e (—C)f = —CH = —(—C) (ossia —C ¢
anti-hermitiana), allora B ¢ la parte hermitiana di A” e —C ¢ la parte anti-hermitiana
di AH,

Svolgimento degli Esercizi per casa 2

SiaveR".

(a) Si provi che la somma degli elementi della diagonale principale della matrice

quadrata vv? di ordine n ¢ il numero a = vTv.

(b) Si provi che (vvT)? = avv’.

(¢) Si provi che se vv? & una matrice scalare non nulla, allora n = 1 (suggerimento:
si supponga vv’ = BI,, con 8 # 0, e si deduca da (b) che allora 3 = a, per cui da (a)

U1
. . U2 o . T .
(a) Siano vy, ve, ..., v, € R tali che v = . |. Calcolando esplicitamente vv' si
Un
ottiene:
v v\ L v 2
1 1 1 vy ViV2 ... V1Un
2
r | V2 V2 e v vz o vauy
Vv = . . = (v v o w,) =
VpU1  Un v2
Un Un Un n Ul nv2 .. n

La somma degli elementi della diagonale principale di vv” &

U1
2., .2 2 T
viHvs+-tu=(v1 vy ... v)| . | =viv=a
Un

b) (vvI)?2 = (vwwh)(vwl) = v(vIv)vT = vav? = avvT.

(¢) Si supponga che vv” sia una matrice scalare non nulla, e sia 0 # 3 € R tale che
vv! = pL,. Allora

AL, = (BL)(BL,) = (BL.)* - = W= aw’ = aplLy,
T (b)

BI,=vv vvT =1,

da cui si ricava (3% —af)I,, = O, e quindi 3? — a8 = 0. Essendo 3 # 0, si ottiene 8 = a,
e quindi
vvl =al, ed a #0.

Siccome la somma degli elementi della diagonale principale di vv” &, per il punto (a),
uguale al numero a, e la somma degli elementi della diagonale principale di al,, € na, si
ottiene a = na e quindi (n — 1)a = 0. Essendo a # 0, allora n — 1 = 0, oossia n = 1.
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Siano B una matrice quadrata di ordine n — 1 e v, w vettori colonna con n — 1

a | VT
coordinate tali che vI'w = 0. Si consideri la matrice a blocchi A = | — | ——— |,
w | B
0 a
dove a € R. Si provi che se A [ — | = O, allora la prima colonna di A2¢a | —
W W
Calcolando il prodotto a blocchi
a | VT a | VT a2 +v'w | avT4+v'B
L I e e e e | -
w | B w | B wa+Bw | wvl +B?
a® +viw
si ottiene che la prima colonna di A2 ¢ | — — — — —— . Essendo per ipotesi vi'w = 0,
wa + Bw
a2
ed essendo wa = aw perche a & uno scalare, la prima colonna di A2 ¢ [ — — — — ——
aw + Bw
Calcolando il prodotto a blocchi
0 a | VT 0 viw
A_ — = — | _— = — = _— = s
w w o B w Bw
0 0
daA| — | = — | siricava che Bw = 0. Dunque la prima colonna di A? &
w 0
a? a? a
______ = - | =al =
aw + Bw aw w
2 -2 4 0 3 -9
Siano A= (3 -3 9 6 |eB=[-2 6 |. Sitrovino forme ridotte di
3 -3 3 -6 4 8

Gauss per A e B.

Facendo un’eliminazione di Gauss su A si ottiene:

2 -2 4 0 5 -1 2 0
A—=|3 -3 9 ¢ 31(—3)E21(—3)E1(1/2) 0 0 3 6 _
3 -3 3 —6 O 0 -3 -6
E32(3) E2(1/3) L -1 2
0 1
0 0
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ed U; € una forma ridotta di Gauss per A.

Facendo un’eliminazione di Gauss su B si ottiene:

3 -9 1 3 1 -3
B=|-2 6 EaCOEa®BUS L [ o Blfs g 1 | =,
4 8 0 20 0
ed U, € una forma ridotta di Gauss per B.
24 0 —2i 2«
Sia Al@)=|1 a*4+4 0 «a |, doveac C. Perogniac Csi

2 22°4+8 0 4da
trovi una forma ridotta di Gauss U(«) per A(«) e si dica quali sono le colonne dominanti
e quali sono le colonne libere di U(a).

Facciamo un’eliminazione di Gauss su A(q):

2i 0 -2 2 1 0 -1 «

E31(—2)E21 (—1)E (— 44
Ala)=1| 1 a?+4 0 « 21(22) B (ZDE (57 0 o244 1 0
2 2a°+8 0 4o 0 22248 2 2a

1°CASO| a?+4+#0 ossia a # 2i ed o # —2i.

1 0 -1 « E. (—2a2—8)E (;) 1 0 -1 «
Bla)=[0 o2+4 1 0 ~ LA 1 1/(a®+4) 0 |=
0 20%+8 2 20 00 0 20

1° sottocaso del 1° caso‘ a#2i, a# -2, a0

10 -1 a Bt 2o 10 -1 a
Cla)=(0 1 1/(c®>+4) 0 o 0 1 1/(a2+4) 0 | =U(a)
0 0 0 2 0 0 0 1

U(a) & una forma ridotta di Gauss per A(a), le colonne dominanti sono la 1%, la 2% e
la 4%, 'unica colonna libera e la 3¢.
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1 0 -1 0
2°  sottocaso del 1° caso‘ a=0 C)=(0 1 1/4 0] =U(0)
00 0 O

¢ una forma ridotta di Gauss per A(0), le colonne dominanti sono la 1% e la 2%, quelle
libere la 3% e la 4°.

2°CASO| a?+4 =0 ossia o = 2i oppure o = —24i.

1 0 -1 « Esa(—2) 1 0 -1 « Es(1/20) (at0) 1 0 -1
Ba)={0 0 1 0 2 00 1 0 e e 00 1
0 0 2 2« 0 0 0 2 0 0 0
U(a) ¢ una forma ridotta di Gauss per A(a), le colonne dominanti sono la 1%, la 3% e
la 4%, I'unica colonna libera ¢ la 2°.
Svolgimento degli Esercizi per casa 3
Si risolva il sistema lineare Ax = b dove
3 -3 9 6 6
A=|1 -1 7 4 e b=1[4
1 -1 3 2 2
Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.
3 -3 9 6 6
(A | b)=[1 -1 7 4 } g | B CDEaCDEG)
1 -1 3 2 | 2
1 -1 3 2 | 2 b 1 -1 3 2 | 2
-0 0 4 2 | 2 st 0 0 13 | Lt]=(Uu | a)
0 0 00 ] O 0 0 0 0 | O

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d che ¢ una forma compatta per

] —To+3x3+2x4 =
(%) 2yt 1 -
3 2x4 -

NI= DN

Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere, Ux = d ha 0o? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2¢
e la 4%) e con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xQZh
x4:k
1 1 1 1
x3:—§x4—|—§:—§k—|—§
1 1 1 1
xl=x2—3x3—2x4+2=h—3(—§k+§)—2k—|—2=h—§/€—|—§
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L’insieme delle soluzioni del sistema Ux = d ( e quindi 'insieme delle soluzioni del
sistema Ax = b) ¢

h—sk+

le

1
2

lh,keC

wIH
N

h
kol
k

Si risolva il sistema lineare A(a)x = b(a) dipendente dal parametro complesso
«a dove

1 a—1 0 a—1
_ 0 1 0 o?+1 4
Afa) = 1 a—1 a+1i ¢ b(a) = 2a¢ €C.
—a—1i —a?-1 0 0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 a—1 0 | a—i
[ o 1 0 | a®+1 Bai(at4) By (—1)
(Afa) | b)) = 1 a—i  a+i | 20¢
—a—i —a®’—-1 0 | 0
1 a=—i 0 | a—i
0 1 0 | a?+1)|
“lo 0 ati | a+i | T (BE@ [ ).
0 0 0 | a?+1
1 -2 0 | —2
5 . . 0o 1 0] o0 |,
1" CASO o= —i (B(—1i) (0 0 0| 0 ¢ una
0 0 0] 0
forma ridotta di Gauss per (A(—i) | b(—i)), quindi A(—i)x = b(—i) & equivalente
a B(—i)x = ¢(—1) che & una forma compatta per
xr1 — 2i562 = -2
(*) { T2 =0

Poiche ¢(—1i) & libera, B(—i)x = ¢(—i) ammette soluzioni.
Poiché B(—i) ha esattamente una colonna libera, B(—i)x = ¢(—i) ha oco! soluzioni.
Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(—1)
(la 3%) e con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo
r3=nh
T2 =0

xrp = 2i562 — 21 =21
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L’insieme delle soluzioni del sistema B(—i)x = ¢(—i) ( e quindi 'insieme delle
soluzioni del sistema A(—i)x = b(-1i) ) &

—2i
0 |lheC
h
20 CASO a# —i
1 a=i 0 | a—i
o1 0 ] ert1] mGE
(Bla) [ e@)=10 o ati | a+i
0 0 0 | a2+1
1 a=i 0 | a—i 1 a=i 0 | a—i
0 1 0 | a?+1 Eu() 0 1 0| a®+1
o o 1 1 o 0o 1| 1 (Cl)l d(e))
0 0 0 | a?+1 0 0 0| a—i
10010
0 ‘ . . 0101 0]. ,
a =1 (C(i) (0 001 | 1 ¢ una forma ri-
000 | 0
dotta di Gauss per (A(i) | b(i)), quindi A(i)x = b(i) ¢ equivalente a C(i)x = d(i)

che & una forma compatta per

x1:O
(*) xQZO
x3:1

Poiche d(i) ¢ libera, C(i)x = d(i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C(i) sono dominanti, C(i)x = d(i) ammette un’unica
soluzione. L’unica soluzione di C(i)x = d(i) ( e quindi di A(i)x =b(i) ) e

0
v=1|0
1
1 a—=i 0 | a—i
ag =) (@l de)=|g o oy | ]
0 0 0 | a-i
1 a—i¢ 0 | a—i
8 (1) (1) i a21+1 = (D(a)| e(e)) ¢ una forma ridotta di Gauss per
0o 0 o0 | 1

(A(a) | b(a)).

Poiche e(«) ¢ dominante, D(a)x = e(a) (e quindi di A(a)x = b(«) ) non ammette
soluzioni.
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. ) T+1 . .
Sia A = (3 . _1|_ > Si calcoli A~1.

—1

Ricordando che

-1
a b 1 d -b
(c d) _ad—bc(—c a) se ad—bc+#0,

A1 = 1 1 24\ 1 1 —T—i\
T+ \-1 i )T i—@+si-Tni+)\-3+i i )

11 —22+50 —22 — 5i —22-5i

224 hi 22450 —23+5i  (—22450)(-22—5i) 222522

—22—-51 —22-051 22 )

TU84+25 509 509 509

2 5 17—
Al = (—= i ST
=509 Z509)<—3+z i >

allora

a—1 a—1

Si dica per quali @ € C la matrice A(a) = ( _9 o

> € non singolare. Per

tali a, si trovi Pinversa di A(«).

Ricordando che (i b) € non singolare se e solo se ad — bc # 0 ed in tal caso si ha

d
a b\ 1 1 d —b
c d T ad—bc\—<c a )’

allora A(«) & non singolare se e solo se

(a —i)a — (a—1)(—2i) = (o — i) (a+ 2) # 0,

ossia se e solo se a ¢ {—2i,1}, ed in tal caso si ha:

Ay m (;Z —aoz_+ii> .
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a 1l «
Sia Ala)=la 1 1|, doveaeR. Perquegli @ € R per cui A(a) ¢ non
0 2 1
singolare, si calcoli A(a)~?.
a 1 a | 1 0 0\ En-a)BE(d) ‘a;«éO:A(O) non ha inversa
(A(e) | Is)=|a 1 1 ] 0 1 0
021|001
1 L1 | 2 00 12 1 | 2 00 Ba(h)
—~(0 0 1-a | -1 10} —2(0 2 1 | 0 01 22
02 1 | 0 01 00 1-a | -1 1 0
1 L 1 [ 2 0 0\ my( ‘a;él:A(l) non ha inversa
—-{o 1 <+ | 0 0 3
00 1-a | -1 1 0
1 L1 1 0 0\ o, 1 L1 1 0 0 .
s(—% Ers(—1
-0 1 % | o1 (1) ) 22001 0| gpmy —amesy 3 | D
00 1 | -t 1= 0 00 1] - = 0
1 1 1 1 —2a+1 1
L3 | a(ll—a) T 1-a (1) Eia(—1 100 | 2a(11—a) 204(1;04) _12_a
-0 1 | 2(1-a) 20-a) 2 010 | 2(0-a)  2(1-a) 2
1
0 0 | = = 0 001 | -5 = 0

1 —2a+1 -1+«

Se|a ¢ {0,1} Ala) Lt = m o' - all — a)

—2a 2 0

1

(an)
w

@ Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (2 1 0) .
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Un’inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R=(¢c; | c¢3), allora
N . . 1

c; e soluzione di (1) Ax =e; = 0] ¢
N . . 0

c2 € soluzione di (2) Ax = ey = 1)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

0] 10 Ex (-1)E1(3) 1L 3 0] 5 0)_,
3] 01 0 —3 3 | 1

_02>:(U | by ba).

= O =

==

(1) & equivalente a (1’) Ux = by che & una forma compatta per

1 1
T1+35T2 =3
$2—6$3=1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U
(la 3*) e con la sostituzione all’indietro otteniamo

xgzh
r9 =6x3+1=6h+1
1 1 1 1
= _=_Z 1 Z =
T 572 T 5 2(6h+ )+2 3h

L’insieme delle soluzioni di (1)

—3h
6h+1 | |heC
h

(2) & equivalente a (2’) Ux = by che & una forma compatta per

x1—|—%x2 =0
$2—6$3=—2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U
(la 3*) e con la sostituzione all’indietro otteniamo

xgzk'
x2:6x3—2:6k—2
1

1
7= gy = 3 (6k—2) = ~3k+1
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L’insieme delle soluzioni di (2) ¢

—3k+1
6k—2 ||keC
k
—-3h  —3k+1
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h,k) = [ 6 +1 6k—2 |,
h k

al variare di h, k € C.

2 1
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A= |1 0
0 3
2 1
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A= |1 0
0 3

1. Poniamo B = AT
2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’esercizio sappiamo che sono tutte

-3h =3k+1
e sole le matrici del tipo | 6h+1 6k —2 con h, k € C.
h k

3. Una matrice ¢ inversa sinistra di A se e solo se € la trasposta di una inversa
destra di B. Quindi le inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo

—3h 6h+1 h . .
(—3k—|—1 6 — 2 k) al variare di h, k € C.

Svolgimento degli Esercizi per casa 4

1 0 0 0O
i seri . 0O 1 0 O
Sl scriva la matrice T = 6 03 0
-1 0 2 -1
1 0 0 O
0O 1 0 O
T = 6 0 3 0 = E31(6)E41(—1)E3(3)E43(2)E4(_1).
-1 0 2 -1

(a) Si scriva esplicitamente la matrice 4 x 4 A = E2(2)E32(7)Es( — 2).
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(b) Si scrivano A~ ed AT come prodotti di matrici elementari.

10 0 0
02 0 0
@A=1g 7 9 o
00 0 1

(b) A" = (Ea(2)Eaz(T)Es( — 2))_1 — Es( - 2) 'Esa(7) 'Ez(2)"! = Ea( -
3)Es2(— T)E2(3).

AT = (E2(2)E32(7)E3(—2))T = E3(—2)"Es2(7) E(2)” = Eg(—2)Eq3(7)Ea(2).

a+l a?’+a —-ao?-a
Sia  A(a) = 3 %o —2a+2 |, doveac€eR.
200 2a?+1 —2a°+a
(a) Per quegli « € R per cui ¢ possibile, si trovi una decomposizione A(x) =
L(a)U(a), scrivendo anche L(a) come prodotto di matrici elementari.
(b) Per quegli o € R per cui esiste una decomposizione A(«a) = L(a)U(«), si trovi
una decomposizione a rango pieno A(a) = Lo(a)Ug(a).

o +a —a? -«
Ala) = 4o —20+ 2

202 4+1 —2a%2+a E31(—20)E21(—3)E1(53)

1 o —« 1 « —«
—10 a+2 0 1 o2 — B(a)
0 a Banm) [a£0] \o 0 else=
1° CASO Se a ¢ {~1,0,2}
1l « -«
0 1 at2 1 o -«
B(a) = > 9 0 1 «2|=U()
a® —a—

Se 0 =2

(¢) A(«) ha una decomposizione L(a)U(a) se e solo se o & {—1,0}.
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(o) Se a ¢ {—1,0,2}, si pué prendere

L(a)

2

Poiché per oo ¢ {—1,0,2}, si ha che rk(A(a)) = rk(L(a)) = rk(U(a)) = 3, allora
A(a) = L(a)U(a) é gid una decomposizione a rango pieno (ossia Lo(a) = L(«) e

L(a)

a+1

Ug(a) = U(a)).

() Se @ = 2, si pud prendere

a+1 0
3 «
2 1

a?—a—2

0
0

a’?—a—2

e U(a) =

o O =

o~ D

—
a+2

E1(3)E21(3)Es1(4)E2(2)Es2(1).

Una decomposizione a rango pieno A(2) = Lg(2)Ug(2) si ottiene prendendo

3 0
3 2
4 1

Siano A =

1 2
UO(z) - (0 1
1 2 -1 3
2 4 -2 7
1 3 0 1
2 4 -2 6
01 3 -4

—2
2

eB =

SO = O

S W= o

) e Lo(2) =

o O N

(a) Si trovino decomposizioni PTLU per A e per B.

N W

(b) Si trovino decomposizioni a rango pieno per A e per B.

OO OO ON DN

S~ W

E3(—3%)

OO OO

OO O N

OO OO

OO O NN g

E25

OO = W

OO OO

OO = =N

= E1(a+1)E21(3)Es1(20)E; (Q)E32(1)E3(Q_TH

).

Egg(—l)
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),

E51(=2)E41(—2)Es51(—1)

o~ O O O
OO OO
OO~ O O
OO OO HO
— O O OO
(\

Il
~
o~ O O O
o O O —H O
OO O O
OO OO
— O O OO
(\
~
o O O —H O
OO OO
OO~ O O
O —H O OO
— O O OO
(\

Il

0

Al

=

0

<

<

Il

a

AN —H N <t

[ap] A__.A N
(===l =]

U
PTLU.

[xp)

—4
—1

(=]

_3100

LU, A

N— O O O

— o oo O
(\

|

) . PA
) e P*A NON ha una decomposizione

E3(—3)

— O

1 00
0 0 0

T =7 ==

N — O O O

10 0 00

00010

0 0

0 00 01
1

0

— o o O O

PT(

10 0 0 O

0

0
0 0 0

0 0010
0 01

0 00 01
0 1

Troviamo una decomposizione a rango pieno per A a partire dalla decomposizione

PTLU.

EasE45

P =

LU.

A

Poniamo

e}

e

o

e}

—

e

o

1

0 0 0
0 01

C=P'L

0 01
0 0

0
1

S O

o O

S~

o O

CO UQ dove

|

CU e l'ultima riga di U & nulla, allora A

Poiche A

3
—4
-1

1

_310

N — O O

— O O O

Ug
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si ottiene da U togliendo I'ultima riga e

10 0 0
20 0 1
Co=|11 =2 0
20 0 0
01 0 0

si ottiene da C togliendo 1'ultima colonna.

Essendo U una forma ridotta di Gauss per A, allora rk(A) =rk(U) =4 =rk(Uj); ed
essendo C non singolare e Cq costituita da 4 colonne di C, allora rk(Cgy) = 4. Dunque
A = CyUj ¢ una decomposizione a rango pieno per A.

00 2 4 110 1 110 1
g_|1 101 00 2 4 0 3 6 3
1036 3) sy (036 3] s |00 2 4] g

00 1 2 00 1 2 001 2 ‘
110 1 110 1
(o121 012 1| 4
00 2 4] punme |00 1 2 ’
00 1 2 0000
1000 010 0 0100
001 0|[1 000 0010
P=ExFi=1, 1 ¢ ¢ 001 0] (10o0oO0]}
000 1/ \0o o0 o0 1 00 0 1
01 00\ /00 2 4 1] 1 01
pp_|0 0 1 o)1 1o 1)_|[o] 3] 6 3
1 00 0 0 3 6 3 [0] [0] 2 4| m
000 1/ \0oo0 1 2 o] o] 1 2
11 0 1 110 1
01 2 1 01 2 1 U
— _ =
0 0 4 Bunmga |00 12
00 [1] 2 000 0
1] 0 o0 o 0010

L= o] 3] © O,PT: L 000 PB =LU, B=P’LU.
[o] [0] [2] o 0100
o] o] [1] 1 00 0 1

0010

. 1 00 0 i .

P* = E12E23 = 010 0 e P*B NON ha una decomposizione
00 0 1

LU.
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Troviamo una decomposizione a rango pieno per B a partire dalla decomposizione
B =P7TLU.

Poniamo
0 01 0 1 0 0 O 0 0 2 O
o7 |1 0 0 0 0300 |1 0O0O
D=P'L= 01 0 O 002 0] {0 300
0 0 0 1 0 01 1 0 0 1 1

Poiché B = DU e 'ultima riga di U e nulla, allora B = DyUj dove
1 1 0 1
Ug=(0 1 2 1
0 0 1 2
si ottiene da U togliendo I'ultima riga e

Dy =

o O = O
o w o o
_ o o N

si ottiene da D togliendo 'ultima colonna.

Essendo U una forma ridotta di Gauss per B, allora rk(B) =rk(U) = 3 =rk(Uj); ed
essendo D non singolare e Dy costituita da 3 colonne di D, allora rk(Dg) = 3. Dunque
B = DyUj ¢ una decomposizione a rango pieno per B.

Svolgimento degli Esercizi per casa 5

Sia W = {A € M,,(C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse)
di ordine n. Si provi che W & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate
(complesse) di ordine n.

(i) Opxn€W: 07 =0
(i) ABEW = A+BeW

AcW = A e M,(C)
= A+ B e M,(C)
BeW = Be M,(C)
= A+BecW
AcW= A=AT
= (A+B)T=AT+BT"=A+B

BeW = B =BT

(i) a€C,AeW == aAeW



94.GEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2008/09, GEMMA PARMEGGIANI

AcW = A eM,(C) = aA € M,(C)
= oaAeclW
AcW= A=AT = (aA)T =aAT =0A

Sia W = {A € M,(C)|A = —A} l'insieme delle matrici anti-hermitiane (com-
plesse) di ordine n. Si provi che W non & un sottospazio dello spazio vettoriale delle
matrici quadrate (complesse) di ordine n.

(i) Opxn€W: 0% =0=-0
(i) ABEW = A+BeW

AeW = AeM,(C)
= A +B e M,(C)
BeW = Be M,(C)
= A+BecW
AcW= Al =_A
= (A+B)f =AH+Bf = A+ (-B)=—(A+B)

BeWw = B” =_-B

(i) a€C,AeW == aAeW

AeW = A e M,(C) = aA € M,(C)

AcW = A" = A — (cA)! =aA =a(-A) = —aA
Non & vero che A € W per ogni scalare o ed ogni A € W

prendendo A # O si ottiene che

A = aA ? a=a < a€R

poiche A # O

Quindi se O # A € W e a ¢ R (ad esempio se A ¢ la matrice n x n con 1 al posto
(1,n), —1 al posto (n,1) e 0 altrove, ed o = 4) allora aA ¢ W.

Dunque W non ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale M,,(C).

Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V'
¢ un sottospazio vettoriale di V:
0 0 0 a a—2
S = 0 1Sy = 01];]1 1S3 = 0]l]a,beR };S, = 0 la,beR 3 ;
0 0 0 b b
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a a—2 0
S5 = a—>b|la,beR };Ss= 0 laeR 3;S; = allaeR
0 a+1 a
0
e S; € un sottospazio vettoriale di V: I'unico elemento di S; € il vettore 0 = | 0 |,
0
e0+0=0¢€S; ead=0€S; per ogni scalare « (S; ¢ il sottospazio nullo di R?’).
0
e S, non ¢ un sottospazio di V: contiene e = | 1 | ma non contiene e; + e; = 2es
0

(d’altra parte nessun sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale W che contenga un
elemento non nullo w # 0 puo essere un sottospazio di W: se U & un sottospazio di W che
contiene w # 0, allora U deve contenere l'insieme infinito di vettori {aw]|a scalare },
per cui U stesso deve essere infinito).

e Per vedere se S3 € 0 non e un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0€e€S;
(#1) u+ v € S3 per ogni u,v € Ss,
(#91) cu € S3 per ogni u € S3 ed ogni scalare a.

Poiche gli elementi di S3 sono esattamente i vettori di R3 che hanno la seconda
coordinata nulla, allora 0 € S3, inoltre dal fatto che la somma di due vettori di R3 con
la seconda coordinata nulla & un vettore di R? con la seconda coordinata nulla si ha (i),
e dal fatto che il prodotto di un vettore di R? con la seconda coordinata nulla per uno
scalare ¢ un vettore di R? con la seconda coordinata nulla segue (iii). In simboli:

(Z) 0eSs

(#4) Se u, v € S3 esistono ay, by, ag, by € R tali che

a1 ag
u=|0 e v=1[0],
bl b2
inoltre
as
u+vesSy <« 3 a3 bz3cR3fut+v=|0
b3
aq a2 a + az
Poicheu+v=| 0 |+]| 0 | = 0 , basta prendere a3 = a1+ag e b3 = by +bs.
b1 b b1 + by
a
(#it) Se u € S3 esistono a,b € R tali che u= | 0 |, inoltre per ogni scalare o € R
b
c
au€S3 <+= I cdeR}ou=|0

d
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a aa
Poicheau=a | 0| = | 0 |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
b ab

Dunque S3 € un sottospazio di V.

e Per vedere se Sy € 0 non e un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0eS,
(#1) u+ v € Sy per ogni u,v € Sy,

(#91) cu € Sy per ogni u € Sy ed ogni scalare a.

0 a—2
(i) esistono a,b € R tali che [ 0 | = 0 : sl prenda a = 2 e b = 0, quindi
0 b

0€ Sy

(#4) Se u,v € Sy esistono ay, by, ag, by € R tali che

ay — 2 ag — 2
u = 0 e v= 0 ’
b1 b2
inoltre
az — 2
u+vesSy <<= 3 a3, bcRjutv= 0
b3
a; — 2 az —2 ay +az —4
Poiche u+v = 0 + 0 = 0 , basta prendere a3 = a; +
b1 bo b1 + by
a2—26b3=b1+bg.
a—2
(7i1) Se u € Sy esistono a,b € R tali che u = 0 , inoltre per ogni scalare
b
aeR
c—2
aucSy <<= 3 ¢ deR3|au= 0
d
a—2 aa — 2«
Poiche au = « 0 = 0 , basta prendere ¢ = aa — 2+ 2 e d = ab.
b ab

Dunque S4 € un sottospazio di V.

e Per vedere se S5 € 0 non e un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0€e€Ss
(#1) u+ v € S5 per ogni u,v € Ss,

(#i1) cu € Sy per ogni u € S5 ed ogni scalare a.
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0 a
(7) esistono a,b€ R taliche [ 0 | = [ a—b |: si prenda a =b= 0, quindi 0 € S5
0 0

(#4) Se u, v € S5 esistono ay, by, ag, by € R tali che

ai a2
u = al—bl e V= CLQ—bQ y
0 0
inoltre
as
u+veSs < | CL3,b3€]R3|u+V= as — bs
0
ay as a1+ ag
Poichtu+v=1|a;—b | + | ax—b2 | = | (a1 +a2) — (b1 +b2) |, basta prendere
0 0 0
a3 = a1+ as e b3 = by + bo.
a
(#it) Se u € S5 esistono a,b € R talicheu= | a —b |, inoltre per ogni scalare & € R
0
c
aueS; <+= 3 c¢deR3au=|c—d
0
a aa
Poichte au=a | a—b | = | ca— ab |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
0 0

Dunque S5 € un sottospazio di V.

e Per vedere se Sg € 0 non e un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0€e€Sq
(#1) u+ v € Sg per ogni u,v € Sg,

(#i1) cu € Sg per ogni u € Sg ed ogni scalare a.

0 a—2
(i) Perche 0 appartenga a Sg occorre che esista a € R tale che | 0 | = 0
0 a+1
Poiche il sistema
a—2=0
a+1=0

nell’incognita a non ha soluzioni, allora Sg non € un sottospazio di V.

e Per vedere se S7 € o non e un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0eSy;
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(#1) u+ v € Sy per ogni u,v € Sy,

(#i1) cu € Sy per ogni u € S7 ed ogni scalare a.

0 0
(i) esiste a e R taleche | 0 | = | a |: si prenda a = 0. Quindi O € S7.
0 a

(#4) Se u,v € S7 esistono a,b € R tali che

0 0
u=|a e v=|5b],
a b
inoltre
0
u+veS;, «— 3 ceRilu+v=|c
c
0 0 0
Poicheu+v=|a |+ | b|=|a+b ], basta prendere c =a+b.
a b a+b
0
(#it) Se u € Sy esiste a € R tale che u= | a |, inoltre per ogni scalare o € R
a
0
aueS; <+« 3 beR3au=|b
b
0 0
Poiche au=a | a | = | aa |, basta prendere b = aa.
a aa

Dunque S7 € un sottospazio di V.

Sia W = {(_0& 8) la € ]R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di
ordine 2.

1. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R).

2. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di M2 (R) ¢ un insieme di generatori per W:

@ {5 e {5 D)6 D e {5 D)

1. 10 MODO (Z) Ooyo € W: Ogyo € MQ(R) e ngZ = 09yx2 = —09y9
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(i)

AcW = AecMR)
= A +B e My(R)
BeW = B e MR)
= A+BcWW
AcW= A=-AT
= (A+B)?=AT+B"=-A-B=-(A+B)

BeW — B=-B"

(i) a€C,AeW == aAeW

A eW = A € M3(R) = aA € M3(R)
= oaAecWW
AcW = A=-AT = (aA)T =aAT = a(-A) = —aA

(i) esiste a € R tale che (8 8) = (_Oa 8): si prenda a = 0.

(77) Se A, B € W esistono a,b € R tali che

0 a 0 b
a=(55) < m=(5%0):

inoltre

A+BeW <« 3 ceRA+B:(_OC g)
1 (0 a 0 b\ _ 0 a+b ) _
P01cheA+B—(_a 0>+(—b O>_(—(a+b) 0 >,babtaprenderec—a+b.

0

(7i1) Se A € W esiste a € R tale che A = ( 8), inoltre per ogni scalare o € R

aAeW = 3 beR3|aA:(_ob g)

Poiche cA = « 0 a = 0 aa , basta prendere b = aa.
—a 0 —aa 0

Dunque W & un sottospazio di Mz(R).

2. (a) Dal momento che ogni elemento di { (? _01> ; (_02 (2)> } ¢ un elemento

di W, per stabilire se {(? _01> ; (_02 (2)>} € o non e un insieme di generatori di
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W, spazio vettoriale reale, occorre stabilire se per ogni A € W esistono «a; ed as
numeri reali tali che

(0 - 0 2\ _( 0  —ai+2a
A_O‘l(1 o>+o‘2(—2 O>_(al—2a2 0 >

0

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = ( 8), il problema diventa

stabilire se per ogni a € R il sistema

—a1 + 209 = a
(*) {oq — 200 = —a

nelle incognite reali a7, as ha soluzione. () & equivalente all’unica equazione

a] — 200 = —a
che ha soluzioni per ogni a € R (si prendano ad esempio as = 0 ed a3 = —a), allora
I'insieme di vettori {(? _01> ; (_02 (2)>} ¢ un insieme di generatori per W come

spazio vettoriale reale.

(b) Poiche ((1) 8) ¢ W, allora {(_01 (1)> ; ((1) 8)} non ¢ un insieme di gener-

atori per W.

-3 0 -3 0
insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale occorre stabilire se per ogni
A € W esiste a € R tale che

0 3 0 3a
A‘“(—:s 0>_(—3a 0)

0 a . .
—a 0), il problema diventa

(c) Dal momento che ( 0 3) € W, per stabilire se 0 3)} € o non ¢ un

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = (

stabilire se per ogni a € R il sistema

(+4) { 3a=a

—3a=—a

nell” incognita reale « ha soluzione. Poiche (x*) ha soluzione per ogni a € R (a = a/3),

0 3 R . . . . .
allora { ( > } € un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

-3 0
1 3 1
Sidicase S =cvi=|—-1];vo=1| -4 ];vs=1[ 2 € un insieme di
2 8 —4

generatori di R3.
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Per stabilire se S ¢ o non & un insieme di generatori di R? occorre stabilire se per

a
ogni | b | € R? esistono ay, az, a3z € R tali che
c
a 1 3 1 a1 + 3as + ag
b | =avitagvotasvy==a1 | —1 |4+as | —4 | +a3 2 = | —a1 —4as + 2a3
c 2 8 —4 2011 + 8ag — 4dag

ossia che il sistema lineare

ar+3as+a3=a
(*) —] — 40[2 + 20[3 =b
2a1 + 8as — 4dagz =c¢
nelle incognite o, as, a3 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1 3 1 | a 1 3 1 | a

-1 -4 2 | b|—-——|0 -1 3 | a+b | —m——
2 8 —4 | ¢) Ba(2Ea) \g 2 _6 | ¢—2qa) B=(2E0D
13 1 | a

—-10 1 -3 | —a-b
00 0 | 2+c

Poiche esistono a, b, ¢ € R tali che 2b+ ¢ # 0 (si prendano ad esempioa=b=0ec=1),
allora (*) non ha soluzione qualunque siano a,b,c € R, per cui § non ¢ un insieme di
generatori di R3.

@ Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
vi=|[|4]|;ve=|6];vs=] —1 , wy3=|[4];wo=|0];wzg=| —1];
0 2 1 0 2 1

(1) 1l problema e stabilire se gli unici numeri reali a1, g, g per cui a1vi +agva+
asvy = 0 siano a; = as = az3 = 0, oppure no. Poiche, dati aq, as, ag € R, si ha

0 4 2 das 4 203
aivi+asvotagvy=a; | 4 | +as | 6 | +a3| —1 = | 4a1 + 6 — a3 |,
0 2 1 200 + a3
0
allora a1 vy + aovo +a3vy =0 = | 0 | se e solo se
0
das + 203 =0
(*) 40[1 + 60&2 — 3 = 0

200 + a3 =0
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Il problema diventa quindi stabilire se il sistema (x) (nelle incognite a1, asg, a3) abbia

0
un’unica soluzione (e quindi la soluzione nulla [ 0 |), oppure no. La matrice aumentata
0
04 2 | 0
di(=)er (4 6 -1 | 0
02 1 | 0
Facendo un’eliminazione di Gauss si ottiene:
04 2 | 0 ) 1 3/2 —1/4 | 0
B (YHE
46 -1 ] 0 @B g 4 2 o]
02 1 | 0 0o 2 1 | o0
1 3/2 —1/4 | ©
Ego(—2)Ey (%
22P@ (g 1 12 | o|l=(U | o).
o0 0 | o0

Poiché non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha co soluzioni. In
particolare (*) ha una soluzione non nulla, e quindi {vy, vy, v3} ¢ linearmente dipen-
dente (ad esempio, poiche (%) & equivalente a

oq—|—%oq—iozg=()
O£2+%Ozg:0

prendendo a3 = 1 con la sostituzione all’indietro si ottiene g = —% ed a; = —%ag -
1
Loyg=341—=1 ossia | —L | & una soluzione non nulla di (%) e vi — fvo + vy =0¢
23— 71T ) 2 2
1

una combinazione lineare nulla di v, va, vs con coefficienti non tutti nulli).

0 0 1 1 a9+ a3
(2) 0| =agwitaswostagswyg=a1 | 4 |+as | 0 | +az | —1 = | 401 — a3
0 0 2 1 200 + a3

as+ a3 =0

= (%) dag —az =0

209 + a3 =0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (%) si ottiene:

01 1 | 0 . 10 ~1/4 | 0
40 -1 | o) 2@ 5 1 1 | o)
02 1 | 0 02 1 | o0
10 —1/4 | 0 10 —1/4 | 0
Pol o1 1 o] -2 o1 1 | o]=(Uu| o)
00 -1 | 0 00 1 | o0
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Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora (*) ha come unica soluzione la
0
soluzione nulla | 0 |, ossia
0

a1w1 + aswo +agwz3 =0 — a1 =as=a3=0.

Quindi {w1, w2, w3} & linearmente indipendente.

Siano V' uno spazio vettoriale ed & = {vi;va;v3} un insieme linearmente in-
dipendente di vettori di V.

Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:
(1) 81 ={ve+v3;vi+ vz vi+vay+vs},
(2) Sz ={vi—2vs3;vi+Vva;va+2vs}.

(1)
0=a(va+vs)+8(vi+v3)+d(vi+va+vs)=(B+I)vi+(a+d)ve+ (a+8+0)vs
B+0=0
= (%) a+0=0
1 a+pB+6=0

poiche S ¢ L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di () si ottiene:

01110 . 10110 o) 10 1 |
101 ]o0]—2-]0111]°0 2 0 1 1 |
11110 1110 01 0 |
Eaa(—1) 10 1 | O (1) 101 | 0
2 01 1 | 0 2 01 1] 0]=(U | 0)
00 -1 | 0 001 ] 0
0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, I'unica soluzione di (x) ¢ | 0 |, quindi
0

S ¢ linearmente indipendente.

(2) 0=a(vi—2v3)+B(vi+v2)+d(va+2vs) = (a+8)vi+(B8+)ve+ (—2a+25)vs

a+pB3=0
= (%) B+6=0
I —20+25=0

poiche S ¢ L.I.
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Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (%) si ottiene:

1 1010 11010
0 11 1] 0 01110
2.0 2 | 0 02210 |

Poiche U ha una colonna non dominante, (*) ha oo soluzioni, in particolare () ha una
soluzione non nulla, quindi Ss ¢ linearmente dipendente.

E31(2) E32(-2)

Svolgimento degli Esercizi per casa 6

Si trovi una base di R? contenuta nel seguente insieme di generatori di R3:

1 -3 2 0 1
vi=|—-1];ve= 3 lsvy=(0];va=1[0];v5=1]0
0 0 1 0 1

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori
diS?

vy = 0 e senz’altro combinazione degli altri:
V4 = 0= 0V1 +OV2 +OV3 +OV5,

per cui togliamo subito v4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di
S che siano nulli), e poniamo

1 -3 2 1
Si=<vi=|-1];ve= 3 ;va=[ 0 |;vs=10
0 0 1 1

2V passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di R?. Esistono in S; vettori che
siano combinazioni lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

Vo = —3V1 = —3V1 + OV3 + OV5

ma anche 1 1
V] = —§V2 = —§V2 + OV3 + OV5

possiamo togliere da S; il vettore vy, oppure possiamo togliere da Sp il vettore vo,
ottenendo ancora un insieme di generatori di R?. Dunque, guardiamo se tra i vettori
di S; ci siano coppie di vettori di cui ’'uno € multiplo dell’altro, e per ciascuna
di queste eventuali coppie togliamo uno di due vettori. In questo caso abbiamo
individuato la coppia v, vo e scegliamo di togliere vs.

Poniamo
1 2 1
So=qvi=|-1];v3=10];v5=1{0
0 1 1

11010
011 ] 0|=(U
000 1] 0
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3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di R3. Esistono in S, vettori che
siano combinazioni lineari degli altri vettori di S 7

Prendiamo una combinazione lineare nulla degli elementi di Sa:
avy + fvsg + dvs = 0.

Se dovesse risultare che allora o = 8 = § = 0, Sy sarebbe L.I. e quindi una base di R3
contenuta in S. Da

1 2 1 0
al =1 |+s[lo]+sf{0o]=10
0 1 1 0

otteniamo il sistema lineare, nelle incognite «, 3, d

a+28+5=0
—a=0
B+d6=0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 21 1] 0 (1) 1 210 (1) Ba(L)2)
-1.0 0 | 0 = 021 | 0 2 =
0 1110 01 1 1] 0
12110 oo 121 1] 0
—Slo1r Lo 22 (o110
004 10 00 1] o0
1l sistema ¢ equivalente al sistema
a+20+5=0
(%) B+36=0
§=0

che ha come unica soluzione quella nulla, per cui S» & una base di R3 contenuta in S.
Sia W l'insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme
0 2 2 3 11 10 0 0
ofor=(2 om(t Dom(t Dot D)o (d 2o
€ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.
“Restringiamo” un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori
diS?

0
1
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Cs = (8 8) ¢ senz’altro combinazione degli altri:

C5 =0=0C; +0Cy +0C3 +0Cy4 + 0Cg,

per cui togliamo subito Cs (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori
di S che siano nulli), e poniamo

0 2 2 3 1 1 1 0 0 1
eforn(¢ rom(t Dom(t pes(i o3 )

2V passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di WW. Esistono in S; vettori che
siano combinazioni lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

C; =2Cs =0C3 + 0C3 + 0C4 4 2C

ma anche 1 1
Cs = 501 = 501 +0C3y +0C3 + 0Cy4

possiamo togliere da S; il vettore C;, oppure possiamo togliere da Sy il vettore Cg,
ottenendo ancora un insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori
di S; ci siano coppie di vettori di cui ’'uno € multiplo dell’altro, e per ciascuna
di queste eventuali coppie togliamo uno di due vettori. In questo caso abbiamo
individuato la coppia C;, Cg e scegliamo di togliere C;.

Poniamo

o O () S O S )

3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di WW. Esistono in S, vettori che
siano combinazioni lineari degli altri vettori di S 7

Sia a1Cs + asC3 + a3Cy + a4 Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di
S5. Allora da

0 0 _ 2 3 i 1 1 i 1 0 i 0 1 _ 201 + a0 + a3 31+ as + ay
0 0) “\3 0)72\1 0)"™ 0 1) ™1 1) "\ 30y +as+ay Qs+ g

si ottiene il sistema lineare, nelle incognite avy, aia, g, g
2000 + a2 + a3 =0
31 +as+ a4 =0

as+ags =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

2 1100 e (133 0|0 1 3 35 0
310 1 | o 2EEE g S0 s o) B8 0 1 3 2
00110 00 1 110 00 1 1

)
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per cui il sistema e equivalente al sistema
Ozl—F%OZQ—F%Ozg:O
(%) ag +3as —2a4 =0

as+ag =0

il cui insieme delle soluzioni ¢

—2h
i};l |h € R
h
2
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio _51 (si ponga h = 1), si ottiene
1

—2C3 +5C3 — C4 + Cg = O,

per cui C3,C3, C4 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di Sy e ciascuno
di loro pué essere scelto come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Sy la matrice Cy (combinazione lineare degli altri elementi
di S3) e poniamo

s={o=(1 3)ie- (s D)e=(1 1))

49 passaggio. S3 ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Ss vettori che
siano combinazioni lineari degli altri vettori di Sz 7

Sia a1C3+asCy+a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di Ss3. Allora

da
0 0\ 11 10 0 1\ [(oai+az ar+as
(o o)‘o‘l(1 o>+0‘2<o 1>+O‘3<1 1>_(a1+a3 s+ as
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a, aig, g
a1 +as =0
a1 +az3 =0

as+az =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

11010 1 1 0] 0
R e R S R I
01 1] 0 0 1 1 1] 0
11 0 | 0 () 11 0 | 0
—-10 1 -1 | 0 -2 01 -1 1] 0
00 2 |0 00 1 |0
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L’unica soluzione del sistema ¢ quella nulla, per cui S3 ¢ linearmente indipendente,
ed ¢ una base di W contenuta in S.

Qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche
?

Poiche dall’esercizio precedente sappiamo che

DR RN )

€ una base dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche, allora la dimensione
dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche & 3 (ossia il numero di elementi
di una sua qualsiasi base).

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € My (C), definisce un’applicazione
lineare da Ms(C) in Ma(C): f1(A) = AAT, f(A) = A—Ta, f3(A) = 2A, f1(A) = A2, ¢
quale delle seguenti posizioni, al variare di A € M»(C), definisce un’applicazione lineare
da MQ(C) in CQI gl(A) = Ael, gg(A) = Ae1 + eq.

Fissato i € {1,2,3,4}, per vedere che f; : M2(C) — M3(C) & un’applicazione lineare
occorre verificare che siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) fi(A+B) = fi(A)+ fi;(B) per ogni A, B € M,(C);
(2) fi(aA) = af;(A) per ogni A € M>(C) ed ogni o € C.
e fy verifica la condizione (1) ? Essendo

fi(A+B)=(A+B)A+B)’ = (A+B)AT +BY) = AAT + BAT + AB” + BB?,

fi(A) = AAT e f1(B) = BB, se fosse f1(A + B) = fi(A) + f1(B) per ogni A,B €
M5 (C), sarebbe
(*) BAT + AB” =0 VA,B < M;(C)

Ma (x) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I5. Dunque f; non ¢ un’applicazione
lineare.

e fo verifica la condizione (1) ? Essendo
f2(A+B)=A+B -1,

fo(A) = A — Ty e fo(B) = B — 1o, se fosse fo(A + B) = fo(A) + fo(B) per ogni
A, B € M;(C), si avrebbe

A+B-I,=A-I,+B—-I, VA Bc¢c M(C),

da cui I = O, che ¢ falso. Dunque f5 non ¢ un’applicazione lineare.
) 1YY

e f3 verifica la condizione (1) ? Si , essendo

f3(A+B) =2(A+B)=2A+2B = f3(A) + f3(B) VA,B € My(C).
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f3 verifica la condizione (2) 7 S, essendo
f3(aA) =2(aA) = a(2A) = af3(A) VA € My(C), VaeC.

Dunque f3 € un’applicazione lineare.

o f4 verifica la condizione (1) ? Essendo
fi(A+B)=(A+B)?*=(A+B)(A+B)=A?+BA+AB + B?,

f1(A) = A% e f4(B) = B?, se fosse fs(A +B) = f4(A)+ f1(B) per ogni A, B € M>(C),
sarebbe
() BA+AB=0 VA,B ¢ M(C)

Ma (x) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I5. Dunque f; non ¢ un’applicazione
lineare.

Fissato i € {1, 2}, per vedere che g; : M2(C) — C? & un’applicazione lineare occorre
verificare che siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) g;(A 4+ B) = g;(A) 4+ ¢g;(B) per ogni A, B € My(C);

(2) gi(@A) = ag;(A) per ogni A € M3(C) ed ogni a € C.

e gy verifica la condizione (1) ? S{ , essendo

91(A+B) = (A + B)ey = Ae; + Bey = g1(A) + ¢1(B) VA, B € My(C).
g1 verifica la condizione (2) 7 S{ , essendo
g1(a@A) = (0A)er = a(Aer) = agi(A) VA € M(C), VaceC.

Dunque g; € un’applicazione lineare.

e g5 verifica la condizione (1) ? Essendo

92(A+B)=(A+B)e; +e; = Ae; + Be; +eq,

92(A) = Aer +e1 e g2(B) = Bey + ey, se fosse g2(A + B) = g2(A) + g2(B) per ogni
A B € M,(C), sarebbe e; = 0 che ¢ falso. Dunque g non & un’applicazione lineare.

Sia A una matrice complessa 2 x 2 tale che A% = A.
(a) Si provi che C(A —Iz) C N(A).
(b) Si provi che se inoltre O # A # I allora C(A — I3) = N(A).

(a) Per definizione di spazio delle colonne di A — I3, si ha che C(A —1I3) = (w1, wa),
dove w1 e wo sono la prima e la seconda colonna di A — I rispettivamente:

W1 = (A — Iz)el = Ae1 - 1281 = Ae1 — € e
Wo = (A — 12)82 = Aeg — 1282 = Aeg — €.
Poiche per i = 1,2 si ha
A(Ael — ei) = A2€¢ — Aei = Aei — Aei = 0,

T
A=A
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allora, per definizione di spazio nullo di A, si ha
w; = Ae; —e; € N(A) peri:1,2,

e quindi C(A - 12) = <W1, W2> = <Ae1 — e, Aeg — 82> g N(A)

(b) N(A) & un sottospazio di C2, essendo A una matrice complessa 2 x 2.

Da A # O segue che N(A) # C?, per cui dim(N(A)) <dim(C?) = 2.

Da A # I, segue che A—I3 # O, per cui C(A—I3) # {O}, e quindi dim(C'(A—-1I3)) >
0.

Essendo dim(C(A —Iz)) < dim (N(A)), per (a), si ottiene allora che dim(C'(A —
I;)) =dim(N(A)) = 1.

Dunque C(A —1I2) e N(A) sono due sottospazi di C2, I'uno contenuto nell’altro, ed
entrambi con la stessa dimensione. Pertanto C(A —I2) = N(A).

@ Siano A una matrice complessa m x n ed fa : C* — C™ 'applicazione lineare
indotta da A. Si provi che fa € iniettiva se e solo se A ha un’inversa sinistra.

fa @ iniettiva = N(fa) = {0} = N(A) = {0} < dim (N(A)) =0
|fa  appl. lin. | | N(fa) = N(A)|

Poiche per il teorema “nullita 4+ rango”si ha
dim N(A) = (numero delle colonne di A) - rk(A),

allora
dim (N(A)) =0 <= numero delle colonne di A = rk(A).

Dunque

fa ¢ iniettiva <= numero delle colonne di A = rk(A) <= A ha un’inversa sinistra.

1 2 0 3
SiaA,=|1 a+2 a «a+2 |.Perognia e Csitrovi una base dello spazio
2 4 0 a+6
nullo N(A,) di A,.

Poiche N(A,) = N(U,) per ogni forma ridotta di Gauss U, di A,, troviamo una
base dello spazio nullo di una forma ridotta di Gauss per A,,.

1 2 0 3 Ear (—2)Ean(—1) 1 2 0 3
A,=11 a+2 o a+2 3 2 0 o o a—1 ] =B,
2 4 0 a+6 0 0 O «

o=0
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1 2 0 3 By 2 0 3
Bo=|0 0 0 -1 2 00 1]=0U,
00 0 0 00 0 0

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(Up) = (numero delle colonne di U)g — 1k (Ug) =4 -2 =2.

Da
1
X — To EN(UQ) — {$1+2l‘2+3l‘4 =0
T3 Ty =0
T4

prendendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di Uy, ossia la
2% e la 3%, con la sostituzione all’indietro si ottiene

Xro = h
r3 = k
r4 = 0
Ty, = —2x9—3x4 = —2h
—2h
Quindi N(Ap) = N(Uy) = Z |h,k € C » . Ponendo:
0
-2 0
. 1 . 0
Vi T 0 € V3 T 1|
h=1 0 h=0 | \0
k=0 k=1
si ottiene che una base di N(Ay) ¢
-2 0
pr— 1 . pr— 0
vy = 0 Vo = 1
0 0
20 CASO a#0
120 3 L 120 3
B.=(0 o a a-1 o) Pa(z) 011 «=l|=u,
0 0 O o 0 00 1

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(U,) = (numero delle colonne di U), — tk (U,) =4-3=1.
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Da
il 1+ 2x2+3x4 =0
X = x2 EN(UQ) <~ x2—|—x3—|—°‘T_1x4 =0
3 X4 =0
T4

prendendo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U,,
ossia la 3%, con la sostituzione all’indietro si ottiene

r3 = h
r4 = 0
ry = —x3—lzy = —h
Ty = —2x9—3x4 = 2h
2h 2
Quindi N(A,) = N(U,) = _hh |h € C » . Ponendo: v; = _11 , si
: ;
ottiene che una base di N(A,) ¢
2
| -1
V1 = 1
0
2 0 0 24
Sia A, = 0 @ 0 2i , dove a € C.

4 a-1 0 43
0 2 4da—6 0

Per ogni v € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base
Do di R(Ay).

2 0 0 2i 1 0 0 i
A — 0 o 0 21 Es1(—4)E1(3) 0 « 0 21 Eo4
*= 4 a-1 0 4i 0 a—1 0 0
0 2 4a—-6 0 0 2 4a—-6 0
1 0 0 i 1 0 0
- 0 2 da—6 0 Esa(—a)Esa(—a+1)Ez(3) 0 1 200 — 3
0 a—1 0 0 0 0 —2a—3)(a—1)
0 « 0 21 0 0 —(2a - 3)a
1° CASO a=1
10 0 10 0
o1 -1 0 Fa 01 -1 0]
Bi=100 0 o 00 1 2|~
00 1 2i 00 0



I‘k(Al):B
2 0 0
Una base By di C(A;) & By = 0 L 0
41710’ 0
0 2 -2
1 0 0
. N 0 1 0
Una base Dy di R(A;) ¢ D, = o |3 213 1
—1 0 —2i
20 CASO az%
1 0 0 ¢ 1 0 0 ¢
01 0 O E3(35)Esa 01 0 0
3 = E— = z
By 000 0 000 1 Us
0 0 0 2¢ 0 0 0 O
tk(As) =3
2 0 21
Una base Bz di C(A Bs = 0 % 2
na base By di C(Az) & By = a1
0 2 0
1 0 0
Una base D3 di R(Az) e Dz = O P IR I
na base Dy di R(Az) ¢ Dy = o llollo
—1 0 1

3° CASO ag¢{l,3
1 0 0 1
0 1 20— 3 0 Ea3((2a—3)a) Es( _(2a—§)(a_1) )
0 0 —(2a—3)(a—1) 0
0 0 —(2a - 3)a 2i
1 0 0 1
0 1 20—3 0
“loo 1 ofTUe
0 0 0 1
tk(4,) =4
2 0 0 27
. . )]0 2 | [ o | (2
Una base B, di C(A,) & B, = alilast ]’ 0 ’<4i
0 2 da—6 0
1 0 0 0
. . Jlo 1 o) [o
Una base D, di R(A,) € Dy = o lilamoslili]i]o
—1 0 0 1

O OO

oo = O

ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2008/09, GEMMA PARMEGGIAN3

0 i
20—-3 0
1 0
0 2i

Ey(35)
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Svolgimento degli Esercizi per casa 7

Sia f : RQ — MQ(R) definita da f( ( z>)

- a a+b
“\a—-b b '
(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

1 2

0 1 0 1 0 0 20
=) ()86 o)}
su dominio e codominio rispettivamente.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate
s={():(0);

00
(a)

Per provare che f & un’applicazione lineare occorre provare :

() (e s ()

ba
per ogni aq, b1,a2,b2 € R

2. fla (Z)) faf((?;)) per ogni o, a,b € R

@) s

ay + ag _
1 f(( b1 + b2 >) 1
def. somma, def. f
vettori colonna

B ( a1 + as (a1 +az) + (b1 + b9)
o (a1 + CLQ) — (bl + bg)

b1 + b > T

T
propr. assoc. e
( (

commut. di + in R
a1 + a2

(a1 +b1) + (a9 +b2)> _
ay — bl) + (CLQ — b2) B

b1 + b

ba

a3 )) - aa

. aa aa + ab
() (e
def. prod. di uno scal.

_ ax ay + by n az ag + by
1 ar — by by az — by
|def. somma matrici

aa — ab ab T
def. f propr. distr.
per un vett. in R
aa ala+0b a a+b a
:(a(a—b) (ab )> T O‘(a—b b ) T O‘f((b>>
def. prod. di uno scal. def. f
per una matrice
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(b) La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B ¢ D su dominio e
codominio rispettivamente ¢ la matrice

a=(eou((})n cotr(3)n)-

Dalla definizione di f si ottiene:

(W=D (4 1)
qumdLA::<Cb(<é f)) Cb((jl g>)>.

Calcoliamo le coordinate rispetto alla base ordinata D di un generico elemento

a b 9
(« ) m

e
a b\, |28 a b)Y (0 1 0 1 00 2 0 _( 2v a+p
Cb((c d>)_ 5| | (c d)““(o 0>+5(1 1>+5(1 0>+7(0 0)"(5+5 3 )
Y
2y = a 16} = d
. g a+p = b . ol = a/2
Risolvendo il sistema B+5 = ¢ otteniamo o=b—B=b—d ,
g = d d=c—fB=c—d
quindi
b—d
a b d
CD((C d>) I
a/2
. - 1 2 1 3 .
In particolare, specializzando a , , otteniamo
0 1 -1 2
1 1
1 2 1 1 3 2
1/2 1/2

La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate 5 e D su dominio e codominio
rispettivamente € quindi la matrice

11
12

A=l 3
1/2 1/2



MISGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2008/09, GEMMA PARMEGGIANI

(1) Si provi che B e B’ sono due basi ordinate di R3.
(2) Si calcolino le matrici di passaggio Mg da B aBe Mg da B a BB

1
1

1
gli elementi di B e di B’ rispettivamente.

1 2 1 0
(1) StanoA=|1 1 edA’=|0 1 le matrici che hanno come colonne
0 1 11

—_ =N

Occorre provare che entrambe hanno rango uguale a 3.

Facendo una E.G. su A si ottiene:

121\ (12 e 1 2 1
A=f1 1 1| 2 (o 1 of B2 (g 1 o|U
01 1 0 1 1 00 1

per cui rk(A)=rk(U) = 3, ed, analogamente, facendo una E.G. su A’ si ottiene:

1o o2\, 10 e (1 ot 0 2
A=lo 1 1| = o o | Z=E0 g 1 o1 ) 252 (0 1 1
1 1 1 0 1 -1 0 0 -2 0 0 1
per cui rk(A")=rk(U’) = 3.
(2) La matrice di passaggio Mp.p da B a B &
1 0 2
Ms. s = (Cs(vl) Cs(vy) Ca(vy)) = [ cs({0]) cs([1]) es(|1])].
1 1 1
1 0 2
Per calcolarla, piuttosto che calcolare separatamente C(| 0 |),Cr(| 1 |)eCr(| 1 |),
1 1 1
a a
calcoliamo Ci( [ b |) per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula
c c
1 0 2
ottenuta ai tre diversi vettori [ 0 |, | 1 |, | 1 |. Poiche
1 1 1
a o a 1 2 1
Cg(lb])=1|23 | =al|ll|+p[1]+6]1
c 1) 0 1 1
allora
a « a+20+9 a
Ceg(lo])=1|2 | a+pB+6 | =10
c 0 B+6 c

ossia «, B e d sono soluzioni del sistema lineare

a+28+d=a
(%) a+B+6=0>
B+o=c
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Facendo una E.G. sulla matrice aumentata di (x) otteniamo

121 [a) (1 2 1] a mnmiy (L2 1] a
111 | b =250 10| b-a|2202"10101] a-b
01 1 | ¢ 0o 1 1 1] ¢ 0 01 | ¢ec—a+bd
da cui, con la sostituzione all’indietro,
d=c—a+b
B=a-0b
a=-20—-0+a=-2a+2b—c+a—-b+a=b-—c
a b—c 1 1 0
Dunque Cg([ b |) = a—>b , per cui Cp(| 0 ]|) = 1 ,C(l1])=
c c—a+b 1 0 1
0 2 0
—11,C(l 1])=11],equindi
2 1 0
-1 0 0
Mpg.s=|1 -1 1
0o 2 0
1 2 1
Mp.g=|(Cr(|1]) Ca(|1]) Ca(l1])],
0 1 1
ma dal momento che Mg/ 5 = Mz;l—zs/a calcoliamo Mg/ usando ’algoritmo di Gauss-
Jordan:
-1 0 0 | 1 0 ot (—=1)Bs (1) 0 0] -1 0 0
(Mg | Is)= 1 -1 1 | 0 1 0| —=——7 0 -1 1 | 1 10
0 2 0] 001 0 2 0] 0 01
Ear (—1)Es (1) 10 0 | -1 0 O Bs(3/2) 10 0 | -1 0 0
s foor -1 | -1 -1 o) =22 lor -1 ] -1 -1 0 | —
00 2 | 2 2 1 00 1 | 1 1 1/2

V== O
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2 1
SiaA=| 0 6 | lamatrice associata ad un’applicazione lineare f : R? — R3
-1 -2
. . 1 1 0
rispetto alle basi ordinate B = {vl = (1> i Vo = ( 1 >}eD: w1 = (1) T Wy = (1) i W3 = (1)
su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f
4 3 1 1 0
rispetto alle basi ordinate B’ = {v’l = (0> ;Vh = (5>}eD’ =qw) = 8 s Wh = —01 ;Wh = (1)

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ ¢ D’ su dominio e codo-
minio rispettivamente e la matrice

A = M{)}_D/AMB«_B/ dove Mp._ps ¢ la matrice di passaggiodaD’ aD e
Mp_p ¢ lamatrice di passaggio da B’ a B.

Per calcolare M,! ,, = Mprp = (Cpi(w1) Cpi(wz) Cpi(ws) ), calcoliamo per

a
prima cosa le coordinate rispetto a D’ di un generico | b | € R3.
c
a Q a 1 1 0 a+f
Cor(| b |)=1| 5B t.c. bl=al0]+08|-1]4+6|0]= -0
c 0 c 0 0 1 )
a+p = a 6 = c
) = c a = a—0 = a+b
a a+b
Dunque Cp/(| b |)=| -b
c c

In particolare, specializzando a w1, wo e ws otteniamo

1 2 1 1
CD/(Wl)ZCD/( 1 ) = -1 y C’D/(WQ):C’D/( 0 ) = 0 y
0 ! 0 1 i 1
a=b=1 a=c=1
C:O bZO
0 1
CD/(Wg)ZCD/( 1 ) = —1 y
0 I 0
a=c=0
b=1
per cui
2 1 1
Mp! p=Mpep=| -1 0 -1
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Per calcolare Mg = (Cp(v)) Cg(vh)), calcoliamo per prima cosa le coordinate

rispetto a B di un generico € R2.

a
b

(i)-(3) e (5)=o()en(2)- (7))

a—0 = a 2a=a+b a=(a+b)/2
{a—Fﬁ = b:>{26=b—a:>{ =(b-a

()~ (51

In particolare, specializzando a v} e v/, otteniamo

cxv) =il ))

T

=1

a=414 a=3
. 2 4
per cul MB«—B/ = (_2 1) .
La matrice A’ che cerchiamo ¢ quindi
2 1 1 2 1
’ -1 2 4
A =Mzl pAMp g =(-1 0 -1 0 6 |(5 |)=
0 1 0 -1 =2
3 6 —6 18
= -1 1 (_22 1‘): -4 -3
0 6 —-12 6
Siano z = Z ed S = {x € R? | |x—2lloc < 1}. Si provi che esistono
Xp, X1 € S tali che
[xolz < xll2 < [xll2 perognix€S,
e si calcolino ||xg||2 € ||x1]|2-
S = { (il> cR? | max {|z; -5, |z2— 4} <1 }=
2
= { (i1>ER2 | —1<x;-5<1 e —1<2,—-4<1 }Z
2

= { (x1>E]R2 | 4<21<6 e 3<z,<5 }
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T

Quindi se x = € S allora ||x[[2 = /]21]? + |22 > V42 +32 = 5, e poiche

4 4 4
(3> S S e || (3> H2 :5, allora Xg = (3> (e ||XOH2 25)

Inoltre se x = (il> € S allora ||x||2 = /|z1]? + |z2]? < V62 + 52 = /61, e poiche
2

(8 e () 1o =vaT atioraxs = (£) (e el = VT,

a
Si verifichi che ¢ : C* — R>( definita da ¢( ( b)) = |2a—b|+|a+ c|+|ib| & una
c
norma.
0
(1) ¢(0 0])=12x0—-0|+1]0+0|+ 0| = 0.
0
Poiche ¢(x) > 0 per ogni x € C3, per provare che

x£0 = 6x) >
basta provare che

x#£0 =  o(x) £0,
ossia basta provare che

p(x)=0 = x=0.
Dalla definizione di ¢ si ottiene:
p(x) = 0

[2a — b

(a) :>{ la+ c|
x = [0 |ib|
(2) ¢(a(b))=¢((ab))=|2aa—ab+oza—|—ozc|—|—|z'o¢b|:

a
= |a||2a —b| + |al|a + ¢| + |a]]ib] = |a|(|2a — b] + |a + ¢| + |ib]) = |a|d( (b) ).

o (0)-(5)5)- |

=12(a1 + az) — (b1 +b2)| + (a1 + a2) + (c1 + ¢2)| + |i(b1 + b2)| =
= [(2a1 — b1) + (2a2 — b2)| + (@1 + c1) + (a2 + c2)| + |ib1 +iba| <

|
coco

b = 0

a = b/2
=<J{c¢c = —a = -b/2 =a=b=c=0=x=0.

a1 ag
< |2a1 — b1| + |2a2 — ba2| + |a1 + c1| + |az + ca| + |ib1| + |ibg] :¢((b1))+¢((b2)).

C1 C2
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Svolgimento degli Esercizi per casa 8

[1]Sia V = My(C). Sia (') : V x V — C definito da
a1 a by b !

1 a2 1 b2\ —

((ag a4>|(b3 b4>)—zla1b1-

(a) Si verifichi che (*|") & un prodotto interno.

1
(b) Si determini ’angolo « tra A = ( 1

V2

(an) §|H

)eIQ.
1 1

c) Sia W = . Si determini W+ in V.
1 0

@ @ Gty peromiu= (002 )v= () er

az a4 bg b4
by b2 ar  ag _ Tt a1 as by bs
((b3 b4> ’ (ag a4>) ‘F(.‘.) Z’L:lb'La'L_Z’L:la'Lbi ‘ T(.‘.) ((ag CL4> ’ (b3 b4>)

(@) (ulav+ 59 L ata) + sl v = (B0 ) v = (1) s -

az a4
(“ @>6Mmﬁec

C3 C4
o a; a2 b1 b2 C1 C2 o a; az Ozbl + 601 Osz + 602 o
(ulov+pz) = ( (ag a4> ’oz (bg b4>+6 ((33 C4> ) o ( (ag a4> ’ (abg—|—603 aby —|—BC4> ) o
= i @ilab; + Ber) = oSy @bi) + B ies) =

=a((o @)1 m))+o((o @) 15 ) =atu+otia
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(b) Sia ||'|| : V — R la norma indotta da (|"). Allora
e )=y 0 o) 1 @)=
as aq4 az Q4 az a4

(All;) Ix14+2x1/V/2x0+0x1 o1 1
[|A]] x ||[I2]| \/12—|—2(1/\/§)2—|—02x ZT1rox02112 V2xv/2 2

Quindi a =arcosg = {r/3 + 2km, —7/3 + 2kn|k € Z}.

per cui

CoOStx =

(¢c) Sew = (i é), allora W = (w) e

WLz{v€V|(v|w)=O}={(i Z) la+b+¢c=0, a,bec,deC}=

:{(_a“_b 2) la,b,d € C}.

Sia ||| : M2(C) — R la norma indotta dal prodotto interno (*|") : Ma(C) x

= \Ix1+ixi+(A44) x(1+i)+(—2430) x (-2 +3i) =
=Ix1—ixi+(1—i)1+i)+ (=2 —3i)(—2+3i) =
=/14+14+12—-2 4 (-2)2 - (-3i)2 =
=VI+1+1+1+4+9=17

M5(C) — C definito nell’esercizio precedente. Si calcoli

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

i -1 1 0
-1 —i 0 0

V: < Z Y _1 Y 1 Y 2Z >
-1 —i 0 0

Costruiamo dapprima una base di V: poniamo

1 -1 1 0
W1 = -1 ; Wo = =i W3 0 Wy = 0
T |’ -1’ 1]’ 27
-1 —1 0 0
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e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w; Wwa W3 Wy).

i -1 1 0
-1 — 0 0
A= B '
(w1 wo Wiz wy) i =1 1 20| By (1) B (i) Ea (1) Er (1)
-1 — 0 0
1 2 — 0 Lo =i 0
— 0 0 — O 00 10 =U
00 0 2 E3(—31)Ea2(i) B2 (i) 00 01
0 0 —i 0 0 0 O

Poiché U ha come colonne dominanti la 1%, la 3% e la 4%, allora una base di C(A) =V
e {wi;wa;wal.

Troviamo una base ortogonale di V applicando I’algoritmo di Gram-Schmidt
a

i 1 0
_ 2 10 _ 0
Vi =W = i Vo = W3 = 1 V3 =Wy = %
-1 0 0
i
-1
u; =V = .
i
-1
up = vy — a2Uy, w#0 = app= (w|vs)
(u1]ug)
1
. 0
(ui|ve) =uyve=(—i -1 —i -1) 1= —2i
0
i
-1
(wwm)=uwyuw=(-i -1 —i -1) ; =4
-1
N 21
19 = 1 = 2Z
Uz = Vo — (¥12U] = Vg + §iu1 =
1 7 1
0 1. [ -1 1 —
)T T2
0 -1 —1
uz = V3 — (rj3u; — (Qg3ly, u #0 = aiz= (w1 |vs)
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(U1|V3) = u{IV3 = (—Z -1 — —1)

(u|uy) =ulfu; =4

2 1
—t 13 = Z = —
(uzvs)
0 —t =
u2 75 Q23 (u2|u2)
0
1 . 0
(UQ|V3)—112 V3—§(1 i 1 Z) 2
0
1 1
(uzuz) = uz ug = 5(1 i 1 1)5
= Qo3 =1
1 1.
U3 = V3 — Q3u; — Qigglz = V3 — 5111 - 51112 =
0 i 1 —i
_0_1—1_1.—1’_0
“l2i) 2| i 2 1| T
0 -1 —i 0
i 1 —i
-1 I 0 N .
Dunque { u; = ; U =5 | [w=| € una base ortogonale di V.
-1 —i 0

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata

al punto , ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per
la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di uy, us ed us :

Hu1H2 =V (u1|u1) = \/ZI =2, ||UQH2 =/ (u2|u2) = \/I =1,

o |

HU3H2=\/(113|113)= (Z 0 —i 0) i :\/1+1=\/§
0
) 1 —1
Allora B = {f%—; 2. w1 — J1 A PR B [P U ¢ una base
lucllz? fluzllz? [Jusll2 2 i 72 1 ' V2 i
-1 —1 0

ortonormale di V.
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2i i 81
. . . . —6 . 1 0
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = 8 sul sottospazio U = ( olil =i )
10 0 1
di C3.
Troviamo una base ortonormale di U.
i 81 7i
. 1 0 -1 . .
Poniamo wi = ol W= ows= e calcoliamo una base di C(A)
0 1 1
dove A = (Wl Wo Wg).
1 8 7 1 8 7
1 0 -1 0 -8 -8
A=(w w w3)= 0 —i —il w2 o —i —i ,
1 1 Egl(—l)El(—’L) 1 1 E42(—1)E32(’L)E2(—%
0 1 1 0 1

Poiche U ha come colonne dominanti la 1% e la 2%, allora una base di C(A) = U ¢
{wi;wa}.

i 8i
Applichiamo ora ’algoritmo di Gram-Schmidt a ¢ vi = w; = (Z) ; Vo = Wo = —Oz
0 1
per trovare una base ortogonale di U.
i
u =vy; = 1
1=vi=|
0
uz = Vg — Q2Uy, u #0 = ap= (wy|va)
(uifuy)
81
(ui|ve) =uyve=(—i 1 0 0) Bz =(—i)8 =38
1
i
(uijur) =ufur=(— 1 0 0) (1) =(—i)i+1=2
0

o O o

S O =

S O =
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8

—t Q19 = 5 =4

Uz = Vg — Uy = Vg — 4uy =

8i i i)

0 1 —4
ol R i Y e

1 0 1

i 44

1 —4 N .

Dunque < u; = 0 jUp = i € una base ortogonale di U.
0 1

Costruiamo base ortonormale di U normalizzando la base ortogonale {uy;uz}, ossia
dividendo ciascun suo elemento per la sua norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :

w2 = v(wiw) =v2

43
. . —4
uglla = V/(ugug) = [(—45 —4 i 1) i =V16+16+1+1=34
1
Allora
) 43
u us 1 1 1 —4
B={uj = jus = =< — ;— .
M = ™ Twl! T\ va o] vE |
0 1
€ una base ortonormale di U.
21
La proiezione ortogonale di v = g? suU e
10
Py(v) = (ui|v)uj + (u3|v)u;
dove
21
1 —6 1 4
* *\ H . .
u;lv)=(uj) " v=—(— 1 0 0 |l = —=((-9)2t—-6)=——
(V) = () "y = == N s | = 5i-6=—7
10
21
(wilv) = (u) v L(—4i 4 |8 —L(—4i2i—4(—6)+z'8i+10)—\/34
2 2 V34 8i 34

10
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Quindi
i 44 i 41
4 4 1 1 1 —4 1 —4
Py(v) = ——uj+Vv34u; = ——— +V/34—— |l =-2 + =
U( ) \/5 1 2 \/5 \/5 0 /—34 —i 0 —i
0 1 0 1
Si trovi una base di V* nei seguenti casi:
0 ANEAN NS
V= ; oo V= L o ]2
i -1 0 1
0
(a)Se A= |i | alloraC(A)=V eVL=C(A)L =NAH).
2

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

AP = (0 —i Q)T(O 1 2i)=U

1(2
Poiche N(AHf) = N(U) e

dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=3—-1=2,

una base di V* ha 2 elementi (d’altra parte dimV=1 e dimC>®=3, per cui a priori
potevamo dedurre che dimV+ = dimC? — dimV =3 — 1 = 2).

T
x= |23 | e NAT)=N(U) <= 23+2ix3=0
x3
h
quindi N(U) = —2ik | |h, k€ C
k
Una base di V* &
1 0
0| -2
0 1
1 i 10
ysea= |1 1T 1] allora C(A) = Ve v = C(A): = N(AT),
i -1 0 1

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

27
—6
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1 —i 1 —3 1 —i 1 —i
- =1 - -1 0 0 0 O
A — ! _ . —
1 0 1 0 E31(—1)E21(4) 0 2 0 2 Ebs
0 1 0 1 0O 1 0 1
1 —i 1 —i 1 —i 1 —i
0 ¢ 0 1 0O 1 0 1
_— :U
10 0 0 0 maomn [0 0 0 0
0O 1 0 1 0 0 0 O

Poiche N(AH) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U=4 -2 =2,

una base di V+ ha 2 elementi.

il TG —iTo+x3—ixy = 0
X = xQ e N(AH)=NU) —
3 —

- To + T4 =0
—h -1 0
N . —k X 0 -1
Quindi V- = N(A") = L |h,k € C » ed una sua base & N
k 0 1

Svolgimento degli Esercizi per casa 9

Si trovino una decomposizione QpRo-non-normalizzata ed una decomposizione
1 -5 3 -3
QR-normalizzata per la matrice A = 0 0 1 -5
-1 5 -1 -1

Poniamo

1 ) 3 -3
Vi1 = 0 5 Vo = 0 5 Vg = 1 5 Vg = —5
-1 5 -1 -1

e applichiamo ’algoritmo di Gram-Schimdt a {v1, va,vs, va}.

Otterremo 4 vettori, ujg, uz, usg, ug. Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in
tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di Gauss U di A: le eventuali
colonne libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

1 -5 3 =3 1 -5 3 -3

A=lo0o o 1 5|20 (o o 1 -5 | Z=2
1 5 -1 -1 0 0 2 -4
15 3 =3\ Lo (1 53 -3

—{0 0o 1 -5 0 0 1 —5|=U
0 0 0 6 0 0 0 1
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Poiché U ha come unica colonna libera la 2%, allora applicando 'algoritmo di Gram-
Schimdt a {v1,va, vs, va4} otterremo uz = 0.

1
u; =Vvy = 0
-1
Uz = Vg — (jolUy, W #F0 = ap= (u1|va)
(u1lui)
—5
(U1|V2) = Uu; Vg2 = (1 0 —1) 0 =-10
5
1
(u1|u1)—u1 u1:(1 0 —1) 0 =2
-1
Uz = V2 — (QjoUu1 =
=vs +bu; =
—5 1
= 0 +51 0 =|0=uz
-1
Uz = V3 — aij3ln — a3z,
w#0 = aiz= (u1]vs)
(u1fu)
3
(u1|V3):u1 V3=(1 0 —1) 1 =4
-1

~ [y
w=0 = [m=0]

ug = vz — (;j3u; — Qezlz =

= V3 —2111 =
3 1 1

= 1 -2 0 = 1] =usg
-1 —1 1
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Ugq = V4 — (rp4U1 — (Qioq4U2 — (3413,

_ (ua]va)
w0 = au= (w2 |u)
-3
(U1|V4) = U1 V4 = (1 0 —1) -5 =-2
-1
= Jou=-2/2=-1|
S
(us|va)
u 0 — as=
37 += (uglug)
-3
(U3|V4) = LI3HV4 = (1 1 1) -5 =-9
-1
1
(U3|U3)=LI3 U3=(1 1 1) 1 =3
1

= |as=-9/3=-3|

Uy = V4 — (rj4Uuy1 — Qg2 — Qi34ug =

:V4—|—u1—|—3u3:

-3 1 1 1
-1 -1 1 1
Poniamo
1 0 1 1
QO = (u1 uz Uug U4) = 0 1 -2
-1 0 1 1
1 Q12 (13 (14 1 -5 2 -1
R, — 0 1 Q23 Qo4 o 0 1 0 0
710 0 1 am| |0 0 1 -3
0 0 0 1 0 0 0 1

A = QoRy ¢ una decomposizione QgRg-non-normalizzata per A.

Sia Q1 la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo
tutte le (eventuali) colonne nulle di Qp. In questo caso Qg ha un’unica colonna nulla,
la 2%, quindi

Qi=(u1 uz uws)= 0 1 -2
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Sia Rq la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (2), togliendo le
righe di Rg che corrispondono alle colonne che sono state tolte da Qg per ottenere Qj.
In questo caso, poicheé per ottenere Q ¢ stata tolta da Qg la 2% colonna, allora per
ottenere R si toglie da Ry la 2 riga. Dunque

1 -5 2 -1
Ri=|10 0 1 =3
0 0 0 1

Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma euclidea delle
colonne di Q; (ossia delle colonne non nulle di Qg), e calcoliamo D1,

Poiche
g2 = v/(a1]u1) = V2,
|lusl2 = /(uslus) = V3,

1
||u4||2 = \/(u4|u4) = \/114H114 = (1 —2 1) -2 = \/E,
1
allora
[luall2 O 0 V2 0 0
D = 0  Jusllz2 0 = o V3 0
0 0 [luall2 0 0 V6
Quindi
1
% 0 0
D'=1]0 %ﬁ 0
1
0 0
Poniamo
L 0 o I U U O
1 1 1 i ! v ]
-1
Q=Q:D'=|( 0 1 -2 0 & 0 |=| 0 = 2%
-11 1 0o o0 L S S N i
V6 NFEVE] V6
V2 0 0 /1 -5 2 -1 V2 —5V2 23 2
R=DRi=| 0 v3 0 00 1 =3]=]0 0 V3 -3/3
0 0 v6/\0 0 0 1 0 0 0 V6

Allora A = QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A.

Siano 0 # v € R™ ed a € R. Si trovino una decomposizione QgRg-non-
normalizzata ed una decomposizione QR-normalizzata della matrice A(a) = (v av).

Poniamo vi = v e v = av e applichiamo l'algoritmo di Gram-Schimdt a
{V13V2}'
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U3 =V =V
Uz = V2 — (2U1,

: ) v v
170 = =y T vy Yoy

UQZVQ—OQQU;[ZO[V—OZV:O

Poniamong(ul uz) = (v 0)ed Rg = ((1) 0112>: ((1) ?).A:

QoRy ¢ una decomposizione QgRg-non-normalizzata per A.

Sia Q1 la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo
tutte le (eventuali) colonne nulle di Qp. In questo caso Qg ha un’unica colonna nulla,
la 2%, quindi Q1 = v. Sia Rj la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al
punto (2), togliendo le righe di Rg che corrispondono alle colonne che sono state tolte
da Qg per ottenere Q1. In questo caso, poiche per ottenere Q1 ¢ stata tolta da Qg la 2¢
colonna, allora per ottenere Ry si toglie da Rg la 2% riga. Dunque Ry = (1 «). Q si

v

ottiene da Q1 normalizzando v, per cui Q = ™ ed R =|vl2R1=(||vl]2 «flv]2).

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

»i 1 o e 011 1
A=| 2 1+i 3], B=[-11 2 |, c=

M . 111 0

! Lot 1 1.0 1434

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono pid
zeri. In questo caso conviene svilupparlo ripetto alla 1 riga oppure alla 3% colonna.
Facciamolo in entrambi i modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:
1 1 i1

=(1-i)(1+i-3)—(2-3i))=1—i)(-2+41) —2+3i=
=242 +i—i>—2+43i=-3+6i

DetA = (1 —)(—1)*'Det (1“ 3) +(~1)'+2Det (2 3) -

Rispetto alla 3% colonna:
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1 2 1+
=-31—i—i)+(1—i)(1+1i)—2)=
=-31—-2)+12—i*-2=-3+6i

peea =3 mec (171 1) ey (1) -

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1% colonna:

1 1+d 1 2 1 1+i 1
Det | i 2 1 :(—1)1+1Det(1 Z.>+z'(—1)2+1Det( ) Z.>+(—1)3+1Det(
11

=2 —1—i((1+d)i—D4+1+i—-2=2—1—i(i—2)+i—1=—1+5

Infine sviluppiamo Det(C) ad esempio rispetto alla 3¢ riga:

01 1 1
1 10 144
DetC = Det 111 0 =
2 1 2 1
11 1 01 1 0
=(=1)*"Det [ 1 0 144 | +(=1)*Det |1 0 1+i |+ (—1)>Det | 1
12 1 2 2 1 2

Sviluppiamo il primo addendo rispetto alla 2% colonna, mentre il secondo ed il terzo
addendo rispetto alla 1% riga.

2 1 2 2

14 :(_1)1+2Det(1 1+Z>+(—1)1+3Det(1 1>:

2 1

1
0
2
1
01 1 _
Det {10 1+i =<—1>”2Det(1 1+Z>+(—1)1+3Det(1 0):
2 2 1
2
1
1
1 2 1
2

=—(1-204))+(1-2)+=—-1-2-2i)—1=2

Quindi
Det(C) = —i — (3+2i) + 2 = —i — 3 — 2+ 2i = —3 — i.
2 0 0 1
Sia  A(a) = 0 «a 0 ! dove « € R. Si dica per quali @ € R
4 a-—1 0 1]’ '

0 2 3a—1 1
si ha che A(«a) & non singolare (sugg.: si calcoli il determinante Det(A («)) di A(a)).

1414

—_ = =
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2 0 0o 1
0 « 0 1
(1) Det(A(w)) = Det 4 o—1 0 L=
0 2 3a—1 1
2 0 1
=(-1)*"MBa—-1)Det [0 o 1=
4 a-1 1

= —(3a— 1)[(—1)1+12Det (afl 1) + (=1)'*°Det (2 Oﬁ 1)} =

= (3a—1) [2(@ —atl) - 4a} = 2(3a—1)(1 - 2a)

Poiche A(a) & non singolare se e solo se Det(A (a)) # 0, dal punto (1) otteniamo che

N~

1
A(a) € non singolare <= —2Ba—-1)(1-2a)#0 <= a# 3



