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Programma del corso di Algebra Lineare I (A)
11 testo di riferimento &: Appunti di Algebra Lineare, Gregorio, Parmeggiani, Salce

06/12/04 Matrici. Esempi. Tipi particolari di matrici. Prodotto di una matrice per uno scalare. Somma
di due matrici. Proprieta della somma e del prodotto per uno scalare. Prodotto di un vettore riga per un
vettore colonna.

Dal libro: Da pag. 1 a pag. 6.

Esercizi per casa: Esercizio 1 delle Esercitazioni *1.

07/12/04 Prodotto righe per colonne di matrici. Esempi. Proprieta del prodotto righe per colonne. Pre-
moltiplicazione e postmoltiplicazione per matrici diagonali. Il prodotto righe per colonne non & commutativo.
Potenze di matrici. Trasposta e H-trasposta di una matrice. Esercizi.

Dal libro: Da pag. 6 a pag. 12 (saltando pag. 7).

Esercizi per casa: Esercizi 2, 3, 4, 5 delle Esercitazioni *1.

13/12/04 Matrici simmetriche, anti-simmetriche, hermitiane, anti-hermitiane e loro proprieta. Parte
hermitiana ed anti-hermitiana di una matrice. Sottomatrici.

Dal libro: Da pag. 12 a pag. 15.

Esercizi per casa: Esercizi 6, 7 delle Esercitazioni *1.

14/12/04 Decomposizione a blocchi e operazioni a blocchi. Casi particolari di decomposizioni a blocchi.
Scrittura matriciale di un sistema lineare. Operazioni elementari sulle equazioni di un sistema.

Dal libro: Da pag. 15 a pag. 19. Pag. 7.

Esercizi per casa: Esercizio 8 delle Esercitazioni *1.

15/12/04 Operazioni elementari sulle righe di una matrice. Eliminazione di Gauss (EG). Forma ridotta
di Gauss di una matrice, colonne dominanti, colonne libere. Esempi. Risoluzione di sistemi lineari. Esempi
di sistemi lineari senza soluzioni, con un’unica soluzione, con infinite soluzioni.

Dal libro: Da pag. 19 a pag. 26. Nota 1 sulle operazioni elementari (file sulla pag. web),

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 3 delle Esercitazioni *2.

20/12/04 Esercizio Tipo 2. Rango di una matrice. Inverse destre, sinistre bilatere. Esempi.

Dal libro: Da pag. 26 a pag. 29 tutto (comprese le dimostrazioni delle proposizioni 4.1 e 4.4) fino
all’enunciato di 4.5. escluso. Enunciati di: 4.6, 4.7, 4.8, 4.9 a pag 28 e 29. Nota 2: osservazioni sul rango di
una matrice (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizio Tipo 1. Esercizi 2 e 4 delle Esercitazioni *2.

21/12/04 Criterio per 'esistenza di una inversa destra e sua costruzione. Esercizio Tipo 3. Come costruire
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Pinversa sinistra di una matrice la cui trasposta abbia un’inversa destra (esempio numerico: esercizio Tipo 3
bis). Criterio per l'esistenza di una inversa sinistra. Inverse di matrici 2 x 2. Algoritmo di Gauss-Jordan.

Dal libro: Teorema 4.10 (con dimostrazione), enunciati di 4.11 e 4.12.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2, 4 e 5 delle Esercitazioni *3.

22/12/04 Algoritmo di Gauss-Jordan per il calcolo dell’inversa. Esercizio Tipo 4. Spazi vettoriali.
Esempi. Sottospazi vettoriali. Esempi.

Dal libro: Enunciato di 4.15 e proprieta delle matrici invertibili a pag. 31.
Da pag 35 a pag. 39. Da pag. 45 a pag. 50.

Esercizi per casa: Esercizi 3, 6, 7 e 8 delle Esercitazioni *3.

10/01/05 Insiemi di vettori. Combinazioni lineari. Sottospazi generati da insiemi di vettori. Insiemi di
generatori. Prima domanda dell’esercizio Tipo 5.

Dal libro: Pag. 50 e pag. 51. Proposizione 1.6. con dimostrazione ed esempio 1.7. a pag. 52. La seconda
parte di pag. 53.

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 delle Esercitazioni *4.

11/01/05 Seconda domanda dell’esercizio Tipo 5. Lo spazio nullo di una matrice. Sottoinsiemi e unioni
di insiemi di vettori Esempi di insiemi di generatori. Insiemi di vettori linearmente dipendenti e insiemi di
vettori linearmente indipendenti.

Dal libro: Enunciato della Proposizione 1.4. a pag. 50. Da pag. 53 a pag. 56. Enunciato della Propo-
sizione 1.8., Proposizione 2.4. (con dimostrazione), definizione di insieme di vettori linearmente indipendente
a pag. 57 e Proposizione 2.10.

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 delle Esercitazioni *4.

12/01/05 Esercizio Tipo 6. L’insieme delle colonne dominanti di una matrice in forma ridotta di Gauss
e L.I. Basi. Esempi. Ogni spazio vettoriale finitamente generato ha una base. Come estrarre una base da un
insieme di generatori. Impostazione dell’ esercizio Tipo 7.

Dal libro: Proposizione 2.8 e Proposizione 2.12. Esempio 2.16. Definizione di base a pag. 60. Da pag 56
a pag. 59 saltando il Teorema 2.15.

Esercizi per casa: Esercizi 5 e 6 delle Esercitazioni *4.

17/01/05 Caratterizzazioni delle basi come insiemi come insiemi di generatori minimali. Esercizio Tipo
7. Teorema di Steinitz (Teorema 3.7 con dimostrazione) e Teorema 3.8.

Dal libro: Da pag. 60 a pag. 63.

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 delle Esercitazioni *5.

18/01/05 Teorema 3.10 (equipotenza delle basi di uno spazio vettoriale finitamente generato, con di-
mostrazione). Dimensione di uno spazio vettoriale. Lemma 3.12 e Proposizione 3.17. Caratterizzazioni delle
basi come insiemi linearmente indipendenti massimali. Applicazioni lineari. Esempi. Applicazione lineare
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indotta da una matrice. Spazio nullo e immagine di un’applicazione lineare. Il caso di un’ applicazione lineare
indotta da una matrice. Spazio delle colonne di una matrice. Teorema nullita4rango.

Dal libro: Da pag. 63 a pag. 73 ( saltando le Proposizioni 3.18, 4.7, 4.10, 4.11 e 4.13).

Esercizi per casa: Esercizi 3, 4 e 5 delle Esercitazioni *5.

19/01/05 Dimensione e basi dello spazio nullo di una matrice. Esercizio Tipo 8. Spazio delle righe di una
matrice. Basi dello spazio delle colonne e dello spazio delle righe di una matrice. Primo caso dell’Esercizio
Tipo 9.

Dal libro: Da pag. 73 a pag. 77.

Esercizi per casa: Esercizio 6 delle Esercitazioni *5.

24/01/05 Nota 3. Proprieta del rango. Basi ordinate. Mappa delle coordinate. Matrice di passaggio da
una base ordinata ad un’altra. Matrice associata ad un’applicazione lineare rispetto a fissate basi su dominio
e codominio. Secondo caso dell’Esercizio Tipo 9. Esercizi Tipo 10, 11 e 12.

Dal libro: Da pag. 77 a pag. 82.

Esercizi per casa: Esercizio 7 delle Esercitazioni *5 ed Esercizio 1 delle Esercitazioni *6.

25/01/05 Come cambia la matrice cambiando le basi sul dominio e sul codominio. Interpretazione
geometrica di R? ed R3. Regola del parallelogramma. Norme di vettori. Le norme |||z, ||'||1 e ||'||o- Esercizio
Tipo 13.

Dal libro: Appendice C: da pag. 131 a pag. 135. Da pag. 83 a pag. 93.

Esercizi per casa: Esercizio 2 delle Esercitazioni *6.

26/01/05 Esercizio Tipo 14. Come cambiano le coordinate di un punto nel piano ruotando il sistema di
riferimento. Matrici di rotazione. Il coseno dell’angolo tra due vettori di R2. Prodotti interni. Il prodotto
interno standard. Prima verifica nell” Esercizio Tipo 15.

Dal libro: Da pag. 93 a pag. 97.

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 delle Esercitazioni *6.

31/01/05 Fine dell’ Esercizio Tipo 15. La norma indotta da un prodotto interno. La diseguaglianza
di Cauchy-Schwarz. Non tutte le norme sono indotte da prodotti interni. Vettori ortogonali in uno spazio
euclideo. Insiemi ortogonali e basi ortogonali. Basi ortonormali. L’algoritmo di Gram-Schmidt. Primo punto
dell’Esercizio Tipo 16.

Dal libro: Da pag. 97 a pag. 100, da pag. 106 a pag. 115.

Esercizi per casa: Esercizio 5 delle Esercitazioni *6 ed Esercizio 1 delle Esercitazioni *7.

01/02/05 Fine dell’Esercizio Tipo 16. Il complemento ortogonale di un sottospazio di uno spazio euclideo,
e le sue proprieta. La proiezione ortogonale di uno spazio euclideo su di un suo sottospazio, ed il suo calcolo.
Esercizio Tipo 17.

Dal libro: Da pag. 100 a pag. 106.
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Esercizi per casa: Esercizio 6 delle Esercitazioni *6 ed Esercizi 2 e 3 delle Esercitazioni *7.
02/02/05 Calcolo di determinanti. Proprieta dei determinanti. Esercizio Tipo 18.

Dal libro: Appendice D: da pag. 137 a pag. 146.

Esercizi per casa: Esercizio 4 delle Esercitazioni *7.

5
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ESERCIZIO TIPO 1

Risolvere il sistema lineare Ax = b nei tre seguenti casi:

2 2 4 0
(@) A=11 1 3|eb=|-1];

3 3 7 0

1 3 -2 1 2 4
MA=[26 -4 2 5|eb=]10];

13 -1 3 6 12

4 -8 4 0
@OA=[1 -1 0)eb={3

1 -1 1 5

Egg(—l) ? | 0

11
0 0 | -1 ]=(U | d)
00 0 | 1
Poiche d & dominante, allora Ux = d, e quindi anche Ax = b, non ha soluzioni.
(Infatti: il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che & una scrittura compatta per
T+ To + 273 =0

(*) xr3 = -1 )
0 =1

e poiche l'ultima equazione di (*) non ha soluzioni, (*) non ha soluzioni).

(b) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

13 -2 12| 4 13 -2 12| 4
(A | b)=(2 6 —4 2 5 | 10 Bg1 (—1) B2 (~2) 00 0 01 | 2
13 -1 3 6 | 12 00 1 24|38
. 13 —212 | 4
—= 100 1 24 | 8|=(U | d).
00 0 01 | 2

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

T1 + 30 — 203+ x4+ 205 =4
T3+ 2xs +4x5 =8 .
Is =2

Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2004/05, GEMMA PARMEGGIANI 7

Poiche U ha esattamente due colonne libere (la 2% e la 4%), Ux = d ha 0o? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U e con la sostituzione all’indietro
otteniamo:

xgzh
x4:k
$5:2

r3 = —2x4 —4dxs5 +8 = -2k —4x2+4+8= -2k
21 =—3x0+2x3 — x4 —2x5+4=-3h+2x (—2k)—k—2x2+4=-3h—5k

Dunque 'insieme delle soluzioni di Ux = d, e quindi anche di Ax =b, &

—3h — 5k
h
—2k | |nkecC
k
2

(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

4 -8 4 | 0 I 1 -2 1 |0
(A | b): 1 ~1 0 | 3 E31(—1)E21(—1)E1(3) 0 1 1 | 3]
1 -1 1] 5 0 1 0 | 5
() 1 -2 1 |0
= 0 1 -1 | 3|=(U | d)
0 0 1 | 2

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

1 —2x9 +2x3 =0
To — I3 =3.
T3 =2

Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiché U non ha colonne libere, Ux = d ha esattamente una soluzione.
Con la sostituzione all’indietro otteniamo:
T3 =2
To=x3+3=2+3=5
TG =210 —23=2X5—2=28
8

Dunque 'unica soluzione di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, ¢ il vettore | 5
2
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ESERCIZIO TIPO 2

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso o dove

1 a—1 0 a—1
_ 0 1 0 . a?+1 4
Ala) = 1 a—i  a+i e b(a)= %, e C*.
—a—1i —a?-1 0 0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 a—1 0 | a—i
| o 1 0 | o®+1 Bai (i) By (~1)
(Aa) | bla))= 1 a—i  a+i | 2cv
—a—i —a?-1 0 | 0
1 a=i 0 | a—i
0 1 0 | a?+1
“lo 0 a+i | a+i (B(@) | cla))
0 0 0 | a?+1
1 -2 0 | —2
0 , . . 0 1 0] o}, . .
1" CASO a=—i (B(—1i) c(—i)) = 0 0 0| 0 ¢ una forma ridotta di Gauss
0 0 0] 0
per (A(—i) | b(-i)), quindi A(—i)x = b(—1i) & equivalente a B(—i)x = c¢(—1) che & una forma compatta
per
xr1 — 2i562 = -0
(*) { T2 =0

Poiche ¢(—1i) & libera, B(—i)x = ¢(—1i) ammette soluzioni.
Poich¢ B(—i) ha esattamente una colonna libera, B(—i)x = ¢(—i) ha co! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(—i) (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro da () otteniamo

xgzh
xQZO
$1=2i$2—2i=—2i

L’insieme delle soluzioni del sistema B(—i)x = c(—i) ( e quindi linsieme delle soluzioni del sistema
A(-i)x =b(-i) ) e

—2i
0 JlheC
h
20 CASO a# —i
o—1 0 o—1

a?+1 Es3(3%)
-
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1 a=i 0 | a-—i 1 a=i 0 | a—i
0 1 0 | a?+1 Bi(5) 0 1 0 | a2+1)
o o 1 1 o o 1] 1 |=(C@ da)).
0 0 0 | a2+1 0 0 0 | a-—i
100 ] 0
5 . . . 0101 0], . .
a =1 (C) | di)) = 001 |1 ¢ una forma ridotta di Gauss per
0001 0
(A@{) | b(i)), quindi A(i)x = b(i) & equivalente a C(i)x = d(i) che & una forma compatta per
x1:0
(%) Ty =
T3 1

Poiche d(i) e libera, C(i)x = d(i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C(i) sono dominanti, C(i)x = d(i) ammette un’unica soluzione. L’unica soluzione
di C(i)x =d(i) (e quindidi A)x =b(i) ) &

0
v=10
1
1 a—i 0 | a—i
ag -} (C@l A=y o | G =
0 0 0 | a-—i
1 a—i 0 | a—i
8 (1) (1) i a21+1 = (D(a)| e(a)) e una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)).
0 0 0] 1
Poiche e(a) ¢ dominante, D(a)x = e(a) (e quindi di A(a)x = b(«) ) non ammette soluzioni.



10 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2004/05, GEMMA PARMEGGIANI

ESERCIZIO TIPO 3

Si trovino tutte le inverse destre della matrice
6 12 —18)

PomamoA:(2 8 18

Un’inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R=(¢; | c¢3), allora

¢y & soluzione di (1) Bx =e; = (é) e

c2 € soluzione di (2) Ax = ey = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(6 120 —18 | 1 0 B2 (-2)E1($) 1 2 -3 ] ¢ 0
(A ] 12)_(2 8 18 | 0 1) (o —12i 24 | -1 1)
B (1 2 -3 | L+ 0
= b .
—’(o 12 | —i L (U | b1 by)

(1) & equivalente a (1’) Ux = by che & una forma compatta per
T + 2ixe — 313 = %
To + 2ix3 = —31—61'

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

Tr3 = h
1 1
To = —2iT3 — %z = —2th — 3—z
= —2ix2 + 3 +1— 2i(—2ih 1')+3h+1— h+1
L1 = —2122 T3 6 7 7 BGZ 5= 5
L’insieme delle soluzioni di (1) &
—h+3
—2ih — 551 | [heC
h

(2) & equivalente a (2’) Ux = bg che & una forma compatta per

r1 + 2ty — 323 =0
To + 2ix3 = 11—21
Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo
Tr3 = k

1 1
To irs + 121 ik + 121

1 1
Tr1 = —ZiIQ + 3333 = —2i(—2ik‘ + EZ) + 3k =—-k + E
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L’insieme delle soluzioni di (2) ¢

—k+ 3
—2ik+ 15i | [k € C
k
—h+3 —k+3
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h, k) = [ —2ih — %z’ —2ik + i |,
h k
al variare di h, k € C.
ESERCIZIO TIPO 3 bis
6 2

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = | 12 —8i

—18 18

1. Poniamo B = AT
2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’ESERCIZIO TIPO 3 sappiamo che sono tutte e sole le

—h+3 —k+ 3
matrici del tipo | —2¢h — 31—61' —2ik + 11—21 , al variare di h,k € C.
h k

3. Una matrice e inversa sinistra di A se e solo se e la trasposta di una inversa destra di B. Quindi

Cp Ll o 1.
ht3 2ih = 351 h) al variare di

le inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo (_ P % ok 4+ % ik

h,keC.
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ESERCIZIO TIPO 4

R
o
z
L
Il
[=Rpelye}

1 «
1 1|, doveaeC.
2 1

Per quegli o € C per cui A(a) & non singolare, si calcoli A(a)~L.

a1l a | 1 0 0\ ma)B(d) ‘a;«éO:A(O) non ha inversa
(Aa) | I3)=]a 1 1 | 1
021 ] 001
1L 1 | L 00 1L 1 | L 00
100 1-a | .11 0]—225]02 1 | 0 01]|-—
02 1 | 0 01 00 1-a | -1 1 0
Ex (L) 1 i 1 | % 0 0\ gy ‘oz;él:A(l) non ha inversa
——— 0 1 3 | 0 0 3
00 l-a | -1 1 0
Lo s 0oy,
o s 00 2(02)
00 1 | =% 75 0
O 0 0 -
Eig(—1
-0 1 0 | 2(11—a) _2(11—a) % —
1 1
00 1 | —1= T 0
1 L0 ! -/ 0
¢ | a(ll_a) 1Ia 1 Ei2(—%)
—(0 1 0| 20-o) 20-o 2| —
1 1
00 1 | —1= i 0
10 0 | 204(11—04) 2;%?;041) _12%
—(0 1 0 | 20-a) 20-a) 2 =(Iz | Al@™)
001 | - = 0

1 —2a+1 -1+«

Se|a ¢ {0,1} Ala) = m o' —a all —a)

—2a 2 0
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ESERCIZIO TIPO 5

1 2 1 0 0
(1) Siproviche S ={vi=|1]|;va=[2];vs=|0|;va=1[ 1 |;vs=1[0 ]} & un insieme di
0 1 -1 1
generatori di R3.
1 3 1 2 4
2)SiaSs={wi=[1];wa=|3];wg=[0];wg=|1];ws=/[3]} SidicaseS;e&un
0 0 1 1 1
insieme di generatori di R3.
a
(1) Per provare che S ¢ un insieme di generatori di R3 occorre provare che per ogni | b | € R? esistono
c
a1, (o, a3, a4, as € R tali che
a
b | =a1vy +aovy + a3vy + auvy + asvs =
c
1 2 1 0 0 a1 + 2as + ag
= |1 +ax|2])4+a3| 0| +ay 1 +a5| 0| =1 a1 +2as+ ay
0 0 1 -1 1 a3 — 04 + Qs

ossia che il sistema lineare
a1 +2as+ a3 =a
(*) a1+ 209 +a4 =0b
a3 — o0y + o5 =c

nelle incognite a, as, a3, aig, a5 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

121 0 0] a 1 2 1 0 0 | a
120 1 0] b]—(|0O0 -1 1 0 | b—a]~—
00 1 -1 1 ¢ B2ED \o 0 1 -1 1 c
121 0 0 | a
— ({0 0 1 -1 0 | a—b =(U; | di1).
Ea(=DE:(2D X0 0 0 0 1 | ct+b—a
Poiche d; ¢ libera qualunque siano a,b, ¢ € R, allora () ha soluzione qualunque siano a, b, ¢ € R, per cui S &

un insieme di generatori di R3.

a

(2) Per sapere se Sy ¢ 0 meno un insieme di generatori di R dobbiamo verificare se per ogni | b | € R3
c

esistano o meno ay, asg, a3, a4, as € R tali che

a
b | = a1wq + aawo + a3W3 + au Wy + aswy =
&
1 3 1 2 4 a1 + 3as + ag + 2a4 + 4as
=1 |1 ] +as 3| +a3| 0] 4+ag| 1| 4+as5]| 3| = a1 + 3as + ay + 3as

1 1 as+ag +as

(an)
(an)
—
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ossia se il sistema lineare
a1+ 3as + as + 2a4 +4as = a

(*) ay +3as +as+3as5 =05
a3+ oy +oa5=c
nelle incognite a, a, a3, g, 5 abbia o meno soluzione per ogni a, b, c € R.

Se (%) avesse soluzione per ogni a,b,c € R allora Sy sarebbe un insieme di generatori di R3, in caso
contrario (ossia se esistono a, b, ¢ € R per cui (*) non ha soluzione) no.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

13124/ a 13 1 2 4 | a
13013 | b|l——s|00 -1 -1 -1 1] b—al—
00111 1] ¢) 6D \00 1 1 1 c

1 31 2 4 a
— o001 1 1] a-b |=(Uy | dy)
Es:(=DE:(=1) \g 0 0 0 0 c+b—a

Poiche esistono a, b, ¢ € R per cui dy ¢ dominante (ad esempio si prendano a = b =0 e ¢ = 1), allora Sy
non ¢ un insieme di generatori di R3
(in altre parole: poiche esistono dei vettori di R che NON si possono esprimere come combinazione lineare
0
degli elementi di Sz, ad esempio il vettore | 0 |, allora Sop NON & un insieme di generatori di R?).
1
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ESERCIZIO TIPO 6

1 2 1 0
Siano vi = 0 Vo = L vy = 1 vy = -1
3|’ 4]’ 1]’ 2
-1 0 1 -2

Si dica se § = {v1;va;vs;va} C C* ¢ linearmente dipendente o linearmente indipendente.

Siano «, 3,6,y € C tali che

1 2 1 0 at+26+48
B o 1 1 -1 B+6—~
(%) 0=av) +fve+Ivs+yvs =« 3 +4 4 +6 11T e | = S0+ 4846+ 2y
-1 0 1 —2 —a+6—2y
a+28+06 =0
. B+o—n =0
Allora (%) equivale a (1) Sa+4B84+0+2y =0
—a+ 0 —2y =0
(1) & un sistema lineare nelle incognite «, 3, J, 7.
0
(1) ha sempre la soluzione nulla | 0 | (ossiaa == =~=0).
0

Se essa dovesse essere 1'unica soluzione di (1) (quindi se (1) avesse un’unica soluzione) allora S sarebbe
L.I., altrimenti, se (1) ha anche una soluzione non nulla (quindi se (1) ha pit di una soluzione) allora S & L.D.

Cerchiamo allora le soluzioni di (1). Facendo una eliminazione di Gauss sulla sua matrice aumentata si
ottiene

1 21 0 | 0 1 2 1 0 | 0
0 11 -1 ] 0 0 1 1 -1 ]o0]|_,
3 41 2 | 0] mommns |0 -2 -2 2 | 0
-1 01 -2 | 0 0 2 2 -2 10
121 0 | 0
011 -1 1] 0
. =(U 0
Baa(—2)Es22) {0 0 0 0 | 0) ( | )
000 O | O
p . / a+26+5 =
Dunque (1) ¢ equivalente ad (1) { Bto—n =0
Scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne non dominanti di U (la 3% e la 4%), con
v="h
0=k

la sostituzione all’indietro si ottiene BG4y —k+h

a=-28—6=-2(-k+h)—k=Fk—2h

k—2h

Il sistema (1) ha co? soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme _k]:_ h |h,k e C

h
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Prendendo ad esempio h=1e k=0 siottiecnea= -2, f=v=1,d=—-1e —2vy; +va+ vy =0.

Quindi {vy; va; vs; va} € linearmente dipendente.
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ESERCIZIO TIPO 7

Sia W l’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

0 2 2 3 1 1 1 0 0 0 0 1
ofor=(8 om( Den(t en (i Do (t e (2 1)

¢ un insieme di generatori di W.

Si trovi una base di W contenuta in S.

1Y MODO | “Restringiamo” un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

Cs = (8 8) ¢ senz’altro combinazione degli altri:

C5; =0=0C; +0Cy +0C3+ 0C4 + 0Cg,

per cui togliamo subito Cs (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

0 2 2 3 11 10 0 1
s={o=(32)e=(30) o= o)e=(o D)=l 1)}

29 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di R3. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

C; =2Cs =0C;, + 0C3 + 0C4 + 2C

ma anche . .
Cs = 501 = 501 +0C3y +0C3 + 0C4

possiamo togliere da S; il vettore Ci, oppure possiamo togliere da S il vettore Cg, ottenendo ancora un
insieme di generatori di R3. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano coppie di vettori di
cui 'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno di due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia C1, Cg e scegliamo di togliere Cj.

oo (3 on (1 e (3 D (0 D)

3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di R3. Esistono in Sy vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sz ?

Poniamo

Sia a1Cs + a2C3 + a3C4 + a4Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S;. Allora da

0 0 — 2 3 Lo 1 1 Lo 1 0 Ta 0 1 _ 2001 + a0 + a3 3a1 4+ as + ay
0 0/ “t\3 0 2\1 o 3\ o 1 N1 1) " \Ba1+as+ay a3+ ay
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si ottiene il sistema lineare, nelle incognite oy, aia, g, vy

2000 +as + a3 =0

3y +as+ a4 =0

as+ a4 =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

2 110 |0 e (13 5 0 14 0 |0
310 1 | o) =EEE g Su Sy o] 22 (013 2 | o],
00110 000 1 110 001 1 |0

per cui il sistema e equivalente al sistema
Ozl—F%OZQ—F%Ozg:O
(*) ag + 303 —2a4 =0

as+ag =0

il cui insieme delle soluzioni ¢

—2h
i};l |h e R
h
—2

Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio (si ponga h = 1), si ottiene

-1
1

—2C3 +5C5 — C4+ C5 = O,

per cui Cq,C3, C4 e Cs sono combinazioni lineari degli altri elementi di Ss e ciascuno di loro pud essere scelto
come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Ss la matrice Cy (combinazione lineare degli altri elementi di S2) e poniamo

s={e= (3 )= (i = (0 1))

49 passaggio. Sz ¢ ancora un insieme di generatori di R3. Esistono in Sz vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sz ?

Sia @1C3 + asCy4 + a3Cs = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S;. Allora da

0 0 . 11 ‘a 1 0 ‘a 0 1\ [aoi+ay ar+as
00) "'\10 2\o 1 P\1 1) \aitas aztas
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a, aig, g

ar+as =0
a1 +a3 =0
as+ a3 =0
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Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

L) e (30 ) en
01110 01 1] 0
11 0 |0 . 11 0 | 0
o1 -1 o) =22 (o1 -1 0
00 2 | 0 00 1 | 0

L’unica soluzione del sistema & quella nulla, per cui S3 ¢ linearmente indipendente, ed ¢ una base di W
contenuta in S.

20 MODO | Invece di togliere successivamente vettori che siano combinazioni lineari di quelli rimasti,

ossia invece di “restringere”insiemi di generatori, si pué “allargare”insiemi L.I.
Ad esempio:
1. Cy # 0 per cui {C;} & L.I. Teniamo C;. Chiamiamo §; = S.
2. {Cy;Cy} ¢ L.I. Teniamo Cz. Chiamiamo S = ;.
3. {Cy;Cy; C3} & L.I. Teniamo Cs. Chiamiamo S3 = Sa}.
4. {C;;Cy;C3;Cy} & L.D. Togliamo C4. Chiamiamo Sy = 83\ {C4} = {Cy; Cy; Cs; Cs; Cq}.
5. {C1;Cy;C3;Cs} ¢ L.D. Togliamo Cs. Chiamiamo S5 = S \ {C5} = {Cy; Cy; C3; Cs}.
6. {C1;Cy;C3;Cs} & L.D. Togliamo Cg. Chiamiamo Sg = S5 \ {Cgs} = {C1; C2; Cs}.
Dunque S = {Cy; Ca; C3} & una base di W contenuta in S.
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21 0 3
4 3 1 2)°

Poiche N(A) = N(U) per ogni forma ridotta di Gauss U di A (perche¢ N(A) & I'insieme delle soluzioni del
sistema omogeneo Ax = 0, e se U & una forma ridotta di Gauss di A allora (U | 0) ¢ una forma ridotta
di Gauss per (A | 0), per cui Ax = 0 & equivalente al sistema Ux = 0, il cui insieme delle soluzioni ¢
N(U)), troviamo una base dello spazio nullo di una forma ridotta di Gauss per A.

A_12103 E21(-2) 12103_U
“\2 4 31 2 0 0 1 1 —4)

U ¢ una forma ridotta di Gauss per A. Per il teorema “nullita + rango”si ha

ESERCIZIO TIPO 8

N —

Si trovi una base dello spazio nullo N(A) della matrice A = (

dim N(U) = (numero delle colonne di U - rk(U)) =5—-2=3.

Poiche
x1
T2 Ty + 229 +x3+ 325 =0
x=|x3 | eNA) =< 2T T oTs =
T3+ x4 —4x5 =0
T4
x5

scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2%, la 4% e la 5%) con la
sostituzione all’indietro si ottiene

ro = h
r4 = k
rs = w
T3 = —x4 + 4y = —k + 4w
1 = —2w9—wx3—3x5; = —2h—(—k+4w)—-3w= -2h+k—Tw
Quindi
—2h +k —Tw
h
N(A)=N(U) ={ —k + 4w |h, k € C}
k
w

e chiamando vy ’elemento di N(A) che si ottiene ponendo h =1 e k =0 = w, v elemento di N(A) che si
ottiene ponendo h =0=w e k =1, e v3 I’elemento di N(A) che si ottiene ponendo h =0 =k e w =1, si ha
che una base di N(A) ¢

-2 1 -7

Vi1 =

o O O -
—



ALGEBRA LINEARE 1 (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2004/05, GEMMA PARMEGGIANI 21
ESERCIZIO TIPO 9
1 —a? 1 1

Sia A,=|1 3 2 a+1
3 =32 3 a+3

, doveaeC.

(a) Per ogni « € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

(b) Sia A = Ay la matrice che si ottiene ponendo « = 0. Si trovi una base dello spazio nullo N(A) di A.

1 —a? 1 1 Esn (—3) Bt (-1) 1 —a? 1
(@) Ay=1[1 3 2 a+1 a 0 o®2+3 1
0

3 —3a% 3 a+3 0 0

19 CASO a?+3 =0 cioe a € {V/3i, —/3i}

1 31 1 . 1 31 1
B,—(00 1 o 2 2 (401 a]l=u,
00 0 « 000 1
rk(Aq) =3
1 1 1
Una base B, di C(A,) ¢ B, = 112 a+1 .
3 3 a+3
1 0 0
Una base D, di R(A,) ¢ D, = (?), (1) : 8
1 a 1
(Quindi:
1 1 1 ; 8 8
B = ;géigz e Pum=931]| 1 |'|o](
! 1 —/3i 1
1\ /1 1 ?1) 8 8
B_si= é?éiﬁz ¢ Povm=y )il o))
! 1 V3i 1
20 CASO a? 43 # 0 cioe o ¢ {/3i, —/3i}
_QQ Eg(ﬁ) 1 —012

1 1 1
B,=|0 &¢?+3 1 «
0 0 0 «

Q
Oﬁ»ﬂ»—ﬂ
w
Q
Qﬁ@»—t
w
Il
Q
Q
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1 0 1 1
a=0  Co=|01 4 0)=0
0 0 0 0
I‘k(AO) =2
1 0
Una base By di C(Ag) & By = 11;13 .
3 0
1 0
. R 0 1
Una base Dy di R(Ag) € Dy = L]z }
3
1 0
o ¢ {V3i,~V3i,0}
1 —a? 1 1 —a? 1 1
o E3(%) o
Co=(0 1 a21+3 a?+3 0 1 a21+3 a3 | = Ua
0 0 e 0 O 0 1
rk(Aq) =3
1 —a? 1
Una base B, di C(A,) ¢ B, = 1]; 3 |l a+1
3 —3a? a+3
1 0 0
a2 1
Una base Dy di R(Ay) & D, = S
1 62_4—3 0
1 EQL_,_B 1
1 0 1 1
® A=[13 2 1
3 0 3 3
1 0 1 1
Una forma ridotta di Gauss per Ae Uyg= [ 0 1 % 0 | trovata nel 1° sottocaso.
0 0 0 0

Per il Teorema nullita+rango,
dim N(A) = (numero delle colonne di A) — rk (A) =4-2=2.

Poiche¢ N(A) = N(Up) = {x € C*Uox = 0}, allora

Z1
N Ty +x3+x4 =0
x= I3 € N(A) { To + %xg =0
T4

Prendendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di Up, ossia la 3% e la 4%, con la
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sostituzione all’indietro si ottiene

r3 = h
ry4 = k
Xro = —%xg = —%h
Ty = —ax3—x4 = —h-—k
—h—k
_1p
Quindi N(A) = N(Ug) = ]3 |h,k € C » . Ponendo:
k
—1 —1
_% 0
Vi ? 1 € V2 ? 0 ’
h=1 0 h=0 1
k=0 k=1
si ottiene che una base di N(A) ¢
—1 —1
1
~1 0
V1 = 13 y V2 = 0
0 1
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ESERCIZIO TIPO 10
Sia B = {vi;va;...;v,} C K", dove K € {R,C}.
Per vedere se B € una base o meno di K" si pué procedere nel seguente modo:

— si costruisce la matrice n X n
A=(vy va ... Vv,)

le cui colonne sono gli elementi di B;
— si trova una forma ridotta di Gauss U per A.

— Se rk(U)=n (ossia il numero delle colonne dominanti di U, o, equivalentemente, il numero delle righe
non nulle di U & n), allora B & una base di K", altrimenti (ossia se rk(U) < n) B non & una base di K.

1 2 1
ESERCIZIO Si dica per quali o € R l'insieme B, = al;10];]| a+1 ¢ una base di R3.
1 2 2

Costruiamo una matrice le cui colonne siano gli elementi di B,: A, =

— Q9

N O N
Q

l\')—{-»—t
—

Il problema diventa stabilire per quali @ € R si ha che rkA, = 3.

Facciamo un’eliminazione di Gauss su A,.

1 2 1 9 1
Ao=|a 0 a+1 B (1) B (=) 0 —2a 1| =B,
1 2 2 0 0 1
1 2 1 1 2 1
1°CASO: =0 Bo=|0 0 1|29 (o1 1]|=u,
00 1 00 0

rk(Ag) =rk(Ug) =2#3 = By NON ¢ una base di R3.

1 2 1 . 12 1
20 CASO: a#£0 Ba=|0 —2a 1 S 0 1 —1/2a | =U,
0 0 1 00 1

rk(Ay) =7k(Uy) =3 = B, E unabasedi R3.
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ESERCIZIO TIPO 11

Si calcoli la matrice di passaggio Mp._ 5 da B’ a B, dove B e B’ sono le seguenti basi ordinate di R?:

1 2 1 3 0 5
() @)
1 0 -1 1 0 1
La matrice di passaggio Mp. g da B a B¢
5
01)
(i) ()
3
0
1

O = O

3
Mp_p = | Cs(| 0
1

5 a
Per calcolarla, piuttosto che calcolare separatamente Cg( ( ) ), Cx( ( ) )eCg( (0) ), calcoliamo Cp( ( b ) )
0 1

c

a 3 0
per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta ai tre diversi vettori [ 0 |, (1) ,
c 1 0

5
0 |. Poiche
1

allora

ossia «, B e d sono tali che

a+260+d=a a+d=a—2b a=(a—2b+c)/2
B=0 = B=0b = B=0
a—0=c

per cui

Dunque
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ESERCIZIO TIPO 12

Si consideri I’applicazione lineare f : C> — C? definita da
ao
[ ap+a2
f({ o ]) = (2a0+a1>'
az
Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

(B O - e

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo &

1 1
A= Cp(f(10])) Colf({ 1) Co(f({ 0 ]))
1 0 -1
Poiche . 9
2 2
f({o] = ( ) ()] ( )
1 2 0 °
1
CLO—I a0:2
ayp = a; =
ag 1 CLQ—O
1
0
fp o) = ()
-1 2
1
apg =
CL1=O
CL2=—1
allora

2 2 0
. 2 2 0 a
Piuttosto che calcolare separatamente Cp( 5 ), Cp( 5 )e Cp( 9 ), calcoliamo Cp( b ) per un gener-

e specializziamo la formula ottenuta ai tre diversi vettori ( > ( >

oo(3)=(2) 1 (5)=a(3)+o( )

ico vettore Z € C?

Poiche
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allora

ew(ih-(5) 1 (523)-(5)

ossia a e § sono tahche{zfgzz , per cul{gzggj%;
- (79
Dunque
C’D((§>) = (S) CD(@)) =
a=2 a=2
b=2 b=
CD((3>) - (—11>
=
b=2
¢ quindi

| i
[\V][98)
N———

27
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ESERCIZIO TIPO 13

7
SiaA:(2 2 1

0 a 1) la matrice associata ad un’applicazione lineare
-3 -
f: C3 — C? rispetto alle basi ordinate
1 2 1
B = O);(11];1 0 e D:{(i),(_ﬂ)}
1 0 —1
su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate
3 0 5 1 1
B={{0]:[L]:]0]} e D’={<1>;<_2>}
1 0 1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo e
A =M  AMp.

dove Mp._pr & la matrice di passaggio da D’ a D, e M. ¢ la matrice di passaggio da B’ a B.
Nel’ESERCIZIO TIPO 12 abbiamo visto che

()= (6 0%)

quindi
1 —1 1 -3
Mpp = { Cp(| {]) Cp({ 5 )) )= 0 1
per cui
1 1 3 1 3 1 3
—1 — 2 2 ) — 2 2\ =
Meto = e (6 1) -2 (8 )0 ).
La matrice M. & gia stata calcolata nel’lESERCIZIO TIPO 11:
2 -1 3
Mg g = 0 1 0
1 -1 2
e quindi
7 2 -1 3
A’ =M;! , AMg_gp (é g) (g 2, 11> 0 1 0=
Tz 1 -1 2
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ESERCIZIO TIPO 14

Si verifichi che ¢ :R? - R>( definita da (;5((20 >) = lap + a1] + |ao — a1| & una norma.
1

o0 =a(( 3 )1 =10-+0l+ 00| =0

Sia v = (ZO > Poiche ¢(v) > 0, per provare che
1

basta provare che
ossia basta provare che

Ora:

¢(v) =0 _ _
o lag +a1] =0 — ap+a; =0 = a=a,=0 = v=0.
vV = |CLO—CL1|=O CLQ—CL1=O

ofav) = o(a (2 )) = o(( 220 )) = aan + aan| + aao — aar| =

a1 aarl

= |allag + a1| + |allap — a1| = [a|(lag + a1| + a0 — a1]) = |a[p(v).

1

. _ [ ao _ bo
Slanov_(a>ew_(bl>.

ot ey =10

= |(a0 —|—CL1) + (bo —|—b1)| + |(a0 - al) + (bo —b1)| <
< lao + a1| + |bo + b1| +|ao — a1]| + [bo — b1| = (V) + p(W).

>) = |(a0 —|—b0) + (a1 —|—b1)| + |(a0+b0) — (a1 —|—b1)| =

29
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ESERCIZIO TIPO 15
Si verifichi che (*|") : C?2 x C? — C  definita da

Z1 Y1 - _
((@) | (y2>)—x1y1+2x2y2

¢ un prodotto interno.

Sianox:(?)ey:(yl).

y[x) = (x]y)

(¥Ix) = Thr1+2Ux2 = nT1+2pT2 = (xX|y).

Sianox:(x1>,y:(yl>,z:(Z1>,W:(wl>eoz,ﬁ€@.
X2 Y2 22 w2

(xlay + Aw) = a(x]y) + B(x|w)

(x|ay + w) = ZT1(ayr + Bw1) + 2T3(ays + fws) = aT1y1 + STrw: + 20Tzy2 + 20Tzws =
= a(Try1 + 2T2y2) + B(T1wr + 2T2ws) = a(x|y) + B(x|w).

e (00)=0

oo xz(il>§é0 == (x|x) e RE,
2

¢ (0000 = 0+2x0 = 0
LX) (X|X) = Ti1x1+2Toxs = |$1|2—|—2|$2|2
Essendo x # 0, si ha che z1 # 0 oppure x5 # 0, per cui |21|> € RE, oppure |z2]? € RY,,.

Quindi |z1]? + 2|22|? € RY,,
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ESERCIZIO TIPO 16

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 7 0 0
0 1 -1 0
V - < 7 9 0 ) _1 I 0 >
0 -1 1 7
1°MODO
Troviamo una base By di V.
Poniamo
1 7 0 0
0 _ 1 -1 S 0
W1 = i 5 Wo = 0 ’ W3 = 1 5 4 0
0 -1 1 7

e costruiamo la matrice A = (w; wy W3 Wy ), ossia una matrice tale che C(A) = V.

1 1 0 O 1 9 0 O 1 4 0 O
A— 0O 1 -1 0 0 -1 0 01 -1 0 .
i 0 -1 0 Es1(—4) 0O 1 -1 0 Eu2(1)Esz(—1) 0O 0 0 O
0O -1 1 = 0 -1 1 0 0 0 =
1 4 0 O 1 4 0 O
. 01 -1 0 01 -1 0 -U
Esa 0 0 0 = E3(—i) 0O 0o 0 1
0 0 0 O 0 0 0 O

Dunque By = {w1;wy; wy} & una base di C(A)=V.

Troviamo una base ortogonale By di V: poniamo vi = wi,ve = wg e vy = Wy, e applichiamo
lalgoritmo di Gram-Schmidt a {vy;va;vs}.
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1
0
u;y =vy = .
1
0
_ _(111|V2)
up = Vg — (o, u #0 = app=
(u1|ur)
)
1
(ui|ve) =uyve=(1 0 —i 0) 0 | =7
-1
1
H 0
(uilm) =uyuwu=(1 0 —i 0) ; =2
0
— (112=i/2
Uz =V — 2u1 =
)
:V2—§u1:
i 1 i
- 1 _i 0] _ 1
“lo 21¢ ) | 3
-1 0 -1
uz = V3 — Q3u; — Qiggly,
u #0 = 04132(U1|V3)
(w1 |uw)
0
(mlvs) =ufvs=(1 0 —i 0)[{|=0
)
— (11320
(uz|vs)
0 ﬁ =
vt °% = ()
0
7 1 0 .
(uQ|V3)_u2v3_(—§ 1 5 —1) 0 [E—
)
A
(ugfup) =wg'up = (-4 1 5 —1)[ ; =3
2
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U3z = V3 — (j3u; — Qigglg =

21
:V3+gu2: |
0 ‘ -1
0 21 1 1 21
“lo|TE L] T5
) —1 31
Bz = {u1;ug; u3}, dove
1 ) -1
N R D N o[
1— i 3 2 — 1 3 3 — 5 i 3
0 —2 31

€ una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V, normalizzando gli elementi di Bs.

w2 = V(wi|w) = V2
[uz]l2 = /(uzuz) = v/5/2

—1
oy — ./ 1 S 126 V15
[usllz = v/ (uslus) = uglugz g(—l -2t —1 —31)5 ZZ =
3i
B = Tl Tl 1> dove
1 i —1
w1 [0 w o1 2 us 1 [
il v2 |4 )7 fuf: vio| L |7 Jusllz VI5| @ |’
0 -2 3i

¢ una base ortonormale di V.

Costruiamo dapprima un insieme di generatori ortogonale di V: poniamo

1 i 0 0
0 1 -1 0
vy = i ) Vo = 0 ) V3 = -1 ) V4 = 0
0 -1 1 i

33

e applichiamo I’algoritmo di Gram-Schimdt a {v1;va;vs3;vys}. Otterremo 4 vettori, uy, us, us, uy, e 'insieme

{u1;uz; us; us} sard un insieme di generatori ortogonale di V.
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Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di
Gauss U della matrice A che ha come colnne v, va, v3, v4: le eventuali colonne libere di U corrisponderanno
agli u; nulli.

1 4 0 O 1 1 0 O
A=(vi v3 va va)= 0O 1 -1 0 0O 1 -1 0
? 0 -1 0 E31(—1) 0 1 -1 0 E42(1)E32(-1)
0O -1 1 = 0o -1 1 =
1 4 0 O 1 4 0 O 1 4 0 O
- 01 -1 0 N 01 -1 0 01 -1 0 U
0 0 0 O Esa 0 0 0 = E3(—) 00 0 1
0 0 0 =1 00 0 O 0O 0 0 O

Poiche U ha come unica colonna libera la 3%, allora applicando ’algoritmo di Gram-Schimdt a {v1; va;v3; vy}
otterremo usz = 0.

1
0
u;y =vy = .
i
0
_ _(111|V2)
up = Vg — (joUy, u #0 = app=
(u1]uy)
)
1
(ui|ve) =uy'veo=(1 0 —i 0) 0 | =7
-1
1
0
(i) =uyuwu=(1 0 —i 0) ; =2
0

7
Ug = Vo — (j2Uu] = Vg — U =

2

N[ =N

1
0
1
0

|
—
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Uz = V3 — (rj3u; — QipzUg,

Uz = V3 — (13Ul — Gzl =

7

=V3— 5111 +ug =
0
-1
-1
1

POl = o

N | .
O = O

Uy = V4 — (41 — QiU — (r34U3

(u1|vs)
u 0 = aq3=
1 F 13 (1| wr)
0
(ui|vz) =uyvs=(1 0 —i 0) :i =1
1
(U1,ul):2
- o113 = =
(uz|vs)
u 0 — aq93=
2 # 23 (1] 12)
0
-1
(uglvg) =wy'vy=(—-% 1 3 -1) 1=
1
5
- 1_--_-1=_°2
2 .
A
(ugug) =wg'up = (-4 1 5 -1)| =3
2
-1
—  ao3=—1
0
|0
I )
0
_ (uifva)
w#0 = 4= )
0
(ulva) =ufvi=(1 0 —i 0)[{|=0
)

35
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0
H i 1 0 .
(uz|vy) =uyvy=(-5 1 5 —-1) ol =7
i
A
(u2|uQ):u§IuQ:(—% 1 % -1) i =3
2
-1
2
- oy — —gZ
us; =0 =— a34 =0 per def.
Uy = V4 — QigUg =
n 2i
=V —Uo =
4t Fu |
0 3 -1
0 2i 1 1 2i
= += ===
0 51 3 50 i
i -1 3i
1 3 0 -1
0 1 0 1| 20 N . . .
Dunque  u; = ;e = 1w = [iw=g ; € un insieme di generatori ortogonale
2
0 -1 0 3i

di V.

Costruiamo una base ortogonale di V togliendo dall’insieme di generatori ortogonale di V' trovato
al punto gli eventuali u; nulli. In questo caso poniamo:

1 % -1
w u 0 Wy = U 1 W3 = Uy = 1 2i
rt=uw =1, 2 =Ug = % ) 3= W= o i
0 -1 37
1 % -1
e 0 1 1| 20 N .
L’insieme { w; = ; T Wy = 1 [W3 = ; € una base ortogonale di V.
2
0 -1 37

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia
dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di wi, wo, wj :
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[will2 = v/ (ui]ur) = V2
[wall2 = v/(uz]uz) = 1/5/2

—1
1 . . 1 21 V15
[wsllz = /(agjug) = /ulluy = Z(-1 —2i —i =3i): ZZ =
3
Allora B = {H“‘:lllHQ; Hv“’l‘;QHQ; H“‘jI:HQ }, dove
1 7 —1
wi 1[0 wy 1 2 wy 1 2i
[will2 v2 |4 )7 fwallz vio | 1 )7 wslla VI5| @ |’
0 —2 3

€ una base ortonormale di V.

37
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ESERCIZIO TIPO 17

0 1 1 0
. . .. 1 . 0 1 -1
Si calcoli la proiezione ortogonale del vettore v = 9 sul sottospazio U = ( il o il 21
0 0 -1 1
di C*.
Troviamo una base ortonormale di U. Dall’ESERCIZIO TIPO 16 otteniamo che
1 1 -1
wo WL oy w1 b2 . w1 2
Yo hwlle V2 )T el VIO L 1) sl VIB |
0 -2 3i
¢ una base ortonormale di U.
0
La proiezione ortogonale di v = _12 suU e
0

dove
0
i) = @)iv=—=(1 0 —i 0| 1 |=—=-2.i=va.i
ujlv) = (u} V_E i 2|5 i= i
0
0
(ulv) = (u3)/'v = = (=i 2 1 -2) 2)0
0
0
(u3|v):(u3)Hv—ﬁ(—1 —2i —i 32)(2 =0
0
Quindi
1 7
. =1 (o) (o
PU(V):\/ﬁ-z-ul—ﬁ-z-ﬁ P
0 0

=, O O O
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ESERCIZIO TIPO 18

z z 1 0
sinA(z) =] ) 1 0. | dovezec
111 o0

Si dica per quali z € C la matrice A(z) ¢ singolare.

A(2) & singolare se e solo se Det(A(z)) = 0. Calcoliamo dunque Det(A(z)).

z zZ 0
Det(A(2)) = (=1)*Det [ 1 1 z2—4d | =
11 0

sviluppato rispetto
alla 2¢ riga

_ _ A 1)\2+3 z Z _
n (z —i)(—1)*"°Det ( 11 >
sviluppato rispetto

alla 3% colonna

=(z-9)(E-7)

Quindi A(z) e singolare se e solo se (z —i)(z —Z) = 0, ossia se e solo se 0 z—i = 0, e quindi z = i, oppure
z—2 =0, e quindi z = Z. Poiche
z2=7Z <<= zeR,

allora
A(z) ¢ singolare <= zeRU{i}.
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ESERCITAZIONI* 1

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se e scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

4 0\ /4 0\ /4 0 0\ /4 0 0\ /4 0 0\ /4 0 0\ /4 0 4\ /4 4 0
0 3)].,{o a],{oo0o0],[440),[0o40], {04 0], {040] (440
0o 0/ \o o 004/ \o 0 6 0 0 3 004/ \o o 4/ \o o 4
. 18 0 1—i 3
[2]simoa = (T2 9V B[ 1.9 1], c=( 0 —2]ep=(1 1 %) s
5 —1 ; 1 9 - =1 0

calcoli —2A + D(CA +iB).
Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A tali che A2 = A.

Siano A una matrice reale n x 2 non nulla in cui la prima colonna ¢ il triplo della seconda. Si trovino
tutte le matrici reali diagonali D tali che AD abbia tutte le colonne uguali.

23 1+4i 3+ 5i . .
[5]Siano A=[ 0 i |, B=(2 1+i), c=| 6 |, D=([t1 2%3)
. . 3-2 0
1—1 1 2—2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.
(b) Si calcoli (AHC +4iBT)B + (1 + 3i{)D*.

@ Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

2 2+ 31 2 2431 0 2430 0 2430 2 1 2 3
2-31 3 "\ 24 3¢ 3 T\ -2+ 3¢ 0 "\ —2-3¢ 0 "\1 3/)°\1 0)°

Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = (; 1 41_ ; >

o” -1

|
Sia A = | , dove O e il vettore colonna con n — 1 componenti uguali a 0 e v
| v
. N
¢ il vettore colonna con n — 1 componenti uguali a —1 (quindi A ha tutte le componenti dell’ultima colonna
uguali a —1). Sia B una matrice n X n in cui la prima colonna ha tutte le componenti uguali a —1. Si provi

che la matrice ABe; = e;. (Suggerimento: si suddivida B a blocchi mettendo in evidenza la sua ultima riga
e la sua prima colonna e si calcoli il prodotto AB a blocchi).

In—l
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 1

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se e scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

4 0 4 0 4 0 0 4 0 0 4 0 0 4 0 0 4 0 4 4 4 0
0 3],{0 4,0 0 O0O},(4 4 0)J,{0 4 0),10 4 0],10 4 0],14 4 0
0 0 0 0 0 0 4 0 0 4 0 0 3 0 0 4 0 0 4 0 0 4
4 0 0
scalari: 0 4 0
0 0 4
4 0 0 4 0 0 4 0 0
diagonali: 0O 0 0],1]0 4 01,10 4 0O
0 0 4 0 0 3 0 0 4
4 0 0 4 0 4 4 0 0 4 0 0
triang. sup.: 0O 0 0,170 4 0}),{0 4 0],{0 4 0
0 0 4 0 0 4 0 0 3 0 0 4
4 0 0 4 0 0 4 0 0 4 0 0
triang. inf.: 0O 0 0,14 4 0),{0 4 0}],{0 4 0],
0 0 4 0 0 4 0 0 3 0 0 4
4 0 4 0 4 4 0
nessuna delle precedenti: 0 31,10 4,14 4 0
0 0 0 0 0 0 4
. 18: 0 1—4 3
[2]simoa = (T2 9V B[ 1.9 -1],c=( 0 —2]ep=(1 1 %) s
5 —1 ; 1 9 i - —1 0

calcoli —2A + D(CA +iB).

_ 142 0 _(—-2—-4i 0
_ZA__2< 5 —i>_( —10 2i>

=i 3\ /1o o (1—d)(1+2)+3x5 (1—14)x0+3x (—i)
cA=| 0 -2 ( i ! _.): 0x (142)—2x5 0x0—2x (—i) =
2 ! 2x (1+2i)—ix5 2% 0—ix(—i
1—i+2i+2+15 —3i 1844 —3i
= ~10 2 | =| —-10 2

2+41—5¢ -1 2—7 -1
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18i 0 —-18 0
B=i|l-1-9 —-1]|=[(9-i —i
1 1 -1 1
1841 1 —31
CA +:B = —10 —1—3 1
2—13 1—7 144
. 1
! i —1—|—z
(1 xi4+1x(-1—19) +2><(1 (=3) +1xi+2x(-141) | _
o\ —ixi—1x(— 1—z)+0><(1—z) —zx( i) —1xi+0x (=143 )

(i—1—-i4+2-20 —3i+i—2+4+2\ (1-20 =2
- 14+1414 -3 -1 T\ 2449 =3-—1

. —2—47 0 1—2 —2 —1 — 67 —2
_2A+D(CA+’B)_( 10 2i>+(2+i —3—i>_(—8+i —3—|—i>
Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A tali che A% = A.

Sia A = (i y) una matrice reale 2 x 2. Poiche

t
2
2 (x oy z y\ _ [(z*+yz ylx+t)
A _AA_(Z t><z t>_(z(x—|—t) t2—|—yz>’

la condizione A% = A equivale a

x2—|—yz=x
r+1t)=

Zx+t)=2z"
2 +yz=t
Studiamo separatamente i casi y =0 e y # 0.
Il caso y = 0.
¥’ =x
Se y = 0, sostituendo in () otteniamo ¢ z(z +1t) =z .
2=t

Dalla 1% e dalla 3* equazione ricaviamo rispettivamente = € {0,1} e ¢t € {0, 1}.
Dalla 2% equazione deduciamo che o z =0 oppure t = 1 — x.

Se z = 0, le matrici che si ottengono sono quindi:

(0 0)-(a 1)-G3)-Ga)
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Se invece z # 0, dovendo allora essere t =1 —x e x,t € {0, 1}, (per cui z e ¢t non sono entrambi uguali a 0
ne entrambi uguali a 1) le matrici che si ottengono sono:

(2 ?),(i 8) con z #0.

Se y # 0, dalla 2% equazione di (x) si ricava che t = 1 — z, per cui la 3% equazione di (x) pud essere omessa.
Inoltre la 4% si ottiene dalla 1 sostituendo =z =1 —t.

11 caso y # 0.

x2—|—yz=x

(1-—x)
t=1—=x (

Dunque se y # 0, (x) & equivalente a { , e la 1% equazione & equivalente a z = £ m possiamo
dividere per y essendo y # 0).

Le matrici che si ottengono in questo secondo caso sono tutte le matrici del tipo:

x
(r(l—x) 1333), con z,yeR, y#O.
Y

Siano A una matrice reale n x 2 non nulla in cui la prima colonna ¢ il triplo della seconda. Si trovino
tutte le matrici reali diagonali D tali che AD abbia tutte le colonne uguali.

Poiché A ha due colonne ed esiste AD, allora D ha due righe. Quindi, essendo D diagonale reale, &

0 ds

Dalla condizione che la prima colonna di A ¢ il triplo della seconda segue che se ¢ & la seconda colonna di
A (quindi un vettore colonna con n coordinate), allora A = (3¢ c¢), per cui

D= (dl 0 > per opportuni numeri reali d; e ds.

AD =(3c ¢ di 0 = (3dic dsc).
0 do

A questo punto la condizione che AD abbia le colonne uguali comporta che 3d;c = dsc.

Se fosse ¢ = 0 non potremmo trarre alcuna conclusione su dy e do. Ma ¢ # 0, altrimenti entrambe le
colonne di A sarebbero nulle, mentre A e supposta non nulla. Ora

3d10 = dQC
— 3d, = d2,
c#0
. . . d R .
per cui ogni matrice D = 0 34 d numero reale ¢ soluzione del nostro problema.
2—-3i 1+ 34 5¢ . .
[5]Sian0 A= 0 i |, B=(2 1+i), c=| 6 |, D=([tr 2%3)
. . 3—2i 0
1—1 1 2—2i

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.

(b) Si calcoli (AHC +iBT)B + (1 + 3i)D*.
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. 23 0 1—i - 243 1-i " 243 0 1+i
A = 1+i i 1 A= 0 —i A = 10 1
(2 (2 1—|—Z 1 1 (2
2 _ 2
T _ _ . H _
BT — (1+i> B- (2 1-1) B (1_i>
B 3 5
CT= (3+5i 6 2—2i) C= 6 CHl= (3-5 6 2+2i)
2 1 2
T4i 32 — 70 23 T—i 342
T _ _ H __
b= (2+3i 0 > b= (3+2i 0 > b™ = (2—3i 0 >

(AC +iB")B + (1 + 3i))D¥ =

. \ [3-5i . .
(243 0 144 2 . N T—1 342\
_((1—1' —i1 ) ) o +Z(1+i>)(2 1_”””32)(2—31' 0 >_

(2 + 30)(3 — 51) + (1 +1)(2 + 2i) 2 . (14+30)(7—4) (1+3)3+20)\ _
_(( (1—4)(3 - 5i) — 6i+2+2i >+(i(1+i)>)(2 1_”+((1+3i)(2—3z') 0 >_

_(64+99—-100+15+2+ 21+ 2 — 2 2 Y2 1—i)+ T+2li—i4+3 3+99+2i—-6)
B 3—-31—51—-5—-61+2+2¢ -1+ 2+6i—31+9 0 N

(2143 2 (104200 —3+11i)
_(( —12i >+(—1+i>)(2 1_Z)+(11+3i 0 >_

([ 21+5i (104200 —3+113)
_(—1—111')(2 1_Z)+(11+3i 0 >_

221 +5i) (21 + 5i)(1 —4) 10 +20i —3+11¢
:(2(—1—11i) (—1—11i)(1—i)>+(11+3i 0 >:

424107 21 +57—21i+5 10+20¢ —3+110\
—2-227 —-1-11i4+:—-11 114 3¢ 0 N

(42+10i 26 — 161 > (10+20i —3+11i>

92+30c 23 —5¢
—2—-227 —12-10¢ 114 3¢ 0

9-19¢ —-12-10:

@ Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

2 2+ 31 2 2431 0 2430 0 2430 2 1 2 3
2-31 3 "\ 24 3¢ 3 "\ -2+ 3¢ 0 "\ —2-3¢ 0 "\1 3/)°\1 0)°
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simmetriche: 2 243 21
' 2+ 3 3 A1 3
. . . 0 2+ 3i
anti-simmetriche: (_2 3 0 >
s . 2 2+ 3 2 1
hermitiane: (2 Y 3 > , (1 3>
. ers 0 2+ 3i
anti-hermitiane: (_2 43 0 >
. 2 3
nessuna delle precedenti: ( 1 O)

. . o . -, . 1—1 2
Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = ( B 4Z 94 3 > .

147 -4
2 2-31

A+AH_1( =i 2\, (140 —4 )_1 2 -2\ (1 -1
2 2\ 4 2+3i 2 2-3i)  2\-2 4 ) \-1 2)°

e la parte anti-hermitiana di A ¢

A—AH_E( 1—i 2\ (1+i —4 )_1 -2 6\ _(—i 3
2 TN\ -4 2430 2 2-3i)/ "2\ -6 6i) \-3 3/

Poiche A = ( >, la parte hermitiana di A e

-1

|
Sia A = | , dove O e il vettore colonna con n — 1 componenti uguali a 0 e v
| v
¢ il vettore colonna con n — 1 componenti uguali a —1 (quindi A ha tutte le componenti dell’ultima colonna
uguali a —1). Sia B una matrice n X n in cui la prima colonna ha tutte le componenti uguali a —1. Si provi

che la matrice ABe; = e;. (Suggerimento: si suddivida B a blocchi mettendo in evidenza la sua ultima riga
e la sua prima colonna e si calcoli il prodotto AB a blocchi).

In—l

Seguendo il suggerimento, suddividiamo la matrice B a blocchi mettendo in evidenza la sua ultima riga e
la sua prima colonnas:

D

|
|
B = |
|
| b’

Vogliamo innanzitutto vedere che con tale suddivisione & possibile calcolare il prodotto AB a blocchi.
Poicheé entrambe A e B sono matrici con 2 righe di blocchi e 2 colonne di blocchi, allora, se il prodotto a
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blocchi di A per B si pué fare, anche AB avra 2 righe di blocchi e 2 colonne di blocchi:

X Y

AB=| - -

Z T

|
|
|
I
Il problema & dunque verificare:

1. seesiste 07v 4+ (—1)(—1), e in tal caso porlo al posto di X;

2. se esiste 07D 4 (—1)b”, e in tal caso porlo al posto di Y;

3. seesiste I,_1v + (—1)v, e in tal caso porlo al posto di Z;

4.  seesiste I,_;D + vb”, e in tal caso porlo al posto di T;

inoltre, perche X, Y, Z, T siano effettivamente blocchi di una ripartizione di AB, occorre verificare che:
5. il numero delle righe di 07'v + (—1)(—1) sia uguale al numero delle righe di 07D + (—1)b7,

6. il numero delle righe di I,,_;v + (—1)v sia uguale al numero delle righe di I,,_;D 4 vb™,

7. il numero delle colonne di 07v + (—1)(—1) sia uguale al numero delle colonne di I,, ;v + (—1)v,
8. il numero delle colonne di 07D + (—1)b” sia uguale al numero delle colonne di I,,_;D + vb”.
Poiche 07" e b” € C,,_;,veC" !, Del, ; € M, 1(C), —1 & un numero, allora si ha:

a) 07v 4+ (—1)(—1) esiste ed & un numero (ossia 1 x 1),

b) 07D+ (—1)bT esiste ed & 1 x (n — 1),

¢) I,_iv+(—1Dvesisteed e (n—1)x1,

d) TI,.iD+vbT esisteed e (n—1) x (n—1).

Dunque il prodotto a blocchi si pud fare e si ottiene:

(g | -1 |
- - - - - v D
AB = | | =
I, | v — | - -
| -1 | b7
0'v + (=1)(~1) | 07D + (—1)b”
P | P
Liawv+(-1)v | I,_1D + vb?
|
1 —bT
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Poich¢e ABe; = 1% colonna di AB, allora ABe; = e;.
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ESERCITAZIONTI* 2

2 -2 4 0 2 4
StianoA=|3 -3 10 8 eB= |1 2|. Sitrovino forme ridotte di Gauss per A e B.
2 -2 2 -4 1 3
1 0 -1 o
Sia. A(a)=(1 a*+4 0 « |, dovea e C. Perogni a € C si trovi una forma ridotta di

1 a?2+4 0 2«
Gauss U(a) per A(a) e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(a).

Si risolva il sistema lineare Ax = b dove

3 -3 9 6 6
A=|1 -1 7 4 e b=1[4
1 -1 3 2 2

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro reale o dove

2 2 2 2

1 a+1 a+1 . a+1
Ala) = 1 N N e b(a)= N

0 2 2a a?+1



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2004/05, GEMMA PARMEGGIANI

SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 2

2 =2 4 0 2 4
StianoA=|3 -3 10 8 eB= |1 2|. Sitrovino forme ridotte di Gauss per A e B.
2 -2 2 -4 1 3

Facendo un’eliminazione di Gauss su A si ottiene:

2 -2 4 0 s (2 B () B (1)2) 1 2 0
A=|3 -3 10 8 R -~ 0 0 4 8 |—
2 2 2 4 0 0 -2 —4
1 -1 2 0
Bn@BO/4) o o 1 2|=u,
0 0 0 0

ed U; € una forma ridotta di Gauss per A.

Facendo un’eliminazione di Gauss su B si ottiene:

E31(—1)E21(—1)E1(1/2)

2
B=|1
1

W N

ed U, e una forma ridotta di Gauss per B.

Si risolva il sistema lineare Ax = b dove

3 -3 9 6 6
A=|1 -1 7 4 e b=1[4
1 -1 3 2 2

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

(A | bp=(1 1 74| 4] Eaeumcind
1 -1 3 2 | 2
1 -1 3 2 | 2 Ba(d) 13 2 | 2
—(0o 0 4 2 | 2 < 0 0 1 3 | 3]=(U | d)
0 0 00 ] 0 00 00 1] 0

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d che ¢ una forma compatta per

(+) {xl—x2+3x3—|—2x4 =

2
1 1
T3+ 574 =3

49
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Poiche d ¢ libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poicheé U ha esattamente due colonne libere, Ux = d ha co? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) e con la
sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xQZh
x4:k

1 1 1 1
x3=—§x4—|—§=—§k+§

1 1 1 1
xl:x2—3x3—2x4—|—2:h—3(—§/€—|—5)—2k—|—2:h—§k—|—§

L’insieme delle soluzioni del sistema Ux = d ( e quindi 'insieme delle soluzioni del sistema Ax = b) &

h—1ik+1
1 h 1 ||k keC
2k + 3
k
1 0 -1 o
Sia. A(a)=|1 o?+4 0 « |, dovea e C. Perogni a € C si trovi una forma ridotta di

1 a?2+4 0 2«
Gauss U(a) per A(a) e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(a).

Facciamo un’eliminazione di Gauss su A(q):

1 0 —i o En (—1) Ear (—1) Bx (—) 1 0 -1 «@
Al@)=|[1 a?+4 0 « 2 = . 0 a®>+4 1 0] =B(a)
1 a?+4 0 2« 0 o244 1 «
1°CASO| a?+4+#0 ossia a # 2i ed o # —2i.
1 0 -1 « E. (—a2—4)E (;) 1 0 -1 «
Bl@)= |0 a2+4 1 ” SR 0 1 1/(a®+4) 0| =C(a)
0 o244 1 « 0 0 0 o
1° sottocaso del 1Y caso ‘ a#2i, a#-2i, a0
10 -1 ! Ea(1/a) 10 -1 !
Cla)=(0 1 1/(a®?4+4) 0 A 0 1 1/(a®244) 0 | =U(a)
00 0 ! 00 0 1
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U(a) ¢ una forma ridotta di Gauss per A(«), le colonne dominanti sono la 1%, la 2% e la 4%, I'unica colonna
libera ¢ la 3¢.

1 0 -1 0
2°  sottocaso del 1° caso‘ a=0 C0)=(0 1 1/4 0| =1U(0) ¢ una forma ridotta
0 0 0 O

di Gauss per A(0), le colonne dominanti sono la 1% e la 2%, quelle libere la 3% e la 4.

2°CASO| a?+4 =0 ossia o = 2i oppure o = —24i.

1 0 -1 « Eaa(—1) 1 0 -1 « Es(L/a)  (ast0) 1 0 -1 «
B(a)=[0 0 1 0 2 00 1 0 AV 00 1 0]=U()
00 1 a 00 0 «a 00 0 1

U(a) ¢ una forma ridotta di Gauss per A(«), le colonne dominanti sono la 1%, la 3% e la 4%, I'unica colonna
libera ¢ la 2¢.

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro reale o dove

2 2« 2 20
|1 a+l a+1 | a+1
Afa) = 1 o o b(a) = o
0 2 201 a?+1

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

2 2« 2 | 2
1 a4+l a4+l | o+l Es1(—1) B (-1 E1(3)
(A) | b)) =y S st
0 2 200 | a?+1
1 « 1 | !
. 0 1 o | 1 E42(—2)
0 0 a—1 | 0
02 2a | o*+1
1 « 1 | !
0 1 a | 1 _
00 0 | a2-1
111 | 1
5 011 ] 1]. . .
17 CASO a =1 (B(1) | ¢(1)) = 0000 ¢ una forma ridotta di Gauss per
000 1] 0
(A(1) | b(1)), quindi A(1)x = b(1) ¢ equivalente a B(1)x = ¢(1) che & una forma compatta per
Ty +x24+2x3 =1
(+) { rot+ax3 =1
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Poiche ¢(1) ¢ libera, B(1)x = c¢(1) ammette soluzioni.
Poiche B(1) ha esattamente una colonna libera, B(1)x = ¢(1) ha oco! soluzioni.
Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(1) (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro da (x) otteniamo
r3=nh
ro=—x3+1=—-h+1
1 =—-a9—23+1=—(-h+1)—h+1=0

L’insieme delle soluzioni del sistema B(1)x = ¢(1) ( e quindi I'insieme delle soluzioni del sistema A(1)x =

b(l))e

0
—h+1||heC
h
20 CASO a#1
1 « 1 | !
[0 1 o' | 1 Bs(5iy
(B(O[) | C(O[)) - 0 O a—l | 0
0 0 0 | o2—-1
1 a 1 | !
N A S 1 Ea(git
0 0 1 | 0
00 0 | a®2-1
1 a 1 | !
0 1 o | 1 _
0 0 0 | a+1
1 -1 1 | -1
0 0 1 -1 ] 1 R . .
a= -1 (C(—-1) | -1)) 0 L] o ¢ una forma ridotta di
0 0 | O
Gauss per (A(—=1) | b(—=1)), quindi A(—1)x=b(—-1)¢ equlvalente aC(—1)x=d(—1) che & una
forma compatta per
xr1 — T + X3 = —
(%) To—T3 = 1
T3 =0

Poiche d( — 1) & libera, C( — 1)x = d( — 1) ammette soluzioni.
Poiche tutte le colonne di C( — 1) sono dominanti, C( — 1)x = d( — 1) ammette un’unica soluzione. Con
la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo
Tr3 = 0
ro=x3+1=1

x1=$2—$3—1=1—120
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L’unica soluzione di C(—1)x =d(—1) (e quindidi A(—1)x=b(—-1) )¢

VvV =
o {1.-1)
1 «
0 1
(Co) de)=|] |
0 0
1 «
. 0 1
0 0
0 0
¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a))

A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.

0
1
0

O, QO R O D -

Q

1 A=)
0

+1

— o~ DQ 9

) = (D(@)] e(@))

53

. Poiche¢ e(a) ¢ dominante, D(a)x = e(a) ( e quindi di
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ESERCITAZIONI* 3

.SlaA (2+Z z> Si calcoli A™1.

Si dica per quali @ € C la matrice A(a) = (z i gz ;) ¢ non singolare. Per tali «, si trovi l'inversa
di A(a).
1 a a+3
Sia A(a) =0 a —2a | dove a € R. Per quegli @ € R per cui A(«) & non singolare, si calcoli
1 a 2a+4
A(a)~L

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) (3)> .

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

S =N

1
0
3

@ Sia W = {A € M, (C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n. Si provi
che W & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.
Sia W = {A € M,(C)|A = —A} I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n. Si
provi che W non & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.
Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' & un sottospazio
vettoriale di V:
0 0
Sl = 0 ;SQ = 0 y
0

1 0 0
0 1 0
0 0 1
a a+1 a
S5 = b+1 | |a,beR a—!—b la,beR 3 ;S; = a—l laeR p;Ss = allaeR

0 0

0 1
;1S3 = O;O;
0

a
1S4 = b ||a,beR
0

3
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 3
Sia A = (2“1” z> Si calcoli A~

Ricordando che

-1
a b 1 d -b
(c d) _ad—bc(—c a) se ad—bc#0,

si ha:
Al ; 7 —1 _ # ) —1
244)i—i\ -1 241 —14+i\ -1 2+1
Poiche
1 1 y —1471 —1—1 —1—1 —1—1 1 1.
= = = = = —— — =1
—1471 —1+: —144 (=1+4)(—1—19) 1—42 2 2 27
allora,

a+3i 1

Si dica per quali @ € C la matrice A(a) = (a 13 a

di A(a).

> ¢ non singolare. Per tali «, si trovi I'inversa

Ricordando che (i b) € non singolare se e solo se ad — bc # 0 ed in tal caso si ha

d
(a b>_1: ;( d —b>
c d ad—be \—¢ a )’
allora A(«) & non singolare se e solo se
(a+3i)a —i(a+3i) = (o + 3i)(a— i) #0,

ossia se e solo se a ¢ {—3i,1}, ed in tal caso si ha:
1 o —1
Ay t= ———— , ).
(@) (o + 3i) (e —7) (—0—31 a+3z>

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) (3)> .

Un’inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R=(¢c; | c¢3), allora
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c; e soluzione di (1) Ax =e; = (é) e

c2 € soluzione di (2) Ax = ey = (0>

1
Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).
(210 | 10 Epi (~1)E1(3) 1 3 0| 3 0
(A|12)_(103|01> (o—§3|—§1_’
Ea(-2) 1 3 0 | 3 0Y)_
—’(o I 6 | 1 —2)=(U 1 b b2

(1) & equivalente a (1’) Ux = by che & una forma compatta per

1 1
T1+35T2 =3
$2—6$3=1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

xgzh
To =6x3+1=06h-+1

1 1 1 1
xl——§$2+§=—§(6h+1)+§:_3h

L’insieme delle soluzioni di (1) &
—3h
6h+1 ] |heC
h

(2) & equivalente a (2’) Ux = bg che & una forma compatta per

T+ 320 =0
$2—6$3=—2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

xgzk'
To = 63 —2 =6k — 2

1 1
x1=—§x2=—§(6k—2):—3k+1

L’insieme delle soluzioni di (2) ¢
—3k+1
6k—2 ||keC
k
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—-3h —3k+1
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h,k) = | 6h+1 6k—2 |, al
h k

variare di h, k € C.

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

S =N
w o =

1. Poniamo B = AT,

2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’ esercizio precedente sappiamo che sono tutte e sole le

-3h =3k+1
matrici del tipo | 6h+1 6k — 2 con h, k € C.
h k

3. Una matrice € inversa sinistra di A se e solo se & la trasposta di una inversa destra di B. Quindi le

—3h 6+ 1 h) al variare di h, k € C.

inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo (_ a1l Gh—2 k

1 a a+3
Sia A(a) =0 a —2a | dove a € R. Per quegli @ € R per cui A(«) & non singolare, si calcoli
1 a 200+4
Ae)™!
1 a 3+a | 1 0 0 Ea1(—1)
(a) (Ae) | Is)=[(0 o —2a | 0 1 0 =
1 o« 44a | 0 0 1
I a 3+a | 1 0 0) gy ‘oz # 0: A(0) non ha inversa
—-10 a -2« | 0 1 0
00 1 | -101
1 a 34a | 1 0 O
o1 =2 | o Lo Frol=370)Fas(2)
0 1 | -1 0 1
1l a 0| 44a 0 -3-«
—lo 10 ] -2 L 2 Fralze)
001 ] -1 0 1
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4+3a -1 —-3-3«a
Se |a#0 Ala)™t = -2 1 2
-1 0 1

@ Sia W = {A € M,,(C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n. Si provi
che W & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

(i) Opxn€W: 07 =0
(i) ABEW = A+BeW

AcW = AeM,(C)
= A +B e M,(C)
BeW = Be M,(C)
= A+BeW
AcW = A=AT
= (A+B)T=AT+BT"=A+B

BeWwW = B=B"
(ii)) a€C,AeW == aAeW

AcW = A eM,(C) = aA € M,(C)
= oaAecW
AcW= A=AT = (aA)T =aAT = A

Sia W = {A € M, (C)|A = —A} I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n. Si
provi che W non & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

(i) Opxn€W:0H=0=-0
(i) ABEW = A+BeW

AcW = AeM,(C)
= A +B e M,(C)
BeW = Be M,(C)
= A+BeW
AcW= Al=_A
= (A+B)f =AY+ Bf = A+ (-B)=—(A+B)

Bew—=—BY=_-B
(i) a€C,AEW = aAeW

AeW = A e M,(C) = aA € M,(C)

AcW = A" = _A = (aA) =aA” =a(-A) = —aA
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Non & vero che A € W per ogni scalare o ed ogni A € W

prendendo A # O si ottiene che

oA = oA ? a=a < a€R

poiche A # O

Quindi se O #A € W e a ¢ R (ad esempio se A ¢ la matrice n x n con 1 al posto (1,n), —1 al posto (n, 1)
e 0 altrove, ed o = 7) allora aA ¢ W.

Dunque W non ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale M,,(C).

Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' & un sottospazio
vettoriale di V:

0 0 1 0 1 0 0 a
S = 0 1Sy = 0]:;10 1S3 = 0];10];11];10 1S4 = b ||a,beR
0 0 0 0 0 0 1 0
a a a+1 a
S5 = b+1||a,beR };Sg = a+b |la,beR ;S; = a—1|laeR};Ss= alleaeR
0 0 0 0
0
e S; ¢ un sottospazio vettoriale di V: 1'unico elemento di S; ¢ il vettore 0 = | 0 |, e0+0=0€ S; e
0
a0 = 0 € S; per ogni scalare a (S; ¢ il sottospazio nullo di R?).
1
e Sy ed S3 non sono sottospazi di V: entrambi contengono e; = | 0 | ma entrambi non contengono
0

e1 + e; = 2e; (d’altra parte nessun sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale W che contenga un elemento
non nullo w # 0 puo essere un sottospazio di W, perche se lo fosse dovrebbe contenere I'insieme infinito di
vettori {aw|a scalare }).

e Per vedere se S4 € 0 non & un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € Sy

(#1) u+ v € Sy per ogni u,v € Sy,

(#i1) cu € Sy per ogni u € Sy ed ogni scalare a.

Poiche gli elementi di S4 sono esattamente i vettori di R® che hanno la terza coordinata nulla, allora 0 € Sy,
inoltre dal fatto che la somma di due vettori di R?® con la terza coordinata nulla & un vettore di R® con la
terza coordinata nulla si ha (i), e dal fatto che il prodotto di un vettore di R® con la terza coordinata nulla
per uno scalare ¢ un vettore di R? con la terza coordinata nulla segue (7). In simboli:

(Z) 0eS,
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(#4) Se u,v € Sy esistono ay, by, ag, by € R tali che

ai a2
u=| b e v=1|b |,
0 0
inoltre
ag
u+veS; <« 3 a3 bseRutv=|0bs
0
a1 a2 aj + az
Poicheu+v =1 by | + | b2 | = | b1 +b2 |, basta prendere a3 = a; + as e by = by + bs.
0 0 0
a
(7it) Se u € Sy esistono a,b € R tali che u= | b |, inoltre per ogni scalare a« € R
0
c
ocuecS; <« 3 c¢deRou=|d
0
a aa
Poicheau=a | b | = | ab |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
0 0

Dunque S4 € un sottospazio di V.

e Per vedere se S; € 0 non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € S5

(#1) u+ v € S5 per ogni u,v € Ss,

(

1ii) au € S5 per ogni u € Sy ed ogni scalare .

0 a
(7) esistono a,b€ R taliche [ 0 | = [ b+ 1 |: siprendaa=0e b= —1, quindi 0 € S5
0 0

(#4) Se u, v € S5 esistono ay, by, ag, by € R tali che

ai a2
u=|b+1 e v=|b+1],
0 0
inoltre
as
u+v e S; — | CL3,b3€]R3|u+V= bs +1
0
ay as ai + az
Poicheu+v=[b+1 |+ |b24+1 ] =1 by+bs+2 |, basta prendere az = a; +as e b3 = by + by + 1.

0 0 0
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a
(7i1) Se u € Sy esistono a,b € R tali che u= | b+ 1 |, inoltre per ogni scalare o € R
0
c
au€S; <+ 3 cdeRau=|d+1
0
a aa
Poicheau=a | b+1 | = | ab+ «a |, basta prendere c=aaed=ab+ o — 1.
0 0

Dunque S5 € un sottospazio di V.
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e Per vedere se Sg € 0 non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0€e€Sq
(#1) u+ v € Sg per ogni u,v € Sg,
(

i) au € Sg per ogni u € Sg ed ogni scalare «.

0 a
(7) esistono a,b€ R taliche [ 0 | = [ a+b |: si prenda a =b =0, quindi 0 € Sg
0 0

(#4) Se u, v € Sg esistono ay, by, ag, by € R tali che

ai a2
u=|a+b e v=|ax+0bs |,
0 0
inoltre
as
u+v e Sg < | CL3,b3€]R3|u+V= as + bs
0
ay as a1 + az
Poiche u+v = [ a1+b1 | + [ ac+b2 | = | (a1 +az2)+ (b1 +b2) |, basta prendere a3 = a3 + as e
0 0 0
b3 = by + bo.
a
(7i1) Se u € Sg esistono a,b € R tali che u = | a+b |, inoltre per ogni scalare o € R
0
c
auelSy <<= 3 c¢deRPlou=|c+d
0
a aa
Poiche cu=a | a+b | = | aa+ ab |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
0 0

Dunque Sg € un sottospazio di V.
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e Per vedere se S7 € o non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € S7

(#1) u+ v € Sy per ogni u,v € Sy,

(

i) au € Sy per ogni u € S7 ed ogni scalare .

0 a+1
(i) Perche 0 appartenga a S7 occorre che esista a € R taleche | 0 | = | a —1 |. Poiche il sistema
0 0
a+1=0
a—1=0

nell’incognita a non ha soluzioni, allora S; non € un sottospazio di V.
e Per vedere se Sg € 0 non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € Sg

(#1) u+ v € Sg per ogni u,v € Sg,

(

i) au € Sg per ogni u € Sg ed ogni scalare .

0 a
(i) esiste a e R taleche | 0 | = | a |: si prenda a = 0. Quindi O € Sg.
0 0

(#4) Se u,v € Sg esistono a,b € R tali che

a b
u= | a e v=|b],
0 0
inoltre
u+veSy <<= 3 ceRilut+v=|c
0
a b a+b
Poicheu+v=|a |+ b | =|a+b ], basta prendere c =a+b.
0 0 0
a
(#i1) Se u € Sg esiste a € R tale che u= | a |, inoltre per ogni scalare o € R
0
b
auecSy <+= 3 beR}au=|1b
0
a aa
Poiche au=a | a | = | aa |, basta prendere b = aa.

0 0
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Dunque Sg € un sottospazio di V.
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ESERCITAZIONI* 4

Sia W = { (—Oa 8) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2.

1. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R).
2. Si provi che W non & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale Mz (C).

3. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Ms(R) ¢ un insieme di generatori per W:

@ {(55) (5 Do {5 0):(5 0 Dbl o))

Sia W = { (b _a ci btim> la,b,c,d e R} I'insieme delle matrici complesse hermitiane di ordine 2.
W non ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale M3 (R), né ¢ un sottospazio vettoriale dello
spazio vettoriale My(C). W & perd uno spazio vettoriale reale. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di M (C)

¢ un insieme di generatori di W come spazio vettoriale reale: (a) { (é 8) : (8 (1)> : ((1) (1)> : (—Oz 8) }

o {80 DG ) ©f( o) (8 i)

i 1+4 i
SiaSz vi=|1i|;ve= i ;vy= 10
i 1—1 2

Si dica se S & un insieme di generatori di C3.

Siano V uno spazio vettoriale ed & = {v1;va2} un insieme di generatori di V. Si supponga che sia
vi # —vg. Si considerino i seguenti insiemi di vettori:

(1) 81 = {Vl —|—V2;V2}, (2) 82 = {Vl —|—V2; 2V1 —|— 2V2}.

Quando &7 € ancora un insieme di generatori di V' 7 Quando S € ancora un insieme di generatori di V' 7

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

—4 4 2 1 1 0
vi=|-2];veo=16];v3=1[ —1 , wi=|—-1];we=10];w3=1[4
—2 2 1 1 2 0

@ Siano V' uno spazio vettoriale ed S = {v1; va; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.

Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:

(1) Si={va+vs;vi+v3vi+va+vs},
(2) Sz ={vi—2v3;vi+Vvava+2vs}.
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Svolgimento delle Esercitazioni *4

Sia W = { ( 0 8) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2.

—a
1. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R).
2. Si provi che W non & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale Mz (C).

3. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Ms(R) ¢ un insieme di generatori per W:

@ {0 0) (5 D) {0 o) (4 ) (¢ ) {G )5 D))
1. (i) Oz € W: Oays € My(R) € OF, 5 = g0 = —Osy5
(i)

AcW= AecMR)

= A +B e My(R)
BeW = B e MR)
= A+BeW
AcW= A=-AT
= (A+B)?=AT+BT"=-A-B=-(A+B)

BeW = B=-BT

(ii)) a€C,AeW == aAeW

A eceW = A c My(R) = aA € Mz(R)

= aAecW
AcW = A=-AT = (aA)T =aAT =a(-A) = —aA

(i) esiste a € R tale che (8 8) = (_Oa 8): si prenda a = 0.

(77) Se A, B € W esistono a,b € R tali che

0 a 0 b
a=(50) e m=(50),

inoltre

A+BeW <« 3 ceRA+B:(_OC g)
1 (0 a 0 b\ _ 0 a+b ) _
P01CheA+B—(_& 0>+(—b O>_(—(a+b) 0 >,babtaprenderec—a+b.

0

(7i1) Se A € W esiste a € R tale che A = ( 8), inoltre per ogni scalare o € R

aAeW <= 3 beR3|aA:(_0b g)

65
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N 0 a 0 aa
Poiche A = « = , basta prendere b = aa.
—a 0 —aa 0

Dunque W & un sottospazio di Ma(R).

0 1

2. W non & un sottospazio di Ms(C): se ad esempio si prende A = 1 0

b))

—1

> € W ed a =i si ha che
aA = (—Oz 8) ¢ W dal momento che W C M5(R) e (
3. Poiche tutti e tre gli insiemi di vettori considerati contengono elementi che non appartengono a W,

tutti e tre gli insiemi di vettori considerati non sono sottoinsiemi di W, pertanto nessuno di essi € un insieme
di generatori di W.

d

W non & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale M3 (R), né ¢ un sottospazio vettoriale dello
spazio vettoriale My (C). W & perd uno spazio vettoriale reale. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di M (C)

¢ un insieme di generatori di W come spazio vettoriale reale: (a) {(é 8) : (8 (1)> : ((1) (1)> : (—Oz 6)}
1 0\ /0 0\ [ 0 1+i 1 0\ (0 0\ [0 i
{0 o) )0 ) @ o) )5 )]

W non ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale reale M5 (R), non essendo nemmeno W contenuto in Ma(R)

(ad esempio (_OZ é) €W ma (_OZ 6) ¢ My(R)).

Sia W = { (b _a ci b+ CZ) la,b,c,d e R} I'insieme delle matrici complesse hermitiane di ordine 2.

N . . . . 1
W non & un sottospazio dello spazio vettoriale (complesso) Ms(C): ad esempio (0

. 1 0
(D) §)er

W & uno spazio vettoriale reale dal momento la somma di due elementi di W ¢ ancora un elemento di W

a b+ci\ ra rb+ (re)i . a b+ ci . .
echer(b_ci d >_(7‘b—(rc)i vd >€Wperogm(b_ci d >€W€d0gan€R(bl

verifichi che valgono tutti gli assiomi di spazio vettoriale).

(a) Dal momento che ogni elemento di { (é 8) ; (8 (1)> ; ((1) (1)> ; (—Oz 6)} ¢ un elemento di W,
10 0 0 0 1 0 i R o . . .
per provare che o olito 101 o)l o ¢ un insieme di generatori per W come spazio

vettoriale reale occorre provare che per ogni A € W esistono a1, as, as, ay numeri reali tali che

(10 0 0 0 1 0 i\ [ a1 astai
A_O‘l(o 0>+0‘2(0 1>+0‘3(1 0>+O‘4(—z’ O>_(ag—a4i o >

a b+ ci
b—ci d

>€Wma

Poiche per ogni A € W esistono a, b, c,d € R tali che A = ( >, il problema diventa provare che
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per ogni a, b, c,d € R il sistema
a1 = a
a3+ agi =b+ci
a3 —aui =b—ci
g = d
nelle incognite reali a1, as, as, aq ha soluzione. Essendo a,b,c,d, ay, ag, as, ay numeri reali, il sistema e
equivalente al sistema

a1 = a
agzb
g = C
O[QZd

che nelle incognite a1, ag, as, ay ha soluzione per ogni a, b, c,d € R.

o . 1 0N (0 0O\ . (0 1\ [0 a\|. . . . .
Dunque 'insieme di vettori {(0 O)’(O 1),(1 O)’(—i O)}eun insieme di generatori per W

come spazio vettoriale reale.

(b) Dal momento che ogni elemento di {(é 8) ; (8 (1)> ; (1 91 IS_Z)} ¢ un elemento di W, per

provare che { (é 8) ; (8 (1)> ; (1 9 ; 1 3—1> } € un insieme di generatori per W come spazio vettoriale
reale occorre provare che per ogni A € W esistono a1, as, ag numeri reali tali che

o 1 0 0 0 0 141 o a1 013+013i
A_O‘l(o o>+o‘2(o 1>+O‘3(1—i 0 >_(ag—a3i o )

a b+ ci

Poiche per ogni A € W esistono a, b, c,d € R tali che A = (b e d

>, il problema diventa provare che

per ogni a, b, c,d € R il sistema
a1 =a
as+azi=b+ci
a3 —azi=b—ci
g = d
nelle incognite reali o, a9, as ha soluzione. Essendo a,b, ¢, d, a1, as, a3 numeri reali, il sistema e equiva-
lente al sistema

a1 =a
agzb
a3 = C
O[QZd

Tale sistema, nelle incognite a1, as, @3 non ha soluzione per ogni a, b, ¢, d € R: ad esempio non ha soluzione
se si prendono a = b=d = 0e ¢ =1 (in generale se si prendono a, b, ¢,d € R con b # d) . Dunque l'insieme di

vettori { (é 8) ; (8 (1)> ; ( 0 143 >} non e un insieme di generatori per W come spazio vettoriale

1—1 0
reale.
. . 10 0 0 0 R .
(c) Dal momento che ogni elemento di o olilo 1)U o ¢ un elemento di W, per provare
10 0 0 0 R o . . . .
che o o)ilo 1102 o € un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale occorre

provare che per ogni A € W esistono a1, ag, as numeri reali tali che

o 1 0 0 0 0 ) o a1 agi
A_O‘l(o o>+o‘2(o 1>+O‘3(—z’ O>_(—agi a2>
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a b+ ci

Poiche per ogni A € W esistono a, b, c,d € R tali che A = (b . d

>, il problema diventa provare che

per ogni a, b, c,d € R il sistema
a1 = a
asi =b+ ci
—a3t =b—ci
g = d
nelle incognite reali a1, as, az ha soluzione. Essendo a, b, ¢, d, a1, as, a3 numeri reali, per b # 0 il sistema
. . . . 1 0 0 0 R _ . .
non ha soluzione, dunque 'insieme di vettori { ( 0 8) ; ( 0 1 > ; (—i 6) } non € un insieme di generatori
per W come spazio vettoriale reale.

i 141 i
SiaS=<¢vi=|1i];ve= 7 ;vy3=1| 0 . Si dica se S & un insieme di generatori di C3.
i 1—1 2
a
Per provare che S & un insieme di generatori di C3 occorre provare che per ogni [ b | € C3 esistono
c
a1, ag, ag € C tali che
a i 1414 i a1+ as(l +1) + asi
b | =a1vit+asva+agvs==oa1 | i | +as 7 +a3| 0| = a1t + asi
c i 1—14 2 ari+ as(l — 1) + 2as
ossia che il sistema lineare
ari+as(l+i)+aszi=a
(*) Oqi + O[Qi =)
ari+ag(l —i) 4+ 2a3 =c¢
nelle incognite o, as, a3 ha soluzione qualunque siano a, b, c € C.
Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene
i 1+i i | a 1 1—4 1 |  —ia
i i 0| b 0o -1 - | b—a| ——
i 1—i 2 | ¢ Es1(—1)E21(—4)E1(—1) 0 -2 2—i | c—a E32(24) B2 (—1)
1 1—-¢ 1 | —ia 1 1—4 1 | —ia
—-10 1 i a—>b — |0 1 i | a—b =(U | d).
0 0 —i | c—a+2i(a—b)) B® \o 0 1 | ci—ai—2a+2b

Poiche d & libera qualunque siano a, b, ¢ € C, allora (x) ha soluzione qualunque siano a,b,c € C, per cui § &
un insieme di generatori di C3.

Siano V uno spazio vettoriale ed & = {v1;va2} un insieme di generatori di V. Si supponga che sia
v1 # —va. Si considerino i seguenti insiemi di vettori:

(1) 81 = {Vl —|—V2;V2}, (2) 82 = {Vl —|—V2; 2V1 + 2V2}.
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Quando &7 € ancora un insieme di generatori di V' 7 Quando S € ancora un insieme di generatori di V' 7

(1)  &p ¢ un insieme di generatori di V' se e solo se (S1) = V, quindi, essendo S; contenuto in V' poiche
vi,ve € V e V e uno spazio vettoriale, S € un insieme di generatori di V' se e solo se ogni vettore di V' si pud
esprimere come combinazione lineare degli elementi di S1, ossia se e solo se per ogni v € V esistono scalari
aq, ao tali che

v =a1(v1 + v2) + agvs.

Sia dunque v € V. Poiche per ipotesi & = {vi;va} € un insieme di generatori di V, allora esistono scalari
(1, B2 tali che

(*) v =[F1v1+ Bava.

Cominciamo con il chiederci se v e va, gli elementi dell’insieme di generatori S, si possano esprimere come
combinazioni lineari dei vettori d S1. Essendo vy € Sy, allora v, € in particolare combinazione lineare degli
elementi di S;: esistano scalari a1, as tali che

vo = a1(vi + Vo) + aave = a1vy + (a1 + ag)vy :

si prenda oy = 0 ed as = 1. Per vedere se vy si possa esprimere come combinazione lineare dei vettori d Sy
occorre stabilire se esistano scalari aq, ag tali che

V1 = O[l(Vl =+ Vz) =+ Vo = (X1V1 =+ (O[l =+ 0[2)V2.

Basta prendere a; = 1 ed as = —1. Dunque &7 € sempre un insieme di generatori di V: se v e V e 31,02
sono scalari per cui valga (x), allora

v = (1vi+ Bove = Bi((v1 + va) — Vo) + Bova = [1(v1 + V) + (=51 + F2) v

esprime v come combinazione lineare degli elementi di S;.

(2) Sz ¢ un insieme di generatori di V se e solo se V = (S3). Dal momento che So = {vi+va;2v; +2vsy}
e che
(V14 ve;2vy + 2va) = (vi +va;2(vy + va)) = (vq + Vva),

allora Sp ¢ un insieme di generatori di V se e solo V = (v1 + va). Essendo (v; 4 va) contenuto in V' poiche
vy +ve € V eV & uno spazio vettoriale, S € un insieme di generatori di V' se e solo se ogni vettore di V
appartiene a (vi + va), ossia se e solo se per ogni v € V esiste uno scalare « tale che

v = vy + va).

Sia dunque v € V. Poiche per ipotesi & = {vi;va} € un insieme di generatori di V, allora esistono scalari
(1, B2 tali che

(*) v =0F1vi+ Bava.

Cominciamo con il chiederci se vi e va, gli elementi dell’insieme di generatori S, siano multipli scalari di
v + Vo, ossia se esistano scalari § e 7y tali che

vi=08(vi+va) e vo=7(vi+vs),

cioe tali che
(1=0)vi—0vea=0 e ~vi—(1—9)va=0.



70 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2004/05, GEMMA PARMEGGIANI

Se S ¢ linearmente indipendente (L.I.) tali 6 e v non esistono (se esistesse ¢ tale che (1 —d)vy; — dvo =0, da
S L.I. seguirebbe 1 — § = 0 = ¢, che ¢ assurdo, ed analogamente se esistesse 7 tale che yvq — (1 —v)vy =0,
da S L.I. seguirebbe v =0 =1 — ~, che & assurdo).

Dunque se S & L.I. allora S non & un insieme di generatori di V.

Altrimenti S non ¢ L.I., per cui esistono scalari a e b non entrambi nulli tali che avy + bvy = 0.
Se a =0 allora b # 0 e bvyg = 0, per cui vo = 0 e si pud prendere 6 =1 e v = 0.

Altrimenti a # 0 e vi = ¢vy con ¢ = b/a.

Si ricordi che per ipotesi vi # —vg per cui ¢ # —1 e quindi ¢ + 1 # 0, ma anche v; # 0 # vs.
Allora

c

(1—5)V1—5V2:0v§,2 (c—cé—d)vQ=0‘§>00=c—05—6=—5(c—|—1)—|—cc+:1;£05=C+1

1
—(1- =0 = -1 =0 = 0= -1= 1)-1 =
Wi—(1=7v2=0 = (cy+7-1v2=0=0=cy+9 et =1 = 7=

per cui se S & Linearmente dipendente (L.D.) allora vi,vy € (v + va) e da (x) si ottiene che v € (vq + v3)
per ogni v € V, per cui V = (vy 4+ va) ed Sz & un insieme di generatori di V.

Concludendo: S € un insieme di generatori di V' se e solo se S € linearmente dipendente.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

—4 4 2 1 1 0
vi=|-2];veo=1[6];v3=1[ —1 , wi=|—-1];we=10];w3=1[4
—2 2 1 1 2 0

(1) 1l problema & stabilire se gli unici numeri reali a, ag, as per cui vy + aava + agvsy = 0 siano
a1 = ag = agz = 0, oppure no. Poiche, dati aq, as, ag € R, si ha

—4 4 2 —4oq + 4o + 2a3
aivi+agvotagvy=ai1 | 2 | +ax| 6| +a3z| —1 = —2a1 + 6o — ag ,
—92 2 1 —2a1 + 200 + a3
0
allora a1 vy + aovo +a3vy =0 = | 0 | se e solo se
0

—4daq + 4as 4+ 2a3 =0
(*) —20&1 + 60&2 — (3 = 0
—2a1 + 200 +a3 =0

Il problema diventa quindi stabilire se il sistema (x) (nelle incognite a1, g, a3) abbia un’unica soluzione (e
0 44 2 |0

quindi la soluzione nulla | 0 |), oppure no. La matrice aumentata di (x) & [ -2 6 -1 | 0
0 22 1 | 0
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Facendo un’eliminazione di Gauss si ottiene:

44 2 |0 1 -1 12 | 0
9 6 -1 ‘l 0 E31(2)E21(2)E1(—7) 0 4 _é ‘l o] =
22 1 |0 00 0 |0
1 -1 12 | 0
1
@ o 1 —12 | 0| =(U | o).
00 0 |0

Poiché non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (%) ha co soluzioni. In particolare () ha una
soluzione non nulla, e quindi {vy, ve, vs} & linearmente dipendente (ad esempio, poiche (%) & equivalente
a

a1 — (g — %O&g =0
{ Qo — %O&g =0
prendendo a3 = 1 con la sostituzione all’indietro si ottiene ag = % ed a; = ag + %O&g = % + % = 1, ossia
1

% ¢ una soluzione non nulla di () e vi + %VQ + v3 = 0 ¢ una combinazione lineare nulla di v, va, v3
1

con coefficienti non tutti nulli).

0 1 1 0 a1 + ao
(2) 0| =a1wi+aswetasws=a1 | -1 |+az |0 ]| +as| 4| =] —a1+4as
0 1 2 0 a1 + 209
ar +as =0
—= (%) —a1 +4a3 =0
a1+ 20, =0
Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (%) si ottiene:
1 1.0 1] 0 By (1) o (1) 11010
-1 0 4 | 0 2 2 014 ] 0]—
1 2 0] 0 01 0 1] 0
11 0 | 0 110 ] 0
_ Ea(—1
Pal) 1o 1 4 | 0 D o1 4| o)l=(Uu | 0
00 —4 | 0 001 1] 0
0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha come unica soluzione la soluzione nulla | 0 |,
0

ossia
1w + aowsg + agwy = 0 — a; = ag = a3z =0.

Quindi {w1, w2, w3} & linearmente indipendente.
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@ Siano V' uno spazio vettoriale ed S = {v1; va; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.
Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:

(1) 81 ={ve+v3;vi+ vz vi+va+vs},

(2) Sz ={vi—2v3;vi+Vvava+2vs}.

(1)
O0=a(vo+vs)+8(vi+vs)+o(vi+va+vs)=(B+dvi+ (a+d)va+ (a+F+d)vs
B+0=0
= (%) a+0=0
1 a+pB+6=0

poiche S ¢ L.I

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di ( *) si ottiene:

01 1] 0 . 1 O 1 0 o 101 | 0
1 o1 | o0 —2- 1 o] ————— 1011 | 0]~
111 ] 0 1 0 01 0] O
Baa(—1) 10 1 | 0 Ba(—1) 10 1 | 0
= 01 1 | 0 2 011 ] 0f]=(U | o).
00 -1 ] 0 001 ] 0
0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, I'unica soluzione di (x) ¢ | 0 |, quindi S; ¢ linearmente
0
indipendente.

(2) 0=oa(vi—2v3)+B(vi+va)+(va+2v3) = (a+ B)vi + (B+ ) vy + (—2a + 25)v;

a+pB=0
= (%) B+6=0
1 —20+25=0

poiche S ¢ L.L

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di () si ottiene:

1 1.0 1] 0 B (2) 11010 () 11010
0 1 1|0 2 01 1 ] 0 = 01 1 ] 0)]=(U | o).
-2 0 2 ] 0 022 |0 00010

Poiche U ha una colonna non dominante, (x) ha oo soluzioni, in particolare (x) ha una soluzione non nulla,
quindi S, € linearmente dipendente.
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ESERCITAZIONI* 5

Si trovi una base di R? contenuta nel seguente insieme di generatori di R3:

1 2 0
vi=|[1]|;ve=1]2];vs= ive= | 0
0 0 1
. 10 10 . . R .
SlaS—{Cl—(O 1>,Cz—<0 O) ( > ( >}.S1prov1che$eun1n—
sieme di generatori dello spazio vettoriale reale W = 8 2 la,b € ]R} delle matrici diagonali reali di

ordine 2, e si trovi una base di W contenuta in S.
Sappiamo che I'insieme W delle matrici complesse hermitiane di ordine 2 ¢ uno spazio vettoriale reale
10 0 0 0 1 0 R . . - R . . .
e che { (0 O) ; (0 1) ; (1 O) ; (—i O)} € un insieme di generatori di W. Qual e la dimensione di
W come spazio vettoriale reale 7

A = {e1;e; + e3;ez;2e; + ez} ¢ un insieme di generatori di C? e B = {e; + ez2; ez} ¢ un sottoinsieme
linearmente indipendente (L.I.) di C3.

Si trovi v € B tale che C = {e1; Vv; e2;2e1 + ez} sia ancora un insieme di generatori di C3.

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € Ms(C), definisce un’applicazione lineare da
M5(C) in M3(C): f1(A) = AAT, fo(A) = A 1z, f3(A) =2A, f1(A) = A2, e quale delle seguenti posizioni,
al variare di A € M(C), definisce un’applicazione lineare da Mz (C) in C?: g;(A) = Aes, g2(A) = Ae; +ey.

1 0 o 4
. 1 a+2 200 + 2 4
[6]sia A, = 5 0 a’tomd g | doveacC

0 a+2 a®’+a—-2 a?+a—14
Per ogni « € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C'(A,) ed una base D, di R(A,).

1 1 1 1 1 0
SianoB: W1 = 8 s Wo = (1) s W3 = (1) Wy = (1) eB/: 71 = (1) ; Zo = (1)
1 1 0 1 0 —1

0 0

2 0

1 0

1) Si provi che B e B’ sono due basi ordinate di R*.

(2) Si calcoli la matrice di passaggio Mg da B’ a B.
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SVOLGIMENTO ESERCITAZIONI* 5

Si trovi una base di R? contenuta nel seguente insieme di generatori di R3:

1 2 1 0 0 0
vi=|1];5ve=[(2];5v3=10];va=10];v5= 1 |;ve=10
0 0 1 0 -1 1

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

vy = 0 & senz’altro combinazione degli altri:
V4 = 0= 0V1 +OV2 +OV3 +OV5 +OV6,

per cui togliamo subito v4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

1 2 1 0 0
81— V1 = 1 s Vo = 2 s V3 = 0 y Vs = 1 s Vg = 0
0 0 1 -1 1

29 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di R?. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

Vo = 2V1 = 2V1 + OV3 + OV5 + OV6

ma anche 1 1
V] = §V2 = §V2 + OV3 + OV5 + OV6

possiamo togliere da &7 il vettore v, oppure possiamo togliere da S; il vettore vs, ottenendo ancora un
insieme di generatori di R3. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano coppie di vettori di

cui 'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno di due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia vi, ve e scegliamo di togliere v.

Poniamo
1 1 0 0
So=qvi=|[1]|;vs=]0];vs= 1 |;ve=10
0 1 -1 1

3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di R3. Esistono in Sy vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sz ?

Prendiamo una combinazione lineare nulla degli elementi di Sa:
avy + fvs + 0vs + yvg = 0.

Se dovesse risultare che allora v = 3 = § = v = 0, Sy sarebbe L.I. e quindi una base di R? contenuta in S. Da

1 1 0 0 0
al1]+slo]+s[ 1t |+~[0]=10
0 1 -1 1 0



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2004/05, GEMMA PARMEGGIANI 75

otteniamo il sistema lineare, nelle incognite «, 3, d, v

a+pB3=0
a+0=0
B—-0+v=0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

11 0 01 0

10 1 0 | o] FnCY

01 -1 1] 0

1 1 0 0] 0 110 010
~lo -1 1 o0 | o EEELERCEY o 1 1 0 | 0
0 1 -1 11 0 00 0 1 |0

Il sistema & equivalente al sistema

a+6=0
() {p-6=0
v =
il cui insieme delle soluzioni ¢ L
Z |heR
0

Poiche esistono soluzioni non nulle, allora S non ¢ L.I., e quindi non & una base.

Prendendo una soluzione non nulla del sistema, ad esempio quella che si ottiene ponendo h = 1 si ricava:
(—1)V1 —|— 1V3 —|— 1V5 —|— OV6 = 0

Dunque vy, v e vs sono combinazioni lineari degli altri vettori di Sa, e ciascuno di loro pud essere scelto
come elemento da togliere da Ss.

Scegliamo di togliere da S, il vettore v, (combinazione lineare degli altri vettori di S2) e poniamo

1 0 0
S3=qvy3=1|0];vs= 1 ive=1| 0
1 -1 1

49 passaggio. Sz ¢ ancora un insieme di generatori di R®. Esistono in S vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sz ?

Prendiamo una combinazione lineare nulla degli elementi di Ss:
avs + Bvs + 0vg = 0.

Se dovesse risultare che allora oo = 8 = § = 0, S5 sarebbe L.I. e quindi una base di R? contenuta in S. Da

1 0 0 0
alol+8l 1 |+sf{o]=10
1 -1 1 0
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otteniamo il sistema lineare, nelle incognite «, 3, d

a=0
p=0
a—pf—-6=0

Ovviamente I'unica soluzione del sistema & quella nulla, per cui Ss & una base di R® contenuta in S.

20 MODO | Invece di togliere successivamente vettori che siano combinazioni lineari di quelli rimasti,

ossia invece di “restringere”insiemi di generatori, si pud “allargare”insiemi L.I.
Ad esempio:
1. v # 0 per cui {v;} & L.I. Teniamo v;. Chiamiamo §; = S.
2. {vy;va} & L.D. Togliamo vy. Chiamiamo Sy = &1 \ {va} = {v1;v3;va; vs; Vel
3. {v1;vs} ¢ L.I. Teniamo vz. Chiamiamo S5 = Ss.
4. {vi;vs;va} e L.D. Togliamo v4. Chiamiamo Sy = 83\ {vs} = {v1;Vva;vs;ve}.
5. {v1;vs;vs} e L.D. Togliamo vs. Chiamiamo S5 = 84\ {vs} = {v1;vs;ve}.
6. {v1;vs;ve} e L.I. Teniamo vg. Chiamiamo Sg = Ss.

Dunque S = {v1;Vv3;Vve} ¢ una base di R3 contenuta in S.

SiaSz{Clz((l) ?);sz(é 8) ( > (8 g)}.SiproviCheSéunin—
0
b

sieme di generatori dello spazio vettoriale reale W = la,b € R} delle matrici diagonali reali di

a
0
ordine 2, e si trovi una base di W contenuta in S.

Per provare che § = {C1;C2;C3;Cy4} € un insieme di generatori di W occorre provare che per ogni

A= (8 2) € W esistono scalari «, 3, 6,7 € R tali che

a 0Y) - 1 0 0 0 5 0 a+ 0+ 5y 0
(0 b>—001+602+503+704—0z<0 >+6(0 O>+5(0 O>+ (0 5) ( 0 a+57>,

ossia che il sistema lineare, nelle incognite «, 3, 6,y

a+B+by=a
(%) { a+5y=0>

ha soluzione per ogni a,b € R. Facendo una E.G. sulla matrice aumentata del sistema si ha:
1 105 | a) Ba(-1) (1 1 0 5 | a Ex(-1) (1 1 0 5 | a —(U | 4)
100 5 | b 0 -1 00 | b—a 0100 | a=b) ’

Poiche d ¢ dominante per ogni a,b € R, allora (%) ha soluzione per ogni a,b € R, e quindi S ¢ un insieme
di generatori di W.
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Per trovare una base di W contenuta in S, “restringiamo”S.

Poiche C3 = O, C3 ¢ combinazione lineare degli elementi di S diversi da Cg, per cui 'insieme

si=fe= (3 e (5 0)ie= (3 9))

che si ottiene da S togliendo Cg3 € ancora un insieme di generatori di W.

Poiche C4 = 5Cq, ossia C;1 e Cy4 sono 'uno multiplo dell’altro (per cui in particolare C; & combinazione
lineare degli elementi di S; diversi da Cq, ed analogamente C4 & combinazione lineare degli elementi di Sy
diversi da Cy), allora I'insieme che si ottiene da Sy togliendo uno tra Cq e Cy ¢ ancora un insieme di generatori
di W. Scegliamo di togliere C; e poniamo

sefo= (i o) (5 2))

So € ancora un insieme di generatori di W.

Sia aCs + BC4 = O una combinazione lineare nulla dei vettori di Sy. Allora da

0 0\ 1 0 5 0y _[(a+538 0
(o o>_0‘<o 0>+5<0 5)‘( 0 55)
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite o e §

a+54=0
56=0

che ha come unica soluzione quella nulla. Dunque Sy ¢ linearmente indipendente, per cui ¢ una base di W

contenuta in S.

Sappiamo che I'insieme W delle matrici complesse hermitiane di ordine 2 ¢ uno spazio vettoriale reale

10 0 0 0 1 0 R . - R . . .
eche{(o O)’(O 1),(1 O)’(—i O)}eun insieme di generatori di W. Qual & la dimensione di

W come spazio vettoriale reale 7

La dimensione di W ¢ il numero degli elementi di una sua base. Poiche

s 000 (5 )

¢ un insieme di generatori di W, possiamo estrarre da S una base 5 di W. Avremo poi che la dimensione di
W & il numero degli elementi di B. Restringiamo dunque S. Sia

(3 0) (3 a2 a)ea (Vo) = (b 0) amanes

una combinazione lineare nulla dei vettori di S a coefficienti reali (prendiamo coefficienti reali perche W &
uno spazio vettoriale reale). Poiche

10 0 0 0 1 0 i\ [ a d+i
O‘(o 0>+5(0 1)”(1 0>+7(z’ o>_(5+m 3 )
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si ottiene il sistema lineare, nelle incognite reali «, (3,9,

a=0
0+iy=0
=0

e quindi « = # = § = = 0. Pertanto il sistema ha come unica soluzione quella nulla, per cui S & linearmente
indipendente e B =S ¢ una base di W. La dimensione di W ¢ allora il numero degli elementi di B, cioe 4.

A = {e1;e; + e3;ez;2e; + ez} & un insieme di generatori di C? e B = {e; + ez2; ez} ¢ un sottoinsieme
linearmente indipendente (L.I.) di C3.

Si trovi v € B tale che C = {e1; Vv; e2;2e1 + ez} sia ancora un insieme di generatori di C3.

e Sia C; = {e1;e1 + e2;e2;2e;1 + ez} I'insieme di vettori di C3 che si ottiene dall’insieme di generatori A
(di C3) rimpiazzando I’ elemento e; + ez con 'elemento e; + ez dell’insieme L.I. B. Ci chiediamo se C; sia

a
ancora un insieme di generatori (di C?), ossia se per ogni [ b | € C? esistano o meno a1, az, as, ay € C tali
c
che
a
b | =arer +as(er +e2) + aszex + as(2e1 +e2) =
c
1 1 0 2 a1+ as + 20y
= |0 |4+ |1l ]| +az| 1| 4+as| 1] = g+ az + ay
0 0 0 0 0

ossia se il sistema lineare
ap +ag + 204 =a
(%) artaztag=>b
0=c

nelle incognite ag, ag, a3, ay abbia o meno soluzione per ogni a,b,¢ € C. Prendendo ¢ # 0, (*) non ha
soluzione, per cui C; non & un insieme di generatori di C3.

o C = {ey;e3;ez2;2e; + ez} l'insieme di vettori di C? che si ottiene dall’insieme di generatori A (di C?)
rimpiazzando I’ elemento e; + ez con 'elemento es dell’insieme L.I. B. Cs & senz’altro ancora un insieme di
generatori (di C?), dal momento che Cy contiene la base canonica & = {e1;ez;e3} di C3 che ¢ in particolare
un insieme di generatori di C? (si ricordi che sovrainsiemi di insiemi di generatori sono ancora insiemi di
generatori).

Dunque v = e3.

Per il teorema di Steinitz, sappiamo che, essendo A un insieme di generatori e 5 un inisme L.I., una volta
scelto ad arbitrio alcuni elementi di A esistono in loro corrispondenza opportuni elementi di B tali che
I'insieme che si ottiene rimpiazzando gli elementi di A scelti ad arbitrio con questi opportuni elementi di B
sia ancora un insieme di generatori. Dunque, avendo scelto in questo caso il solo elemento e; + ez di A,
dal teorema di Steinitz segue che esiste v € B tale che 'insieme C = {e1;V;ez;2e; + ez} ottenuto da A
rimpiazzando e; + eg con Vv sia ancora un insieme di generatori.

Questo esercizio sottolinea che tale v non pud essere preso arbitrariamente in B.
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Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € Ms(C), definisce un’applicazione lineare da
M5(C) in M3(C): f1(A) = AAT, fo(A) = A 1Ty, f3(A) =2A, f1(A) = A2, e quale delle seguenti posizioni,
al variare di A € M(C), definisce un’applicazione lineare da Mz (C) in C?: g;(A) = Aes, g2(A) = Ae; +ey.

Fissato i € {1,2,3,4}, per vedere che f; : M2(C) — M>(C) & un’applicazione lineare occorre verificare che
siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) fitA+B) = f;(A) + f:(B) per ogni A,B € M(C);
(2) fi(aA) = afi(A) per ogni A € My(C) ed ogni « € C.

e f1 verifica la condizione (1) ? Essendo
fi(A+B)=(A+B)A+B)! =(A+B)AT +BT)=AAT + BAT + ABT + BBY,
fi(A) = AAT e f1(B) = BB”, se fosse fi(A +B) = fi(A) + f1(B) per ogni A, B € M,(C), sarebbe
(*) BAT + ABT” =0 VA,B < M;,(C)

Ma (x) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I5. Dunque f; non & un’applicazione lineare.

e fo verifica la condizione (2) ? Essendo
f2(A+B)=A+B -1y,
fo(A)=A —TIz e f2(B) =B — I, se fosse fo(A +B) = fo(A) + f2(B) per ogni A, B € M»(C), si avrebbe
A-I,+B-I,=A+B-1I, VA Be M(C),

da cui I = O, che & falso. Dunque f> non & un’applicazione lineare.

e f3 verifica la condizione (1) ? Si , essendo
f3(A+B)=2(A+B)=2A+2B = f3(A) + f3(B) VA,B e My(C).
f3 verifica la condizione (2) ? S, essendo
f3(aA) =2(aA) = a(2A) = af3(A) VA € My(C), VaecC.

Dunque f3 € un’applicazione lineare.

e f4 verifica la condizione (1) ? Essendo

fi(A+B)=(A+B)?>=(A+B)(A+B)=A?+BA+AB + B?,
fi(A) = A% e f4,(B) = B?, se fosse f4(A +B) = f4(A) + f4(B) per ogni A, B € My(C), sarebbe
(*) BA+AB=0 VA ,Bec M)

Ma (x) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I5. Dunque f4 non & un’applicazione lineare.

Fissato i € {1,2}, per vedere che g; : My(C) — C? & un’applicazione lineare occorre verificare che siano
soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) g;(A 4+ B) = g;(A) 4+ ¢g;(B) per ogni A, B € My(C);
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(2) gi(aA) = agi(A) per ogni A € Ms(C) ed ogni a € C.

e gy verifica la condizione (1) ? S{ , essendo
91(A+B) = (A +Bes = Ae; + Bey = g1(A) + ¢1(B) VA, B € My(C).
g1 verifica la condizione (2) 7 S{ , essendo
g1(aA) = (cA)er = a(Aer) = agi(A) VA € My(C), VaeC.

Dunque g1 € un’applicazione lineare.

e g, verifica la condizione (1) ? Essendo
gg(A —|—B) = (A + B)e1 + e = Ae1 + Be1 —|—e1,

92(A) = Aey +e1 e g2(B) = Bey +eq, se fosse g2(A +B) = g2(A) + g2(B) per ogni A, B € My (C), sarebbe
e; = 0 che e falso. Dunque g non e un’applicazione lineare.

1 0 o 4
. |1 a+2 200 + 2 4
@Sla A, = 9 0 02+ 20 — 4 0?44 , doveaeC.

0 a+2 a?+a—-2 o?+a—4
Per ogni « € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

1 0 « 4
A _ 1 a+2 2a0+ 2 4 .
@ 2 0 a? + 20— 4 a?+4
0 a+2 o?+a—-2 o24+a—-4
1 0 « 4
E31(—2)E21(—1) 0 a+2 a+ 2 0 - B
0 0 a?—4 a?—4 e
0 a+2 o?4a—-2 a’+a—14
a2
1 0 « 4
B — 0 a+2 a+2 0 .
@ 0 0 a?—4 a?—4
0 a+2 o®>’+a—-2 a?>+a—-14
1 0 « 4
Eiw(—a—2)E2(5s) (0 1 1 0 -C
0 0 a®>—-4 a?—4 oo
0 0 o?—4 a?+a—14

1°Sottocaso | a # —2,2
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1 0 o 4 1 0 a 4
c |01 1 0 Bu(—’+9Bs(7=) [0 1 1 0 Db
* 10 0 a?—-4 a?—4 0o 0 1 1} —¢
0 0 a2—4 a?+a—-4 0 0 0 «
1°Sotto — sottocaso ‘ a#£-2,20
1 0 a 4 1 0 o 4
01 1 0 Ei(%) 011 0§ _
Do = 0 0 1 1 0 0 1 1 =Ua
0 0 0 « 0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
Tk(Aa) - 45 Da - { a 9 1 9 1 9 (O }
4 0 1 1
1 0 o 4
_ 1 a4+ 2 200 + 2 4
Ba ={ 2|’ 0 1?4204 | a?+4 }
0 a+ 2 > +a—2 o> +a—4
2oSotto—sottocaso‘ a=0
1 0 0 4
0 1 1 0
Do=1¢y ¢ 1 1|~ Yo
0 0 0 O
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 2 2
Tk(AO)_37 DO_{ 0 ’ 1 ’ 1 } BO_{ 9 ’ 0 ’ —4 }
4 0 1 0 2 -2
=2
1 0 2 4 1 0 2 4
10 1 10 E3(3)Esa 01 1 0} _
C2=10 00 0 000 1] Y2
0 0 0 2 0 0 0O
1 0 0 1 0 4
0 1 0 1 4 4
Tk(AQ)_3a DQ_{ 2 ’ 1 ’ 0 } BQ_{ 2 ’ 0 ’ 8 }
4 0 1 0 4 2

=2
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1 0 -2 4 1 0 -2 4
00 0 O E2(5)E2a 00 0 1
= —_— =
B2 00 0 O 00 0 oYU
00 0 -2 00 0 O
1 0 1 4
0 0 1 4
rk(A_2) =2, D_,={ 2110 } B_y={ 2 | ] }
4 1 0 -2
1 1 1 1 1 0
. 0 1 0 0 0 0
SlanoBz wi= | [iwe=|giWs=|1]|:Wa=1, eB ={z = 1|z = 1
1 1 0 1 0 -1
0 0
2 ). 0
Z3 - _1 9 Z4 - _1
1 0
1) Si provi che B e B’ sono due basi ordinate di R*.
(2) Si calcoli la matrice di passaggio Mp._p da B’ a B.
111 1 1 0 0 0
. [0 1 0 0 , |0 0 2 . .
(1) Siano A = 00 1 1 ed A’ = 1 1 -1 1 le matrici che hanno come colonne gli
1 1 0 1 0 -1 1 0
elementi di B e di B’ rispettivamente.
Occorre provare che entrambe hanno rango uguale a 4.
Facendo una E.G. su A si ottiene:
1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
A 01 0 0] Bat-1) (0O 1 0 0] Ews) O 1 0 O] _ U
{0 0 11 00 1 1 00 1 1]
11 01 0 0 -1 0 0 0 01
per cui rk(A)=rk(U) =4, ed, analogamente, facendo una E.G. su A’ si ottiene:
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
A 0o 0 2 0 Esxi(-1) ([0 0 2 0 B |0 1 =1 —11| EwQ@
I I S S - | o 1 -1 -1 0 O 2 0
0 -1 1 0 0 -1 1 o0 0 -1 1 o0
10 0 0 10 0 0
|01 -1 -1 E«(-DEs(3) [0 1 -1 -1} u’
00 2 0 0 0 1 o
00 0 -1 00 0 1

per cui rk(A")=rk(U’) = 4.
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(2) La matrice di passaggio Mp._p da B a B &

1 0 0 0
0 0 2 0
Mp—p = CB( 1 ) CB( 1 ) CB( -1 ) CB( -1 )
0 -1 1 0
1 0 0 0
. 0 0 2 0
Per calcolarla, piuttosto che calcolare separatamente Cp( 1 ), Cg( 1 ), Cx( 1 ) e Cp( 1 ),
0 -1 -1 0
a a
calcoliamo Cp( I; ) per un generico vettore I; € R*, e specializziamo la formula ottenuta ai quattro
d d
1 0 0 0
. . .10 0 2 0 N
diversi vettori L R EEEE Poiche
0 -1 1 0
a o a 1 1 1 1
b, (8 bl 0 1 0 0
Cs( c )= 0 | cl =% o +h8 0 +0 1] 771
d ~ d 1 1 0 1
allora
a a a+B+0+7y a
b, (8 16} R
Cs( c )= 5 | 5+ “le
d ~y a+ B+ d
ossia «a, 3, § e v sono tali che
a+pB+d+v=a
p=>b
(%) d+vy=c
at+B+y=d
Facendo una EG sulla matrice aumentata di (x) si ottiene:
1111 | a 11 1 1] a
01 0 O | b E4(-1) 0 1 0 0 | b E43(1)
0 01 1] ¢ 00 1 1 | c
1101 | d 00 -1 0 | d—a
111 1 | a ’
_ 01 0 0 | b
0 0 1 1 | c
000 1 | d—a+c
per cui con la sostituzione all’indietro
v o= d—a+c
= —y+c = —d+a—c+c = a—d

0
8 = b /
a = —f—-6—v+a = —-b+d—a—-d+a—c+a = a—c—b
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e quindi
a a—b—c
b b
CB( c ) - a—d
d —a+c+d
In particolare si ha:
1 0 0 -1 0 —1
0 0 0 0 2 2
CB( 1 )_ 1 ) CB( 1 )_ 1 ) CB( 1 )_ -1
0 0 -1 0 1 0
Dunque
0o -1 -1 1
0 0 2 0
Mees =17 | 1 o
0 0 0 -1

o O =
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ESERCITAZIONI* 6

. . a b a+b—c
[1] Sia f: Ma(R) — R deﬁmtadaf((c d)): ( o b )
(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

s= {0 )G DG )G e

su dominio e codominio rispettivamente.

)0

Sia A = (0 1 1) la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R3> — R? rispetto alle

1 30
1 1 0 1 1
basi ordinate B = ¢vi=|1];vo=]10]|;vs=1]1 e D = {w; = T Wy = su do-
0 1 0 2 -1
minio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate
1 1 0
B=qvi=[0];vi=[-1];v5=1{0 eD’:{w’lz(i);wéz(?)}sudominioecodominio
0 0 1
rispettivamente.
a
Si verifichi che ¢ : C3 — Rx>q definita da ¢(| b |) = [2a — b| + |a + ¢| + |ib| & una norma.
c
Siano z = (Z) ed S={xeR? | |x—2|o <1}. Siproviche esistono xg,x; € S tali che

%ol < [x[l2 < [xill2 per ognix €S,

e si calcolino ||xg||2 € ||x1]|2-

Sia V = M,(C). Si verifichi che (‘]') : V x V — C definito da

( a1 ag | bl b2 ) _ ia_b
az a4 b3 bs P o
¢ un prodotto interno.

@ Si trovi una base di V* nei seguenti casi:

0 0 1 i 1 0
| IREY o —1 0 1
V_< ¢ >a V_< 0 >a V_< 1 ’ Z ’ 1 ’ 0 >

2 3 i -1 0 1
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Svolgimento delle Esercitazioni 6

e 2 . a b\, [(a+b—c
[1]Sia f: May(R) — R deﬁmtadaf((c d))_ ( - )
(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate
1 1 0 0 0 1 11 1 0
s={(0 o) (0 D)@ 1) a)t e 2={(A) ()]
(a)  Per provare che f & un’applicazione lineare occorre provare :

S R Gl 4 Il (e IR G g )

per ogni al, bl, c, dl, asz, b2, Ca, do € R

2. f(oz(i Z))fozf((i Z)) per ogni o, a,b,c,d € R

ar b az by _ ar+az b +b2 o
L f(< d1>+((32 d2>) F f((01+02 d1+d2>) T

C1

|def. somma matrici| def.

:((a1—|—a2)—|—(b1—|—b2)—(cl—|—02)> _ ((a1+b1—01)+(a2+b2—02)>
(a1 + &2) + (bl + bg) 1 (a1 + bl) + (CLQ + bg)

propr. assoc. e
commut. di + in R

o ay + bl —C1 az + b2 — Cg o aq bl a2 b2
T ( a1—|—b1 >+< a2+b2 > T f(<(31 d1>)+f(<02 d2>

T
def. somma def. f
vettori colonna
a b _ aa  ab - aa +ab — ac _
2. f(OZ(C d)) T f((ac Ozd>) T ( aa+ ab > T
def. prod. di uno scal. def. f propr. distr.
per una matr. in R
_f(ala+b—c) _ a+b—c _ a b
_( ala+b) > 1 a( a+b > 1 af((c d>)
def. prod. di uno scal. def. f

per un vett. colonna

(b) Lamatrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio rispettivamente

¢ la matrice

a= (o o) eott(y 1) cot(§ 1) eott(y g )n)-
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Dalla definizione di f si ottiene:

quindiA:(CD(@)) CD((8>) CD(G)) CD(G)))-

Calcoliamo le coordinate rispetto alla base ordinata D di un generico elemento (Z) € R2

n(3)-(3) 1 (3)-+(2)+0(D)- ()

(0% = a

—a+p = b

= a
= a-+b’

w2 (12)
i o s s (2). (2). (1) (1) anione
CD((;)) (i), C’D((8>) (8),0@((}))

Risolvendo il sistema { otteniamo { g quindi

T

=1
=1l
=1l

2
2

o O
— =

> Q
Il
N —

> Q
Il
> Q
Il

a
b

La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio rispettivamente e

quindi la matrice
2 01 1
A= (4 0 2 3) '

Sia A = ((1) ; (1)> la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R3> — R? rispetto alle

1 1 0 1 1
basi ordinate B = ¢vi=|1];vo=]|0]|;vs=1]1 e D = {w; = T Wy = su do-
0 1 0 2 -1
minio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate
1 1 0
B=qvi=[0];vi=[-1];v5=1]0 eD’:{w’lz(i);wéz(?)}sudominioecodominio
0 0 1

rispettivamente.
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La matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ ¢ D’ su dominio e codominio rispettivamente ¢
la matrice

A = M{)}_D/AMB«_B/ dove Mp._pr ¢ la matrice di passaggioda D’ aD e

Mp_p5 ¢ lamatrice di passaggio da B’ a B.

Per calcolare Mp._p = (Cp(w)) Cp(w})), calcoliamo per prima cosa le coordinate rispetto a D di un

()= () e (8)=a()a(2)

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema

{OH—B = a

generico (Z) € R2.

20— = b

otteniamo:

1 1 | a B2 (—2) 1 1 | a E>(—1/3) 1 1 | a
2 -1 | b 0 -3 | b—2a 01 | (2a—0b)/3)"

per cui con la sostituzione all’indietro

{5 = (2a-0)/3
a = —fB+a = (b—-2a)/3+a = (a+b)/3

Dunque C’D((Z>) - ((gaatbg)//%) .

In particolare, specializzando a w) e w), otteniamo

enwy) = a1 ) (73): oot —cn((1)

()

F

=1

1
1

> Q
Il
— O

a
b

. _(2/3 1/3 e o s
per cui Mp. pr = (1/3 _1/3> . L’inversa di Mp._ pr € quindi

B 1 11 11 11
Mabo -~z (o] )= 9) -0 L)
3 3 33

Per calcolare Mp._p = (Cp(v)) Cg(vh) Cp(vh)), calcoliamo per prima cosa le coordinate rispetto a

a
B di un generico | b | € R3.
c
a Q a 1 1 0 a+p
CB( b ): 6 | b :OZV1—|—6V2—|—5V3=O[ 1 +6 0 —|—5 1 = OZ+5

c ) c 0 1 0 I6]



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2004/05, GEMMA PARMEGGIANI

Risolvendo il sistema

a+8 = a
a+d = b
I} = c
otteniamo
8 = c
a = —f+a = —c+a ,
§ = —a+b = —(—c+a)+b = c—a+d
quindi
a a—c
CB( b ): Cc
c —a+b+c
In particolare, specializzando a v/, v} e v§ otteniamo
1 1 1 1
Ce(vi)=0Cs({0]) = 0], Cslvy))=Cs(| -1]) = 0],
0 I -1 0 - -2
a=1 a=1
b=0 b=—1
c=0 c=0
0 -1
csvyy=cs(fo]) = [ 1]
1 [ 1
a=20
b=0
c=1
1 1 -1
per cui Mlg(_lg/ = 0 0 1
-1 -2 1

La matrice A’ che cerchiamo ¢ quindi

1 1 -1
A /1 1\[0 11 B
1
0

_(1 4 1) (1) _11 _(o -1 4)
-2 =5 1)\ | 5 -3 —4 -2

Si verifichi che ¢ : C3 — Rx>q definita da ¢(| b |) = [2a — b| + |a + ¢| + |ib| & una norma.
c

0
(1) ¢(0)=¢(]1 0])=12%x0—-0]+1]0+0]+ |:0] =0.
0

89
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Poiche ¢(x) > 0 per ogni x € C3, per provare che
x#0 = ¢(x)>0

basta provare che

x#£0 =  (x) £0,
ossia basta provare che

p(x)=0 = x=0.

Dalla definizione di ¢ si ottiene:

o(x) = 0
[2a—b] = 0 a = b/2
a =< late¢ = 0=<¢c¢c = —a = -b/2 =a=b=c=0=x=0.
x = b |ib] =0 b = 0
a aa
2) olaldb])=¢(] ab |) =|2aa — ab|] + |aa + ac| + |iad| =
c ac
a
= lal[2a = b+ |alla+ o + |al[ib] = [a|([2a — b + |a +c| + |id]) = [alo({ b |).
c
ai az a1 + a2
3) (| br |+ [t ])=0(] bs+b:|)=
c1 Co c1+co
= [2(a1 + a2) — (b1 + b2)| + (a1 + a2) + (c1 + c2)| + |i(b1 + b2)| =
=|(2a1 — b1) + (2a2 — b2)| + (@1 + c1) + (a2 + c2)| + |ib1 +iba| <
a1 ag
<|2a1 — b1| + |2a2 — ba| + a1 + c1| + |az + ca| + |ibi| + iba| = ¢(| b1 |) + (| b2 |).
C1 C2
Siano z = (Z) ed S={xeR? | |x—2|o <1}. Siproviche esistono xg,x; € S tali che

[xolz < xll2 < [xll2 perognixe€S,

e si calcolino ||xg||2 € ||x1]|2-

S = | (§1>6R2 | max {|z; — 5|, |z — 4|} <1 } =
2
= | (21>GR2 | —1<21-5<1 e —1<z3-4<1 }=
2

= { (x1>€]R2 | 4<2,<6 e 3<az,<5 }
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Quindi se x = (?) € S allora ||x||2 = v/[21[> + |22[> > V42 4+ 32 = 5, e poiche (g) eSel (g) |2 = 5,
2

allora xo = (;‘) (e [[%oll2 = 5).

Inoltre se x — (il> € S allora |x||z = \/|x1|2+|x2|2 < V62 +52 = /61, e poiche (g) € Se
2

1(5) 1= VAT, atoraxa = () Ialla = V&),

Sia V = M,(C). Si verifichi che (-|") : V x V — C definito da

a; a by b !
1 a2 1 02\ N\
((ag a4>|(b3 b4>)—zla1b1

¢ un prodotto interno.

asz a4

b1 4 T
((b3 > ( > T > i biai = o
def. di (-]-) def. di (]-)

(@ ) Gon)

(2)  (ulav+ fz) £ a(ulv) + (ulz) vu:(‘“ aQ),v:(Z; Z),z:(cl CQ)ev,a,ﬁec

1) w2 (ulv) perogmu:(‘“ ‘“),v:(zl Zz>ev
>

as a4 c3 4
wovrom = oo 2) e (o a )= )i )=
= S @lab; + Be;) = a(Si, @bi) + (T, Te:) =

=ala S )G w2 1(6 )=t + s

(3) (o) (0j0)=0

o (mom)re = (o m)i(e )er

() (0|0)=((8 8>|(8 8>)=4x6xo=o

o ()10 ) =S = S

az a4 asz a4
Poiche |a;| € Rsq per ogni i = 1,...,4, allora 3¢, |a;|> € Rsq. Se 30, |as2 = 0, allora |a;|2 = 0 per
ognii=1,...,4, per cui a; =0 per ogni ¢ =1,...,4 e quindi “oa2)

asz a4
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@ Si trovi una base di V* nei seguenti casi:

0 0 1 1 1 0
. 144 1 -1 0 1
V:< ? >’ V:< 0 >’ V:< 1 ) Z’ i 1 i 0 >
2 3 1 -1 0 1
0
(a)Se A=|i |alloraC(A)=V eVL=C(A)L =N(AH).
2

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

AH=(0 —i 2)—— (0 1 2i)=U
E,

1(2
Poiche N(AH) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=3-1=2,

una base di V+ ha 2 elementi (d’altra parte dimV=1 e dimC>®=3, per cui a priori potevamo dedurre che
dimV+ = dimC? — dimV =3 — 1 =2).

T
x=|1z | e NAT) = N(U) = 3+2iz5=0
T3
h
quindi N(U) = —2ik | |h, k€ C
k
Una base di V* &
1 0
0| —2i
0 1
0
) Se A= [T | allorac(A) =V e VE = C(A)- = N(AT).
3

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

AP =(0 1-4 0 3)—— (0 1 0 2(1+4))=U
Bi(3H)

Poiche N(Af) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=4 -1 =3,

una base di V+ ha 3 elementi (d’altra parte dimV=1 e dimC*=4, per cui a priori potevamo dedurre che
dimV+ = dimC* — dimV =4 — 1 = 3).
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x1
3
x = 22 ENAM=NU) = m+5(1+ie=0
3
T4
h
_3 ;
quindi N(U) = 2(1}:—1)7" |h,k,reC
T
Una base di V* &
1 0
0 o). -301+i)
o] 1] 0
0 0 1
1 i 10
@Sea=[,; 1Y L] alloraca)=vevt = ca)t = Na").
i —1 0 1

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

1 - 1 —i 1 - 1 —
- =1 -1 -1 0O 0 0 O
AT = ! e . —
1 0 1 0 Es31(—1)E2 (4) 0 2 0 = Eos
0 1 0 1 0O 1 0 1
1 —3 1 —3 1 - 1 —
. 0 7« 0 = 0O 1 0 1 -U
0O 0 0 O Eus(—1)Ea(—1) 0O 0 0 O
0O 1 0 1 0O 0 0 O

Poiche N(AH) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U =4 -2 =2,

una base di V+ ha 2 elementi.

x1

€T ] —ixo+ax3—1try = 0
x=[ 2] eNAT)=NU) =
xi To + T4 = 0
—h -1 0
Quindi V- = N(AH) = _hk |h,k € C } ed una sua base & (1) : _01
K 0 1

93



94

(

ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2004/05, GEMMA PARMEGGIANI

ESERCITAZIONI* 7

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 i 1 0
) —1 0 1
V - < 1 ’ Z ) 1 ’ 0 >
i -1 0 1
1 1 i 0
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = | 1 | sul sottospazio U = (| i |;| —1 | ;| —2i |) di C3.
1 0 0 1
1
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = | 1 | sul complemento ortogonale U~ del sottospazio U =
1
—i ) diC3.
1—1
Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:
i 1o Ry 011
A=| 2 1+i 3], B=[-11 2 |, c=
1 1 . 1 1 1 1 0
vt 110 1+i
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Svolgimento delle Esercitazioni 7

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 1 1 0

1 -1 0 1
V_< 1 ’ Z ’ 1 ’ 0 >

1 -1 0 1

1 ) 1 0
W, = 1 Wy = —1 w3 = 0 Wy = 1
1)’ ) ’ 1]’ 0
) —1 0 1

1 4+ 1 0
i —1 0 1
A=(w; wy w3 WwWyu)= .
( 1 2 3 4) 1 : 1 0) Far (—i)Est (—1) Ear (—i)
i —1 0 1
1 2 1 0 1 2 1 0
. 0 0 — 1 0 01 7§ U
0 0 0 O Ea2(4) B (4) 0 0 0 O
0 0 — 1 0 0 0 O

Poiché U ha come colonne dominanti la 1* e la 3%, allora una base di C(A) =V & {wy;ws}.

Troviamo una base ortogonale di V applicando I’algoritmo di Gram-Schmidt a

O = O =

1
1

Vi =W = 1 y V2 = W3 =
1

95
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1
w=vi=|?
1=vi= |
7
uz = Vg — (oUy, u #0 = 04122(111",2)
(U1,U1)
1
(up,vo) =ullvy = (1 —i 1 —i) (1) =1+1=2
0
1
(u,w) =uffu; =(1 —i 1 —i) i =1+1+1+1=4
7
N 2 1
MWEIT 9
1
112=V2—0412111=V2—§111=
1 1 1
(o) _1fa) 1| —i
B! 1] 2|1
0 7 —1
1 1
Dunque {u; = (z) jup = 1 _1 } & una base ortogonale di V.
0 —1

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia
dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :

[willz = V(ur, w) = Vi =2

1 1| —i 1
HLIQHQZ\/(UQ,UQ): 5(1 Z 1 1)5 1Z :\/1(1+1+1+1+1)=1

Allora

—
Il
N —
S = S
N —
—_
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¢ una base ortonormale di V.

1 1 7 0
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = | 1 | sul sottospazio U = (| i |;| —1 | ;| —2i |) di C3.
1 0 0 1
Troviamo una base ortonormale di U.
1 ) 0
Poniamow; = [ ¢ | ,wo=| —1 | ,ws= [ —2i | ecalcoliamounabasedi C(A) dove A = (w; Wy W3
0 0 1
1 4 0 1 2 0 1 72 0
A=(wy wo w3)=[i -1 2| ——|00 2| ———[001]|=U
0 1 Ea1(—1) 00 1 E32(—1)Ea(57%) 0 0 0

Poiché U ha come colonne dominanti la 1* e la 3%, allora una base di C(A) =U & {w; ws}.

Applichiamo ora 'algoritmo di Gram-Schmidt a

1 0
vi=wi= |1 |;vo=w3g=| —2¢
0 1
per trovare una base ortogonale di U.
1
u; =V = )
0
uz = vy — ajoUy, u#0 = ap= (| v2)
(u1fuy)
0
(up|ve) =ujve=(1 —i 0)[ —2¢ | =-2
1
1
(ww)=ulfu,=(1 —i 0)|i]|=2
0
2
—t Q19 = —5 = —1

Uz = Vg — (xjoUu; =

= Vg2 —|—LI1 =
0 1 1
= =2 |+i]|=|—i

1 0 1



98 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2004/05, GEMMA PARMEGGIANI

1 1
w=\17];u=|—i € una base ortogonale di U.
0 1

[uif2 = V(wiw) = V2

1

[uzll2 = V(uzuz) = \Jublups = |(1 @ 1) —i|=VI+1+1=V3
1
1 1
¥ __ _u _ 1 ¥ __ _u _ 1 s 2 - :
U-mE=%l %= =% 7 ¢ una base ortonormale di V.

1
La proiezione ortogonalediv= | 1 | suU e
1
Py

(v) = (ui[v)uy + (u3|v)u;

dove
1
1 1—1
* *\ H .
uj|v) = (u v=—(1 —2 0 1] =
(uilv) = (uj) \/5( )(1 7
1 1 241
* *\ H .
u;|v) = (u v=—(1 17 1 1] =
(u3|v) = (u3) \/5( ) : 7
, _ , 1 _ 1 1—14 2414 7T—1
Quindi Py(v) = Hui+2Hug = Ho | i | +25 5| —i | =5 | 1+i | +3 1—2i =1 5—i
0 1 0 2+ 442
1
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = | 1 | sul complemento ortogonale U~ del sottospazio U =
1
(| —i |])dicC3
1—14
Cerchiamo una base di U=,
1
SeA=| —i |alloraC(A)=UeU*+=C(A)+=N(AH).
1—14

A" = (1 i 1+1i)="U ¢ giain forma ridotta di Gauss. Poiche

dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=3-1=2,
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una base di U+ ha 2 elementi (d’altra parte dimU=1 e dimC>®=3, per cui a priori potevamo dedurre che
dimU+ = dimC? — dimU =3 — 1 = 2).

1
x=|z | e NAH)=NU) «— z1+iza+1+9)z3=0
x3
—ih — (1 +14)k
quindi N(U) = h |h,k e C
k
Una base di Ut &
—1 —1—1
\= 1 ; Vo = 0
0 1

Applichiamo I’algoritmo di Gram-Schmidt a {v;;Vvs} per trovare una base ortogonale di U+.

—1

u; =Vvy = 1
0
Uz = vz — Qp2Uy,
u #0 = 04122(111|V2)
(u1fuy)
—1—3
(U1|V2)—U1V2—(Z 1 0) 0 =1—1
1
—1i
(ww)=uvyw=( 1 0)| 1 |=14+1=2
0
1—3
- 12 =
1—14
U9 — Vg — u =
2 2 5w
—1—3 1 —i —1—1
= 0 — 1 == -1+14
1 0 2
Una base ortogonale di U+ é:
—1 —1—1
uy =11 ,UQZ% -1+
0 2

Cerchiamo una base ortonormale di U+. Normalizziamo quindi la base ortogonale di U~ trovata al
punto precedente.
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]2 = \/uilu; = v2
/ 1 , Y 1
[uzl]2 = uéIUQ: 5(—14—1 —1—1 2)5 —141 :5\/(14_1)4_(14_1)_'_22:\/5
2
i 1
Dunque { uj = - = % 1w = s = ﬁ —141 ¢ una base ortonormale di U+.
0 2

1
La proiezione ortogonale div= | 1 | su U+ &
3

Pyi(v) = (ui[v)ui + (uz|v)u;

dove
1 1 1+i
* *\ H .
u;|v) = (u v=——(7 1 0 1] =
(uilv) = (uy) \/5( ) ; 7
1 1 1 4
wilv) = () ffv=—(-14+i —-1—-i 2)|1|=—s(-14+i-1-i4+6)=— =2
(u3]v) = (u3) 2\/5( )3 2\/5( )2\/5
Quindi
. i . —2i —i
1+i 1 ¢ 1 1
Pyi(v) = — |1 | +vVo— | -1+i|l== 20 | = i
V) =57 23 2
0 2 2 1
Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:
2—-i 1 0 i 1 141 g}; i
A= 2 144 3|, B=|-11 2 |, Cc=
: L ] 1 11 0
Lot 1 1.0 1434

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono piu zeri. In questo caso
conviene svilupparlo ripetto alla 1¢ riga oppure alla 3% colonna. Facciamolo in entrambi i modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:

DetA = (2 — i)(~1)"*" Det (1“1” ‘?) + (—1)"*?De (f i‘) -

=2-)(14+i-3)—(2-3i))=2—i)(-2+i) —2+3i=
=—(2-i)?—2+43i=—(4—-1—-4i)—2+3i=-5+T7i
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Rispetto alla 3% colonna:

2—13 1 2—1 1
243 343
DetA = 3(—1)*""Det ( ; 1) + (=1)°"’Det ( 9 1 z) =

=-32-i—9)+(2—-0)1+1i)—-2)=
=-32-2))+2—i+2i+1—-2=-5+Ti

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1* colonna:

i 1 143 . .
Det| -1 1 2 :i(—1)1+1Det(1 ?>+(—1)(—1)2+1Det(1 1“1”>+z'(—1)3+1DetG 1‘2”>:
ioi 1

=i(1—2)4+1—i(1+i)+i(2—1—i) =5+

Infine sviluppiamo Det(C) ad esempio rispetto alla 3¢ riga:

01 1 1
2 1 2 1
DetC = Det 111 0 =
1 1 0 1+
11 1 01 1 01 1
=(=1)*"Det |1 2 1 |+ (=1)*™Det|{2 2 1 |+(-1)*PDet|2 1 1
1 0 1+i 1 0 1+ 11 1+

Sviluppiamo il primo ed il secondo addendo rispetto alla 2* colonna, mentre il terzo addendo rispetto alla 1¢
colonna.

L 11 11
Det|1 2 1 :(—1)1+2Det( .>+2(—1)2+2Det( .):
10 146 1 144 1 144

=—(1+i-1D+21+i-1)=—i+2i=i
01 1
Det|2 2 1 :(—1)1+2Det(? 1L>+2(—1)2+2Det((1) 1ii>:
1 0 143
=—(242i-1)-2=-1-2i—1=-3-2i
01 1 11 11
Det[2 1 1 | =2(-1)*"Det ) 4+ (=1)*'Det =
. 1 143 11
1 1 1+4

==2(1+i-1)4+(1-1)=-2

Quindi
Det(C)=¢— (-3 —2i) —2i =3+ 1.



