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PROGRAMMA SVOLTO

11 testo di riferimento &: Algebra Lineare, E. Gregorio, S. Salce, ed. Libreria Progetto Padova

Programma svolto nella prima settimana:

3/10/11 Insiemi. Intersezione ed unione di insiemi. La forma algebrica, il modulo ed il coniugato di un
numero complesso. Proprieta del modulo e del coniugato di un numero complesso.

Dal libro: Appendice A: da pag. 267 a pag. 271.

Esercizi per casa: Esercizi 2, 3 e prima parte dell’esercizio 1 degli ”Esercizi per casa 1”.

4/10/11 La forma algebrica dell’inverso di un numero complesso non nullo. Enunciato del Teorema
fondamentale dell’Algebra. Matrici. Esempi. Tipi particolari di matrici. Prodotto di una matrice per uno
scalare. Somma di due matrici. Proprieta del prodotto per uno scalare e della somma di matrici.

Dal libro: Pag. 273, da pag. 1 a pag. 6.

Esercizi per casa: Seconda parte dellesercizio 1, ed esercizio 4 degli ”Esercizi per casa 17.

5/10/11 Prodotto di un vettore riga per un vettore colonna. Prodotto righe per colonne di matrici.
Esempi. Proprieta del prodotto righe per colonne. Il prodotto righe per colonne non € commutativo. Potenze
di matrici quadrate. Premoltiplicazione per matrici diagonali.

Dal libro: Da pag. 6 a pag. 7, pag. 9, pag. 11.

Esercizi per casa: Esercizi 5, 6, 7, 8 e 9 degli ”Esercizi per casa 1”.

Programma svolto nella seconda settimana:

10/10/11 Postmoltiplicazione per matrici diagonali. Esercizio 10 degli "Esercizi per casa 1”. Le matrici
n X n che commutano con ogni matrice n X n sono esattamente le matrici scalari di ordine n. Trasposta,
coniugata ed H-trasposta di una matrice. Matrici simmetriche, anti-simmetriche, hermitiane, anti-hermitiane.

Dal libro: Da pag. 10 a pag. 14.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi per casa 2”.

11/10/11 Proprieta delle matrici simmetriche, anti-simmetriche, hermitiane, anti-hermitiane. Ogni ma-
trice quadrata si scrive in modo unico come somma di una matrice hermitiana ed una matrice anti-hermitiana
(parte hermitiana ed anti-hermitiana di una matrice quadrata). Sottomatrici. Decomposizioni a blocchi.
Operazioni a blocchi.

Dal libro: Da pag. 15 a pag. 18.
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Esercizi per casa: Esercizi 4 e 5 degli ”Esercizi per casa 2”.

12/10/11 Casi particolari di decomposizioni a blocchi. Esercizio Tipo 1. Scrittura matriciale di un sistema
lineare.

Dal libro: Da pag. 19 a pag. 21. Pag. 8.

Esercizi per casa: Esercizi 6 e 7 degli ”Esercizi per casa 2”.
Programma svolto nella terza settimana:

17/10/11 Operazioni elementari sulle equazioni di un sistema. Matrici elementari ed operazioni elementari
sulle righe di una matrice.

Dal libro: Da pag. 21 a pag. 24. Pag. 46 e pag. 47. Nota 1 (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi per casa 3”.

18/10/11 Eliminazione di Gauss (EG). Forma ridotta di Gauss di una matrice, colonne dominanti, colonne
libere. Esempi. Risoluzione di sistemi lineari. Esercizio Tipo 2 e primo caso dell’Esercizio Tipo 3.

Dal libro: Da pag. 25 a pag. 30.

Esercizi per casa: Esercizi 4, 5 e 6 degli ”Esercizi per casa 3”.

19/10/11 Rango di una matrice. Inverse destre, sinistre, bilatere. Esempi. Criteri per l'esistenza di una
inversa destra e per l'esistenza di un’inversa sinistra.

Dal libro: Da pag. 30 a pag. 35. Nota 2 (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizio 7 degli ”Esercizi per casa 3”.
Programma svolto nella quarta settimana:

24/10/11 Costruzione di inverse destre e di inverse sinistre. Esercizio Tipo 4 e 4 bis. Algoritmo di
Gauss-Jordan per il calcolo dell’inversa.

Dal libro: Da pag. 41 a pag. 46.

Esercizi per casa: Esercizi 8 e 9 degli ”Esercizi per casa 3” ed esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi per casa
47,

25/10/11 Esercizio Tipo 5. Inverse di matrici 2 x 2. Inverse e trasposte delle matrici elementari. Decom-
posizioni a rango pieno. Decomposizione LU.

Dal libro: Da pag. 47 a pag. 51.

Esercizi per casa: Esercizi 4, 5, 6 e 7 degli ”Esercizi per casa 4”.

26/10/11 Esercizio Tipo 6. Decomposizione PT LU. Prima parte dell’Esercizio Tipo 7.



4 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2011/2012, GEMMA PARMEGGIANI

Dal libro: Da pag. 52 a pag. 58.

Esercizi per casa: Esercizio 8 degli ”Esercizi per casa 4”.

Programma svolto nella quinta settimana:

2/11/11 Seconda parte dell’Esercizio Tipo 7. Spazi vettoriali. Esempi.
Dal libro: Da pag. 63 a pag. 68.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi per casa 5”.

Programma svolto nella sesta settimana:

7/11/11 Sottospazi di spazi vettoriali. Esempi. Lo spazio nullo di una matrice. Insiemi di vettori.
Sottoinsiemi di insiemi di vettori.

Dal libro: Da pag. 69 a pag. 70.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 ,3, 4 e 5 degli ”Esercizi per casa 6”.

8/11/11 Unioni di insiemi di vettori. Combinazioni lineari. Sottospazi generati da insiemi di vettori.
Insiemi di generatori. Esempi. Esercizio Tipo 8.

Dal libro: Da pag. 70 a pag. 74.

Esercizi per casa: Esercizi 6, 7 e 8 degli ”Esercizi per casa 6”.

9/11/11 Insiemi di vettori linearmente dipendenti ed insiemi di vettori linearmente indipendenti. Esercizio
Tipo 9. Basi. Esempi di basi. Insiemi di generatori minimali.

Dal libro: Da pag. 75 a pag. 81.

Esercizi per casa: Esercizi 9 e 10 degli ”Esercizi per casa 6”.

Programma svolto nella settima settimana:

14/11/11 Caratterizzazione delle basi come insiemi di generatori minimali. Ogni spazio vettoriale finita-
mente generato ha una base. Come estrarre una base da un insieme di generatori. Esercizio Tipo 10. Carat-
terizzazione delle basi come insiemi linearmente indipendenti massimali. Teorema di Steinitz. Equipotenza
delle basi di uno spazio vettoriale finitamente generato. Dimensione di uno spazio vettoriale.

Dal libro: Da pag. 81 a pag. 87.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi per casa 7”.

15/11/11 Definizione di somma e di somma diretta di sottospazi. Applicazioni lineari. Esempi. Appli-
cazione lineare indotta da una matrice. Spazio nullo e spazio immagine di un’applicazione lineare. Teorema
nullita+rango. I 4 sottospazi fondamentali di una matrice.
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Dal libro: Da pag. 88 a pag. 98.

Esercizi per casa: Esercizi 4, 5 e 6 degli ”Esercizi per casa 7”.

16/11/11 Spazio nullo e spazio immagine dell’applicazione lineare indotta da una matrice. Come trovare
una base dello spazio nullo di una matrice. Esercizio Tipo 11. Basi dello spazio delle colonne e dello spazio
delle righe di una matrice. Applicazioni. Esercizio Tipo 12.

Dal libro: Da pag. 98 a pag 104.

Esercizi per casa: Esercizi 7 e 8 degli ”Esercizi per casa 7”.

Programma svolto nell’ottava settimana:

21/11/11 Enunciato del Teorema 5.10. Basi ordinate. Coordinate di un vettore rispetto ad una base
ordinata. Esempi. Applicazione delle coordinate. Matrice associata ad un’applicazione lineare rispetto a
fissate basi ordinate su dominio e codominio. Matrice di passaggio da una base ordinata ad un’altra. Esercizio
Tipo 13.

Dal libro: Nota 3 (file sulla pag. web). Da pag. 110 a pag. 111.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi per casa 8”.

22/11/11 Matrice di passaggio da una base ordinata ad un’altra. Esercizio Tipo 14. Come cambia la
matrice associata ad un’applicazione lineare rispetto a fissate basi ordinate su dominio e codominio cambiando
le basi. Esercizio Tipo 15. Interpretazione geometrica di R? ed R3.

Dal libro: Da pag. 105 a pag. 109. Da pag. 111 a pag. 113. Appendice C: da pag. 285 a pag. 290.

Esercizi per casa: Esercizi 4 e 5 degli ”Esercizi per casa 8”.

23/11/11 Regola del parallelogramma. Definizione di norma. Le norme ||| |[|2, |||'[|]1 € |||']llcc. Esercizio
Tipo 16. Il coseno dell’angolo tra due vettori di R2.

Dal libro: Da pag. 119 a pag. 126.

Esercizi per casa: Esercizi 6, 7, 8 e 9 degli ”Esercizi per casa 8”.

Programma svolto nella nona settimana:

28/11/11 Prodotti interni. Il prodotto interno standard. Esercizio Tipo 17. La norma indotta da un
prodotto interno. Il coseno dell’angolo tra due vettori in uno spazio vettoriale euclideo.

Dal libro: Da pag 127 a pag. 133.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi per casa 9”.

29/11/11 Vettori ortogonali in uno spazio euclideo. Insiemi ortogonali e basi ortogonali. Basi ortonormali.
L’algoritmo di Gram-Schmidt. Esercizio Tipo 18.

Dal libro: Pag 141. Da pag. 144 a pag. 150.
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Esercizi per casa: Esercizi 4, 5 e 6 degli ”Esercizi per casa 9”.

30/11/11 1l complemento ortogonale di un sottospazio di uno spazio euclideo. La proiezione ortogonale
di un vettore di uno spazio euclideo su di un sottospazio, ed il suo calcolo. Esercizio Tipo 19.

Dal libro: Da pag. 133 a pag. 140. Pag. 143.

Esercizi per casa: Esercizi 7, 8, 9 e 10 degli ”Esercizi per casa 9”.

Programma svolto nella decima settimana:

5/12/11 Decomposizione QRg-non-normalizzata di una matrice A. Decomposizione () R-normalizzata
di una matrice A. Esercizio Tipo 20.

Dal libro: Da pag. 154 a pag. 157. Pag. 152.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 6 degli ”Esercizi per casa 10”.

6/12/11 Calcolo del determinante di una matrice. Proprieta del determinante. Esercizio Tipo 21.
Dal libro: Nota 4 (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizi 3, 4 e 5 degli ”Esercizi per casa 10”.
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NOTE

Nota 1: Matrici elementari ed operazioni elementari sulle righe di una matrice
Sia A una matrice m xn. Si chiamano operazioni elementari sulle righe di A le tre seguenti operazioni:
sommare ad una riga un’altra riga di A moltiplicata per uno scalare,

moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo,

scambiare due righe di A.

Studiando i prodotti a blocchi abbiamo visto:

(%) la i-esima riga di A & uguale a e;” A;

s17 s1TA

52T S2TA
(%) se C= . si puo premoltiplicare ad A, allora CA=

StT StTA

Sia B la matrice che si ottiene da A sommando alla ¢-esima riga di A la j-esima riga di A moltiplicata
per lo scalare ¢, ossia sia B= [b,.| la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti
righe di A= [ag,], e con i-esima riga il vettore riga

(bil big e bin ) = (ail —+ cajl ;92 + Cajg I Ain —+ cajn ) .

Allora da () e (xx) segue che
B = Eij(C)A

dove Ejj(c) ¢ la matrice che ha tutte le righe uguali a quelle della matrice Iy, tranne eventualmente la i-esima,
che ¢ e;7 + ce;T (ed ¢ uguale alla i-esima riga di Iy, solo se ¢ = 0). Dunque E;j(c) si ottiene da Iy, sommando
alla i-esima riga di Iy, la j-esima riga di I, moltiplicata per lo scalare c.

Per indicare che B ¢ la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo I'operazione elementare “sommare alla
i-esima riga la j-esima riga moltiplicata per lo scalare ¢”, scriviamo:

Eij(c)

A B.

Sia B la matrice che si ottiene da A moltiplicando la i-esima riga di A per lo scalare ¢ (¢ # 0), ossia
sia B= [by,| la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti righe di A= [ag,], ed
con i-esima riga il vettore riga

(bil bi2 bm):(caﬂ cai2 ... cam).

Allora da (x) e (*x*) segue che
B =E;(c)A

dove E;(c) & la matrice che ha tutte le righe uguali a quelle della matrice I,,, tranne eventualmente la i-esima,
che & ce;T (ed & uguale alla i-esima riga di I, solo se ¢ = 1). Dunque E;(c) si ottiene da I, moltiplicando la
i-esima riga di Iy, per lo scalare per lo scalare ¢ (¢ # 0).
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Per indicare che B & la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare ”"moltiplicare
la i-esima riga per lo scalare (non nullo) ¢”, scriviamo:

A9 B

Sia B la matrice che si ottiene da A scambiando la i-esima riga di A con la j-esima, ossia sia B= [by]
la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima e dalla j-esima uguali alle corrispondenti righe di A, e con
i-esima e j-esima riga rispettivamente:

(bil big bin):(aﬂ ajg ajn),
(bj1 b]‘ bjn):(a“ a;9 ain).
Allora da (%) e (*x*) segue che
B = E;A

dove Ej; ¢ la matrice che si ottiene da I, scambiando la i-esima riga di Iy, con la j-esima.
Per indicare che B & la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare “scambiare la
i-esima riga con la j-esima riga”, scriviamo:

ALB.

N.B. Le matrici Ej;(c),Eij(c) e Ejj si chiamano matrici elementari, sono il ”risultato” delle operazioni
elementari sulle righe di una matrice identica, e la loro premoltiplicazione per una matrice A ”produce” le
operazioni elementari sulle righe di A.
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Nota 2: Osservazioni sul rango di una matrice

Sia A una matrice m x n. Se Uy ed Uy sono due forme ridotte di Gauss per A, allora il numero delle
righe non nulle di U; ¢ uguale al numero delle righe non nulle di U,. Cié dipende dal fatto che 'esistenza
di diverse forme ridotte di Gauss per una matrice dipende esclusivamente dalla eventuale possibilita di fare
delle scelte negli scambi di righe in una EG su A, e gli scambi di righe non decrescono il numero delle righe
non nulle.

Il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss di A dipende quindi esclusivamente da A (e
non dalle operazioni elementari che si fanno in una EG su A) e si chiama il rango di A (pit avanti nel corso
daremo un’altra definizione di rango di una matrice, equivalente a questa). Si indica con il simbolo rk(A).

Siano A una matrice m x n di rango k ed U una forma ridotta di Gauss per A. Poiche ogni “scalino”di
U ¢ “alto”’una riga, allora

k = numero delle righe non nulle di U = numero delle colonne dominanti di U.

Se A una matrice m x n di rango k allora
E<m e k<n.
Infatti se U ¢ ua forma ridotta di Gauss per A allora U em x n e

k = numero delle righe non nulle di U < numero delle righe di U =m

k = numero delle colonne dominanti di U < numero delle colonne di U =n
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Nota 3: Basi dello spazio delle colonne di una matrice: applicazioni.

Siano vi;va;...;v, € K™, con K € {R,C}, § = {vy;va;...;ve} e W = (S) il sottospazio di K™
generato da S.

Per trovare una base B di W contenuta in S, piuttosto che procedere come nell’Esercizio Tipo 10, conviene:

(1) costruire la matrice m x n A = (vy Vva ... V,), ossia costruire una matrice le cui colonne siano
gli elementi di S;

(2) fare una EG su A, trovando una forma ridotta di Gauss U per A;

(3) se u;;,u,, ..., u;, sono le colonne dominanti di U, allora B = {v;,;Vi,;...;V;, }, ossia I'insieme delle
colonne di A corrispondenti alle colonne dominanti di U, & una base di C(A) = (vi;va;...;v,) = W
contenuta in S.

Siano vi;va;...; vy, € K™ con K € {R,C}, e B={vy;va;...;va}.

Per verificare se B ¢ o meno una base di K", piuttosto che verificare se B ¢ un insieme di generatori
linearmente indipendente di K™, conviene considerare la matrice n x n A = (vy vy ... v, ) (ossia una
matrice le cui colonne siano gli elementi di B).

Da C(A) < K™ segue che
dim C(A) =rk(A)=n < C(A) = K"
inoltre, dal momento che B ha n elementi e contiene una base di C'(A),
dim C(A) =rk(A) =n <= ogni base di C(A) ha n elementi <= B ¢ una base di C(A).

Quindi
dim C(A) =rk(A) =n <= B¢ una base di K".
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Nota 4: Calcolo di determinanti

Sia A una matrice quadrata di ordine n.

Il determinante di A ¢ un numero che dipende da A. Esso si indica con il simbolo det(A), oppure Det(A).
Impariamo a calcolarlo, cominciando con i casi n = 1,2, 3.

Il caso n=1. Se A = (ai11), ¢ Det(A) = ay;.

Tl caso n=2. Se A = ( ¥t 912 , € Det(A) = a11a20 — aj2a21.
G21 Q22

2 3

Esempio 1. Il determinante di A = < 45

)éDet(A)_2x53><4_1012_2.

. a a .
Abbiamo detto che Det(a11 a12> = aj1a99 — a12a21. Osserviamo che
21 (22

_ 1+1 _
ay1a22 = aj1(—1)""" Det (a0 ) =
la somma degli indici di a
:an(*l)( 8 “)Det(a22) =
il determinante della matrice che

= a11 (_1)(la somma degli indici di a11) si ottiene da A sopprimendo

la 1¢ riga e la 1%colonna di A

L il determinante della matrice che si ottiene da A
—a (_1)(1a somma degli indici di a11)
= a1l sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova a1

— 142 —
—a12a1 = a12(—1)" " Det (ag; ) =
la somma degli indici di a
:a12(_1)( g 12)Det(a21) —
il determinante della matrice che

a12(71)(1a somma degli indici di a12) si ottiene da A sopprimendo

la 1% riga e la 2%colonna di A

=aia(—

1)(1& somma degli indici di a;2)
sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova ai2

il determinante della matrice che si ottiene da A )

Indicando con i simboli

Ci11 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 1* colonna,

Ci2 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1° riga e la 2% colonna,

ed inoltre
A11 = (—1)1+1Det011,
Ay = (—1)'DetCyy,
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abbiamo:

a11  ai2
Det = a11A11 + a12A12.
a1  A22

Si tenga a mente che a1 ed aj2 sono gli elementi della 1° riga di A.

Quindi se A = (ZH 212) , quello che abbiamo fatto per calcolare Det(A) & stato:
21 Q22

(1) mettere in evidenza gli elementi della 1 riga di A: < )7

az1 a22
(2) per ciascuna posizione (1,75) della 1% riga di A (posto (1,1) e posto (1,2))

— costruire la matrice Cy; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna di A),
— calcolare Det(C,;),
— calcolare (—1)1+7,

— calcolare Aj; = (—1)7Det(Cy;),

(8) calcolare il prodotto (a1 ai2) <A11 )
Ay

aix a2 aig
Il caso n=3. Sia A = | ag1 as2 a23 |. Per calcolare Det(A) procediamo come nel caso n = 2.

a31 asz2 ass

lan] [a12] [a13]
(1) Mettiamo in evidenza gli elementi della 1% riga di A: as1 a9 as3
a31 a32 az3

(2) per ciascuna posizione (1,7) della 1% riga di A (posto (1,1), posto (1,2) e posto (1,3))

— costruiamo la matrice C7; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna di A):

Q22 QA23 a1 Q23 a1 Qa22
Cll = ) 012 = 9 Cl3 = .
azz ass asyr ass asy  as2
— calcoliamo Det(C;;), usando il caso n = 2, ossia il caso precedente a quello che stiamo analizzando ora (che
en=23):

ase @
DetCyy = Det | 22 ™23 ) = ag9a33 — agsaze,
asza a3z

as Qs
DetCia = Det | 21 "2 ) = agja33 — aszas:,
asi ass

a a
DetCq3 = Det S a21a32 — 422031,
az1 as2
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— calcoliamo (—=1)17: (=) =1, (-T2 = -1, (=13 =1,

~ calcoliamo Ay; = (—1)*Det(Cy;):
Ay = (=1)""'DetCyy = azass — azsass,
Aip = (—1)'*2DetCio = —(az1ass — azsaz),

Ajz = (—1)'"3DetCi3 = aziass — aszaz;.

(3) Il determinante di A ¢ il prodotto

a11 ai2 ais Ay
Det | ag1 az aos = (an a12 013) Ais =a11A11 + a12A12 + a13Aq3 =
as1 asz as3 A

= all(—l)HlDetCu -+ alg(—1)1+2DetCu + a13(—1)1+3Det013

3 -2 1
Esempio 2. Calcoliamo il determinante della matrice A= |0 1 4
2 6 3
In questo caso abbiamo
app =3, a1z = =2, a3 =1,

1 4 0 4 0 1
Cll_<6 3)7 012_<2 3)7 Cl3_<2 6)7

1 4 0 4 01
— 9(_1\1+1 —_9\(—_1)1+2 _1\1+3 _
DetA = 3(—1) Det<6 3)+( 2)(-1) Det<2 3>—|—1( 1) Det(2 6) =

=3(83—-24)+ (-2)(-1)(0-8)+ (0—2) =3(-21) —16 — 2 =
= —81.

per cui

Quello che abbiamo fatto ¢ quindi:
(a) per le matrici 1 x 1 porre Det(a11) = a1,

(b) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 2 x 2 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici 1 x 1, ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici nel caso n = 2 sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cioe il caso
n =1 (si veda il punto (a)),

(¢) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 3 x 3 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici 2 x 2, ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici nel caso n = 3 sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cioe il caso
n = 2 (si veda il punto (b)).

Procediamo quindi allo stesso modo, dando una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici n x n sapendo come calcolare il determinante delle matrici (n — 1) x (n — 1), ossia dare una formula
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che permetta di calcolare il determinante delle matrici nel caso n sapendo come calcolare il determinante delle
matrici nel caso precedente, cioe il caso n — 1.

Sia dunque A = (a;; ) una matrice n x n. Cominciamo con il dare la seguente definizione:

Def. 1. Perognil <i<nel<j<nsichiama matrice complementare dell’elemento a;; od
anche matrice complementare di posto (i,j) in A, e si indica con il simbolo C;;, la matrice che si ottiene
da A sopprimendo la i-esima riga e la j-esima colonna. Dunque C;; ¢ una matrice (n — 1) x (n — 1).

1 i 3 4 11
0 2 7 -3 8

Esempio 3. Se A= | 1+ 2 5 -5 17 , allora
-1 61 0 51 1—44

12 7420 34 4—-61  14¢

ﬂ togliendo la 2¢ riga 1 i 3 11
e la 4% colonna .
Cf1+io2 5 a7
17 Cu=1 1 6 0 1-4

;
0 L—4 12 742 34 14i

=]~
2 v [E]-
=

togliendo la 3% riga 1

-3 e la 5% colonna 0 2 7 -3
-5 Cs=114i 2 5 =5

3
7
5
0] 1—4 12 742 34 4—6i

1 3 4

Def. 2. Perognil <i<nel<j<nsichiama cofattore di posto (i,j) di A, e si indica con il
simbolo A;;, il numero
Aij = (—1)1+]Det (CU)’

dove C;; & la matrice complementare di posto (4, j) in A.

Si ha:

’Formula del determinante di una matrice sviluppato rispetto alla 1°riga

se A = (a;;) ¢ una matrice n x n allora
DetA = a11A1 +a12A + ...+ a1 p—1A1 1 + a1nAqy,

dove A1, Aqa, ..., A1 —1, Ay, sono i cofattori di A di posti (1,1), (1,2), ..., (1,n—1), (1,n) (ossia i posti
della 1% riga) rispettivamente.

1 -5 0 3

. . . . . 6 2 0 4
Esempio 4. Calcoliamo il determinante della matrice A = 9 0 0 2
-1 7 51
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Usando la formula dello sviluppo del determinante rispetto alla 1¢ riga di A abbiamo:
DetA =1 x A11 + (75) X A12 + 0 % A13 +3 X A14 = A11 — 5A12 + 3A14.

Dobbiamo quindi calcolare A1, Ao ed Aqy.

2 0 4
Ay =(D)""Det[0 0 2| =
75 1
2 0 4
=Det[0 0 2| =
75 1
0 2 0 2 0 0
_o9(_1\141 _1)\142 _1)\1+3 _
=2(-1) Det(5 1)—1—0( 1) Det(7 1)+4( 1) Det(7 5)

Dunque otteniamo:

DetA = Aj; —5A12 +3A14 = —20 — 5 x 100 4 3(—20) = —580.

Si pué dimostrare il seguente

Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissato ¢ € {1,...,n} si ha che
ainAi +appAp + . G- 1Ai 1 F i Aiy = a11A Fa2An+ o F a1 1AL -1 F a1 Ay,

ossia che
(¥*) DetA =a;1Ai1 +aipAip+ ...+ ain—1Ain-1+ GinAin.

15
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(%) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla i-esima riga di A.

Quindi, per calcolare il determinante di una matrice A, si pud partire mettendo in evidenza gli elementi
di una riga qualunque, e non necessariamente la 1*, come abbiamo fatto fino ad ora.

Esempio 5. Sia A = (an a12> una matrice 2 X 2. Sviluppiamo il determinante di A rispetto alla 2¢

az1 Aa22
riga di A:

. . . . . . . ai1 ai2
— mettiamo in evidenza gli elementi della 2% riga di A: ,
¢ ¢ ( )

— Co; ¢ la matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 1% colonna, quindi Co; = (a2 ); Cas ¢ la
matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 2% colonna, quindi Cos = (a11 ).

Allora it -
a21A21 + aznAgy = a1 (—1) + DetCoy + agg(—l) + DetCqy =

= —ag1Det (a12) + azDet (a11 ) = —az1a12 + azail =
= a11G22 — @12G21

da lo stesso risultato che abbiamo ottenuto partendo dalla 1% riga.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga che contiene piu zeri.

1 -5 0 3
. . S . , . 6 2 0 4 . .
Esempio 6. Riconsideriamo la matrice dell’Esempio 4, A = 9 0 0 2| ¢ calcoliamo il suo
-1 7 5 1
determinante rispetto alla 3% riga (che contiene due zeri). Allora
5 0 3 1 -5 0
DetA = (—2)(—1)3>"'Det 0 4| +2(-1)*™Det| 6 2 0
5 1 -1 7 5
-5 0 3 1 -5 0
Calcoliamo separatamente Det | 2 0 4 | e Det 6 2 0 ]. Per entrambe queste matrici 3 x 3 non
7 5 1 7 5

e conveniente calcolare il determinante rispetto alla 3“ riga, ma e indifferente scegliere la 1¢ o la 2. Per fare
esercizio scegliamo in entrambi i casi la 2% riga:

2 03 0 3 -5 0
Det | 2 0 4] =2(-1)*"Det + 4(—1)*"3Det =
5 1 75
7 5 1
= —2(0 — 15) — 4(—25 — 0) = 30 + 100 = 130
I -5 0
Det| 6 2 0] =6(-1)*"'Det 0 +2(—1)?"Det 10) _
o7 75 -1 5

= —6(—25—0)+2(5—0) = 150 + 10 = 160

Quindi Det(A) = (—2) x 130 + (—2) x 160 = —580 (lo stesso numero che avevamo ottenuto sviluppando il
determinante rispetto alla 1% riga).
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Cosi come si pu6 sviluppare il determinante di una matrice rispetto ad una qualunque sua riga, lo si pué
sviluppare rispetto ad una qualunque sua colonna, dal momento che vale il seguente

Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissati j € {1,...,n} e si ha che

(**) DetA = alelj + ang2j + ...+ an_l,jAn_Lj + anjAnj.

(%) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla j-esima colonna di A.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga oppure alla colonna che contiene piu zeri.

1 -5 0 3
. . S . . . 6 2 0 4 . .
Esempio 7. Riconsideriamo la matrice degli Esempi 4 e 6, A = 9 0 0 2/° calcoliamo il suo
-1 7 5 1
determinante rispetto alla 3 colonna (che contiene tre zeri). Allora
6 2 4 1 -5 3
DetA =0 x (=1)"™Det | =2 0 2 | +0x (=1)*™Det [ -2 0 2|+
-1 71 -1 7 1
1 -5 3 1 -5 3
+0x (=1)*PDet | 6 2 4| +5-1)*"PDet| 6 2 4] =
-1 7 1 -2 0 2
1 -5 3
=—-5Det| 6 2 4
-2 0 2
1 -5 3
Calcoliamo Det | 6 2 4 ], ad esempio rispetto alla 2* colonna;:
-2 0 2
1 -5 3
Det| 6 2 4
-2 0 2
6 4 1 3 : 1 3
(B (—1)1F2 _1)2+2 _1)3+2 _
= (=5)(-1) Det<2 2>+2( 1) Det(2 2>+0><( 1) Det(6 4)

= (=5)(=1)(12+8) + 2(2 + 6) = 100 + 16 = 116
quindi Det(A) = (—5) x 116 = —580 (si noti che & lo stesso numero che abbiamo ottenuto sviluppando il
determinante rispetto alla 1* oppure alla 3% riga).

Proprieta del determinante.

Sia A una matrice n x n.

(1) Se A ha una riga (risp. una colonna) nulla, oppure se A ha due righe (risp. due colonne) uguali,
allora Det(A) = 0.
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(2) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A mediante lo scambio di due righe (risp. due colonne) allora
Det(A’) = —Det(A).

(3) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A sommando ad una riga (risp. ad una colonna) di A un’altra
riga (risp. un’altra colonna) di A moltiplicata per un numero ¢, allora Det(A’) =Det(A).

(4) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A moltiplicando una riga (risp. una colonna) di A per un numero
¢, allora Det(A’) = cDet(A).

(5) Det(AT) =Det(A).
(6) Se B & un’altra matrice n x n allora Det(AB)=Det(A) Det(B).

(7) A & non singolare se e solo se Det(A)# 0, e se A ¢ non singolare si ha

1
~ Det(A)

Det(A™1)

Per quanto riguarda la proprieta (7), si ricordi che avevamo gia osservato che una matrice 2 x 2 A =

(CCL Z) ¢ non singolare se e solo se il numero ad — bc # 0, e tale numero ¢ proprio Det(A).

Esercizio. Si provi che il determinante di una matrice triangolare superiore (risp. inferiore)
€ il prodotto degli elementi diagonali.

Sia T una matrice n X n triangolare superiore (la dimostrazione € simile per le matrici triangolari inferiori):

11
0 ta
0 0 t33 *
|0 0 0 tu
O .
0 e o

Chiamiamo:

T; la matrice che si ottiene da T sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (T, ¢ triangolare superiore
(n—1)x (n—1)):

ta2
0 t33 *
0 0 g4
Tl = . . 5
@)
0 .

T, la matrice che si ottiene da T; sopprimendo la 1% riga e la 1* colonna (T & triangolare superiore
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(n—2)x (n—2)):

t33
0ty *
Ty = : )
(0)
tnn
e cosi via per ogni kK = 2,...,n — 1 chiamiamo T} la matrice che si ottiene da T_1 sopprimendo la 1¢ riga e

la 1% colonna. T} € una matrice triangolare superiore (n — k) x (n — k).

Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1* colonna di T:
DetT =ty (—1)'"'DetT; = t;;DetT;.
Sviluppiamo il determinante di 73 ripetto alla 1* colonna di 77:
DetT = t11DetT; = t11(tan(—1) T DetTy) = t11t2DetTs.
Cosi procedendo otteniamo:
DetT = t11tooDetTy =

- t11t22t33DetT3 =
= t11t29t33tsaDetTy =

=ttt ... tp—ip—1DetTy_; =
=titee ... tp_in—1Det(tpn) =

=tiitee ... th—1n-1lnn.

In particolare da cié segue:
Il determinante di una matrice diagonale ¢ il prodotto degli elementi diagonali,

poiche le matrici diagonali sono particolari matrici triangolari superiori.

Esercizio. Sia A una matrice n X n. Si provi che per ogni scalare c¢ si ha:

Det(cA) = ¢"Det(A).

Si ha:
Det(cA) = Det((cI,)A) = Det(cI,,)Det(A).

cA=c(InA)=(cIp)A proprieta 6 del det.

Poiche cI,, € una matrice scalare n x n, in particolare una matrice diagonale, per I’esercizio precedente si ha
che
Det(cI,,) = prodotto degli elementi diagonali di cI,,.

Tali elementi sono tutti uguali a ¢, ed il loro prodotto ha n fattori (perche cI,, &€ n x n), dunque Det(cl,) = ¢",
per cui
Det(cA) = ¢"Det(A).
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ESERCIZI TIPO

ESERCIZIO TIPO 1

Siano u,v € R® ! ed a € R. Si consideri la matrice a blocchi

1 | uf
A=|- | ———]€eM,(R)
v | alp-1
—a
(a) Siaw= | — |. Siprovi che Aw = 0 se e solo se u’v = a.
v

(b) Dopo aver calcolato A2 a blocchi, si provi che se a # 0 ed A = A? allora A =1,,.

(a) Calcolando Aw a blocchi si ottiene

[t
s
S
|
Q
|
S
+
s
S
<
|
S
+
s
S
<
|
Q
+
s
=
<

Aw =

<
IS
(==
i
[
dl
I

Vv | vicammav \ —av + (aly_1)Vv —av +av 0

Dunque
Aw=0 <— —a+ulv=0 < ulv=a

(b) Calcolando A? a blocchi si ottiene

1 | uf 1| uf 1+ulv | u? +ul(al, 1)
== —=={- 1 -==)=--=-~- | ————-- -
v | alp_1 v | alp_1 v+ (aly_1)v | vul + (al,_4)
1+ulv | ul + qu”
= | === ___ | 777777
uT(aInil):aTuTInilzauT v+ av | vul +a’I,_ 4

Per ipotesi A = A?, quindi

aly_1 = vul + a1, 1

Dalla seconda equazione si ricava au’ = 07, per cui, essendo a # 0, u” = 07 (in particolare, u’v = 07'v = 0,
e la prima equazione non fornisce informazioni).

Dalla terza equazione si ricava av = 0, e quindi, essendo a # 0, v = 0.
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Sostituendo v = 0 nella quarta equazione, si ottiene
aly_1 =vul +6’I,_1 =0 +ad’I,_1 = aQIn_l,

da cui segue
(a—a*)y_ 1 =al, 1 —a®T, 1 = O.

Dunque a — a®? = 0, e poiche a # 0 concludiamo che a = 1. Allora

21
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ESERCIZIO TIPO 2

Risolvere il sistema lineare Ax = b nei tre seguenti casi:

2 2 4 0
(a)A=11 1 3|eb=|[-1|;
3 3 7 0
13 -2 1 -1
WA=[00 2 4)eb=| 2 |
2 6 -3 4 ~1
4 8 4 0
001 2
@A=11 35 9]cP=1)
1 2 1 0

(a) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

2 2.4 ] 0 P 112 | 0
(A | b): 1 1 3 | 1 E31(=3)E21(—1)E1(3) 00 1 ‘ 1 N
337 1] 0 0 0 1 0
Baa(—1) 112 | 0
= 001 ] -1]=(U | d)
00 0 | 1

Poiche d ¢ dominante, allora Ux = d, e quindi anche Ax = b, non ha soluzioni.
(Infatti: il sistema Ax = b & equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per
T, + 29 + 273 =0
(*) zz =-1,

0 =1

e poiche 'ultima equazione di (*) non ha soluzioni, (*) non ha soluzioni).

(b) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

13 -2 1 | -1 B (2) 13 -2 1| -1
(A | b)y)={00 2 4] 2| —""=(00 2 4| 2|~
2 6 -3 4 | -1 00 1 2] 1
13 -2 1| -1
E32(—1)Eo(%
(1) F(3) 00 1 2] 1 ]|=(U | d).
00 0 0| O

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

£1+3$272l‘3+l‘4 =-1
r3+2x4 =1
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Poiche d ¢ libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere (la 2¢ e la 4%), Ux = d ha oo? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U e con la sostituzione all’indietro

otteniamo:
To = h

s =k
r3=—2x4+1=-2k+1
1 =-3x0+2w53—a4—1=-3h+2x(-2k+1)—k—1=-3h—5k+1
Dunque l'insieme delle soluzioni di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, &
—3h—-5k+1
h

—2k+1
k

|h, ke C

(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

4 8 4 | 0 1 21| 0
[0 0 1 | 2 Eq(—=1)Ez1(-1)E1(}) 00 1 | 2
(AT B)=17 355 011 ] o]

121 |0 000 ] O

12110
B3 011 ] 0of_
(O 01 | 2 =(U | d)
000 ] O
Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

1+ 2x9+2x3 =0
ro+x3 =0.
I3 =2
Poiche d ¢ libera, Ux = d ammette soluzioni.

Poiché U non ha colonne libere, Ux = d ha esattamente una soluzione.

Con la sostituzione all’indietro otteniamo:

Ir3 = 2
To = —X3 = -2
£L'1:—2$2—$3:—2X(—2)—2:4—2:2
2
Dunque 'unica soluzione di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, ¢ il vettore v = | —2

2
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ESERCIZIO TIPO 3

Si risolva il sistema lineare A(a)x =

3 3o 3
|1 a+1 a+1
Al =11 o ai1-i
0 2 2«

b(a) =
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b(«) dipendente dal parametro complesso a dove

3«
a+1
«
o2 +3

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 3a 3 |
1 a+1 a+1 |
(Alo) [ Dla))=|1 " i1, |
0 2 2a |
1 a 1 | e 1 «
Lot e BEn-2) [0 1
0 0 a—1i | 0 0 0
02 20 | o243 0 0
1
10 CASO o =i (B() | c(i)) = 8
0

(A@) | b)), quindi A(i)x =

o |

Poiche c(4) & libera, B(i)x = c(i) ammette soluzioni.

b(i) & equivalente a B(i)x

3a
a+1
fe!
a?+3
1
a |
a—1i |
0 | «
i 1 | i
1 i | 1
00| O
00| O
=c(i)c
=1
=1

x1 +1T0 + x3

To + 123

Es1(—1)E21(-1)E1(3)

=

€ una forma ridotta di Gauss per

e € una forma compatta per

Poiche B(i) ha esattamente una colonna libera, B(i)x = c(i) ha co! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(7) (la 3%) e con la sostituzione

all’indietro da (%) otteniamo

xgzh
To=—tx3+1=—th+1

r1 = —i.’EQ —Z3+Z = —Z(—’Lh+ 1) —

L’insieme delle soluzioni del sistema B(i)x
b(i) ) &
—2h
—th+1
h

o F#i

h+i=—-h—i—h+1=-2h

|heC

c(i) ( e quindi 'insieme delle soluzioni del sistema A (i)x
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1 « 1 | e
10 1 « | 1 E3(5)
(B(a) ‘ C(Oé)) - 0 0 a—1 ‘ 0
00 0 | a®+1
1 a 1 | e! 1 o1 | «a
0 1 a | 1 Ei(35) 0 1 o | 1 B
1o o 1] o ) 00 1 | o |=(C@ da)).
00 0 | a®+1 00 0 | ati
1 =i 1 | =i
5 . . _ 001 —i | 1]). . .
a = —i (C(=12) | d(=1)) = 00 1 | 0 ¢ una forma ridotta di
00 0 | 0

Gauss per (A(—1i) | b(—14)), quindi A(—i)x = b( — i) & equivalente a C( — i)x = d( — ¢) che & una
forma compatta per

T — il’g + x3 = —1
(*) Xro — ’L!L‘d =1
T3 =0

Poiche d( — ) & libera, C( — ¢)x = d( — 7) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C( — i) sono dominanti, C( —i)x = d( — 7) ammette un’unica soluzione. Con
la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

563:()
To=tx3+1=1

1 =19 —23—1t=1t—1=20

L’unica soluzione di C(—i)x =d(—1¢) (e quindidi A(—i)x=b(—1%) )ev=

o é {i,—i)

—_

E4(%+,;)

O O =
O O =

(Cl@)] d(@))= = (D(a)] e(@))

oo~ D
O~ QO K
OO~ D
O~ Q K
—_ O = Q

0 )

o

(67

|« |
1 |
|0 |
| o+t |
¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(«a)). Poiche e(a) ¢ dominante, D(a)x = e(«) ( e quindi di
A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.
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ESERCIZIO TIPO 4

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (; (1) :i) .

Un’inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R =(c¢; | c¢2), allora

¢y @ soluzione di (1) Ax =e; = ((1)) e

cy € soluzione di (2) Ax =e3 = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(1 0 =1 | 1 0\ B2
(A ] I2>_<2 1 -1 |0 1)

10 -1 ] 1 0)_
(01 1] -2 1>(U|b1 bz).

(1) & equivalente a (1) Ux = by che & una forma compatta per
T, — T3 = 1
To + T3 — -2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-

tuzione all’indietro otteniamo
I3 = h

$2=—2—h
z1=1+h

L’insieme delle soluzioni di (1) &
h+1
—h—2]|heC
h

(2) & equivalente a (2') Ux = by che & una forma compatta per
r1 — T3 = 0
To+x3=1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-

tuzione all’indietro otteniamo
Tr3 = k

,’Egzl—k‘

xlzk



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2011/2012, GEMMA PARMEGGIANI 27

L’insieme delle soluzioni di (2) &

k
—k+1||keC
k
h+1 k
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h, k) = | —h—2 —k+1 |, al variare
h k
di h,k € C.
ESERCIZIO TIPO 4 bis
1 2
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = 0 1
-1 -1

1. Poniamo B = AT,
2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’lESERCIZIO TIPO 4 sappiamo che sono tutte e sole le

h+1 k
matrici del tipo [ —h—2 —k+1 | con h,k € C.
h k

3. Una matrice ¢ inversa sinistra di A se e solo se ¢ la trasposta di una inversa destra di B. Quindi le

htl —h=2 h) al variare di h, k € C.

inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo < 3 kel
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ESERCIZIO TIPO 5

a—1 1 a-—1

Sia A(a)=|a—-1 1 =1 |, dovea € R. Per quegli @ € R per cui A(«) & non singolare, si
0 1 0
calcoli A(a)~ 1.
a—=1 1 a=1 | 1 0 0\ Ey(-at))Bi(Ly) ’a #1: A(1) non ha inversa
(A(e) | Is)=[a—-1 1 -1 | 0 1 0
0 1 0 | 0 0 1
1 1 1 1
1 — 1 | = 00 . I = 1 | == 00
-0 0 -] -1 1 0)————1|0 1 o | o 01—
0 1 0 | 0 01 0 0 —a | -1 10
Es(—-L) ’a # 0: A(0) non ha inversa 1 ail I ail 0 0 Era(—1)
0 1 0o o o0 1 -
o o 1] 4 L0
1 1 1 1 1 1
1 a—1 0 ‘ a(l—a) a Er2(—529) L 00 ‘ ala—1) a T a—-1 1
~lo 1 0o o0 0 — 0o 10| 0 0 1 |=(Is|A(@)).
o o 1| L 19 oo1]| + L1 90

1

a(a—1) a

Se|a ¢ {0,1 Ala) ™l = 0 0
(@) 0
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ESERCIZIO TIPO 6

a—1 3a—-3 20—-2
0 a? +4 0
2 6 20— 6
! 3a+2 a+5
(a) Per ogni a ¢ {1,2¢,—2i} si trovi una decomposizione A (a) = L(a)U(a), scrivendo anche L(«) come
prodotto di matrici elementari.

Sia A(a) = , dove a € C.

(b) Per ogni « ¢ {1, 24, —2i} si trovi una decomposizione a rango pieno A(a) = Lo(a)Ug(a).

6 20— 6 Esi(—a)Es (-2)Er (L) |a#1
[o] 3a+2 a+5b
1 3 2
0 |a®+4 0
4)
o [o] 2a-10 } —
0 - Eaa(-2)E2(2) o ¢ {24, —2i}
1 3 2
0 1 0
10 0 20-10| =B@
0 0 S5—«

1 3 2 Loz
B(a) = 0 1 0 010 =U(a)
0 0 Eu3(—5+0a)E3(55515) 0 01
- 000
a—1 0 0 0
L(a) = @ T : : -
o [a-10) o
[@] !

= E1 (Oé — 1)E31(2)E41 (O[)Ez(()éz + 4)E42(2)E3(2()é - 10)E43(5 - Ol)

a=5
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1 3 2
B(S)= | o o|=U06
0 0 O
0 00
L(5) = (1) 8 = E1(4)E31(2)E41(5)E2(29)E42(2)
0 1

Se a € {1,2i,—2i} non ¢ possibile trovare una forma ridotta di Gauss di A(«a) senza fare scambi
di righe, quindi A(e) NON ha una decomposizione L(a)U(a).

Per ogni « ¢ {5, 1,2, —2i}, si ha una decomposizione a rango pieno A(a) = Lg(a)Ug(a) prendendo

a-1 0 0
13 2
0 244 0
Uog(a)= [0 1 0 eLo(a)=| O‘O oo 10 |
001 « 2 5—«

per @ = 5 si ha una decomposizione a rango pieno A(5) = Lg(5)Ug(5) prendendo

29
0
2

UO<5>=(}) ’ g) e Lo(5) =

TN O
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ESERCIZIO TIPO 7

0 2 —4

. -2 -6 -10
Sia A = 1 3 6
1 —4 10

Si trovino una decomposizione A = PTLU ed una decomposizione a rango pieno per A.

Applicando 'algoritmo di Gauss ad A si ottiene:

0 2 —4 1 3 6 1 3 6
A -2 -6 -10 _ B -2 —6 -10 E41(1)E21(2) 0 O 2 _ B
= _—
1 3 6 0 2 —4 0 2 —4
1 —4 10 1 —4 10 0 -7 4
1 3 6 1 3 6 1 3 6
Lo 2 -4 Eaz(7)Ea2(3) 01 -2 Bu3(10)E3(%) 0 1 -2
—_—
0 0 2 00 2 00 1
0 -7 4 0 0 —10 0 0
Sia
1 0 0 0 0010 001 0
0010 0100 1 0 0 0
P=ExsFis=1) 1 ¢ o 1000 (o100
00 0 1 00 0 1 000 1
Allora
0010 0 2 —4 1 3 6
100 0 -2 —6 -10 0 2 —4
PA=101 0 0 1 3 6 | |-2 -6 —10
00 0 1 1 —4 10 1 —4 10

Applicando I'algoritmo di Gauss senza scambi di righe a PA otteniamo una decomposizione LU per PA:

3 6 1 3 6
PA — @ 2 —4 E11(—1)E31(2) 0 —4 _
- 6 —10 0o [o] 2
—4 10 0 4
1 3 6 1 3 6
E42(7)E2(%) 0 1 —2 E43(—10)Es(3) 0 1 -2 -U
00 00 1|~
0 0 [-10 00 0
0 0 0
ed L @ 0 0
0] 0
0] 1
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Dunque A = PTLU dove

0 010 1 0 0 0 1 3 6
P=lo Y oof | 0 2 o]*Uloo 1
0 0 01 1 -7 =10 1 0 0 O
SI NOTI:
P ha
la 3% riga di I4 in 1% posizione (procedendo dall’alto verso il basso)
la 1% riga di I4 in 2% posizione
la 2% riga di I4 in 3% posizione
la 4% riga di I4 in 4* posizione.
Invertendo le righe con le posizioni, la matrice che ha
la 1¢ riga di I in 3% posizione
la 2% riga di I4 in 1% posizione
la 3¢ riga di I in 2% posizione
la 4% riga di I4 in 4% posizione
¢ quindi
01 00
e (o) e
0 0 01

(d’altronde da P = Ea3Eq13 segue

P = (1*323]*313)_1 =E13 'Ez3 ! = E13E23 = E13  Eo3” = (E23E13)T = PT-)

0 01 0 1 0 0 O 01 00
01 00 0 010 0 010
H=FisBs=| | ( o o 0100l |1000|7P
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
e facendo un’eliminazione di Gauss su HA si ottiene:

01 00 0 2 —4 -2 -6 -10 1 3 5
HA — 0 0 10 -2 -6 —-10) _ 1 3 6 E41(—1)E2 (—1)E1 (-1 0 O 1
|1 0 0 O 1 3 6 o 0 2 -4 0 2 -4
0 0 0 1 1 -4 10 1 -4 10 0 -7 5

Dunque HA non ha una decomposizione LU.

Quindi e fondamentale, per costruire P, 'ordine in cui si moltiplicano le matrici corrispondenti agli scambi
di righe effettuati (si parte dall’ultimo procedendo a ritroso).
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Dall’eliminazione di Gauss fatta su A si ottiene che
1 1
E43(10)E3(§)E42(7)E2(§)E23E41(1)E21(2)E13A =U.
Quindi la tentazione di intuire L direttamente da questa eliminazione di Gauss ¢ fuorviante: posto
1 1
B = Eq3(10)Es()Ea2(7)E2(5) E41 (1) E21(2)

il prodotto delle matrici elementari diverse da quelle corrispondenti agli scambi di righe, si ha che BPA # U,
e quindi PA # B~'U, ossia B~! non ¢ un buon candidato per L.

Mostriamo che esistono una forma ridotta di Gauss U* per A, una matrice di permutazione P* ed una
matrice triangolare inferiore non singolare L* tali che

U* £ U, P* 4P, L* #L, ma A = (P*)'L*U* = PTLU,

ossia la decomposizione A = PTLU non & unica.

Facciamo una eliminazione di Gauss su A scegliendo degli scambi di riga diverse da quelli scelti nell’eliminazione
che abbiamo fatto precedentemente.

0 2 -4 1 -4 10 1 -4 10
[ -2 -6 -10 B —2 -6 -10 E1(~1) B2 (2) 0 —14 10 Baa(~7)Ba(— 14
A=1l1 3 ¢ 11 3 6 0 7 -4
1 -4 10 0 2 -4 0 2 —4
1 —4 10 1 -4 10 1 -4 10
N 0 1 —% E42(-2) 0 1 —g Eu3(12) 0 1 —%
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 2 -4 0o o -1 0 0 0
000 1
. 010 0
Sia P* =Eq14 = 001 0l Allora
1000
000 1 0 2 -4 -4 10
pra_|0 L OO0)[-2 -6 -10]_ 6 —10 Ea1(—1)Ex (2)
“lo o 10 1 3 6 | 3 6
1 000 1 -4 10 o] 2 -4
1 -4 10
1 —4 10 T 1 -4 10
0 |—14] 10 Ean(~2)Eaa(~7)Ea(— Eas(18) 0o 1 -2
0 0 1 v 7 | = U
o 4 8 o0 1 |7Y
2 —4 0 0 |—— 0 0 0
0 -
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Quindi A = (P*)TL*U* con

0 0 0
000 1 1 -4 10 e,
pro [0 100 i e [0 2 Ly o 4L
=lo o1 o0 2 = o 0 1 =) 7 [1] o :
1000 0

0 0 @ _

~| 5%

Per trovare una decomposizione a rango pieno per A, partiamo, ad esempio, dalla decomposizione A =
PTLU dove

00 10 1 0 0 0 13 6
100 0 0 2 0 0 0 1 -2
P=lo 100 ¥ =2 0 2 ofl°Y=|0o0 1
0001 1 -7 —10 1 00 0
Calcoliamo PTL:
0100 0100 1 0 0 0 0 2 0 0
+ [0 010 r~ [0 0 1 0 o 2 o0 o [-2 0 2 ol
P=l1000] P l1000]l=2 0 2 ol={1 o o o "B
000 1 0001 1 -7 —10 1 1 -7 —10 1

Allora A = BU e si ottiene una decomposizione a rango pieno A = BoU, prendendo

13 6 _0232
Uy=|0 1 -2]eBy=

00 1 1 0 0

1 -7 —10

ossia prendendo come Uy la matrice che si ottiene da U togliendo le ultime m — k righe, dove m = 4 = numero
delle righe di U e k = 3 = rango di U (e quindi anche k = rango di A), e prendendo come By la matrice
che si ottiene da B togliendo le ultime m — k colonne (ossia le colonne in posizioni corrispondenti alle ultime
righe nulle tolte da U).
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ESERCIZIO TIPO 8

. 1 1 1 2 2 3 0 0 . . . .
SldlC&SGS—{A1—<O 0>,A2—(2 O),A3—<2 0),A4—(0 1)}eunlnswmedlgeneratorl

di My(R).

Per sapere se S ¢ o meno un insieme di generatori di M3(R) dobbiamo verificare se per ogni <Z 2) € Ms(R)

esistano o meno aq, o, a3, s € R tali che

b
(a ) =01 A+ wAr + azAs +agAy =

c d
o 1 1 1 2 2 3 0 0 o @1 + oo + 20[3 o1 + 2@2 + 30[3
_C“(o 0)*“2(2 0>+0‘3(2 0>+°‘4<0 1)‘( 205 + 203 o )

ossia se il sistema lineare
a; +as + 203 =a

O[1+2012+3043:b
200 + 203 = ¢
a4:d

(%)

nelle incognite a1, ag, a3, ay abbia o meno soluzione per ogni a,b,c,d € R.

Se (%) avesse soluzione per ogni a,b,c,d € R allora S sarebbe un insieme di generatori di M(R), in caso
contrario (ossia se esistono a,b,c¢,d € R per cui (%) non ha soluzione), no.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

11 2 0 | a 11 2 0 | a
123 0| b 01 10 | b—a .
022 0 | ¢ Buey (02 2 0 | c
0001 ]| d 00 0 1 | d
11 2 0 | a 11 2 0 | a
01 1 0 | b—a 01 1 0 | b—a .
E32(—2) 0 00 0 | ¢c—2b+2a Eus 00 0 1 | d (U [ 4d)
0 0 0 1 | d 0 00 0 | ¢c—2b+2a

Poiche esistono a,b,¢,d € R per cui d & dominante (ad esempio si prendano a =b=d =0e ¢ = 1), allora S
non ¢ un insieme di generatori di My (R)

(in altre parole: poicheé esistono delle matrici di Ma(R) che NON si possono esprimere come combinazione
lineare degli elementi di S, ad esempio la matrice <(1) 8), allora § NON ¢ un insieme di generatori di

M;(R)).



36 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2011/2012, GEMMA PARMEGGIANI

ESERCIZIO TIPO 9

1 2 1
Stanovi=[0],vo=|1],vz=1]1
3 4 1

Si dica se S = {v1;va; vz} C C3 & linearmente dipendente o linearmente indipendente.

Siano «, 3,9 € C tali che

1 2 1 a+28+4
(*) O=avi+pvot+dovy=a |0 | +8[1]|+0|1]= B+06
3 4 1 3a+48+06
a+26+95 =0
Allora (%) equivale a (1) B+46 =0.
3a 148435 =0
(1) & un sistema lineare nelle incognite «, 3, 9.
0
(1) ha sempre la soluzione nulla | 0 | (ossia a = =3d =0).
0

Se essa dovesse essere 1'unica soluzione di (1) (quindi se (1) avesse un’unica soluzione) allora S sarebbe
L.L., altrimenti, se (1) ha anche una soluzione non nulla (quindi se (1) ha pii di una soluzione) allora § & L.D.

Vediamo allora quante soluzioni ha (1). Facendo una eliminazione di Gauss sulla sua matrice aumentata
si ottiene

1210 1 2 1 |0 1210
011 | 0f)]——[0 1 1 |O]——=[01 1] 0]=(U| 0)
341 ] 0) B \o —2 —2 | 0/ B2 \o o0 o0 | 0

L’ultima colonna di (U | 0), ossia 0, & libera, per cui (1) ha, come avevamo gia osservato, soluzioni.

Poicheé non tutte le colonne di U sono dominanti, il sistema (1) non ha un’unica soluzione, quindi S & L.D.

Volendo risolvere (1), si ha che (1) & equivalente ad (1’) { e —;2_5;— ) i 8

Scegliendo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di U (la 3%), con la sostituzione
=k

all’indietro si ottiene { 8= —0 = —k
a=-28—6=—2(k) —k=k

k
Il sistema (1) ha oo® soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme —k ||keC

k
Prendendo ad esempio k£ = 1 si ottienea=1=6§e = —1:

vi—vVve+vy3=0
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& una combinazione lineare nulla di {vy;va;v3} con coefficienti non tutti nulli.
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ESERCIZIO TIPO 10

Sia W l'insieme delle matrici 2 x 2 reali triangolari superiori. L’insieme

—1 2 2 3 11 0 0 10 2 —4
sefe (0 3)e (G a)en (o o) (6 0)iem (6 V)e (6 20))

¢ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.
“Restringiamo”un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

Cy= (8 8) ¢ senz’altro combinazione degli altri:

Cs=0=0C; +0Cy+0C3 + 0C5 + 0Cg,

per cui togliamo subito C,4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

~1 2 2 3 11 10 2 —4
s=for= (0 2)e= (5 0)e= (o a)rem (o V) (3 1))

20 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

1 1
Cl = _506 = OCQ + OC3 + OCS - 506
ma anche

C¢ = —2C; = —2C; + 0Cs + 0C3 + 0C5

possiamo togliere da S; il vettore Ci, oppure possiamo togliere da S; il vettore Cg, ottenendo ancora un
insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano coppie di vettori di
cui ’uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno dei due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia C;, Cg e scegliamo di togliere Cj.

s:={c= (5 0)io=(5 o)ieo=(o V)ie=(5 1)}

30 passaggio. S, & ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sy vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sy ?

Poniamo

Sia a1 Cs + a3C3 + a3Cs5 + a4 Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S;. Allora da

0 0 o 2 3 11 1 0 2 —4 o 20&1+042+043+20£4 30&14’0&2740[4
(0 0>—a1<0 0)+a2(0 0>+a3<0 1)+a4<0 _4>—< 0 s — doy )
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si ottiene il sistema lineare, nelle incognite aq, as, as, ay
20[1+C¥2+0¢3+20[4 :0
31+ ag —4ay =0

Oég—40£4=0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

211 2 |0 e (15 5 1 0 1 3 4 1 ]0
310 —4 | o 2ROy s 7o 2 0013 1| oo,
001 —4 0 00 1 —4]o0 00 1 —4 | 0

per cui il sistema e equivalente al sistema
o1+ 5as+ Faz+ oy =0
(*) as + 3as + 14a4 =0

0(3—404420

il cui insieme delle soluzioni ¢

10h
—26h
ih |h € R
h
10
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio | 4 (si ponga h = 1), si ottiene
1

10C; — 26C3 +4C5 + C4 = O,

per cui Cs,C3, Cs e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di Ss e ciascuno di loro pué essere scelto
come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Sz la matrice Cy (combinazione lineare degli altri elementi di S2) e poniamo

s=fer (3 e (b Ve (2 )

49 passaggio. Ss ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sz vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Ss ?

Sia a1 C3 + asCs 4+ a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S3. Allora da

0 0 _ 1 1 1 0 2 —4 _ a1 +as +2a3 a1 — 4as
(0 o)‘o‘1<o 0)+°‘2<0 1)*“”(0 —4)‘( 0 0z — das
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite oy, as, ag

a1+a2+2a3:0
04174O£3:0
a2—4a3=0
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Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

11 2 ] 0 Ear () 1 1 2 |0 () Ba(1)
1 0 -4 | 0 = 0 -1 —6 | 0 R
01 —4 | 0 0 1 —4 | 0
11 2 |0 1120
Fa(—-L
-0 1 6 | 0 3(~10) 016 |0
00 —10 | 0 00110

L’unica soluzione del sistema ¢ quella nulla, per cui S3 ¢ linearmente indipendente, ed ¢ una base di W
contenuta in S.
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ESERCIZIO TIPO 11

Si trovi una base dello spazio nullo N(A) della matrice A = (; i é (1)>

Poiche N(A) = N(U) per ogni forma ridotta di Gauss U di A, troviamo una base dello spazio nullo di
una forma ridotta di Gauss per A.

(1 2 1 0 E21(—2) 121 0)\ _
A_(243 1) (0 0 1 1)_U

U ¢ una forma ridotta di Gauss per A. Per il teorema “nullita + rango”si ha

dim N(U) = (numero delle colonne di U - rk(U)) =4 —2 = 2.

Poiche
T
o X9 x1+2x2+x3:0
x=1 .. eN(U)<:>{ s 424 =0
Ty

scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) con la sostituzione
all’indietro si ottiene

Xro = h
r4y = k
T3 = —xy = —k
] = —2wg—ax3 = —2h—(-k)= -—-2h+k
Quindi
—2h+k
N(A) = N(U) = "o inkec
k

e chiamando v; l'elemento di N(A) che si ottiene ponendo h = 1 e k = 0 e vy 'elemento di N(A) che si
ottiene ponendo h = 0 e k = 1, si ha che una base di N(A) ¢

—2 1
1 0
vy = 0 Vo = _1
0 1
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ESERCIZIO TIPO 12

1 1 0
Sia A,=|1 a+2i 0 , dove a € C.
2 2 a’+41
Per ogni a € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

E .
1°C480| a#-i Bu=|0 a+i o |25 (01 o |=c,
0 0 a?+1 0 0 a?2+1
1 i 0 By gy (1 i 0
a#—iji: Co=[01 0 |—=5(0 1 0]|=U,
0 0 o2+1 0 0 1
1 0 0 1 i 0
rk(Ay) =3, Dy = -] 1];10 , Ba= 1] a+2i|; 0
0 0 1 2 2i o +1
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ESERCIZIO TIPO 13 Si consideri I'applicazione lineare f : C2 — C? definita da

i(ip- ()

Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

=) < {()6)(2)]

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo & A = (cp(f(@))) Co(f( ( 24)))> . Poichd

w(zy - (_li) (A - (;610)

T T
a=2b=6 a=2b=—4
14 4 8
allora A = | Cp(| 6 |) Cp(| 6 |) | . Piuttosto che calcolare separatamente Cp(| 3 |) e
—10 10 —-13

-1 a a
Cp( ( 6 ) ), e calcoliamo Cp( ( b) per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta
c

8 c
ai due diversi vettori . Poiche
—10
a « 1 0 1 a+d
Co(| b 3 —alo]+8[3])+s[ 0 |=| 38
c 1) 1 0 -1 a—90
allora
a+d=a a=(a+c)/2 a (a+¢)/2
36=10 = 8=10b/3 = Cp(lb])= b/3
a—d=c d=(a—c)/2 c (a—c)/2
2
Ponendo a = 14, b = 6 e ¢ = —10 otteniamo Cp( 6 )=\ 2 |; ponendo a =4, b =6e c =10

—10 12

4 7
otteniamo Cp(|[ 6 |)=1[ 2 |. Quindi
10 -3
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ESERCIZIO TIPO 14

Si calcoli la matrice di passaggio Mg, g da B’ a B, dove B e B’ sono le seguenti basi ordinate di R?:

1 0 1 3 1 5
B= 0):13];| o , B = 0]:;([31];10
1 0 -1 1 1 1

La matrice di passaggio Mg, 5 da B’ a B ¢

3 1 5
Mper =1Cr(10]) Cr({3]) Cs(|l0])
1 1 1
Nell’ESERCIZIO TIPO 13 abbiamo calcolato
a (a+¢)/2
Ce(|l b |)= b/3
c (a—c)/2
3 1 5
Specializzando la formula ottenuta ai tre diversi vettori [ 0 |, [ 3 |, | O | otteniamo
1 1 1
3 2 1 1 5 3
Cg(lol)=10], Cs(|3])=(1], Cr({O])=1[0
1 1 1 0 1 2

Dunque
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ESERCIZIO TIPO 15

2 7
SiaA=1[ 2 2 la matrice associata ad un’applicazione lineare
12 -3

f : C? — C3 rispetto alle basi ordinate

o= () ) e e o) s) e

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate

3 1 )
B’_{<g>;<24)} e D= 0];131];10
1 1 1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo ¢
/ —1
A'=M, 5 AMg s

dove Mp, p ¢ la matrice di passaggio da D' a D, e Mg, ¢ la matrice di passaggio da B’ a B.

2 1 3
Nel’lESERCIZIO TIPO 14 abbiamo calcolato Mp._p = | 0 1 0 | . Calcoliamo la sua inversa:
1 0 2
21 3] 100 . 10 2] 001
(Mpep | Is)=10 1 0 01 0]—%1010 ] 010]|—
102 | 001 213 ] 100
a1 (=2) 10 2 | 00 1 Faa(—1) 10 2 | 0 O 1 (1)
= 5101 0 | 01 0223101 0 0 1 0 :
0 1 -1 | 1 0 -2 0 0 -1 \ 1 -1 =2
102|001E(_2)100\272—3
—-l0 10| 0 1 0= 0101 0 1 0 |=(Iz | Mp.,)
001 ] -1 1 2 001 | -1 1 2
2 -2 -3
Mprp =Mzl o, 0 1 0
-1 1 2
Calcoliamo
6 2
MB<—B’:<CB(<8)) CB(<_4>)>
Calcoliamo Cp( Z)) per un generico vettore Z) € C?, e specializziamo la formula ottenuta ai due diversi

wttori (8 (2,). poien
w(i)=(3) 1 ()= () (2)

200+ 25
6 — 40
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20+ 28 =a

G — 46 — b (nelle incognite « e )si ottiene

ca(3)- ()

risolvendo il sistema lineare {

Ponendo a = 6 e b = 8 otteniamo Cd(g)) = (?), ponendo a = 2 e b = —4 otteniamo C’B((_24>) =
Quindi
6 2 2 0
Dunque
2 -2 =3 2 7
’ —1 2 0
A'=Mz! AMg. g =0 1 0 2 2 L)
-1 1 2 12 3
=36 19 -53 19
= 2 2 (? (1)) =6 2
24 —11 37 —11
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ESERCIZIO TIPO 16

Si verifichi che ¢ :R? — R>o definita da qS((ZO )) = lap + a1]| + |ap — a1| & una norma.
= 1

¢(0)=¢(<8>)=|o+0|+|0—0|:0.

Sia v = (ZO ) Poiche ¢(v) > 0, per provare che
1

v#0 = o(v) >0

basta provare che
ossia basta provare che

Ora:

|CLO—Cl1|=O

aq aaq

ofav) = o(a (2 )) = o(( 200 )) = aaa + aar| + aap ~ aar| =

= |allag + a1| + |allag — a1 = |a|(Jag + a1| + [ap — a1|) = |a|e(v).

Sianov:<z(1)>ew:<z(1)>.

ot e =01

= |(ap + a1) + (bo + b1)| + |(a0 — a1) + (b — b1)| <
< lag + ar| + |bo + b1| + |ap — ar| + |bo — b1| = ¢(V) + d(w).

)=K%+mrum+mn+wvww—mﬁwm=

)=0 _ _
V_<a0> = {|a0—|—a1|—0 = {a0+a1_0 = qqg=a,=0 = v=0.

47
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ESERCIZIO TIPO 17
Si verifichi che  (|') : C? x C* - C  definita da

1 ‘ Y1 \y _ = _
=x + 2%
<(x2) (y2>) 1Y1 2Y2

¢ un prodotto interno.

Sianox<i1>,y<yl)€(€2.

2 Y2

(ylx) = (x]y)

(Y[x) = 71 +2z2 = T +20T = (X]y).

Sianox:<x1>7y:(yl),w:<w1>€(c2ea7ﬁec
X2 w2

(xlay + Bw) = a(xly) + B(x|w)

(x|ay + pw) = Zi (a1 + Bwr) + 272 (ays + fw2) = aZiy + STiw: + 20Tzy2 + 26Tows =
= a(T1y1 + 2T3y2) + B(Trw: + 2Tzw2) = a(x|y) + B(x|w).

e (0/0)Z0

. x(g)#o L (xlx) € Rog

e (0j0) = 042x0 = 0
oo (X|xX) = Tyx +2Tomy = |z 4 2lze)?
Essendo x # 0, si ha che z1 # 0 oppure x5 # 0, per cui |z1|? € R~ oppure |z2|> € Rxy.
Quindi |z1|? + 2|z2|? € Rso.



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2011/2012, GEMMA PARMEGGIANI 49

ESERCIZIO TIPO 18

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 7 0 0
0 1 -1 0
V= i1’ 0 |’ =110 )
0 -1 1 7
1°'MODO
Troviamo una base By di V.
Poniamo
1 7 0 0
0 1 -1 |0
W1 = i ) Wo = 0 ) W3 = -1 ) Wy 0
0 -1 1 7

e costruiamo la matrice A = (w; w2 W3 Wy ), ossia una matrice tale che C(A) = V.

1 4 0 0 1 4 0 0 1 ¢ 0 0

A 0 1 -1 0 0 -1 0 01 -1 0 -
0 =1 0] gy 0 1 =1 0 Eu)Es(-1) 00 0 O
0 1 1 0 -1 1 =1 00 0 =
1 ¢ 0 0 1 ¢ 0 0

. 01 -1 0 01 -1 0 _U

Es O 0 0 4 Es(—) |0 0 0 1
00 0 O 00 0 O

Dunque B; = {w1, w3, w4} ¢ una base di C(A) =V.
Troviamo una base ortogonale By di V: poniamo vi = wi, vy = Wy e v3 = Wy, e applichiamo

lalgoritmo di Gram-Schmidt a {vy;va;vs}.
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1
0
u; =vy = .
1
0
— _ (uilve)
up = Vg — Qaly, u 0 — o=
(u1]uy)
)
1 .
(wvy) =ui'vo=(1 0 —i 0) o | =7
-1
1
H 0
(uilyy) =uyuwy=(1 0 —i 0) ; =2
0
— 12 22/2
Uy = Vo — (j2Ul1 =
)
:V2—§u1 = |
7 1 %
vy i fof_ (1
10 2l | 3
-1 0 -1
uz = V3 — Qj3U1 — Qiggly,
w#0 — ap= (112]v3)
(ur|w)
0
0
(wmilvs)=uivs=(1 0 —i 0) 0 =0
)
— 13 =
U9 7é 0 et Q93 = (U2|V3)
(uz]u)
0
I3 1 O .
(wfvs) =wjlvs=(—§ 1 3 —1)| | =—i
7
s
(112|112):u2 u2=(—% 1 % —1) % :5

\
_



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2011/2012, GEMMA PARMEGGIANI 51

U3 = V3 — (j3u; — Gieglg =

21

= Vg3 —+ qu =

0 i -1

0 21 1 1 21
“lo|™ 53] 5| i

) -1 3t

By = {u;;us;us}, dove
1 7 -1
wo [O] w2 wo L[ 2

i ]’ 1 ’ 5 ) ’
0 —2 3

€ una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V', normalizzando gli elementi di 5.

il = v/(ui|uy) = V2
[usll2 = v/(uzluz) = /5/2

-
1 o 1 26 V15
[lusll2 = v/(uslus) = \/uffus = 5(—1 —2i —i —3i) HE e
3
B = Tk’ Tuss > dove
1 i ~1
w1 o w 12 w1 [ 2
luill V2 | ¢ Juzlle vio{ 1 |7 Juslla V15| @ |’
0 —92 3

¢ una base ortonormale di V.

Costruiamo dapprima un insieme di generatori ortogonale di V: poniamo

1 ) 0 0
0 1 —1 0
Vi1 = i , V2= 0 ) V3 = 1 ) V4 = 0
0 -1 1 1

e applichiamo Palgoritmo di Gram-Schimdt a {vi;va;vs;vy}. Otterremo 4 vettori, u, us, us, uy, e 'insieme
{u1;uz; usz; uy} sara un insieme di generatori ortogonale di V.

Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di
Gauss U della matrice A che ha come colnne v, va,v3, vy: le eventuali colonne libere di U corrisponderanno
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agli u; nulli.

1 1 0 O 1 0 0
A=(vi va vs vi)= (0 1 -1 0 0O 1 -1 0
¢ 0 =1 0 Es1(—4) 0O 1 -1 0 Eu2(1)Esz(—1)
0 -1 1 =3 0o -1 1 =
1 %+ 0 O 1 ¢4 0 O 1 4 0 O
N 01 -1 0 N 01 -1 0 01 -1 0 U
00 0 O Esy 00 0 = Es(—i) 00 0 1
00 0 = 00 0 O 00 0 O

Poiché U ha come unica colonna libera la 3, allora applicando lalgoritmo di Gram-Schimdt a {v1;va;vs;vs}

otterremo us = 0.

1
u =vy = 0
1=vi=| .
0
_ _ (wiv)
uy = vy — a2y, u#0 = ap=
(wi|wm)
7
1
(ui|ve) =uyve=(1 0 —i 0) 0 | =1
-1
1
0
(uilu)) =uyuwy=(1 0 —i 0) ; =2
0
- Oélgzi/Q
)
112:V2*CV12111:V2*§111:
) ‘ 1 5
o 0y 1
| o 214 | 3
-1 0 -1
uz = V3 — (j3Uu1 — QigzUy,
u; 75 0 — 13 = (111|V3)
(ui|ur)
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Uz = V3 — (j3Uu; — Q3U2 =

i
=V3—§U-1+U-2=
0 1

| -1 i [0
1
0

POl = o

-1 2
1

o O o o

Uy = V4 — (401 — QigqUl2 — (r34 U3

(uplvs) = quV3 =(1 0 —i

(wifug) =2

)
- 041325

=
»
<
<
\
o
N
<
w
\
|
(IR
—_
N~

N[

0
0) :1 =1
1
0
-1
~1) =
1
AN
—1) =2
1 2
~1
0
0| g|=0
i
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0
H i 1 0 .
(uglvy) =uy'vy=(-5 1 5 —1) 0ol ="7
1
A
(wuy) =uwdup= (-4 1 3 -1)| 1 =3
2
-1
2.
— 0424:—52

u3 =0 — «a34=0 perdef.

Uy = V4 — Q2402 =

2i
0 5 -1
0 21 1 1 2¢
“lo| T3 ] 5| i
i -1 3i
1 i 0 —1
0 1 0 1| 2 . .. . .
Dunque { u; = ; ;U = 1 sug = 0 jug = ¢ ; € un insieme di generatori ortogonale
2
0 -1 0 3i

di V.

Costruiamo una base ortogonale di V togliendo dall’insieme di generatori ortogonale di V' trovato
al punto gli eventuali u; nulli. In questo caso poniamo:

1 i -1

w u 0 Wy =1 ! w3 =u L2

rt=w= 2 =Up = % ) 3= W= o i

0 -1 3i

1 i -1

o 0 1 1| 2 R .
L’insieme ¢ wi = i w2 = 1 |sws=¢ ; € una base ortogonale di V.

2

0 -1 3i

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia
dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di wq, wo, w3 :
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[willz = V/(ui]ur) = v2
lwallz = V/(uzluz) = \/5/2

1
1 ) ) 1 2 V15
[wsll2 = v (us]uy) = y/ulluy = £ (-1 —-2¢ —i =3i) H N s
3i
Allora B = {5700 s Twalz 1> dove
1 i ~1
wi 110 wy 1 2 ws L |2
[willz  v2 ¢ )7 lwallz vi0 | 1 )7 wslla Vis5 | @ |’
0 —2 3i

¢ una base ortonormale di V.
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ESERCIZIO TIPO 19

Si consideri il sottospazio W = (

SO
— O
I~
—_

~
[oR
=
@
@

(a) Si trovi il complemento ortogonale W+ di W in C3.

LY
(b) Si calcoli la proiezione ortogonale Py (v) del vettore v= | 2 | su W.
1
1 —
0 0 1 una matrice
1 -1 i 1 -1

tale che C'(A)

1 —1 )
Postow; = | 0 |, wo = 0 ], wyg= 1 |,siaA=(w; wo W3):(
)
= (w1;wo;ws3) = W.

0
(a) Da W = C(A) segue Wt = C(A)*+ = N(AH). Facendo una EG su A# = ( i 0 1 | siottiene
1

1 0 —i 1 0 —i 1 0 —i
AP =4+ 1 1 |——0 0 0]—|01 0]=U
—i 1 =1 E31(i)E21(—1) 01 0 Eas 00 0
Poiche
1 r1 — 11X 0 ih
x= |2 | ENU) = {1 . 3 o Allora NAf) = N(U) = 0 |lheC
2
T3 h

Poiche le colonne dominanti di una forma ridotta di Gauss per A sono la 1% e la 3%, By = {w;, w3} ¢ una
base di C'(A) = W. Posto
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applichiamo ’algoritmo di GS a {v;;va} per trovare una base ortogonale {u;;us} di W.

1
u; =Vvy = 0
7
up|va
uz = vy — agaly, u #0 = a12=( [v2)
(w1 |wy

- a12=2i/2=i

Uz = V2 — (12U1 =

= Vg — iul =
i 1 0
= 1 -2l 0]=1]1
-1 ) 0
1 0
Dunque Bo=<u; =0 |;us =11 € una base ortogonale di W.
) 0

Troviamo una base ortonormale B di W, normalizzando gli elementi di By. Essendo

w2 = v/(wfur) = V2 e Juzfz = v/(uzfuz) = Vi=1,

1 0
_ * u _ 1 ek u _ S :
B=<{uj= vl bl R R e P ¢ una base ortonormale di W.
i 0
5
La proiezione ortogonale Py (v) div= | 2 | su W e
1

= (u)’v-ui + (u3)"v-u; =
1 51 1 51
=—(1 0 =)l 2|-10])4+(0 1 0)[ 2 1] =
2 .
1 1 1
1 1 0
=—BGi—i) |0 |+2]1]=
2 .
) 0
1 0 27
=20 +2|1]= 2
7 0 —2
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ESERCIZIO TIPO 20

1 -5 3 4
Sia A = 0 0 1 1
-1 5 -1 =2

(a) Si trovi una decomposizione QgRo-non-normalizzata per A.
(b) Si trovi una decomposizione QR-normalizzata per A.

(¢) Si calcoli la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A.

(a) Poniamo

e applichiamo ’algoritmo di Gram-Schimdt a {vy,va,vs, va}.

Otterremo 4 vettori, uy, us, ug, uyg. Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo
innanzitutto una forma ridotta di Gauss U di A: le eventuali colonne libere di U corrisponderanno agli u;
nulli.

o= w
O ok
Il
c

Poiché U ha come colonne libere la 2* e la 4%, applicando 'algoritmo di Gram-Schimdt a {v1,va,vs,va}
otterremo us = 0 = uy.

1
u; = Vy = 0
-1
Uz = Vg — ajalUy, u #0 = ap= (u1]v2)
(u1|u1)
-5
(up|ve) =u1"ve=(1 0 1) 0 | =-10
5
1
(upjuy) =uyfuy=(1 0 -1)[ 0 | =2
-1

— |1 =-10/2= 5]
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Uz = vz — @2U; = Vg +5uy =
-5 1

ugz = vz — j3uy — Gipzug,

u #0 = ap= (u1]v)
(ug|ug)
3
(up]va) =wfva=(1 0 —1)| 1 | =4
-1
- w13 = 4/2 =2
m=o —
U3z = Vg — qq3Uug — Gzl =
= V3 — 2111 =
3 1 1
= 1 -2 0 = 1] =usg
-1 -1 1
Ug = V4 — \j4U1 — GiogU2 — (r34Uug,
u #0 = ay= (ua|va)
(u1fuq)
4
(u1|V4)—u1 V4—(1 0 —1) 1 =6
-2
= a4 =6/2=3
e
(us|va)
u 0 = agy=
4
(U3|V4)ZU3 V4:(1 1 1) 1 =3
—2

— a34:3/3:1

59
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Ug4 = V4 — (ij401 — Gig4U2 — Gi34U3 =

:V4—3U1—u3:

4 1 1
= 1 -3 0 - 1 =0= Uy
-2 -1 1
Poniamo
1 0 1 0
QO = (111 u2 UuUg 114) = 0 01 0
-1 0 1 0
1 Q12 (13 (14 1 -5 2 3
Ro _ 0 1 o3 (24 _ 0 1 0 0
0 O 1 oz 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 01

A = QoRg ¢ una decomposizione QgRg-non-normalizzata per A.

(b) Sia Qi la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo tutte le
(eventuali) colonne nulle di Qp. In questo caso Qg ha due colonne nulle, la 2% e la 4%, quindi

1 1
Qi=(u u)=|( 0 1
-1 1
Sia Rj la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (2), togliendo le righe di Rg che

corrispondono alle colonne che sono state tolte da Qg per ottenere Qi. In questo caso, poiché per ottenere
Q1 sono state tolte da Qg la 2% e la 4% colonna, allora per ottenere R; si toglie da Rg la 2% riga e la 4* riga.

Dunque
1 =5 2 3
R = (o 0 1 1)'

Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma euclidea delle colonne di Q1 (ossia
delle colonne non nulle di Qg), e calcoliamo D1,

Poiche
lugllz = v/ (uilu1) =v2 e |lug|lz = v/(uslus) = V3

o= (5 ) = (0 vs) D_1:<

allora

=i
s o
N————

Poniamo

Q=Q:D'=

—
| O =
—_
[ —
A/~
=5
S o
N~
\
|
- =8k
S-s-s

R:DRlz(ﬁ \%) (1 —5 2 3>:<\(/)§ —50\/5 2\/\/35 3\/\/;)
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Allora A = QR & una decomposizione QR-normalizzata di A.

(c) La matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C(A) di A ¢ P = QQ¥:

1 1
V2 ? 1 9 L
poaor- | 0 L] (% 0 )
1 2\ B
2 V3
1 1 1 1 1
23 3 T2ts 1> 2 -1
RAURCATEE SIS FT A W
—5+3 3 3t3 -1.2 5
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ESERCIZIO TIPO 21

z z 1 0
Sia A(z) = (1) (1) } ; O_ , dove z € C.
1 11 0

Si dica per quali z € C la matrice A(z) & non singolare.

A(z) & non singolare se e solo se Det(A(z)) # 0. Calcoliamo dunque Det(A(z)).

z z 0
Det(A(z)) = (—=1)*PDet | 1 1 z2—4d | =
1 1 0

sviluppato rispetto
alla 2% riga

_ - A 1\2+3 z Zz _
= (z—14)(-1) Det(1 1)
sviluppato rispetto
alla 3% colonna

= (- i)z —%)

Quindi A(z) & non singolare se e solo se (z —i)(z — %) # 0.

Si osservi che (z —i)(z —Z) = 0 se e solo se 0 z —i = 0, e quindi z = 4, oppure z —z = 0, e quindi z = Z.
Poiche
2=z <= z€eR,

allora,

Det(A(2)) =0 <= zeRU{i}
e quindi

Det(A(z)) #0 <= z ¢ RU{i}.
Concludendo

A(z) & non singolare <— z ¢ RU {i}.
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TESTI DEGLI ESERCIZI PER CASA

ESERCIZI PER CASA 1

Per ciascuno dei seguenti numeri complessi
lei, 22=—3i, 2’3:1—Qi € 2’4:54—37;

si calcolino il modulo ed il coniugato, e si scriva I'inverso in forma algebrica.
Quali sono i numeri complessi z tali che z = —Z 7

Si scrivano in forma trigonometrica i numeri complessi z; = 3\/§ + 3t e z9g = 3\/5(1 +1) ed in forma
algebrica il numero complesso w = 4(cos(37) + isin(27)).

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

2 0 2 5 0 0\ (5 00\ /20 0\ (500) (505
020,<888>,<8g8>,000,550,050,050,050
2 0 2 005/ \502/ \oos5/\oos5/\oos5

6 0 4 2

[5]Siano A= |1 -3 ,B:(i _12 _03>,C:(g i)eD: 1 0

2 -2 -1 -2

Si caleoli B(DC — 2A) + 4C.
. 1 1
@ Sia A = <1 1 >

(a) Si trovino tutte le matrici reali B = (i ?Z) tali che AB = BA.

(b) Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 C tali che AC = O.
Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A? = I,.
Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A% = A.
[9] Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A tali che A2 = O.

Sia A una matrice reale m x 2 non nulla in cui la prima colonna ¢ il doppio della seconda. Si trovino
tutte le matrici reali diagonali D per cui ciascuna colonna di AD ¢ il doppio della seguente.
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ESERCIZI PER CASA 2

2-3i 1+i 34 5i . .
[1]Sian0 A= 0 i |, B=(2 1+i), c=| 6 |, D=(J*tP 23
. . 3-2 0
1—1 1 2—2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.
(b) Si calcoli (AFC +iBT)B + (1 + 3i)D*.

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

2 2+ 31 2 2+ 31 0 243 0 2431 21 2 3
2-31 3 T\ 2+ 3 3 T\ -2+ 3 0 T\ 230 0 "\1 3/)°\1 0)°

Siano A, B e C matrici complesse quadrate di ordine n. Si supponga che A sia anti-hermitiana, B sia
reale e C sia simmetrica. Si provi che

(a) (AB+C)? + BTA =C;
(b) [(A+BT)C]¥ — (AC)T = CB.

. . .- . .- . 241 =2
Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = ( ;_ ! 1 ) .

Sia A una matrice quadrata e siano B e C la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana di A. Si
provi che BC = CB se e solo se AAT = A7A,

@ Sia G(v) la matrice n x n dipendente dal vettore v € R"~! definita da G(v)= | — | ———

(a) Si provi che per ogni vi,ve € R"71 esiste vz € R"7! tale che G(v1) - G(v2) = G(v3).
1 | of

(b)SiaA=[—- | —— | € M,(R) (per cuiu € R*"! e B e M, {(R)).
u | B

Si provi che per ogni v € R"~! esiste w € R?~! tale che A - G(v) = G(w) - A.

Sia A € M,,_1(R) una matrice simmetrica e siano u,v € R"~! ed a € R. Si considerino le matrici
B=|- | ——|eM,R) e C=|- | —— ] eM,R).

Si provi che BC ¢ simmetrica se e solo se Au = 0.
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ESERCIZI PER CASA 3

Si scrivano le matrici elementari Eq13(4), E3(4) ed Eq3 di ordine 3 e di ordine 4.

T
Sia A = (§T> una matrice reale 2 X n non nulla con le righe uguali. Si trovino tutte le matrici

T

elementari E tali che EA = <3rrT >

Siano ¢1, c2 € R ed Ej;(c1), Ejj(cz2), Ei(c1), Ei(cz) di ordine n.
(a) Si trovi c3 € R tale che Es5(cq)E;j(c2) = Es;(cs).
(b) Si trovi ¢4 € R tale che E;(cq1)E;(c2) = Ei(cq).

Si trovino forme ridotte di Gauss per le seguenti matrici:

2 -2 4 0 3 -9 0
A=(3 -39 6|, B=|-2 6|, wi=(4 0 3), v=|[7
3 -3 3 —6 4 8 3
29 0 -2 2
Sia. A(e)=[|1 o?2+4 0 a |, dove a e C. Perogni « € C si trovi una forma ridotta

2 20248 0 4o
di Gauss U(a) per A(a) e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(«).

3 -3 9 6 6
. qo . . N 1 -1 7 4 4
@ Si risolva il sistema lineare Ax = b nei seguenti casi: (a) A = 1 -1 3 92|¢ b= K
-2 2 -6 —4 —4
3 -3 9 6 6 3 -3 9 6 6
1 -1 7 4 4 1 0 7 4 4
O A=l 4 3 o] @ P |5 @A=L 45 9] ¢ Py
-2 2 -6 —4 —4 1 0 5 6 8

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso a dove

1 o —1 0 o —1

_ 0 1 0 | a?+1
Ala) = 1 a—i  a4i ¢ bla)={",,
—a—1i —a?—-1 0 0

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (f (1) g) .

@ Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

S =N

1
0
3
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ESERCIZI PER CASA 4

Si provi che se A & una matrice con un’unica inversa destra R, allora A & quadrata ed R = A~! (sugg.:
si osservi che, essendo R unica, ogni sistema Ax = e; ha un’unica soluzione, per cui tk(A) =...)

Sia A una matrice m x n con m < n e rk(A) = m. Si provi che esiste B # O tale che AB = O (sugg.: si
usi Pesercizio precedente).

2 =2 2 0 0 6
2 -2 3 -2 -1 8
-2 2 =2 0 0 5
3 -3 4 -2 -1 12

Si trovi una forma ridotta di Gauss-Jordan per la matrice A =

0 1 0
Sia A(a)=| a o? —a |, doveacR. Perquegli o € R per cui A(a) & non singolare, si calcoli
200 202 1

A(a)~ L
Sia A = <6; 1_;). Si calcoli A~

@ Si dica per quali @ € C la matrice A(a) = <
di A(w).

Sia A = E47(2)E3(6)E12( — 3)E24E5(3) di ordine n. Si scrivano A~! ed AT come prodotti di matrici
elementari.

a—+ 3 «

. . ] € non singolare. Per tali o, si trovi 'inversa
a+3i a—1

«Q 3a 2c —2«
0 0 a?+9 a?+9
Sia A(a) = 2 6 4 —3+a |,doveaeC.
1 3 1 —6 — 3a
a+1l 3a+3 2a+1 -1

(a) Per ogni a ¢ {0, 3¢, —3i} si trovi una decomposizione A (a) = L(a)U(a), scrivendo anche L(«) come
prodotto di matrici elementari.

(b) Per ogni « ¢ {0, 37, —3i} si trovi una decomposizione a rango pieno A(a) = Lo(a)Ug(w).
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ESERCIZI PER CASA 5

3 9 -6 0
-2 -6 4 -1

SaA=|0 2 -4 0
1 7 6 0
1 -4 10 —4

(a) Si trovi una decomposizione A = PTLU.

(b) Si trovi una decomposizione a rango pieno per A.

R? & uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni:

+: R? x R? — R? e * R x R?

((3)-() ~ (G53) ((3))

Si provi che invece R? non ¢ uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni:

+1: R? x R2 — R2 e w1 R x R2

((3)-(2)) =~ (572) ((3))

Si provi che R? non & uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni:

+2. R2 x R? — R2 e %2 R x R?

((3)(2) ~ (7a) ((3))

_>

_>

67
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ESERCIZI PER CASA 6

Si provi che l'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n & un sottospazio vettoriale di
M,,(C) e che I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n non é.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & un suo sottospazio:

= (. =)o), = {(5) e}

Sia A € M,,(C). Si provi che i tre seguenti sottoinsiemi di M,,(C) sono sottospazi vettoriali di M,,(C):
Wi ={B € M,(C)|AB =BA}, W, = {B € M,(C)|AB ¢ scalare} e W3 = {B € M, (C)|AB = B7}.
Sia V = R? (sp. vett. reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' & un sottospazio vettoriale di V:

) S 6 ) A ISR (o

Si dica se Wy = {i-v|v € R"} e Wy = {2 v|v € C"} sono sottospazi di C".

@ Sia W = { —Oa g) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2. Si provi che W e

un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ma(R) e si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Mz (R)
€ un insieme di generatori per W:

@ {(7 )5 DF e {(5 0 e {(s D)

1 3 1
Sidicase S=<vi=|-1];vo=| —4|;v3= 2 ¢ un insieme di generatori di R3.
2 8 —4
1 3 1
Sianovy = | 2 |;ve=|[6]evyg=|3] edese€e R3. Si dica per quali z € R l'insieme di vettori
0 0 4

S(x) = {v1;Vva;Vvs;x - ez} ¢ un insieme di generatori di R>.

@ Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
vi=|4];veo=1[6];vyz=1[ —1 , wyg=|4)|;wo=1[0];wsg=|—1]1;
0 2 1 0 2 1

Siano V uno spazio vettoriale ed S = {v1;va; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.
Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:
(1) Si={va+vs;vi+vs v +vy+vs},
(2) Sy ={vi—2v3;vy+va;va+2vs}
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ESERCIZI PER CASA 7

Sia V = {a+bx+cx?|a,b,c € C} lo spazio dei polinomi a coefficienti complessi di grado minore od uguale
a 2. Si provi che B = {2 + 2% x — 2%;1 + 2} & una base di V.

Siproviche
10 2 0 0 0
s={m= (3 1) (1 )= (1 0))

¢ una base dello spazio vettoriale V' delle matrici complesse triangolari inferiori 2 x 2.

Sia W l’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

0 2 2 3 11 10 0 0 0 1
s={e= (o 3)ie= (3 0)em i o) (o V)o= (o 0) o= (V1))

¢ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.

Qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche 7

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € M,,(C), definisce un’applicazione lineare da M, (C)
in M,(C): fi(A)=A, fo2(A) = AT, f3(A) = A%

@ Sia g : Ma(C) — C? definita da g(A) = Ae;.

(a) Si provi che g & un’applicazione lineare.

(b) Si trovino lo spazio nullo N(g) e lo spazio immagine I'm(g) di g.

1 2 0 3
SiaA,=[1 a+2 a «a+2|.Perogni«acC sitrovi una base dello spazio nullo N(A,) di A,,.
2 4 0 a+6

2 0 0 2i

. 0 « 0 2i
Sla A, = 4 a—1 0 aE dove a € C.

0 2 da—6 0

Per ogni a € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D,, di R(A,,).
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1 i 0 1
) -1 -1 21
Stanovyi=|2|,vo=1| 2i [,vs=| 0 [,va=] 2 | edS ={vy;va;vs;vy}. Sia W il sottospazio
0 0 1 —1
1 i 0 1
di C* generato da S. Si trovi una base B di W contenuta in S (si usi la Nota 3).
1 2 1
Si dica per quali « € R l'insieme B, = al;{0];| a+1 ¢ una base di R? (si usi la Nota 3).
1 2 a+1

Sia f : R? — M (R) definita da f(<Z)) = (a i b “ z b) . Dopo aver provato che f ¢ un’applicazione

lineare, si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B = {<1> ; (1>} e D =

1 2
0 1 0 1 0 0 2 0 .. . .
{ (O 0) ; (1 1) ; (1 0) ; <O O) } su dominio e codominio rispettivamente.

1 2 1 1 0 2
SianoB: vi=|1];va=|1];vz=1]1 eB =<Xvi=[0];vhi=[1];v5=1[1
0 1 1 1 1 1

Dopo aver provato che B e B’ sono due basi ordinate di R3, si calcolino le matrici di passaggio Mg/ da B’
aBeMp.pdaBabB.

2 1
Sia A = 0 6 la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R?> — R? rispetto alle basi
-1 =2
. ;) 1 1 0
ordinate B = {vy = 1 Vg = eD = (wi=[1];wa=]0];w3g=1(1 su dominio
1 1
0 1 0
e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ =
4 3 1 1 0
{v’1 = (0> ;vh = (5>} eD=qwi=[0];wh=|[-1];wt=10 su dominio e codominio risp.
0 0 1
[6] Sia v € R™. Si provi che ||v]|s = |[v]1 se e solo se v & un multiplo di una colonna di L.

Sia A = (a;;) una matrice complessa quadrata di ordine n tale che A = AH = A? e siano by, bg, ...
..., by € C" le colonne di A. Si provi che ||b;||3 = a;; per ognii=1,...,n.

a
Si verifichi che ¢ : C3 — Rxq definita da ¢(| b |) = [2a — b| + |a + ¢| + |ib] & una norma.

c

@ Siano V' uno spazio vettoriale, B = {v1;...; vy} una sua base ordinata e Cz : V' — C™ 'applicazione delle
coordinate rispetto a B. Si provi che la funzione ||'||g : V' — Rx>( definita da [|[w||zg = ||Cs(W)||« per ogni
w € V & una norma.



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2011/2012, GEMMA PARMEGGIANI 71

ESERCIZI PER CASA 9

Si verifichi che la posizione (*|') : M2(C) x M2(C) — C

ar a by b !
1 a2 1 b2}, .
(<a3 a4)|<b3 b4>)_;albl.

definisce un prodotto interno.

Sia V = C2. Si dica quali delle seguenti posizioni definisce un prodotto interno:

(a) (‘') : C? x C? — C definita da ((”“) ’ (yl)) — 11 — 3Toys
T2 Y2

(b) (-]') : C2 x C2 — C definita da (<§1> ‘ (gl)) = T1y1 + 3Ty
2 2

Sia [|'|| : M2(C) — R>¢ la norma indotta dal prodotto interno definito nell’esercizio . Si trovino tutte
le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A| = 2v/2.

Siano u = e; + ez e ||'|| : C* — Rx( la norma indotta dal prodotto interno definito nell’Esercizio Tipo 17.
(a) Si trovino tutti i vettori x = (il> tali che ||x]| = ||x/|2-
2

(b) Si calcolino cos(equ) e cos(ezu).

1 -1 1 0
Si trovi una base ortonormale del sottospazio V' = ;.1 ; :i ; (1) by ) di C*.
-1 —1 0 0

(1 0\ (1 2\ (0 1 : L
@ Si consideri il sottospazio W = < <0 0) ; <0 0 > ; <0 14 2i) > di M5(C). Sitrovi una base ortonor-
male di W rispetto al prodotto interno (|') : M3(C) x M3(C) — C definito nell’esercizio .

24 i 8i 7i

. . . . —6 . 1 0 -1 . 3

Si calcoli la proiezione ortogonale di v = 8 sul sottospazio U = ( ol Zi 13l = )y di C°.
10 0 1 1

Siano W e (*|') : M2(C) x M3(C) — C come nell’esercizio @ Si calcoli la proiezione ortogonale Py, (v) di

1 1 . : -
v = (22. 3\/5> € M5(C) su W rispetto al prodotto interno (-|').

1 1

0 i -1 0

@Sianon:< i])eVa={( TR HE
2 .
i

g
-1 0

Siano W e (-|') : M2(C) x M3(C) — C come nell’esercizio @ Si trovi il complemento ortogonale W+ di
W in My (C) rispetto al prodotto interno (-|).

0

; 1 . Si trovino basi di V- e Vi*.
0 1 2
1
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1 . =2 9

[1]SiaA=| i -1 -2 0

-1 —i 2 0
(a) Si trovi una decomposizione QgRo-non-normalizzata per A.
(b) Si trovi una decomposizione QR-normalizzata per A.
(¢) Si calcoli la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A.
Stano 0 #v e R™, o € Red A(a) = (v av). Si trovino:
(a) una decomposizione QoRo-non-normalizzata per A (a);
(b) una decomposizione QR-normalizzata per A («);
(¢) la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A(«)) di A(«).

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

2-i 1 0 i1 14 1y
A= 2 1+i 3|, B=|-11 2 |, c=
% 1 1 i1 1 R 0
1 1 0 1+
2 0 0 1
Sia A(a) = 2 aa—l 8 1 , dove a € R. Si dica per quali @ € R si ha che A(a) & non
0 2 Ja—1 1

singolare (sugg.: si calcoli il determinante Det(A(«)) di A(a)).

Sia A una matrice quadrata non singolare e sia P la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne
C(A) di A. Si provi che Det(P) € {0,1}.

@ (a) Si provi che la la matrice di proiezione P su R™ & uguale a I,, (Sugg.: si osservi che per ogni v € R®
la proiezione ortogonale Pg~(v) di v su R™ & uguale a v).

(b) Si deduca da (a) che la matrice di proiezione sulle spazio delle colonne C'(A) di una matrice A non
singolare di ordine n € uguale a I,,.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI PER CASA

Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 1

Per ciascuno dei seguenti numeri complessi
z1=14%, 29=-31, 2z3=1—2t e 24=5+3i
si calcolino il modulo ed il coniugato, e si scriva I'inverso in forma algebrica.
| =il = V02 +12=V1I=1 e %5 =—i
|zo] = | = 3i| = /02 + (=3)2=V9=3 e Zy=3i
lzg| =11 = 2i| = 12+ (=22 =V1+4=V5 e Z3=1+2i
24| = [5+3i[ = V52 +32=V25+9=V34 e z=5-3i

Siano wy = zl_l, Wy = 22_1, w3 = z3_1 e wy = z4_1. Allora

1 1 1 i 1 (=) —1 —1
w = e— = = = = s = = — . = —— = — = —1
YT i i d i (- =21
¢ la forma algebrica di wy: a; =0 e by = —1 sono la parte reale e la parte immaginaria di wy;
1 1 1 =% 1 3 3i Ji 1.
w2 = — = — = — ¢ —— = — = — = =1

% —3i —3i -3 —3i 3 -92 9 3
¢ la forma algebrica di wa: as = 0 e be = 1/3 sono la parte reale e la parte immaginaria di wo;

1 1 1 1—-2: 1 1424 1+ 2 1+2 1+ 2 1+2,
Waqa = — = = —_— = . — — — — — —1
ST 1-2 1-2i T-2 1-2 1+2 12—-(2)2 12—-42 144 5 5

¢ la forma algebrica di ws: az = 1/5 e bs = 2/5 sono la parte reale e la parte immaginaria di ws;

1 1 1 543 1 5—3i 5—3 5—3 5—3i ) 3 .
Wy = — = = . = . = = = = — — —1
4 zg 543i 543i 54+3 543 5—-3i 52—(3)% 52-9i2 2549 34 34
¢ la forma algebrica di wy: ag = 5/34 e by = —3/34 sono la parte reale e la parte immaginaria di wy.
Quali sono i numeri complessi z tali che z = -2 7

Scrivendo z € C in forma algebrica, si ha z = a + @b con a,b € R. 1l coniugato z di z ¢ Z = a — ib, e
—%Z = —a + ib. Poiche
a+ib=—-a+1ib < a=—a < a=0,

si ottiene che
z=—%2 < z=1b, conbeR,

ossia z € 'opposto del suo coniugato se e solo se z € un numero immaginario puro.
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Si scrivano in forma trigonometrica i numeri complessi z; = 3v/3 + 3i e zp = 3\@(1 + i) ed in forma

algebrica il numero complesso w = 4(cos(37) + isin(27)).

La forma trigonometrica di z; & 2; = |21|(cos a; +isinay) dove |21 = 1/(3v3)2 +32 =27+ 9 =36 =6

e
_ 33 _3/3 _ V3
CosSar =T, 7= "6 = 2
sinay = % = % =1
per cui o = éﬂ'. Analogamente, la forma trigonometrica di z2 & 2o = |22|(cosag + isinas) dove |z3| =
\/(3ﬁ)2 +(3v2)2 =18 +18=36=6¢
_3vV2 _3V2 _ V2
OS2 =T, = 6 — 2
. _3v2 _3V2 _ 2
SN2 =Tl =76 — 2
per cui ap = 17, Poiche cos(27) = —1 e sin(27) = V3
2= g 3 2 3 2

w:4<—%+i-§)=—2+2\/§i-

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se e scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

2 0 2 5 0 0 50 0 2 .0 0 50 0 5 0
020,(828),(828),000,5507050,050,05
2 0 2 00 5 5 0 2 00 5 00 5 0 0

scalari:

diagonali:

triang. sup.:

triang. inf.:

SO O Uto O ot o
NO O o ot Ot o O
SO N OO N OO Ut
S UNO O Uto O ot o
GO O UTo O o o

S O Ut OO L
O oo O ot o
GO O oo O

nessuna delle precedenti:

7N
S Ut
N O
o o
N~
N
o ot
[ S en)
o O
~__

NON OOUl OO U O Lt © oW

ONDO OO0 OO0 oo Q@uo

NON TTOOD oo Lo o o o
Tl OO WL OO N

6 0
[5]SianoA=(1 -3 |, B= 210 ,C = 2 D epo[1 o
5 o 4 -2 -3 0 1

oL O Gt
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Si caleoli B(DC — 2A) + 4C.

i3 1) 1)

4 2 9 1 4x2+2x0 4x14+2x1
DC=1|1 0 (0 1): 1x24+0x0 1x1+0x1 =
-1 -2 (1) x24+(-2)x0 (-1)x1+(-2)x1
8+0 4+2 8 6
= 240 140 |=(2 1
—240 —1-2 —2 -3
6 0 —-12 0
—2A=-2|1 -3 |=| -2 6
2 =2 -4 4
8 6 -12 0 —4 6
DC-2A=1| 2 11+ -2 6= 0 7
-2 -3 -4 4 —6 1
0 4 6
B(DC—2A):< 3) 7] =
-6 1
(2% (-4)+1x04+0x(=6) 2x6+1x7+0x1
S \4x(—4)—2x0-3x(-6) 4x6—-2x7—-3x1

Y
(- %)

16+0+18 24—-14-3

_|_

)
< —8+0+0 12+7+0)>
7)

B(DC — 2A) 4+ 4C = (

(6] Sia A = G })

(a) Si trovino tutte le matrici reali B = (j ?z) tali che AB = BA.

(b) Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 C tali che AC = O.

(a) Poiche
(1 1 z y\ _ [(xz+z y+t
AB_(l 1) (z t>_<x+z y-l—t)

(T oy 1 1\ (xz+y z+y
BA_(z t)(l 1>_<z+t z+t>’
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rt+z=x+y 2=y
la condizione AB = BA equivale a yrt=z+y , ossia a
r+z=z+t PR
y+t=z+t o

Dunque le matrici reali 2 x 2 B tali che AB = BA sono tutte e sole le matrici del tipo

B:(x y), dove z,y € R.
y x

la condizione AC = O = ( 8 8) equivale a ossia Dunque le matrici reali 2 x 2 C

y+t=0 t=—y
tali che AC = O sono tutte e sole le matrici del tipo

C—(x y), dove x,y€R.
—x —y

Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A? = I.

Sia A una matrice reale 2 x 2 triangolare superiore. Dunque A = (w Z), con z,y, 2z € R. Poiche

0
A2 — Ty T y\ z? Ty +yz
“\0 zJ\0 z) \oO 22 ’
allora
2 =1
A’=1, — 22 =
y(@+2)=0
Dalle prime due equazioni si ottiene che z,z € {1,—1}.
Se z = —x (ossia se {z,z} = {1, —1}), l'ultima equazione & soddisfatta per ogni valore di y. Si ottengono
cosi le famiglie di matrici
Ly -1y
(0 5)-(a 7)ven
Se z # —x (per cui z = ¢ = 1 oppure z = x = —1), dall’ultima equazione si deduce, dividendo ambo i membri

per x 4+ z # 0, che y = 0. Si ottengono cosi le due matrici

(1) )

Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A? = A.
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Sia A una matrice reale 2 x 2 triangolare superiore. Dunque A = (g Z), con z,y, 2z € R. Poiche
A2 — Ty r y\ x2 Ty + Yz
A0 2 0 ) \0 22 ’

A=A —

allora

Dalle prime due equazioni si ottiene che z,z € {0, 1}.
e Se z = 0 = z, dalla terza equazione si ottiene y = 0, e quindi la matrice (8 0).

e Sex =0 e z =1, la terza equazione e soddisfatta per ogni valore di y. Si ottiene cosi la famiglia di

.. (0 y
matrl(n(O 1),y€R.

e Sex =1¢e 2z =0, la terza equazione ¢ soddisfatta per ogni valore di y. Si ottiene cosi la famiglia di
matrici <(1) g) ,y € R,

e Se x = 1 = 2, dalla terza equazione si ottiene 2y = 0, per cui y = 0, e quindi la matrice (é (1)>

@ Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A tali che A2 = O.

Sia A una matrice reale 2 x 2. Dunque A = (j ZtJ), con x,y, z,t € R. Poiche
A2_ (T v r oy\ (2 +yz zy+uyt\ (2 +yz (z+t)y
T\z ¢t z t) \zz+tz zy+t2)  \(z+t)z zy+t? )’
allora
22 +yz=0
2 (x+t)y=0
AT=0 = (x+t)z=0
2y +1t2 =0
Per la legge di cancellazione del prodotto, dall’equazione
(x+t)y=0
si deduce

Conviene quindi dividere il problema in due parti:

(e) trovare tutte e sole le (eventuali) matrici A = <i (t)>’ con x,z,t € R tali che A%2 = O (quelle cioé,

tra le eventuali soluzioni del nostro prolema, che hanno y = 0),

ry

(ee) trovare tutte e sole le (eventuali) matrici A = (z y

), con z,y,2,t € Rey#0 tali che A%2 = O.

In questo secondo caso, deve essere =+t = 0.
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22 =0

(x+1t)z=0
2 =0

Cerchiamo le soluzioni di (e)
22+ yz=0
(z+t)y=0

Da (.’13 + t)Z =0’ ricaviamo7 se Yy = 0, il sistema
La 1% e 3% equazione danno x = 0 e t = 0 rispettivamente. Ponendo x = 0 = ¢ nella 2% equazione otteniamo

2y +t2=0
(0+0)z = 0, che ¢ soddisfatta per ogni z € R. Allora le matrici
0 0
(z 0) , z€R

sono tutte e sole le matrici reali 2 x 2 triangolari inferiori (ossia, nelle nostre notazioni iniziali, con y = 0) il

cui quadrato ¢ O.
Cerchiamo le soluzioni di (ee).
z?+yz=0 e t=0
. (x+t)y=0 . g 5 B . .
Ponendo z +¢t = 0 in (+8)z=0" otteniamo il sistema < z°+ yz =0, di cui dobbiamo trovare le
= 2 _
2y +12 =0 W+t =0

soluzioni con y # 0.
Dalla 1% equazione si ricava t = —z, e, essendo y # 0, dalla 2% equazione si ricava z = —x2 /y (sostituendo
= (—2?/y) -y + (—2)? = —2? + 2? = 0, per cui la 3%

poit = —x e z = —2%/y in 2y + t2, si ottiene zy + t2
equazione non da contributo).

Dunque le matrici
T Y
L TyeER y#FO

2
—z=/y
sono tutte e sole le matrici reali 2 x 2 non triangolari inferiori (ossia, nelle nostre notazioni iniziali, con y # 0)

il cui quadrato e O.
Concludendo, le matrici reali 2 x 2 il cui quadrato ¢ nullo sono gli elementi del seguente insieme:
g y)hweR,y#O}

(Eo)kesp o (L &

Sia A una matrice reale m x 2 non nulla in cui la prima colonna ¢ il doppio della seconda. Si trovino

tutte le matrici reali diagonali D per cui ciascuna colonna di AD ¢ il doppio della seguente.
Quindi, essendo D diagonale reale, e

Poiche A ha due colonne ed esiste AD, allora D ha due righe.

d 0 . . .
D= ( 01 d ) per opportuni numeri reali d; e ds.
2
Siano c; e co la prima e la seconda colonna di A rispettivamente. Avendo A m righe, ¢y e co sono vettori
c2)=(2c2 c2). Dunque

colonna con m coordinate. Inoltre per ipotesi ¢; = 2cq, per cui A = (¢;
d
! 0 ) = (2d1c2 d2C2 ) .

AD:(2C2 C2)<0 d2

La condizione che ciascuna colonna di AD sia il doppio della seguente da
2d102 = 2(d202) = 2d2C2
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ossia
(2d1 — 2d2)02 =0
Se fosse cz = 0 non potremmo trarre alcuna conclusione.
Ma cg # 0, essendo A = (2c2 ¢z ) # O per ipotesi. Allora
(2d1 — 2d2)C2 =0

= 2d1—2d2 =0 = di=d>
C2§£O

. . - . d 0
per cui le soluzioni del nostro problema sono esattamente le matrici del tipo D = ( 0 d) con d numero

reale, ossia le matrici reali scalari di ordine 2.
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 2

2—-3i 1+ 3+ 5i ) .
Siano A= 0 i , B=(2 1+i), C= 6 7 D:<7+Z, 2+3z>.
) . 3—2 0
1—14 1 2-2¢

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.

(b) Si calcoli (A”C +iBT)B + (1 + 3i)D*.

T 2-3i 0 1—i - 2430 1-d " 243 0 1+i
Al = 14i i 1 A= 0 —1 A" = i i 1
(3 1 1+’L 1 (3 1
2 = 2
T _ _ . H _
wo (,2) 5. ey om (2)
B 3 — 5
CT= (3+5 6 2-2i) C= 6 CH= (3-5 6 2+2i)
24 2i
T+i 3-2 — T-i 2-3i T—i 342
T __ _ H __
D" = <2+3i 0 ) D= (3+2i 0 ) D™ = (2—3i 0 >

(AC +4iB")B + (1 + 3i))D¥ =

‘ \ [3-5i . ‘
243 0 1+ ) 2 . N T—i 3420\
_(<1—i —i 1 ) 2522, +Z<1+i>)(2 ! Z)+(1+?’Z)<2—3z‘ 0 )_

(24303 =5+ (1414)(2+ 20) 2i . (1+30)(7—14) (14 3i)(3+20)
_(< (1—14)(3 —5i) — 6i + 2+ 2i >+<i(1+i)>)(2 1_1)+<(1+3i)(2—3i) 0

(649 —-100+15+24+204+2¢—2 n 2 Y2 1—i)+ T+2li—14+3 3+9+2i—-6)
N 3—31—51—5—6i+2+2 -1+ 2461 —31+9 0 N

(2430 2 (104200 34110
_(< —12i >+<—1+i>)(2 1_Z)+<11+3i 0 )‘

[ 2145 (104200 34113\
_<—1—11¢>(2 1_Z)JF<11+3¢ 0 >_

2(21+5i) (21 +5i)(1 — ) 10+20i —3+11i\ _
2(—1—11i) (=1—113)(1 — ) 11+ 3i 0 -

2—-227 —1—-1li4+¢—11 114 3¢ 0

(42+10@ 21—}—51’—21@'—1—5) <1o+20¢ —3+11¢>_

42 + 10i 616i) (10+20i 3+11i>_<52+301‘ 2351)

—2—-22¢ —12-10: 11+ 3¢ 0 9—-19 —12-10¢
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Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se & simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana o

nessuna delle precedenti:

2 243 2 243 0 243 0 2430 2 1 2 3
2—3i 3 "\ 2+ 30 3 P\ -2+ 3i 0 P\ -2 —3i 0 "\1 3/)7\1 0
simmetriche: 2 243 21
’ 2+ 30 3 A1 3
. . . . 0 243
anti-simmetriche: (_2 3 0 >
hermitiane: 2 243 2 1
) 2—3i 3 \1 3
. ey 0 243
anti-hermitiane: (_ 943 0 >
. 2 3
nessuna delle precedenti: 10

).

Siano A, B e C matrici complesse quadrate di ordine n. Si supponga che A sia anti-hermitiana, B sia

reale e C sia simmetrica. Si provi che
(a) (AB+C)7 + BTA =C;
(b) [(A+BT)C]# — (AC)T = CB.

Poiche A & anti-hermitiana, B & reale e C & simmetrica, si ha

(a) (AB+C)" +BTA

= (AB)" + Cc* + BTA

=BPAH y Cc +BTA

, (iii) CT =C.

I’H-trasposta di una somma & la somma delle H-trasposte

I’H-trasposta di un prodotto & il prodotto delle H-trasposte in ordine scambiato

T

B=B=—BH=BY=(B)T=BT

=B"A" + C" + B"A =

BT (-A)+CH +BTA

(%)

X(aY)=aXY VX,YEMy(C),acC

= -BTA+CH” +BTA =

— CH

C.

1

c=CT—cH=(cT)H=(cT)T=C
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(b) (A+B"O)" - (AC)” =

I’H-trasposta di un prodotto & il prodotto delle H-trasposte in ordine scambiato

~C"(A+B"" - (AC)” =

I’H-trasposta di una somma & la somma delle H-trasposte

=T (A" +(B")") - (AC)" :

la trasposta di un prodotto & il prodotto delle trasposte in ordine scambiato

=c’(Af 4 (BT)H) - cTA" -
XH_X)T=xT vx
=CT(A" + (BTH) - CcTA" =

(XTHYH=(xTHhT=X vx

—CT(A” +B) - CTA"

xT—x

= CT(AH +E) — CTAH ?
(ii4)

o —

vX

=C(A" +B) - CcA”

==l

= C(-A+B)-C(-A

~—

proprieta distributiva

=C(-A)+CB-C(-A)=CB = CB.
(i)

Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A =

3
141

A+AH 1 /244 -2 2—i 3 1/4 1 2
B="3 _2(< 3 1i>+<2 1+i>)_2<1 2>_(;
e la parte anti-hermitiana di A e
c_A-AT (240 -2\ [(2-i 3 )71 2 =5\ _ (i
B 2 - 31— -2 1+4i)/ 2\5 —-2i) \3

Dunque A=B+Ccon B =Be CH = —C.

Poiche AH = (2_2’ ) la parte hermitiana di A &

2441 =2
3 1—d)°

Sia A una matrice quadrata e siano B e C la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana di A. Si provi

che BC = CB se e solo se AAH = AHA.

Essendo B=1(A+ Af)e C=1(A—-A¥) siha

BC = %(AJFAH) (A— A= i(A+AH)(A ~ A = i(Az +ATA - AAT - (AT))

1
2
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CB = %(A - AH)%(A +Af) = i(A —AT)(A+AT) = %(AQ —ATA+ AAT - (AT)?).

Dunque

BC=CB <— i(A2 +ATA - AAT — (AT)?) = i(ﬁ —ATA + AAT — (AT)?)
— A+ ATA - AAT — (AHY?2 =A% _ATA + AAH — (AH)?
— AFA _AAH = _AHA + AAH
— 2AFA =2AAH
<~

AHA = AAH

@ Sia G(v) la matrice n x n dipendente dal vettore v € R"~! definita da G(v) = [ — | ———

(a) Si provi che per ogni vi, vy € R"™1 esiste vy € R" 7! tale che G(v1) - G(va) = G(v3).

1 | of
(b)SiaA=[—- | —— | € M,(R) (percuiu e R* ! e B e M, 1(R)).
u | B

Si provi che per ogni v € R"~! esiste w € R"~! tale che A - G(v) = G(w) - A.

(a) Siano vi,ve € R*71. Poiche

1 | of 1 | of 1+07vy | 0T +071,,
Gv) G = - | ——=|[- | === |={ ----- e -
vi | I, ve | I, vitL,ave | vi0T +12_,
1 | of
= --= | === | =G +va),
vi+ve | I,

prendendo vs = vi + vg si ha G(vy) - G(va) = G(vs).

83
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(b) Siano v,w € R"~1. Allora

1 | o7 1 | of 1 | of 1| o7
AGW=Gw A= [~ | —|[— | —|=[—1 — ][~ —
u | B v | L, w | I, u | B
1+0fv |  of+07L,, 1+0Tu | 0" +0"B
= | -———- | ——————— = -—-——- | ———————
u-+ Bv | u-0"+BI, w+I,qu | w-0'+1I,:B
1 | o” 1 | o”
= | -———- | ———— ] =|----- | ————
u+Bv | B W+ u | B

<~ u+Bv=w+u
<— w = Bv

Dunque per ogni v € R"~! esiste w € R"~! per cui A - G(v) = G(w) - A: si prenda w = Bv.

Sia A € M,,_1(R) una matrice simmetrica e siano u,v € R"~! ed a € R. Si considerino le matrici

Si provi che BC ¢ simmetrica se e solo se Au = 0.

BC ¢ simmetrica se e solo se (BC)T = BC.
Calcolando BC a blocchi si ottiene:

a | uf a | VT a?+ufu | avl +u?-(-A)
Bo= (- | [~ )= | -
v o A u | -A va+Au | vwl4+A. (-A)
a?+uTu | avl —uTA
=] — — — — — | ——————
av+Au | vvl - AZ?
da cui
a’? +uTu | (av+Au)T
BO = - [
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Essendo A simmetrica, ¢ AT = A, per cui

(av + Au)T = (av)? + (Au)’ = av? +ul AT = avl +u’A,

AT=A

(avl —u?A)T = (avT)T — (uTA)T = a(vT)T — AT(u")T = av — ATu = av- Au,
AT=A
(vvl — AHT = (vwwh)T — (AT = (vI)IvT —(AA)T =vvl —ATAT = vvl —AA =vvl — A?
ATT:A
e quindi
. a?+ulu | (av+ Au)T a?+ufu | avl +ufA
BC) =| —-———- | - =l -————- | —————-
(avl —uTA)T | (vwwT — AT av—Au | vvl - A?
Dunque

a? + ulu= a? + u’u

avl —uTA =av? +u”A —uTA=u"A u’A =07
e e

av+Au=av — Au Au=—-Au Au=0

vl —AZ=vvT — A2

BC = (BC)! «—

Essendo
Au=0 <<= (Aw)'=0"
ed
(Au)T =uTAT = uTA,
AELA
allora

Au=0 <« u'A=0".

In conclusione
BC = (BC)" <+ Au=0.
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 3

Si scrivano le matrici elementari Eq13(4), E3(4) ed Eq3 di ordine 3 e di ordine 4.

10 4 100 00 1
di ordine 3: Ei34)=10 1 0|,E34)=|0 1 0|,E;5=1]0 1 0
00 1 00 4 100
1040 1000 00 10
. 0100 0100 0100
di ordine 4: Ei5(4) = 00 1 0 ,E3(4) = 0 0 4 0 E1s = 1 0 0 O
0001 000 1 0001

T
Sia A = (§T> una matrice reale 2 X n non nulla con le righe uguali. Si trovino tutte le matrici

T
elementari E tali che EA = <3rrT >

Premoltiplicare A per una matrice elementare equivale ad eseguire un’operazione elementare sulle sue
righe.

T
Poiche A = <£T ) con r’ # 07 (essendo A # O), le operazioni elementari sulle righe di A che permettono

T

di ottenere la matrice ( r ) da A sono esattamente le seguenti:

3rT
(a) moltiplicare la 2% riga di A per il numero 3,

(b) sommare alla 2% riga di A la 1% riga di A moltiplicata per il numero 2.

Eseguire l'operazione (a) equivale a premoltiplicare A per la matrice elementare E5(3) = <(1) g > ; eseguire

Poperazione (b) equivale a premoltiplicare A per la matrice elementare Egq(2) = ( ; (1)>

Dunque E € {E3(3),E21(2)}.

T
N.B. Se A fosse nulla, anche ( r

3rT
T
av- (1)

Siano c1, ¢z € R ed Eg;(cq), Eij(C2) ( 1), E
(a) Si trovi cg € R tale che Ejj(cq)E; = Ej;(cs3).
(b) Si trovi ¢4 € R tale che E;(cq)E; (cz) Ei(cq).

) sarebbe nulla, e per ogni matrice elementare E di ordine 2 si avrebbe
i(c2) di ordine n.

Siano e1, e, ..., ey, le colonne della matrice identica I,,. Per ogni k =1,...,n ed ogni ¢ € R,
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ex” se k#1i

la k-esima riga di E;j(c) ¢  ex! Ejj(c) =

T

eiT+c~ej se k=1

e’ se k#£1
la k-esima riga di Ei(c) ¢ ey E;i(c) =

c-ef sek=i

Quindi la i-esima riga di Esj(cq)E;jj(cz) €

ei" Eij(c1)Esj(ca) = (6" +c1- 5" )Eyj(c2) = e Ejca) + ¢1 - € Egj(ca) =

=&’ +ca-ej))tereyl =eil +(c2t+cr)eyt

ossia ¢ uguale alla j-esima riga di Ej;(cq + c2), e se k # i, la k-esima riga di Esj(cq)E;jj(ce) €
ex” Eij(c1)Esj(ce) = ex Eij(ca) = ex”
ossia uguale alla k-esima riga di Ejj(cq + c2).

Per cui Eij(Cl)Eij(Cg) = Eij(cl + 02) e c3 =1+ Co.

La i-esima riga di E;(c1)E;(ca) &
e;TEi(c1)Ei(cz) = c1 - e Ei(ca) = ¢ -z - €5
ossia & uguale alla i-esima riga di Ei(cq - ¢2), e se k # i, la k-esima riga di E;(c1)E;(c2) &
ex’ Ei(c1)Ei(cz) = ex” Ei(cz) = ek,
ossia uguale alla k-esima riga di E;(cq - c2).

Per cui E;(c1)E;i(c2) = Ei(c1 - c2) e cqs = ¢1 - co.

Si trovino forme ridotte di Gauss per le seguenti matrici:

2 -2 4 0 3 -9 0
A=|3 -39 6|, B=|-2 6], wi=(4 0 3), v=|[7
3 -3 3 —6 4 8 3

Facendo un’eliminazione di Gauss su A si ottiene:

2 -2 4 s (—3) s (3B (1/2) 1 -1 2 0
A=|3 -3 9 2 0 0 3 6 |—
3 -3 3 —6 0 0 -3 —6
Fa2(3)B2(1/3) L =120
0 0 1 2|=0U,
0 0 00

87
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ed U; € una forma ridotta di Gauss per A.

Facendo un’eliminazione di Gauss su B si ottiene:

3 -9 1 -3 1 -3
B-|_2 & E31(—4)E21(2)E1(1/3) 0 E2(55) B3 0 1 — U,
4 8 0 20 0 O
ed Uy & una forma ridotta di Gauss per B.
Facendo un’eliminazione di Gauss su w” si ottiene:
wli=(4 0 3)—2UY (1 0 3/4)=2T
e zT & una forma ridotta di Gauss per w7 .
Facendo un’eliminazione di Gauss su v si ottiene:
0 Es1(—3)E1(1/7 1
v= |7 E12 0 31( 1(1/7) 0l =u
3 3 0
ed u & una forma ridotta di Gauss per v.
2 0 -2 2ix
Sia A(a)=|1 o?>+4 0 a |, doveaeC. Perognia e C sitrovi una forma ridotta

2 222+8 0 4o
di Gauss U(a) per A(a) e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(«).

Facciamo un’eliminazione di Gauss su A(«):

2 0 -2 2ia Lo -l
E31(—2)E21(—1)E1(— 14
31(=2)E21(—1)E1(—31) 0 a2+4 1 0 :B(a)
2 222+8 0 4o 0 202+8 2 2a

10 -1 «a Esx(~20%—8) B2 () 10 1 a
Bla)=[0 o®*+4 1 0 0 1 1/(e®*+4) 0 | =C(a)
0 202+8 2 2a 00 0 2a
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1° sottocaso del 1° caso‘ a#2i, a# -2, a#0

10 -1 a (120 10 -1 a
Cl@=[0 1 1/(a®+4) 0 A 0 1 1/(a®+4) 0| ="U(a)
00 0 20 0 0 0 1

U(«) & una forma ridotta di Gauss per A(a), le colonne dominanti sono la 1%, la 2% e la 4%, 'unica colonna
libera ¢ la 3°.

1 0 -1 0
2°  sottocaso del 1° caso‘ a=0 CO)=(0 1 1/4 0| =1U(0) ¢ una forma ridotta
00 0 O

di Gauss per A(0), le colonne dominanti sono la 1% e la 2%, quelle libere la 3% e la 4.

2°CASO| % +4 =0 ossia a = 2i oppure o = —2i.

10 -1 (o) 10 -1 « )2 (ask0) 10 -1 «a
B(a)=[0 0 1 0 e 00 1 0 s @ 00 1 0]=0U()
00 2 2a 00 0 2« 00 0 1

U(«) & una forma ridotta di Gauss per A(a), le colonne dominanti sono la 1%, la 3* e la 4%, 'unica colonna
libera e la 2°.

3 =3 9 6 6
- q o . . N 1 -1 7 4 4
@Sl risolva il sistema lineare Ax = b nei seguenti casi: (a) A = 1 -1 3 92 |¢ b= Nk
2 2 —6 —4 —4
3 -3 9 6 6 3 -3 96 6
1 -1 7 4 4 1 0 7 4 4
O A=l 4 3 o] P |s @A=L 5] ¢ Py
-2 2 -6 -4 —4 1 0 5 6 8
(a) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.
3 -39 6 | 6
. 1 -1 7 4 | 4 E41(2)E31(~1)E21(-1)E1(%)
(Al b=t 1 35 2 | 2
2 2 —6 -4 | -4
1 -1 3 2 | 2 1 -1 3 2 | 2
0 0 4 2 | 2 Ea2(3) 00 1 5 | 3|_
%00000)—>00000(Ud)
0O 0 00| O 0 0 00 | O
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Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d che ¢ una forma compatta per

T —To+3x3+2x4 =
(%) 2o 4 1 -
3 2334 -

Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere, Ux = d ha co? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) e con la
sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

l‘gzh
Ty =
1 1 1 1
T3= gttt g =5kty
1 1 1 1
acl:xg—3x3—2x4+2:h—3(—§k+§)—2k+2=h—§k+§

L’insieme delle soluzioni del sistema Ux = d ( e quindi 'insieme delle soluzioni del sistema Ax = b) &

3 -3 9 6 | 6
. 1 —1 7 4 | 4 E41(2)E31(—1)E21(—1)E1(3)
(Al b)=t 1 53 5 9 | 3
2 2 6 -4 | -4
1 -1 3 2 | 2 1 -1 3 2 | 2
0 0 4 2 | 2 Ex(}) 0o 0o 1 4% | %) _
1o o 00 |1 1o 0o 00 | 1]~ 14
00 00 | 0 00 00 | 0

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d.

Poiche d ¢ dominante, allora Ux = d, e quindi anche Ax = b, non ha soluzioni.
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(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 -3 96 | 6
1 0 7 4 | 4 E41(=1)E31(=1)E21(~1)E1(3)
(A|b):1—152|4
1 0 56 | 8
1 -1 3 2 | 2 1 -1 3 2 | 2
Lo v a2 2} macy [oo1 42| 2 Ee@EG)
0 0 20 | 2 00 2 0| 2 ’
0 1 24 | 6 00 -2 2 | 4
1 -1 3 2 | 2 1 -1 3 2 | 2
0 1 4 2 | 2 e [0 1 4 2| 2|
1o o 10 | 1 o0 10| 1]V 14
00 0216 0 0 01| 3

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d che ¢ una forma compatta per

1 —To+3r3+2x4 =2
I2+4l‘3+2l’4 :2
I3 =1

Xy =

(%)

Poiche d ¢ libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U non ha colonne libere, Ux = d ha esattamente una soluzione.

Con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

(E4:3
£L'3:1
To = —4x3 — 214 +2=-8

T1 =29 —3x3 —2x4+2=-15
—15
Dunque 'unica soluzione di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, ¢ il vettore

3

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso a dove

1 a—1 0 a—1
_ O 1 O _ (X2+1 4
Aa) = 1 a—i  a+i e b(a)= % e C*.

—a—i —a?-1 0 0

91
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Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 oa—1 0 | a—i
_ 0 1 0 | o*+1 Eai (a+i) Esi (1)
(Afe) | b(a)) = 1 a—i  at+i | 2
—a—i —a?-1 0 | 0
1 a=i 0 | a-—i
0 1 0 | o?+1)|
1o 0 a+i | a+i = (B(e) | cla))
0 0 0 | o®*+1
1 -2 0 | -2
0 . . . o 1 0] o0 |. . .
1" CASO o= —i (B(—1) | c(-i))= 0 0 0] o0 e una forma ridotta di Gauss
0 0 0] 0
per (A(—i) | b(-i)), quindi A(—i)x = b(—1i) & equivalente a B(—i)x = c¢(—i) che ¢ una forma compatta
per
xr1 — QiIQ = -2
(*) { T =0

Poiche c(—1i) & libera, B(—i)x = c¢(—1i) ammette soluzioni.
Poiche¢ B(—1i) ha esattamente una colonna libera, B(—i)x = ¢(—i) ha oo! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(—i) (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro da (%) otteniamo

l’gzh
1‘2:0
T :2i$2—2i:—2i

L’insieme delle soluzioni del sistema B(—i)x = c(—i) ( e quindi l'insieme delle soluzioni del sistema
A(-)x=b(-i)) e

-2
0 ||heC
h
20 CASO a#—i
1 a—1 0 | a—1
o1 0 ] a1 EG
(Bla) | ela)) = 0 0 a+i | a+i -
0 0 0 | a®+1
1 a—=i 0 | a—i 1 a—i 0 | a—i
0 1 0 a?+1 Ei(5h) 0 1 0 a?+1
“lo o 1I 1 : 0 0 1I 1| = (C@] de))
0 0 0] a®+1 0 0 0| a—i
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Poiche d(i) ¢ libera, C(i)x = d(i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C(i) sono dominanti, C(i)x = d(i) ammette un’unica soluzione. L’unica soluzione

di C(i)x =d(i) ( e quindi di A(i) b(i) ) e

0
v=120
1
1 a—i 0 | a-—1i
2 E4(=L
af i) (C@) =) 40t B
0 0 0 | a—i
1 a—i 0 | a-—1i
2
8 (1) (1) { 0‘1“ — (D(a)| e(a)) & una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)).
o 0 o0 | 1

Poiché e(a) & dominante, D(a)x = e(a) (e quindi di A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.

E Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) g) .

Un’inversa destra di A & una matrice 3 x 2 R tale chese R=(c1 | c¢2), allora

¢y € soluzione di (1) Ax =e; = ((1)) e

¢ @ soluzione di (2) Ax =ey = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(210 | 10 B (~1)E1(3) 1 3 0] 5 0
(A12)<103|01) <0—;3|—;1%
Ex(-2) 1 3 0 | 5 0Y)_

(1) & equivalente a (1) Ux = b che ¢ una forma compatta per

1 1
1’1+§x2 :5
x2—6x3:1
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Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

Tr3 = h
To =6x3+1=06h-+1
1 1 1 1
= —— _ = ——= 1 - = —
71 502+ 5 2(6h+ )+2 3h
L’insieme delle soluzioni di (1) &
—3h
6h+1 | |heC
h

(2) & equivalente a (2') Ux = by che & una forma compatta per

l‘1+%$2 =0
T2 —6$3 =-2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

Tr3 = k
l‘2:6l‘3—2:6]€—2
1 1
Ty = —gTr = —5(6k —-2)=-3k+1
L’insieme delle soluzioni di (2) &
—3k+1
6k—2 | |keC
k
—3h —3k+1
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h,k) = | 6h+1 6k—2 |, al
h k

variare di h, k € C.

@ Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

[enll - V]
w O =

1. Poniamo B = AT,

2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’esercizio sappiamo che sono tutte e sole le matrici del

—3h =3k+1
tipo [ 6h+1 6k —2 | con h,k € C.
h k

3. Una matrice & inversa sinistra di A se e solo se € la trasposta di una inversa destra di B. Quindi le

—3h 6h+1 h) al variare di h, k € C.

inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo <—3k Y1 6k—2 &
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 4

Si provi che se A & una matrice con un’unica inversa destra R, allora A ¢ quadrata ed R = A~! (sugg.:
si osservi che, essendo R unica, ogni sistema Ax = e; ha un’unica soluzione, per cui rk(A) =...)

Sia A m x n. Poich¢ A ha un’inversa destra,
rk(A) = numero delle righe di A = m.

Essendo R inversa destra di A, ¢ R =(c1 ¢c2 ... c¢my) dove per ogni ¢ = 1,...,m il vettore ¢; € C" &
una soluzione del sistema Ax = e;.

Essendo R unica, ogni sua colonna & univocamente individuata, per cui ogni sistema Ax = e;, ha un’unica
soluzione. Quindi per ognii=1,...,m,se (U | d;) ¢ una forma ridotta di Gauss per la matrice aumentata
(A | ei),lacolonna d; ¢ libera ed ogni colonna di U ¢ dominante. In particolare, essendo U una forma
ridotta di Gauss per A, si ha

rk(A) = rk(U) = numero delle colonne dominanti di U = n.

Dunque m =rk(A) =n ed A & quadrata, m x m.

Essendo A quadrata ed R inversa destra di A, R & anche inversa sinistra di A ed A~! = R.

Sia A una matrice m x n con m < n e rk(A) = m. Si provi che esiste B # O tale che AB = O (sugg.: si
usi lesercizio precedente).

Essendo rk(A) = m = numero delle righe di A, A ha inverse destre, e poiche A non & quadrata (m < n),
dall’esercizio precedente segue che A ha piu di un’inversa destra. Siano R; ed Ry due distinte inverse destre
di A. Allora

igl B } AR;-Rz) = O
2 = R,-R;, # O
Ri # Ry

e si puo prendere B = R; — Ra.

Si trovi una forma ridotta di Gauss-Jordan per la matrice A =

Facendo una E.G. ”in avanti” su A otteniamo
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2 -2 2 0 0 6 1 -1 1 0 0 3
A= 2 -2 3 -2 -1 8 E41(—3)E31(2)E21(—2)E1(3) o o0 1 -2 -1 2 E42(-1)
“l-2 2 -2 0 0 5 0 0 0o 0 o0 11
3 -3 4 -2 -1 12 o o0 1 -2 -1 3
1 -1 1 0 0 3 1 -1 1 0 0 3
N o o0 1 -2 -1 2 Ea3(—1)Es(f) 0o 0 1 -2 -1 2| _ U
0O 0 0 O 0 11 0O 0 0 0 0 1)
0o 0 0 O 0 1 0O 0 0 0 0 O
Facendo ora una E.G. ”all’indietro” su U otteniamo
1 -1 1 0 0 3 1 -1 1 0 0 0
U 0 0 1 -2 -1 2 Ey3(—3)E23(—2) 0 0 1 -2 -1 0 Ei12(—-1)
= e —
o 0 0 0 o0 1 o 0 0 0 o0 1
0o 0 0 0 0 O 0o 0 0 0 0 O
1 -1 0 2 1 0
0 0 1 -2 -1 0
“{o 0o 00 o 1|7V
0o 0 0 0 0 O
W & una forma ridotta di Gauss-Jordan per A.
0 1 0
Sia A(a)=[ a «* -—a |, dovea€R. Perqueglia € R per cui A(a) & non singolare, si calcoli
200 202 1
A(a)~ L
0O 1 0 | 100 .
(Al@) | )= a a* —a | 0 1 0 “
20 222 1 | 0 0 1
a a® —a | 01 0\ mEy(-20)E(L) ’a # 0 : A(0) non ha inversa
—={ 0 1 0 | 10O
20 222 1 | 0 0 1
1 1 .
1 a -1 o L oo Es(ts) | # —5 A(- 5) non ha inversa
—10 1 0 | 1 0 0
0 0 14+2a | -2 1
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97
1 a-1]0 1L 0 L a 0| 0 i 199
=101 |1 0 0 | 2D o 1 0 | 1 0 o | Bz,
2 1
00 | 0 - 1+2a 1+2a 0 0 1 ‘ 0 - 1+22oc 1+12a
1
1 0 O | —Q m 1+2a
S0 10| 1 0 0
2 1
0 01 | T 112a 1+2a
1 1
1 ® Y0+2a) 1+2a
Se|la ¢ {0,—=} A" t=1| 1 0 0
2 0 —-—2_ _1_
142« 1+2a
Sia A = (f;z 1—_i2>' Si calcoli A1,
Ricordando che )
a b\ 1 d —b
(c d) _adbc<—c ) se ad=be#0,

si ha:

Al — 1 —i =144\ 1 —i =144\ 1 i —1+474
T 6i(—i)—31-9)\-3 6 ) 6-3+3i\-3 6 ) 3+3i\-3 6

Poiche

1 1 3+ 3 3—3i 3— 3 3—3: 1 1,
T = ,Xiz N ~ = - = :—_727
3+3i 3+3 3+3i (3+3)(3-3i) 32-322 9+9 6 6
allora
_ 1 1./ —-i —-1+44
1—7_7
AT =G 6’)(—3 6i )

@ Si dica per quali o € C la matrice A(a) = <a td o

. > e non singolare. Per tali o, si trovi I'inversa
a+ 3
di A(a).

o —1

Ricordando che (CCL d) & non singolare se e solo se ad — bc # 0 ed in tal caso si ha

a b\ ' 1 d —b
c d T ad—be\—c a )’

allora A(a) & non singolare se e solo se

(a+3i)(a— i) — a(a + 3i) = —i(a + 34) # 0,
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ossia se e solo se o # —3i, ed in tal caso si ha:

1 a—1 -
Alo) t= ——— . .
(2) —i(a + 3i) (—a— 3t a—|—32>

Sia A = E47(2)E3(6)E12( — 3)E24E5(3) di ordine n. Si scrivano A~! ed AT come prodotti di matrici
elementari.

Per ogni i,j =1,...,n, con i # j, ed ogni ¢,d € C con d # 0 si ha

Ejj(c)' = Ejj(—c) ed Ej(c)" = Ejlc),
Ei(d)"' =E;(1/d) ed E;(d)? =E;d),
Eij71 = Eij = EijT.

Inoltre, se B, C € M,,(C) allora (BC)T = CTBT, e se in pili esistono B~! e C! allora esiste (BC)™! ed ¢
(BC)"t=C"'B7L

Quindi da A = E47(2)E3(6)E12( — 3)E24E5(3) segue

A7 = (E47(2)E3(6)E12( — 3)E24E5(3)) ! = E5(3) 'Eaq 'E1a( — 3) 'E3(6) 'E4r(2) ' =

= Es(%)E24E12(3)E3(%)E47( -2)

ed

AT = (E47(2)E3(6)E12( — 3)E24E5(3))” = E5(3) T Eas ' E12( — 3)TE3(6)TE4r(2) =
= E5(3)E24E21( — 3)E3(6)Er74(2)

« 3a 2x —2a
0 0 a?24+9 o?+9
Sia A(a) = 2 6 4 —-34+a |,dove acC.
1 3 1 —6 — 3
a+l 3a+3 2a+1 -1

(a) Per ogni a ¢ {0, 3¢, —3i} si trovi una decomposizione A (a) = L(a)U(a), scrivendo anche L(«) come
prodotto di matrici elementari.

(b) Per ogni « ¢ {0, 34, —3i} si trovi una decomposizione a rango pieno A(«) = Lo(a)Ug(a).
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[o] 3 20 —2a
[0] 0 a®+9 a’+9
A(e) = 6 4 3+a

3 1 —6-3a
a+1| 3a+3 2a+1 -1
13 2 -2
0 0 a®+9

—10 0 a+1
0 0 —3a—4
0 0 20+ 1
13 2 -2
00 1 1

-0 0 0 a+1 [=B()
000 —3a—3
000 2a+2

E51(—Oz—l)E41(—1)E31(—2)E1(%) (6% # O

1°CASO| o # —1 (nonche a # 0, 3i, —3i)

-2

E52(1)EBa2(1) B2 (

>

13 2 13 2 -2
00 1 1 00 1 1
B(a)=|[0 0 0 000 1 |=U()
00 0 Es3(—20—2)Ea3(3a+3) E3(547) 000 0
0 0 0 0 00 O
[a] 0 0 00
[0] |a?+9 0 0 0
Liw) - 0] 00 |-
—1] [-3a-3] 1 0
[a+1] [-1] [2a+2] 0 1

99

= El(a)E31(2)E41(1)E51(a + 1)E2(O¢2 =+ 9)E42( — 1)E52( — 1)E3(O¢ —|— 1)E43( — 30{ — 3)E53(204 —|— 2)

a=-1
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13 2 -2
001 1
B(-1)=|0 0 0 0 [=0U(-1)
000 O
000 O

S O = O O
o = O O O

0
0
0| =E1(—1)E31(2)E41(1)E2(10)Eg2( — 1)Es2(— 1)
0
1

=

=

I
EE=E]
L= -

Se a € {0,3i,—3i} non & possibile trovare una forma ridotta di Gauss di A(«a) senza fare scambi
di righe, quindi A(a) NON ha una decomposizione L(a)U(a).

Per ogni a ¢ {—1,0,3i, —3i}, si ha una decomposizione a rango pieno A(a) = Lo(a)Ug(«) prendendo

o 0 0
1 3 2 -2 0 o*+9 0
Up(a)=10 0 1 1 e Lo(a) = 2 0 a+1 ;
0 0 0 1 1 -1 —3a—3
a+1 -1 2a0 + 2
per a = —1 si ha una decomposizione a rango pieno A(—1) = Lo(—1)Ug(—1) prendendo
-1 0
0 10
Uo-1)= (! 2 2 2)eLo(-1=| 2 o0
00 1 1
1 -1
0 -1
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 5

3 9 -6 0
-2 -6 4 -1

SaA=|0 2 —4 0
1 7 6 0

1 -4 10 —4

(a) Si trovi una decomposizione A = PTLU.

(b) Si trovi una decomposizione a rango pieno per A.

Applicando 'algoritmo di Gauss ad A si ottiene:

3 9 -6 0 1 3 -2 0
A _02 _26 _44 01 Es1 (=) Ba (1) B () Ex (§) 8 g _04 _01 Bas
1 7 6 0 0 4 8 0
1 —4 10 -4 0 -7 12 -4
1 3 -2 0 1 3 -2 0
0 2 -4 0 01 -2 0
o o 0 —1 Es52(7)Ea2(—4)E2(3) 00 0 —1 &)
0 4 8 0 0 0 16 0
0 -7 12 -4 0 0 -2 —4
13 -2 0 13 -2 0 1 3 -2 0
01 -2 o0 N 01 -2 0 01 -2 0
~lo o 16 0 E53(2)E3(35) 00 1 0 E54(4)E4(-1) 00 1 0
00 0 -1 0O 0 0 -1 00 0 1
00 -2 -4 00 0 -4 00 0 O
Sia
1 0 0 0 O 1 0 0 00O 1 0 0 0O
01 0 0 O 0 01 0O 0 01 0O
P=EgE>3=]10 0 0 1 0 01 0 O0O0O|=]00U0T10
0 01 0O 0 0 01O 01 0 0O
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0O 0 0 0 1
Allora
1 0 0 0O 3 9 —6 0 3 9 -6 O
00100 -2 -6 4 -1 0 2 -4 0
PA=|0 0 0 1 0 0 2 -4 0 = 1 7 6 0
01 0 0 O 1 7 6 0 -2 -6 4 -1
0 0 0 0 1 1 -4 10 -4 1 —4 10 -4

101

Applichiamo ’algoritmo di Gauss senza scambi di righe a PA. Otteniamo una decomposizione LU per

PA:
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4

\||}

—
000_
A < [\
Il ®° e

3ll@-3looo

— o O O O

OOOJ.A__L
ﬁ_vA__164m
T

— o O o O
N

S

1

E53(2)E3(

ed

= [~]=]=]

0
0
0]
[-7] [-2] [-4]

=129 =

I
=

=PTLU dove

Dunque A

S OO —=H O

22100

N — O O O

— O O O O

SI NOTI:

)ﬂ

S o S —

0
1
0 0 O
0
0

0
0
1
0
0

10 0 0 0
0 1 0 0 O
1

0 0 O

N~
—
SO o O -
OO O —H O
O — O O O
oo —H OO
— O O O O
(I\

I

<

[22]

=

[2¢]

a

=

Il

e che facendo un’eliminazione di Gauss su HA si ottiene:

1) —
—4

-1 6
= 4

0 —4

—4 1 —4 10

6
10

—6
4
—4

—6
2
7

—4

3
1 0 -2
0
1
1

01 0 00

— O

o O

10 0 0 O

0 0 O

S O

|

HA
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13 -2 0
Es1(—1)E31(2)Ea1(—1)E1(3) 8 3 g _01 -
0O 2 —4 0
0 -7 12 —4
1 3 -2 0
Es2(7)Ea2(—2)E2(3) 8 (1) (2) —01
00 -8 0
0 0 26 —4

Dunque HA non ha una decomposizione LU.

Quindi e fondamentale, per costruire P, ’ordine in cui si moltiplicano le matrici corrispondenti agli scambi
di righe effettuati (si parte dall’ultimo procedendo a ritroso).

Dall’eliminazione di Gauss fatta su A si ottiene che

1 1 1
Es4(4)E4( — 1)E53(2)E3(1—6)E34E52(7)E42( — 4)E2(§)E23E51( —1DEsu (- 1)E21(2)E1(§)A =U.
Quindi la tentazione di intuire L direttamente da questa eliminazione di Gauss & fuorviante: posto

B = Boa(1)Ba( — 1)Bs(2)Bs (1) Bsa(1)Baa( — 9)Ba(1)Bsa(~ DEar(~ DB (2B (3)

il prodotto delle matrici elementari diverse da quelle corrispondenti agli scambi di righe, si ha che BPA # U,
e quindi PA # B~'U, ossia B! non ¢ un buon candidato per L.

Mostriamo che esistono una forma ridotta di Gauss U* per A, una matrice di permutazione P* ed una
matrice triangolare inferiore non singolare L* tali che

U* £ U, P* £P, L* #L, ma A = (P*)TL*U* = PTLU,

ossia la decomposizione A = PTLU non & unica.

Facciamo una eliminazione di Gauss su A scegliendo degli scambi di riga diversi da quelli scelti nell’eliminazione
che abbiamo fatto precedentemente.

3 9 —6 0 1 3 -2 0
A — _02 _26 _44 _01 Es1(=1)Ea1(—1)E21(2)E1(3) 8 (2) _04 _01 L}

1 7 6 0 0 4 8 0

1 —4 10 -4 0 -7 12 -4
1 3 -2 0 1 3 -2 0
0 4 8 0 0o 1 2 0

= 1o 9 4 0 Es52(7T)E32(—2)E2(3) 0 0 —8 0 N

0 0 0 -1 00 0 -1
0o -7 12 —4 0 0 26 —4
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A, partiamo, ad esmpio, dalla decomposizione A

1eNno0 per

Per trovare una decomposizione a rango p

PTLU dove
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Calcoliamo PTL:

10000
00010
PP"=10 1 0 0 0
001 00
00 0 0 1
1 00 00 30 0 0 0 3 0 0 0 O
00010 0O 2 0 0 0 -2 0 0 -1 0
P'’L=]0 1 0 0 0 1 4 16 0 ofl=lo0o 2 o 0 o
00100 -2 0 0 -1 0 1 4 16 0 0
000 01 1 -7 =2 —4 1 1 -7 =2 —4 1

Allora A = BU e si ottiene una decomposizione a rango pieno A = BoUj prendendo

13 -2 0 3 0 0 0

01 -2 0 2 00

Uo = (§] Bo = 0 2 0 0
0 0 1 0

00 0 1 1 4 16 O

1 -7 -2 -4

105

ossia prendendo come Uy la matrice che si ottiene da U togliendo le ultime m — k righe, dove m = 4 = numero
delle righe di U e kK = 3 = rango di U (e quindi anche k = rango di A), e prendendo come By la matrice
che si ottiene da B togliendo le ultime m — k colonne (ossia le colonne in posizioni corrispondenti alle ultime

righe nulle tolte da U).

R? & uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni:

+ R? x R? — R2 e * R x R2 — R2

((3)-(2) = (279 (. (5)) =~ (%)

Si provi che invece R? non ¢ uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni:
+1: R? x R? — R? e *1: RxR? — R?

((3)(2) ~ (7a) ((3)) = ()

R? sarebbe uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni +' e ! se fossero verificate tutte le seguenti

condizioni:
1) uttv+w)=@u+'v)+!'w Vu,v,weR?
(2) ut+tv=v+lu Vu,veR?
B) ax'(B*'v)=(a-B)xlv VveR: Va,BeER
(4) 1xlv=v VveR?



106 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2011/2012, GEMMA PARMEGGIANI
B) (a+pB)stv=axlv+iBslv YveR? Va,BeR
6) axt(u+lv)=axlutltaxlv VuveR?* VaeR
() IweR?)|v+iw=v VveR?
(8) VveR? FJueR?|v+lu=w (w del punto 7)

Essendo u+! v = u+ v per ogni u,v € R?, le condizioni (1), (2), (7) e (8) sono verificate (con w = <8>
in (7)).

La condizione (3) ¢& verificata: se v = (Z) € R?

o (5 (5)) = () = (i) = () =97 ()

La condizione (4) NON ¢ verificata: se v = (Z) € R?

= (2)-()

per cui prendendo v con prima componente a # 0 si ha che 1 ' v # v.

Dunque R? non ¢ uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni +! e *!.

Si provi che R? non ¢ uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni:

+2. R? x R? — R2 e %2 R x R2 — R2

((3)-(2) = (279 @(3)) = (&)

R? sarebbe uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni +2 e %2 se fossero verificate le otto condizioni
elencate nell’esercizio precedente con +2 al posto di +! e %2 al posto di *'.

Essendo u+% v = u+ v per ogni u,v € R?, le condizioni (1), (2), (7) e (8) sono verificate (con w = (8)
in (7)).

La condizione (3) & verificata: se v = (Z) € R?

ot (5 (3)) = (5) = (aon ) = (i) =2 ()

La condizione (4) & verificata: se v = (Z) € R?
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La condizione (5) NON ¢ verificata: se v = (Z) € R?
2 a o a
s (5) = (lom)

o i (g) +2 5% (Z) + = (occlb) - (ﬁab) - <ab2+aﬁb)

per cui prendendo v con prima componente a # 0 si ha che

Dunque R2 non & uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni 42 e #2.
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 6

Si provi che linsieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n & un sottospazio vettoriale di
M, (C) e che l'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n non &.

Sia Wy = {A € M,,(C)|A = AT} D'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n.
(i)  Opxn € Wi: OT =0
(i) ABeW, == A+BeW,

AcW, = AeM,(C)
— A +B e M,(C)
BeW, = B e M,(C)
:>A+B€W1
AcW, = A=AT
— (A+B)=AT+BT"=A+B

BeW, — B=BT
(iii) acC,AeW; = aAecW,

AcW, — A e M,(C)= aA € M,(C)
= aAeW;
AcW, = A=AT = (aA)T =aAT =aA

Sia Wy = {A € M,,(C)|AH = —A} T'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n.
(Z) Opxn € Wa: o7=0=-0
(i) ABeW, = A+BeW,

AcWy,=— A e M,(C)
= A +B e M,(C)
B e W, = B <€ M,(C)
= A+BecW,
AcW, = A" =_A
— (A+B)f=Af + B = A+ (-B)=—-(A +B)

B€W2:>BH:7B

(1i)) aeC,AeW, == oA eW,
AcWy,=— A e M,(C) = aA € M,(C)

AcWy, = A" = A = (aA)? =aA" =a(-A) = —aA
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Non & vero che A € W5 per ogni scalare o« ed ogni A € Ws:

prendendo A # O si ottiene che

aA = A 4? a=oa < aeclR

poiche A # O

Quindi se O # A € Wy e a ¢ R (ad esempio se A ¢ la matrice n x n con 1 al posto (1,n), —1 al posto (n, 1)
e 0 altrove, ed a = i) allora A ¢ Wa.

Dunque W5 non ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale M, (C).

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & un suo sottospazio:

(o, ()] e {(2) e

o Per vedere se W, & o non ¢ un sottospazio di R? occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 e
(i4) u+ v € Wy per ogni u,v € Wy,

(791) au € Wi per ogni u € W; ed ogni scalare a.

(i) 0= (8) € Wy perche 0 —2-0=0.

(73) Se u = (Z/l), v = (22) € Wy, allora
1 2

1 —2y; =0
3?2—2:[/2:0

Di conseguenza
(x1+22) = 2(1 +12) = (#1 = 2p1) + (22 = 292) =0+ 0 =0,

.. r1 + T2
equindiu+v = e Wj.
q (y1—|—y2) 1

(#ii) Se u = <§> € Wy, allora  — 2y = 0. Ne segue che per ogni scalare a € R si ha

ar —2ay=a(r—2y)=a-0=0,

e quindi au = « (x) = (a:r) e Wy.
Y ay

Dunque W; & un sottospazio di R2.
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o Per vedere se W5 & o0 non & un sottospazio di R? occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 € Wy
(17) u+ v € W per ogni u,v € Wy,

(#i1) cu € Wy per ogni u € W5 ed ogni scalare «.

(1) 0= <8> € Wy perche 02 —2-0 = 0.

(7)) Se u = (;1) v = (52) € Wa, allora
1 2

(%) {:c%—zyl:o

23— 2y, =0

Perche u+v = (21 i §2> appartenga a W5 occorre che sia soddisfatta la condizione:
1 2

(#%)  (z1+22)% = 2(y1 +y2) = 0.

Da (x) segue
(21 +22)? = 2(y1 + y2) = af + 23 + 2x122 — 2(y1 +y2) =

*)
= (95% —2y1) + (963 — 2ys) + 2z 29 “ 2z,

per cui prendendo

Tl 75 0
i) 7é 0
12
=%
{L’2
Y2 = F
si ha che (x) & soddisfatta, ma (*x) no, ossia u = (w1>7 v = <x2> eWy, mau+v= (wl +x2> Z Wy
hn Y2 Y1+ Y2
(ad esempio, con u =v = (}) € Wysihache2u=u+v = <?) ¢ Ws). Quindi W5, non soddisfacendo
2

la condizione (ii), non & un sottospazio di R2.
o Per vedere se W3 & 0 non ¢ un sottospazio di R? occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(’L) 0ecWs

(#9) u+ v € W3 per ogni u,v € Ws,

(791) au € W3 per ogni u € W3 ed ogni scalare a.
(i) 0= (8) Z Wy perche 0 —2-0=0 # 1.

Dunque W3, non soddisfacendo la condizione (i), non & un sottospazio di RZ.
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Sia A € M,,(C). Si provi che i tre seguenti sottoinsiemi di M,,(C) sono sottospazi vettoriali di M,,(C):
Wi ={B € M,(C)|AB =BA}, W, = {B € M,,(C)|AB ¢ scalare} e W3 = {B € M, (C)|AB =BT}

W1 & un sottospazio di M,,(C):
(i) Onxn € Wit Opxn € My(C) e AO = O = OA.
(i) B,CeW; = B+CeW;

BeW, = B e M,(C)
= B+ C e M,(C)
CeW, = Ce M,(C)
—B+CeW;
BelWW;, — AB =BA
= A(B+C)=AB+AC=BA+CA=(B+C)A

CeW, = AC=CA

(i) acC,BeW, = oBeW,

BeW; = B e M,(C) = aB € M,(C)
— aoBeWW;
BeW, — AB =BA — A(aB) = a(AB) = a(BA) = (aB)A

Wy & un sottospazio di M, (C): poiche
BeW, < B e M,(C) ed 36 € C|AB = igl,,

e poiche M, (C) ¢ uno spazio vettoriale (per cui la somma di due matrici di ordine n ed il prodotto di una
matrice di ordine n per uno scalare sono matrici di ordine n) ¢ sufficiente verificare che
(i)  AO,x, =0 =0I, per cui esiste 6o € C tale che AO = dpl, (si prenda o = 0).

(i) Se B e C sono matrici di ordine n tali che esistano dg,dc € C per cui AB = I, e AC = icly,
allora

AB+C)=AB + AC =0Bl,, + ocl, = (0B + 0c)Ia.
Quindi esiste dp+c € C tale che A(B + C) = dpcln: si prenda dprc = 0B + dc.
(#i1) Se a € C e B ¢ una matrice di ordine n per cui esista og € C tale che AB = dgl,, allora
A(aB) = a(AB) = a(dsl,) = (adp)I,.

Quindi esiste d,p € C tale che A(aB) = d,81I,: si prenda d,p = adp.

W35 & un sottospazio di M,,(C):
(i)  Opxn € W3: Opxn € M,(C) e AO =0 = 0O7.
(i) B,CeW; = B+CeW;
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BeW; = Be M,(C)
— B+ Ce M,(C)
CeW; = Ce M,(C)
BeW; = AB =BT
— AB+C)=AB+AC=B7+C” = (B+C)T

CeW; = AC=CT

(i) acC,BeW; == oBeW;

BeW; = Be M,(C)= aB € M,(C)
= aBcWs
B e W3 = AB =BT = A(aB) = a(AB) = oBT = (aB)T

Sia V = R? (sp. vett. reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V & un sottospazio vettoriale di V:
0 0 0 a—2 a—2
OIS (OO S G S P IS

e S; ¢ un sottospazio vettoriale di V: 1'unico elemento di S; ¢ il vettore 0 = (8), e0+0=0€eS5;¢e

a0 = 0 € S; per ogni scalare a (S; & il sottospazio nullo di R?).

e S, non € un sottospazio di V: contiene ey = ma non contiene es + e = 2e; (d’altra parte nessun

0
1
sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale W che contenga un elemento non nullo w # 0 puo essere un
sottospazio di W: se U & un sottospazio di W che contiene w # 0, allora U deve contenere l'insieme infinito

di vettori {aw|a scalare }, per cui U stesso deve essere infinito).
e Per vedere se S3 € o non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 € S3
(#i) u+ v € S3 per ogni u,v € Ss,

(#i1) cu € S3 per ogni u € S3 ed ogni scalare a.

a—2

(7) esistono a,b € R tali che (8) = ( b

): si prenda a =2 e b= 0, quindi 0 € S3

(ii) Se u,v € S3 esistono ay, by, as,bs € R tali che
. ayp — 2 o ag — 2
(7))

u+vesS; << 3 ag,b3€R|u+v:<a3b2).
3

inoltre
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Poiche u+v = (alb: 2) + <a2b; 2) = (albi—j—gb; 4), basta prendere ag = a1 + as — 2 e bg = by + bs.

(#i7) Se u € S5 esistono a,b € R tali che u = (a ;

2 ), inoltre per ogni scalare o € R
c—2
au€esS; < A3 c,d€R|au:< d )

Poiche au = « <a ; 2) = (aaab2a>’ basta prendere ¢ = aa — 2a + 2 e d = ab.

Dunque S3 € un sottospazio di V.

e Per vedere se S4 € 0 non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 € Sy

(#9) u+ v € Sy per ogni u, v € Sy,

(#i1) cu € Sy per ogni u € Sy ed ogni scalare .

(i) Perche 0 appartenga a S4 occorre che esista a € R tale che (8) = (Z _T_ ?) Poiche il sistema
a—2=0
a+1=0

nell’incognita a non ha soluzioni, allora S; non € un sottospazio di V.
Si dica se Wi = {i-v|v € R"} e Wy = {2 v|v € C"} sono sottospazi di C".

Per vedere se W7 € o non & un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 e Wy
(i) ug + ug € Wi per ogni ug,uz € Wy,
(133) cu € Wy per ogni u € Wi ed ogni o € C.

(1) esiste v € R™ tale che 0 =i - v: si prenda v = 0. Quindi 0 € W

(ii) Se uy,uz € Wi esistono vi,ve € R™ tali che u; =i-vy ed ug =i - va. inoltre
u; +ug € Wy <~ | V3€R"\U1+u2:i~V3.

Poiche uy +ug =i vy +1i-vy =i-(vy + va), basta prendere vz = vy + va.

(#i1) Se u € W7, esiste v € R™ tale che u =i - v, inoltre per ogni scalare o € C
ocueW, << FIweR'|au=i-w.
Poicht au=a - (i-v) =i (a-Vv),

acueW; YueW,aeC <<= w=a-veR" VweR" aeC.
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Prendendo ad esempio v =e; € R" ed a =i € C, si ha che av =i -e1 ¢ R" (quindi u =1 -e; € W; mentre
au =i%-e; = —e; € Wi, non esistendo z € R" tale che —e; =1 - z).

Concludendo, W7 non ¢ un sottospazio vettoriale di V.

Per vedere se W5 & 0 non € un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 € Wy
(i) ug + ug € W per ogni ug,uz € W,
(731) au € Wy per ogni u € W5 ed ogni a € C.

(i) esiste v € C™ tale che 0 = 2 - v: si prenda v = 0. Quindi 0 € W5
(#4) Se uy,uz € Ws esistono vy, ve € C" tali che uy =2-vy ed ug = 2 - va. inoltre
utueWy, << I vzeC'uit+uz=2-vs.

Poiché ug +uz =2-vy +2-vg =2 (vy + va), basta prendere vz = vy + va.

(77i) Se u € Wa, esiste v € C™ tale che u = 2 - v, inoltre per ogni scalare o € C

aueW, <«— FIweC'lau=2-w.
Poicht cu=a-(2-v) =2 (a V),
aueW, YueW,aeC <= w=a-veC" ¥VweC"aeC.

Dal momento che C™ ¢ uno spazio vettoriale, allora av € C™ per ogni v € C” ed ogni a € C.

Concludendo, W5 & un sottospazio vettoriale di V.

@ Sia W = { < —Oa 8) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2. Si provi che W e

un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ma(R) e si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Mz (R)
€ un insieme di generatori per W:

ol Dol D6 DS D)

Proviamo prima che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R).

(Z) 02><2 cW: ngg EMQ(R) e ng? :OQXQ :_OQXQ
(i)
AecW = A e MR)
e A + B € My(R)
B e W = B € My(R)
= A+BeW
AeW = A=—-AT
= (A+B)T=AT+BT=-A-B=—-(A+B)

BeceW = B=-BT
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(i) a€C,AeW == aAeW

AcW = A € Ma(R) = aA € My(R)
= oaAeW
AcW = A=-AT = (aA)T =aAT =a(-A) = —aA

1) esiste a € R tale che 00 = 0 a : si prenda a = 0.
0 0 —a 0

(i1) Se A, B € W esistono a,b € R tali che

0 a 0 b
a=(50) e ==(5 0):

inoltre

A+BeW <= 3 c€R|A+B(OC 8)
s (0 a 0 b\ _ 0 a+b _
P01CheA+B—<_a O>+<—b 0>_<—(a+b) 0 ),bastaprenderec-a+b.

0

(7i1) Se A € W esiste a € R tale che A = ( g), inoltre per ogni scalare « € R

aAeW — 3 beR3|aA:(_0b 8)

Poiche A =« 0 a = 0 aa , basta prendere b = aa.
—a 0 —aa 0

Dunque W & un sottospazio di M3 (R).

Vediamo ora quale tra (a), (b) e (c) & un insieme di generatori di W.

115

(a) Dal momento che ogni elemento di {(0 _1> ; ( 0 2)} e un elemento di W, per stabilire se

1 0 -2 0

1 0 -2 0

0 -1 0 2 N . . . - . . .-
{ < ) ; ( ) } € o non e un insieme di generatori di W, spazio vettoriale reale, occorre stabilire

se per ogni A € W esistono «; ed as numeri reali tali che

(0 -1 0 2\ [ 0  —a+2m
Aal(l 0>+O‘2<—2 0><a1—2a2 0 >

0

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = (

il sistema
—a1 + 209 = a
(+) {al — 200 = —a

8), il problema diventa stabilire se per ogni a € R
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nelle incognite reali a, s ha soluzione. (x) & equivalente all’unica equazione
o] — 200 = —a

che ha soluzioni per ogni a € R (si prendano ad esempio oy = 0 ed a; = —a), allora U'insieme di vettori

{ <(1) _01> ; <_O2 (2)) } € un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

(b) Poiche ((1) 8) ¢ W, allora { < _01 (1)> ; (é 8) } non ¢ un insieme di generatori per W.

(c) Dal momento che (_03 ?)) € W, per stabilire se {(_03 ?)

per W come spazio vettoriale reale occorre stabilire se per ogni A € W esiste « € R tale che
0 3 0 3a
A‘“(—?, 0) - (—Sa 0 )
0

() { Sa=a

—3a=—a

)} ¢ o non € un insieme di generatori

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = ( 8), il problema diventa stabilire se per ogni a € R

il sistema

nell’ incognita reale « ha soluzione. Poiche (xx) ha soluzione per ogni a € R (o = a/3), allora { ( _03 g) }

¢ un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

1 3 1
Sidicase S=<vi=|-1];vo=| -4 |;vs=1] 2 ¢ un insieme di generatori di R3.
2 8 —4
a
Per stabilire se S ¢ o non ¢ un insieme di generatori di R3 occorre stabilire se per ogni | b | € R? esistono
c
a1, a9, a3 € R tali che
a 1 3 1 a1 + 3as + a3
b = @1V] + Q2Vy + Q3Vy == -1 “+ o —4 + a3 2 = —Q] — 4042 + 2&3
c 2 8 —4 201 + 8ag — 4
ossia che il sistema lineare
a1+ 3as+a3 =a
(*) —aq —4ag + 203 =0b
201 + 8ag — 4z = ¢
nelle incognite a1, g, a3 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.
Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene
1 3 1 | a 1 3 1 a
-1 -4 2 | V] —|0 -1 3 | a+b | —m——
) ] 4 | c E31(—2)E21(1) 0 2 —6 | c—%2a E32(—2)E2(-1)
13 1 | a
=10 1 -3 | —a-b
00 0 | 2b+c
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Poiche esistono a, b, ¢ € R tali che 2b + ¢ # 0 (si prendano ad esempio a = b =0 e ¢ = 1), allora (x) non ha
soluzione qualunque siano a, b, c € R, per cui S non ¢ un insieme di generatori di R3.

1 3 1
Sianovi = | 2 |;va=[6] evsg=|3] ed es € R% Si dica per quali € R l'insieme di vettori
0 0 4

S(z) = {v1;Vva;v3;z - eg} ¢ un insieme di generatori di R3.

a
S(z) = {v1;Vva;Vv3;x - ez} & un insieme di generatori di R? se e solo se per ogni | b | € R? esistono
C
a1, 9, a3, a4 € R tali che
a
b = V1 + QoVy +Qa3vg + QT -e3 =
c
1 3 1 0 a1 + 3az + as
= | 2| 4+ax| 6| 4+ag| 3| 4+agz-x| 0] =1 201 +6as + 3a3
0 0 4 1 daz + aux

ossia se e solo se il sistema lineare
a1+ 3as+ag =a
(*) 200 + 6 +3a3 =b
40&3 + a4x = C
nelle incognite a1, g, a3, ay ha soluzione per ogni a,b,c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1310 | a 1310 ] a
26 30| b|]——>(0010 ]| b-2a]|—
00 4 x | ¢/ P2 N0 04 2 | ¢
1310 | a

— |0 0 1 0 | b—2a =(B(z) | c(z))

Ba2a=9 \0 0 0 2 | ¢c—4b+2a

Sex#0
1310 a
(B(z) | c¢(z))—— [0 0 1 0 | b—2a | =(U(x) | d=x))
E3(1) 00 0 1 ‘ c—4b+8a

x

Poiche d(z) ¢ libera per ogni a,b,c € R, allora S(z) ¢ un insieme di generatori di R3.

Sex=0

1 3 0
(BO) [ ¢c©)=10 0 0 [ b=2a | =(U@O) | d(0))
0 0 0

| ¢c—4b+8a
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Poiche esistono a, b, c € R per cui d(0) & dominante (ad esempio si prendano a = b =0 e ¢ = 1), allora §(0)
non & un insieme di generatori di R3.

Concludendo, S(z) & un insieme di generatori di R? se e solo se x # 0.

@ Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
vi=|4];ve=16];vs=| -1 ; wy3= |4 ]|;w2=1|0];wg=1{-1];
0 2 1 0 2 1

(1) 1l problema & stabilire se gli unici numeri reali oy, as, as per cui a3vy + agve + agvs = 0 siano
a1 = ag = ag = 0, oppure no. Poiche, dati oy, ag, ag € R, si ha

0 4 2 40[2 + 20&3
a1Vy] + (Vo + a3V3y = (1 4 + a2 6 + Q3 -1 = 40[1 + 60(2 — Q3 5
0 2 ]. 2(12 =+ Qs
0
allora a;vy + agva +a3vy =0= | 0 | se e solo se
0
dag +2a3 =0
(*) 4oy + 600 — a3 =0
20&2 —|— a3 = 0
Il problema diventa quindi stabilire se il sistema (%) (nelle incognite oy, @, a) abbia un’unica soluzione (e
0 04 2 | O
quindi la soluzione nulla [ 0 |), oppure no. La matrice aumentata di () &: [ 4 6 -1 | 0
0 02 1 | 0
Facendo un’eliminazione di Gauss si ottiene:
04 2 | 0 Br(3) B 1 3/2 -1/4 | 0
4 6 -1 | 0)] ———— |0 4 2 | 0] —
02 1 | O 0 2 1 | 0
L 1 3/2 -1/4 | 0
E33(—2)E2 (1
32(—2)F2(3) 0 1 12 | ol=(u | o
0 0 0 | 0

Poiche non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha oo soluzioni. In particolare () ha una
soluzione non nulla, e quindi {vy,va,vs} ¢ linearmente dipendente (ad esempio, poiche (x) € equivalente
a

a1+%a2—ia320
ag + %063 =0

prendendo a3 = 1 con la sostituzione all’indietro si ottiene ay = —% ed a; = —%Ozz — %Oé?, = % + i =1, ossia
1
f% ¢ una soluzione non nulla di (%) e v; — %VQ 4+ v3 = 0 ¢ una combinazione lineare nulla di vi,va,v3
1
con coefficienti non tutti nulli).
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O 0 ]. ]. 042+C¥3
(2) 0)=awi4+aswao+asws=a1 [4 | +as [ 0] +az| -1 ]| =401 —ag
0 0 2 1 209 4+ a3
OLQ+OL3:O
= (*) 4oy —az3 =0
200 + a3 =0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di

—~

*) si ottiene:

01 1 |0 A 10 —1/4 | 0
40 -1 | o) 22 o 1 1 | o]
02 1 |0 02 1 |0
10 —1/4 | 0 10 —1/4 | 0
P g o1 o) 22 501 1 | o]=(U | o)
00 -1 | 0 00 1 |0
0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha come unica soluzione la soluzione nulla | 0 |,
0

ossia
a1wi +aows +agwy3 =0 — a1 =as=a3=0.

Quindi {w1, ws, w3} & linearmente indipendente.

Siano V' uno spazio vettoriale ed & = {v1;va;v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.
Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:
(1) 81 ={va+vsvi+vsvs+vy+vs}
(2) Sz ={vi—2v3;vy +va;va+2vs}.

(1)
O=a(vo+vs)+B8(vi+vs)+o(vi+va+vs)=(B+d)vi+ (a+d)va+ (a+F+d)vs
B+06=0
— (%) a+d=0
i a+pB+6=0

poiche S & L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (*) si ottiene:

011 0 1010 101 |0

101 ] o0f B2, 10%011\()%

11110 110 01010
sy (1O L O\ L /1010

01 1 o) (o111 ]o0|=(Uu | o).

00 -1 | 0 00110
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0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, I'unica soluzione di (x) ¢ | 0 |, quindi S; & linearmente

0
indipendente.

(2) 0=a(vy —2vs)+ B(vi+va)+d(va+2v3) = (a+ B)vi+ (B +0)ve + (—2a + 26)vs

a+ =0
= () B+d6=0
1 —200+26 =0

poiche S e L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (x) si ottiene:

1 10| 0 (@) 1100 Fa(2) 11010
0 1 1] 0 = 01 1] 0 > 01 1] 0f]=(U | o).
-2 0 2 |0 022 |0 0000

Poiche U ha una colonna non dominante, (*) ha oo soluzioni, in particolare (*) ha una soluzione non nulla,
quindi S; € linearmente dipendente.
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 7

Sia V = {a+bx +cx?|a,b,c € C} lo spazio dei polinomi a coefficienti complessi di grado minore od uguale
a 2. Si provi che B = {2 + 2% 2 — 2%;1 + 2} & una base di V.

Per provare che B ¢ una base di V' occorre provare che B ¢ un insieme di generatori di V' e che B ¢ linearmente
indipendente (L.I.).

Per provare che B C V & un insieme di generatori di V occorre provare che per ogni a + bx + cz? € V esistono
scalari «, 8,6 € C tali che

a+br+cr?=a2+2%) + Bz —2%) +0(1 + ),

ossia che il sistema lineare

2a+d=a
(%) B+6=0>
a—fB=c

nelle incognite «, 8 e § ha soluzione qualunque siano a,b,c € C. Facendo una eliminazione di Gauss sulla
matrice aumentata del sistema si ottiene

2 0 1 | a 1o 1 | 4
o1 1| b)]—|0 1 1 | b |—
1 -1 0 | c Esi1(—-1)E1(3) 0 —1 _% ‘ c a E32(1)
L0 5 | 3 10 5 | 3
—10 1 1 | b —— |0 1 1 | b =(U | 4d)
00 2 | e—24b) 5@ X0 0 1 | 2¢c—a+2b

Poiche d & libera qualunque siano a,b,c € C, allora (*) ha soluzione per ogni a,b,c € C, e quindi B & un
insieme di generatori di V.

Per provare che B ¢ L.I. occorre provare che I'unica combinazione lineare nulla di suoi elementi ha tutti i
coeflicienti nulli, ossia che

a2+ 2H) +Bx—2)+6(1+2)=0 = a=p=656=0.

Da
0=a2+2%)+Bx—23)+6(1+x)=2a+06)+ (B+ )z + (a— B)a?

si ottiene il sistema lineare nelle incognite a, 5 e §

2+ 6 =0
() B8+6=0
a—p=0

Dal momento che (*x) si ottiene da (%) ponendo a = b = ¢ = 0, una forma ridotta di Gauss della matrice
aumentata di (#x) si ottiene da quella trovata per (x) ponendo a =b=c¢=0:

10 5 | 3 10 5 [0
01 1 | b = 01 1| 0]=(U | o)
00 1 | 2¢—a+2b 00110

ponendoa:b:c:O‘
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Poiche P'ultima colonna di (U | 0) & libera, (*x) ha soluzioni, e poiché 'ultima colonna di (U | 0) &
o 0

nulla, tra le soluzioni di (xx) c¢’¢ quella nulla (ossia | 8 | = | 0 |). Inoltre, dal momento che tutte le colonne
) 0

di U sono dominanti, (**) ha un’unica soluzione.

Dunque 'unica soluzione di (x*) & quella nulla, per cui B ¢ L.I.

s o= (3 (3 ) (00))

¢ una base dello spazio vettoriale V' delle matrici complesse triangolari inferiori 2 x 2.

Si provi che

Per provare che B € una base di V' occorre provare che B ¢ un insieme di generatori di V' e che B € linearmente
indipendente (L.I.).

Per provare che B C V & un insieme di generatori di V' occorre provare che per ogni A = (Z c) eV

esistono scalari o, 3,6 € C tali che

@ 0\ (10 2 0 0 0\ [ a+28 0
(b c>_O‘B1+5B2+5B3’_O‘<1 1>+5(1 1>+5(1 0>_(a+5+5 “+5>’

ossia che il sistema lineare

a+28=a
(%) a+pB+d=0>
a+pB=c

nelle incognite a, 5 e ¢ ha soluzione qualunque siano a,b,c € C. Facendo una eliminazione di Gauss sulla
matrice aumentata del sistema si ottiene

120 | a 1 2 0| a
111 | b|——-f0 11| b-a|—o
110 | ¢) Ba0Eal=D \g 1 0 | ¢—a/ BeWEAD)
12 0 | a 12 0 | a
—-l01 -1 | a=b|]—— |01 -1 | a=b|=(U | d).
00 -1 | ¢=b) 2D X0 0 1 | b—e

Poiche d & libera qualunque siano a,b,c € C, allora (*) ha soluzione per ogni a,b,c¢ € C, e quindi B & un
insieme di generatori di V.

Per provare che B ¢ L.I. occorre provare che I'unica combinazione lineare nulla di suoi elementi ha tutti i
coefficienti nulli, ossia che
OZB1+5B2+(5B3:O — Ol:ﬂ:(szo

0 0\ (10 2 0 0 0\ ([ a+28 0
(0 0)_aB1+5B2+5B3—a<1 1)+ﬁ<1 1>+6(1 0)_<a+ﬂ+5 a+ﬁ>’

Da
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si ottiene il sistema lineare nelle incognite «, 8 e §

a+28=0
(k) a+6+6=0
a+p8=0

Dal momento che (xx) si ottiene da (%) ponendo a = b = ¢ = 0, una forma ridotta di Gauss della matrice
aumentata di (#x) si ottiene da quella trovata per () ponendo a =b=c=0:

12 0 | a 1 2 0 | O
01 -1 | a—b = 01 -1 | 0]=(U | o).
00 1 | b—ec 1 00 1 | 0
’ponendoa:b:c:O‘
Poiche 'ultima colonna di (U | 0) & libera, (xx) ha soluzioni, e poiche I'ultima colonna di (U | 0) e
o 0
nulla, tra le soluzioni di (xx) ¢’ quella nulla (ossia | 8 | = [ 0 |). Inoltre, dal momento che tutte le colonne
5 0

di U sono dominanti, (**) ha un’unica soluzione.

Dunque 'unica soluzione di (xx) & quella nulla, per cui B & L.I.

Sia W l’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

2 2 1 1 1 1
o=forn(t Dot Do (i o= o= Dom(2 D)

€ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.
“Restringiamo”un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

Cs = <8 8) ¢ senz’altro combinazione degli altri:

C; =0 =0C; +0Cy + 0C3 + 0C4 + 0Cs,

per cui togliamo subito Cs (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

0 2 2 3 11 10 01
s=for=(2) =3 0) o= o)o=(o )=l 1)}

20 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di &1 7 Poiche

C; =2C4 =0C; +0C3 + 0Cy + 2C5
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ma anche

1 1
Cg = 501 = §C1 4+ 0Csy + 0C3 + 0Cy4

possiamo togliere da S; il vettore Cy, oppure possiamo togliere da S; il vettore Cg, ottenendo ancora un
insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano coppie di vettori di
cui ’uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno dei due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia C;, Cg e scegliamo di togliere Cj.

sefers (3 D (3 e (3 Den @ D)

30 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S, vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sg ?

Poniamo

Sia a1 Cs + a3C3 + a3C4 + a4Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S;. Allora da
0 0 _ 2 3 1 1 1 0 0 1 . 2000 + o + g 31 +as + ay
(0 0) - (3 0) e (1 0) s (0 1) o (1 1) = (3a1+a2+a4 o + o )
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite aq, as, as, oy
2000 + g + a3 =0
30[1 + oo+ oy = 0
az+ag =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

2 1101 0 1 L L oo Llo0 | o
E21(—3)E1(3 2. 2 _ 2 2

3101 | o 2EE0 g Tt T8 o) 252 (0 103 —2 | o],
001110 0 0 1 1|0 00 1 1 | 0

per cui il sistema e equivalente al sistema
1 )
Oél+§(12+50é3—0
(%) ag +3a3 — 204 =0

az+ag=0

il cui insieme delle soluzioni ¢

—2h
E];L |h € R
h
-2
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio 1 (si ponga h = 1), si ottiene
1

—9C, +5C5 — C4 + Cg = O,

per cui Cq,C3, Cy4 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di Sy e ciascuno di loro pué essere scelto
come elemento da eliminare da Ss.
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Scegliamo di togliere da S la matrice Cq (combinazione lineare degli altri elementi di S2) e poniamo

s={e= (i o)io= (o e (5 1)}

49 passaggio. Sz & ancora un insieme di generatori di . Esistono in Sz vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Ss ?

Sia a1 C3 + asCy4 + a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S3. Allora da
0 0 _ 1 1 1 0 0 1 (ot a2 a1t ag
(0 0) ™ (1 O) +a (O 1) tas (1 1) - (0&14—043 042+Oé3>
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite oy, as, ag
a1 +ay=0
a1 +a3=0
as +az =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

11010 1 1 0] 0
R (EEEIE—
011|0 0 1 1|0
11 0 |0 . 11 0 |0
Es(3)
— 01—1‘0 _— 01—1|0
0o 0 2 ‘0 0 0 1 |0

L’unica soluzione del sistema ¢ quella nulla, per cui S3 ¢ linearmente indipendente, ed ¢ una base di W
contenuta in S.

Qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche 7
Poiche dall’esercizio precedente sappiamo che

oofon(t e e (2 D)

¢ una base dello spazio vettoriale delle matrici 2 X 2 reali simmetriche, allora la dimensione dello spazio
vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche & 3 (ossia il numero di elementi di una sua qualsiasi base).

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € M,,(C), definisce un’applicazione lineare da M, (C)
in Mn(c) fl(A) = A7 fQ(A) = AT7 fd(A) = A2'

Fissato i € {1,2,3}, per vedere che f; : M, (C) - M, (C) & un’applicazione lineare occorre verificare che
siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) fi(A+B) = fi(A) + fi(B) per ogni A, B € M, (C);
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(2) fi(aA) = afi(A) per ogni A € M, (C) ed ogni a € C.
e f1 verifica la condizione (1) ? Poiche la coniugata della somma di matrici ¢ la somma delle coniugate, si ha:

fitA+B)=A+B=A+B=fi(A)+ fi(B) VA,Be M,(C).

Dunque f; verifica la condizione (1).

f1 verifica la condizione (2) 7 Poiche la coniugata del prodotto di una matrice per uno scalare ¢ il prodotto
della coniugata della matrice per il coniugato dello scalare, si ha:

fi(eA) =aA =aA VA € M,(C),Va € C.

Invece,

afi(A) =aA VA € M,(C),Va € C.
Prendendo, ad esempio, A = I,, ed o = ¢, dal momento che I, =I,, ed i = —i, si ha:
f1(ily) = =il # il = if1(In).

Dunque f; non verifica la condizione (2), e quindi non ¢ un’applicazione lineare.

e f5 verifica la condizione (1) ? Poiche la trasposta della somma di matrici € la somma delle trasposte, si ha:
f20A+B)=(A+B)T = AT + BT = f,(A) + fo(B) VA,B € M,(C).

Dunque f; verifica la condizione (1).

fa verifica la condizione (2) ? Poiche la trasposta del prodotto di una matrice per uno scalare ¢ il prodotto
della trasposta della matrice per lo scalare, si ha:

f2(aA) = (@A)T = aAT = afy(A) VA € M,(C),Ya € C.

Dunque f> verifica la condizione (2). Verificando entrambe le condizioni (1) e (2), f2 & un’applicazione lineare.

e f3 verifica la condizione (1) ? Essendo
f3(A+B)=(A+B)’=(A+B)(A+B)=A?+BA + AB + B?,
f3(A) = A% e f3(B) = B?, se fosse f3(A + B) = f3(A) + f3(B) per ogni A,B € M,,(C), sarebbe
(x) BA+AB=0 VA,B¢c M,(C)

Ma (x) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I,,. Dunque f3 non verifica la condizione (1) e quindi non &
un’applicazione lineare.

@ Sia g : Ma(C) — C? definita da g(A) = Ae;.
(a) Si provi che g & un’applicazione lineare.

(b) Si trovino lo spazio nullo N(g) e lo spazio immagine I'm(g) di g.

(a) Verificare che g ¢ un’applicazione lineare significa verificare che sono soddisfatte le seguenti condizioni:
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(1) g(A+B) = g(A) + ¢g(B) per ogni A, B € M,(C);
(2) g(@A) = ag(A) per ogni A € M>(C) ed ogni o € C.
(1): g(A+B)=(A+B)es = Ae; + Be; = g(A) +g(B) VA,B € My(C);
(2): g(aA) = (0A)er = a(Aer) = ag(A) VA € M(C), VaceC.
(b) Poiche g(A) = Aey € la 1% colonna di A, allora
e N(g) = {A € M3(C)|g(A) = 0} & l'insieme delle matrici complesse 2 x 2 con la prima colonna nulla,

ossia
wo-{(3 3

e Im(g) = {g(A)|A € M5(C)} & I'insieme dei vettori di C? che siano prime colonne di matrici complesse

a,bE(C},

2 x 2. Poiche per ogni Z € C? esiste A € M5(C) tale che (Z) sia la prima colonna di A (si prenda, ad
. a O 9
esempio A = b 0 ), allora I'm(g) = C=.

1 2 0 3
SiaA,=[1 a+2 a «a+2|.PerogniacC sitrovi una base dello spazio nullo N(A,) di A,,.
2 4 0 a+6

Poich¢ N(A,) = N(U,) per ogni forma ridotta di Gauss U, di A, troviamo una base dello spazio nullo
di una forma ridotta di Gauss per A,.

1 2 0 3 B (2)Bar (1) 1 2 0 3
A,=|1 a+2 a a+2 2 = 0 a a a—1| =B,
2 4 0 a+6 00 0 «
1° CASO a=0
1 20 3 - 1 2 0 3
Bo=|0 0 0 -1 2 00 0 1]=U,
00 0 0 00 0 0

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(Up) = (numero delle colonne di U)y — 1k (Ug) =4 -2 =2.

Da
T
x = xro c N(Uo) — {I1+2I2+3l’4 =0
T3 T4 =0
T4

prendendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di Uy, ossia la 2¢ e la 3%, con la
sostituzione all’indietro si ottiene

o = h
r3 = k
Ty = 0
ry = 721‘2 - 31’4 = —2h
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—2h
Quindi N(Ap) = N(Uy) = Z |h,k € C 5 . Ponendo:
0
—2 0
. 1 . 0
Vi ? 0 € V2 ? 1 )
h=1 0 h=0 | \O
k=0 k=1
si ottiene che una base di N(Ag) ¢
-2 0
v 1 v 0
1= 0 s V2 — 1
0 0
20 CASO a#0
120 3 R 120 3
Bo=[0 a a a—1| 226 o1 1 1 )_y,
0 0 O o 0 0 0 1

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(U,) = (numero delle colonne di U),, — rtk (U,) =4-3=1.

Da
;1 T, + 229 + 314 =0
x=|"?|eNU, = To+ x5+ 2Lz, =0
xs3 o
Ty =0
Ty

prendendo come parametro la variabile corrispondente all’'unica colonna libera di U,, ossia la 3%, con la
sostituzione all’indietro si ottiene

Ty = 0
To = —T3— %m;; = —h
1 = —2a2—3x4 = 2h
2h 2
Quindi N(A,) = N(U,) = ;Lh |h € C p . Ponendo: v; < 711 , si ottiene che una base di
;
N(A,) ¢
2
-1
V1 = 1
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2 0 0 27
0 o 0 27
4 a-1 0 44
0 2 4da—6 0

A, =

E Sia

, dove a € C.

129

Per ogni a € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

2 0 0 21 1 0
A [0 a 0 2 o1 (~)B1(3) 0 «a
14 a-1 0 41 0 a—1
0 2 4a—6 0 0 2
1 0 0 7
. 0 2 4da—6 0 Eyo(—a)Esa(—a+1)Ea(3)
0 a—-1 0 0
0 « 0 21
19 CASO a=1
1 0 O ) 1 0
{0 1 -1 0 Esq 0 1
Bi=1o0 0 o 1o o
00 1 2 0 0
I'k(Al):g
2 0 0
. N 0 1 0
Una base By di C(A;) e By = (4) Aol o }
0 2 -2
1 0 0
. N 0 1 0
Una base Dy di R(A;) ¢ D, = o [ =1 |’ 1
—1 0 —0
20 CASO a=3
1 0 0 = 1
Bs — 01 0 0 E3(3;)E34 0
2~ lo oo o0 0
00 0 22 0
rk(A%):i’)
2 0 21
Una base Bs di C(Asz) ¢ Bz = 0 % 2
na base By di (g)e 3= 'k % o4
0 2 0

oo o+

oS O = O

o O OO

[N}
Q
|O
w
O =

L
[\
Q

I
w
=
Q
[\
<

|
c

(MY

O = O .
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Una base D3 di R(A

10
0 1
Ba=1¢ o
00
10
Lo
00
00
rk(4,) =4

Una base B, di C(A,) ¢ By =

Una base D, di R(A,) ¢ D,

1 0 0
o) (1) (o
ZEE Yo ) lo) Lo
—1 0 1
a¢{l,3
0 1
20 — 3 0 Ea3((20—3)a) Bs(—ga—tya=1y)
—2a—=3)(a—1) 0
—(20 — 3)«x 2i
0 i
2a—-3 0
1 0 Ua
0 1
2 21
0 24
4 44
0 0

oo o

oS o= O

200 — 3

.

o
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 8

1 i 0 1
) -1 -1 21
Stanovi= |2 [,va=] 20 [,vz=] 0 [,va=] 2 | edS = {vi;va;vs;vy}. Sia W il sottospazio
0 0 1 —i
1 ) 0 1

di C® generato da S. Si trovi una base B di W contenuta in S (si usi la Nota 3).

Sia A= (vy vz vs vVy) una matrice che ha come colonne gli elementi di S. Allora W = C(A). Facendo
una E.G. su A otteniamo:

1 i 0 1 1 i 0 1 1 i 0 1

i -1 -1 2 00 —1 i 00 1 —i
A=1]2 2i 0 2 00 0 0|]——]000 0|=U

0 0 1 —j]| PaCDEa(=2Ea(=0) | g o 1 —;| PeCEDERED | g o 0 0

1 i 0 1 00 0 0 000 0

Poiche le colonne dominanti di U sono la 1% e la 3%, B = {vy;vs} & una base di C(A) = W contenuta in S.

2 1
Si dica per quali a € R l'insieme B, = ( L ) ;1O a+1 ¢ una base di R? (si usi la Nota 3).

“/\2 a+1
1 2 1
Costruiamo una matrice le cui colonne siano gli elementi di B,: A, = | @ 0 «+1 |. Il problema
1 2 a+1
diventa stabilire per quali @ € R si ha che rkA, = 3. Facciamo un’eliminazione di Gauss su A,,.
1 2 1 Box (= 1) Bns (—a) 1
Ao=|a 0 a+1 ulzDFa (o 0 —2a 1|=8B,
1 2 a+1 0 0 «
1 2 1
1°CASO:a=0 Bo=[0 0 1]|Ugy 71k(Ay)=1k(Uy)=2%#3= By NON E’ una base di R3.
0 0 0
L2 E3(1/a)E2(-1/2a) 12 1
20 CASO: o #0 0 —2a 1 L 0 1 —1/2a | =U,
0 0 o« 0 0 1
E(A,) =rk(U,)=3 = B, E’ unabasedi R3.

e

Sia f : R? — M, (R) definita da f(<2)) = (a i b @ z b) . Dopo aver provato che f & un’applicazione
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lineare, si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate
1 1 0 1 01 0 0 2 0
s={0): )} e 2= {0 0 ) 0): (D))
su dominio e codominio rispettivamente.
Per provare che f & un’applicazione lineare occorre provare :
a1 ao - ay a2
L)+ (R s pea(se)

per ogni al,bl,ag,bg eR

2. f(a (Z)) faf(<(g)) per ogni o, a,b € R

(¢)

ay a _ a1 + a2 _
L) () = (pre) -
def. somma def. f

vettori colonna

(01+a2)+(bl+b2)> _

( a1 + ao
(a1 + az) — (b1 + b2) by + by 1
propr. assoc. e
commut. di + in R
< a1 + as (a1+b1)+(a2+b2))
(a1 —b1) + (a2 — b2) b1 + by
as a2+b2 f( aj )+f( a3z
by by

_ a1 a1 + by 4 _
1 a; — b1 b1 as — b2 b2 T
’def. somma matrici def.

a _ aa . aa aa + ab .
2. f(a(b>) T f(<ab>) T (aa—ab ab ) T
def. prod. di uno scal. def. f propr. distr.
per un vett. in R
- aa ala+0b) - a a+b - a
(a(ab) ab ) T O‘<ab b ) T O‘f((b>)
def. prod. di uno scal. def.

per una matrice

(ee) Lamatrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate 5 e D su dominio e codominio rispettivamente
¢ la matrice
1 1
a=(cotr((1 )0 eotr((4)n)-
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Dalla definizione di f si ottiene:

(-G 3)
qumdLA<Cb(<é f)) CD((]1 g))>.

Calcoliamo le coordinate rispetto alla base ordinata D di un generico elemento (i b) € R2

@
a b\, |8 a b\ _ 0 1 0 1 0 0 2 0\ _ 2y a+p
Cb(<c d>) 5| ! <c d)““(O 0>+5<1 1>+5<1 o>+7<0 0)“<ﬂ+5 A )
Y
2y = a 8 = d
. . a+pf = b . vy = a/2 -
Risolvendo il sistema B+s = ¢ otteniamo a=b—B=b—d ,  quindi
B = d d=c—fB=c—d
b—d
a b d
CD((C d)) c—d
a/2
. - 1 2 1 3 .
In particolare, specializzando a ( ) , ( ) , otteniamo
0 1 -1 2
1 1
1 2 1 1 3 2
CD((Q 1)) - -1 ) CD((—l 2)) - -1
1/2 1/2

La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio rispettivamente e
quindi la matrice

1 1
1 2
A= -1 -3
1/2 1/2
Siano
1 2 1 1 0 2
B={vi=|[1];vao=1]1];va=|1 e B=<(vi=[0];vi=11]|;vi=[1
0 1 1 1 1 1

Dopo aver provato che B e B’ sono due basi ordinate di R3, si calcolino le matrici di passaggio Mg, 5 da B’
aBeMpg.,.pdaBalB
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1 2 1 1 0 2

StanoA=[1 1 1) edA’”=|0 1 1| le matrici che hanno come colonne gli elementi di B e di B’
0 1 1 1 1 1

rispettivamente. Per provare che B e 3 sono due basi ordinate di R?, occorre provare che A ed A’ hanno

entrambe rango uguale a 3.

Facendo una E.G. su A si ottiene:

121\, i 1 2 1
A={1 1 1|25 (g -1 o Z2E02ED_ (o 1 o|U
01 1 0 1 1 00 1

per cui rk(A)=rk(U) = 3, ed, analogamente, facendo una E.G. su A’ si ottiene:

102\ (10 iy (L0 ooy (102
A={o 1 1|2 e 1 o1 | EEY g =l o1 1] =U
1 1 1 0 1 -1 0 0 -2 0 0 1
per cui rk(A")=rk(U’) = 3.
La matrice di passaggio Mg, 5 da B a B &
1 0 2
Mscs = (Cs(v) Cu(v) Ca(vi)) = cs([o]) cs([1]) ca([1])
1 1 1
1 0 2 a
Per calcolarla, piuttosto che calcolare separatamente Cg(| 0 |),Cg([ 1 |)eCsr(| 1 |), calcoliamo Cs(| b |)
1 1 1 c
a 0
per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta ai tre diversi vettori | 0 |, | 1 |,
c 1 1
2
1 |. Poiche
1
a o a 1 2 1
Ceg(lb])=|28 | =all]|+B8|1])+6]1
c ) c 0 1 1
allora
a @ a+28+6 a
Ceg(lb])=1|27 \ a+pB+6 | =0
c 1) B+0 c
ossia «, B e ¢ sono soluzioni del sistema lineare
a+28+d=a
(%) a+pB+6=0
B+d=c
Facendo una E.G. sulla matrice aumentata di (x) otteniamo
121‘(113(71) 1 2 1 | a Baa(—1)Ea(-1) 12 1 | a
111 | b =210 10| b-a|]220210101] a-b
01 1 | ¢ 0o 1 1] e 0 01 | ¢c—a+bd
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da cui, con la sostituzione all’indietro,

d=c—a+b
B=a—-10
a=-20—-64+a=—-2a+2b—c+a—-b+a=b—c

a b—c 1 -1 0 0 2
Dunque Cp(| b |) = a—b |,percuiCp(|O0 )= 1 ].Cs(|{1|)=]-1],Ca(|1])=
c c—a+b 1 0 1 2 1
0
1], e quindi
0
-1 0 0
Mg, g = 1 -1 1
0 2 0
1 2 1
Mp.es=|Cr(| 1) Ca(l1]|) Cr(|ll])],
0 1 1

ma dal momento che Mg/, g = Mgig,, calcoliamo Mpg/. 5 usando ’algoritmo di Gauss-Jordan:

-1 0 0 | 1 Ear (—1)Ex (1) 0 0] -1 00
(Mg | Is)= 1 -1 1 | 0 1 0| 22—+ 0 -1 1] 1 10—
0 2 0] 001 0 2 0] 0 01
Faa(—2)Ba(-1) 1 0 0 -1 0 0 Ba(1/2) 10 0 | -1 0 0
=z 2%flo1 -1 ] -1 -1 0] =>2%(01 -1 ] -1 -1 0 |—
0 2 | 2 2 1 o0 1 | 1 1 1/2
Eaa(l) 100 | -1 0 O
=210 10| 0 0 1/2
001 ] 1 1 1/2
-1 0 0
Dunque Mg g = Mg! 4 0 0 3
1 14
1
Sia A = 0 6 la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R?> — R? rispetto alle basi
-1 =2
1 1 0



136 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2011/2012, GEMMA PARMEGGIANI

e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ =

4 3 1 1 0
{V'l = (0> ;Vh = (5>} eD'=qwi=[0];wh=| -1 |;ws5=1]0 su dominio e codominio risp.
0 0 1

La matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ ¢ D’ su dominio e codominio rispettivamente &
la matrice

A = M‘BHD’AMB%B’ dove Mp_ps ¢ la matrice di passaggioda D’ aD e

Mg s ¢ la matrice di passaggio da B’ a B.

Per calcolare MDFD, =Mpp=(Cp(w1) Cp(wz2) Cp/(ws) ), calcoliamo per prima cosa le coordi-

(
a
nate rispetto a D’ di un generico | b
c

a 1 1 0 a+p
Cp (| b)) = B t.c. b =a|l0 ]|+ -1]|+6[0]= —B
c ) c 0 0 1 )
a+8 = a 6 = c
-8 = b= = -b
§ = c a = a—08 = a+b
a a+b
Dunque Cp ([ b |)=| -b
c c
In particolare, specializzando a w1, wy e w3 otteniamo
1 2 1 1
CD/(Wl) = CD/( 1 ) = -1 5 CDI(WQ) = CD/( 0 ) = 0 5
0 1 0 1 T 1
a=b=1 a=c=1
c=0 b=0
0 1
CD/(W3) = CD/( 1 ) = -1 s
0 T 0
a=c=0
b=1
per cui
2 1 1
Mplp =Mpep=|-1 0 -1
0 1 0
Per calcolare Mg, = (Cg(v)) Cp(v}h)), calcoliamo per prima cosa le coordinate rispetto a B di un

generico ( Z) € R2
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a=(a+b)/2
8= (-2

{od 2= {nitr =]
Dunque CB(<Z>) - (Ezjggg)

In particolare, specializzando a v} e v} otteniamo

extv) = ca((o )

=1
7N\
|
b
~_
2
<
o~
|
Q
o]
—
7N
w
~~_
S—
=1
7N
g
~_

) 1
a=4 a=3
. 2 4
per cui Mg, 5 = (_2 1) .
La matrice A’ che cerchiamo & quindi
2 1 1 2 1
/ -1 2 4
A'=M;, , AMp .z =[-1 0 -1 0 6 9 17
0 1 0 -1 -2
3 6 -6 18
=[-11 (_22 11) 4 -3
0 6 —12 6
@ Sia v € R™. Si provi che ||v]|s = ||V]]1 se e solo se v & un multiplo di una colonna di L,.
U1
V2
Sia v = . Allora
Un
[vlle = lvil + v 4+ - +[vn] e
[ V]|oo = |vs| dove i € {1,...,n} & tale che |v;| > |v;| V5 #1i.
Si ha:
Voo = [V[li <= |vi| = |vi] + |vo| + -+ |op| <= |v| =0 Vj#i <= v; =0 Vj#i < v =ue;.

Sia A = (a;j) una matrice complessa quadrata di ordine n tale che A = AH = A? e siano by, b,
..., by € C" le colonne di A. Si provi che ||b;||3 = a;; per ognii=1,...,n.

Poiché b; = Ae;, allora

][5 = [ Aei]3 = (Aes)” Aes = ;" AT Aey

137
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a
Si verifichi che ¢ : C* — R definita da ¢(| b |) = [2a — b| + |a + ¢| + |ib| & una norma.
C
0
0

(1) ¢(0) = ¢( ) =12x0—0[+ |0+ 0] + |i0] = 0.

o

Poiche ¢(x) > 0 per ogni x € C3, per provare che
x#0 = ¢(x)>0

basta provare che

x#£0 = 6(x)£0,

ossia basta provare che

Dalla definizione di ¢ si ottiene:

¢x) = 0
[2a —b] = 0 = b/2
a =< late = 0=<¢c = —a = —-b/2 =0a=b=c=0=x=0.
x = |0 lip = 0 ib = 0
c
a aa
(2) da|b])=0¢(] ab |)=|2aa — ab| + |aa + ac| + |iab| =
c ac
a
= |al|2a — b] + |a|a + ¢| + |af|ib] = |a|(]2a — b] + |a + ¢| + |ib]) = |alo(| b |).
c
ay az ay + az
(B) (b1 |+ |b2])=0( r+tb |)=

C1 Co c1 + co

= [2(a1 + az) — (by +b2)| + [(a1 + a2) + (c1 + c2)| + |i(b1 + b2)| =

=1[(2a1 — b1) + (2a2 — b2)| + (a1 + c1) + (a2 + c2)| + [iby + ibs| <

aq as
<[2a1 = b1| + [2a2 — ba| + |a1 + 1] + |ag + co| + |ibi| + |iba| = &(| b1 |) + (] b2 |)-
C1 Co
@ Siano V' uno spazio vettoriale, B = {vy;...; v} una sua base ordinata e Cg : V' — C™ I'applicazione delle
coordinate rispetto a B. Si provi che la funzione ||'||g : V' — R>¢ definita da |w||p = ||Cs(W)|ec per ogni

w € V € una norma.
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(i) Per ogniw € V

[wls = 1C5(W)l|o > 0

T T
def. di |'||5 [z >0 vzeC|
wls =0 = [ICs(W)lle =0 < Cp(w) =0 Arag w=0
def. di ||'|5 lz]ec =0 <= z=0| Cys appl. lin.
iniettiva

(73) Per ogni w € V ed ogni a € C

lowls = lCsaw)le = [aCh(w)l =
def. di ||| laz]|oe = |af]2]
Vz e C",aeC
= |aICs(W) = lallwlls
def. di ||'||s
(#i1) Per ogni wq,wg € V
w1+ wal|s = 1CB(W1 + W2) T 1C(wW1) + C(W2)lleo <
o s
- 1Cs(W1)lloo + [C(W2) oo = [wills + [lw2ll5

21 + 22|00 < [|Z1]lc0 + [[22]l def. di [|']ls

VZ1,ZZ eCr
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 9

Si verifichi che la posizione (*|') : Ma(C) x M3(C) — C

4
aq a9 b1 bg _ —
((a3 a4) | (bg 54)) = ’ 1azbz-

definisce un prodotto interno.

Perche (*|') : M2(C) x M3(C) — C definito da

a1 a b b .

1 a2 1 02y —

(<CL3 a4><b3 b4))—zlazbz
1=

sia un prodotto interno occorre che soddisfi le tre seguenti condizioni:

1)~ = (ulv) perogniuz(al a2>,v:<2; Zi)eMg(C).

az Q4

(2) (u|lav+pz) = a(u|v)+ F(u|z) per ogni u = a2 g o bi b2 2= ?)e M (C),
as a4 bs by c3 ¢y
ed ogni a, B € C

(3) (o) (0/0)=0
o () re = (1 @)[(0e))er

Per la verifica di (1) :

b1b2’a1a2 N Tt ala2‘b1b2
(G 2)I( @) 5 Shwe-sta = (0 2)I0 2))

def. di (+]') def. di (+]")

Per la verifica di (2):

_ a1 a9 by by c1 C2 _ a1 a2 aby + By aby + Peo _
(ufav + fz) = ((a:s a4) ‘a (bs b4> +h <C3 C4>> N (<a3 a4) ‘ (ab3+503 Oéb4+ﬂc4>> N
= S @lab + Be;) = a3l @bi) + B, @iei) =

=o((a I m)+a(( 215 22)) ot +stum

Per la verifica di (3) :

(o) (0|0)=(<8 8)‘(8 8>)z4x0><():0

ap az ap a2 ap a2 B o e T e 2
(o0) <a3 a4>7£0:>((a3 a4)‘<a3 a4>)_2i_1azaz Y Jail? € Ry

Infatti: |a;|* € R>o per ogni i = 1,...,4, per cui Zle lail? € Rxo, ed & 2?21 la;]* # 0 dal momento che

. N ap a2
almeno uno degli a; € non nullo, essendo (a a #0.
3 a4
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Poiche che tutte e tre le condizioni sono soddisfatte,

a a by b .

1 az 1ob2 )y N
(<CL3 a4)|<b3 b4))—;azbz~
definisce un prodotto interno su My(C).

Sia V = C2. Si dica quali delle seguenti posizioni definisce un prodotto interno:

(a) () : €2 x C? — C definita da (<x1> | <y1)) =Ty, — 3Taup
T2 Y2

(b) (‘') : C% x C? — C definita da (<§1> ‘ (gl)) =T1y1 + 3T2y2
2 2

(a) Perche (-|') : C% x C? — C definito da (<$1 > ’ <zl )) = T1y1 — 3T2y2 sia un prodotto interno occorre
2 2
che soddisfi le tre seguenti condizioni:

(1) ORI =Gy peromix=(11).y= (1) ec

2) <xay+ﬁw>=a<xly>+ﬁ<x|w>sz(ﬁ;),yz(gg),wz
(3) (o) (0]0)=0

o) x= (1) 20 = xb e g

)

(“’1) €C%Va,BeC
w:

2

Per la verifica di (1) :

(¥yIx) = Y21 —3Yz2 = T -3yt = (xX[y).
Per la verifica di (2):

(x|ay + pw) = Z1 (a1 + Bw1) — 3T2(aye + fw2) = aZ1y + fTiw, — 3aTzy2 — 3BTaws =
= a(Try1 — 3T2y2) + B(Trwi — 3Tzws) = a(x|y) + B(x|w).

Per la verifica di (3) :
e (00) = 0-3x0 = 0

oo (x|x) = Tay —3Tery = |z1|* — 3|ag)?
Prendendo, ad esempio, x = ((1)), sihax#0e (x|x) =02 -3 x12= -3 ¢ Ryy.

Dunque la condizione (3) non & soddisfatta, per cui

((i;) ‘ (g;)) = T1y1 — 3Ta2Y2

NON definisce un prodotto interno su C2.
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(b) Perche (-|') : C? x C% — C definito da ((il > ’ (gl )) = T1y1 + 3T2y2 sia un prodotto interno occorre
2 2
che soddisfi le tre seguenti condizioni:

(1) R Gy) peromix= ()= (1) ec

(2 (xlay + ) = alely) + 50w ¥ x = (71 )y = (). =
@ () ©0=0

o) x= (1) 20 = Gxb e

(“’1) €cC?,Va,BeC
w:

2

T2

Per la verifica di (1) :

(¥VIx) = w1 +3022 = nT1+3T2 = (X]y).

Per la verifica di (2):

(ayr + Pwr) + 3Tz (a2 + Bws) = aZiyr + fT1w:r + 3aTzy2 + 3Taws =

(x|ay + Bw) =71
o(T1yr + 3T2y2) + B(T1w: + 3Tzws) = a(x]y) + B(x|w).

Per la verifica di (3) :
e (00) = 0+3x0 = 0

oo (x|x) = Tyw;+3Tere = |o1|*+3[22)?

Essendo x # 0, si ha che 21 # 0 oppure o # 0, per cui |z1|? € R+ oppure |73]? € R+q. Quindi |2;]?>+3|22|? €
R<g. Dal momento che tutte e tre le condizioni sono soddisfatte,

T1 Y1 R —
((332) ‘ (Z/Q)) - +3x2y2

definisce un prodotto interno su C2.

Sia [|'|| : M2(C) — R>¢ la norma indotta dal prodotto interno definito nell’esercizio . Si trovino tutte
le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A| = 2v/2.

[I']l : M2(C) — Rx¢ & definita da

1 )=y )I( )=\ Eme- T (3 ) eme

ai
as

Una matrice A = < Z2> € My (C) ¢ scalare se as = a3 = 0 ed a; = a3 = « per un opportuno « € C.
4

H(g 2)":2\/5 =  V]a+]0R+[02+]a2=2V2 <= [aV2=2V2 <<= |o|=2.
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Dunque le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A|| = 2v/2 sono tutte e sole le matrici del tipo

(a O) con « € C tale che |a] = 2.
0 «

N.B. I numeri complessi « tali che |a] = 2 sono tutti e soli quei numeri complessi che corrispondono ai
punti nel piano di Gauss che stanno sulla circonferenza di centro 0 e raggio 2. In particolare, ci sono infiniti
numeri complessi « tali che |a| = 2, per cui ci sono infinite matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che

Al =2v2.

Siano u =e; + ez e ||'|| : C* — R>¢ la norma indotta dal prodotto interno definito nell’Esercizio Tipo 17.
(a) Si trovino tutti i vettori x = (il> tali che [|x]| = ||x]|2.
2

(b) Si calcolino cos(e1u) e cos(ezu).

Poiche (*]') : C% x C% — C ¢ definito da

T ‘ Y1 — _
= +2 s
(<$2> <y2)) T1Y1 T2Y2

la norma ||| : C* — R indotta da (-|) & definita da

1= ((2)1(2)) = vemeoms = Voo

(a) Sia x = (il) Essendo [|x|| = v/|z1]% + 2|z2]? e
2

— _ X f— g
Il = Vax = [(z1 72) (1) = VEm F 7am = VmP Tl

x|l =[xz <= V]z1? + 22 = Viei + |22 = |1 + 2022 = o1 + |22 =

allora

= |12 =0 <= 23 =0.

Dunque {x|[lx| = [x[[2} = {aei]a € C} = (e1).
(b) Essendo

fesll = [ (o) || = v+ 08 =1,
feall = | (9 ) || = voF 2 = v2.
fall = || (1) || = VAP 2P = v,

@ﬂu>=<(é)\(})>:1.1+z.
@ﬂu>:<(?)\(})>:o.1+z.

o

—_
Il

—

»—
—_
Il

N
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allora

_ (e1]u) 1
cosle1u) = ——m =
©1%) = Tyl = V3
— (ez]u) 2 2
cos(exu) = = —./Z
(€2%) = feallul = V23~ V3

1 -1 1 0
. . . -1 —1 0 0 .
Si trovi una base ortonormale del sottospazio V' = ( ; AR )y di C*.
-1 —1 0 0
Costruiamo dapprima una base di V: poniamo
) -1 1 0
-1 N 0 0
wl - Z b W2 - 71 bl w3 - 1 9 W4 - 2Z
-1 —1 0 0
e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w; w2 w3 Wy)
i —1 1 0
-1 —72 0 0
A=(w; w2 W3 Wwy)= ) .
( ! 2 3 4 ) 1 71 1 2Z E41(1)E31(—i)EQl(l)El(—i)
-1 —7i 0 0
1 ¢4 -1 0 1 ¢ —i 0
. 00 — 0 00 1 0] _ U
00 0 2 Es(—31i)E42(i)E2(i) 0.0 0 1
0 0 —¢ O 0 0 0 O

Poiche U ha come colonne dominanti la 1%, la 3% e la 4%, allora una base di C(A) =V & {w1;ws; W4}.

Troviamo una base ortogonale di V applicando 'algoritmo di Gram-Schmidt a

) 1 0
Vi =W = _1 Vo = W3 = 0 y V3 = Wy = O
) 1 24
-1 0 0
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u =v -1
1=vi=| .
-1
_ o (111|V2)
Uz = vy — agaUy, u#0 = 3=
(ui|ur)
1
H 0 .
(uilve) =uyve=(—i -1 —i -1) 1= —92i
0
7
-1
(wiju))=uwyu=(—-i -1 —i -1) ; =4
—1
21 1
— 12 = 72 = 757,
Uz = Vg — (¥12U] = Vg + §’iul =
1 ) 1
0 -1 1| —:
o)t T2
0 -1 —1
_ _ (u]vs)
uz = V3 — a3u; — Q3Uz, u #0 = ai3=
(uifug)
0
0
(ailvz) =uyvy=(—i -1 —i —1) % =2
0
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0
1 0
(u2|V3):u£{V3:§(1 i1 1) 9i | =1
0
1
1 _ 1 —i
_oH o1 1 _
(uQ|u2)—u2u2—2(1 i 1 z)2 1 1

—t 052322.

1 1.
uz = V3 — Q1301 — Qo3 = V3 — 5111 - 52112 =
0 i 1 —1i
(0] _ 1 -1 1 - | [ O
"2 ) 2| 2" 1) 7|
0 -1 —i 0
7 1 —1
-1 1| = 0 N .
Dunque § u; = ; juz = 5 1 jug = ; ¢ una base ortogonale di V.
-1 —1 0

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia
dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di uy, us ed us :

lusllz = V/(wifur) = V4 =2
lusllz = V/(uzlus) = vVi=1

luslls = (wslug) = (i 0 —i o) O | =viFi=v2

0
Allora
) 1 7
up u us 11 -1 1 —¢ 1 0
B:{ 5 ; }: - . ;= 1 P — .
[urll2” [[uzll2” flusl2 2\ ¢ 2 2| i
—1 —1 0

¢ una base ortonormale di V.

. Dy . 1 0 1 22 0 1 . . .
@ Si consideri il sottospazio W = < <O O) : (0 0 ) ; (O 14 2i> > di M5(C). Sitrovi una base ortonor-

male di W rispetto al prodotto interno (-]') : M2(C) x M3(C) — C definito nell’esercizio .
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11 prodotto interno su Ms(C) definito nell’esercizio | 1|&: (]) : M2(C) x M3(C) — C con
b b .
ap a 1ob2 )y NT
(<a3 a4)|<b3 b4))—;azbz-

La norma indotta da (-|*) (si veda lesercizio ) e |||l : M2(C) — Rxg con

1 oY= ) (o o)) = (S (e v(2 ) e

Siano vy = <(1) 8) , Vo = ((1) 202) evy = (8 14 22,). Poiche S = {v1;Vva;vs} & un insieme di generatori
iW,
troviamo una base B di W contenuta in S.
Esistono elementi di S che siano combinazioni lineare dei rimanenti ?

Sia a1vyi 4+ asve + agvs = 0 una combinazione lineare nulla dei vettori di S. Allora da

0 0 o 1 0 1 2¢ 0 1 o a1 + Qa2 210[2 “+ a3
<0 0)0‘1<0 0>+O‘2<0 0>+a3<0 1+2i)< 0 (1+2i)a3)
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite o, as, s,

a1 +as=0
2t + a3 =0
(14 2i)ag =0
che ha come unica soluzione quella nulla (ossia a3 = ay = ag = 0).

Dunque S ¢ L.I., per cui B =38 ¢ una base di W.

troviamo una base ortogonale di W applicando a B = {v1;ve;vs} lalgoritmo di Gram-Schmidt
(dove il prodotto interno (-|') : Ma(C) x M5(C) — C & definito sopra).

1 0
U1=V1:<O 0)

Uz = V2 — (j2U;

u #0 = ap= Eul\w)

ul\ul)

(u1|V2)=((é 8)(3 202)):1-1+0-2i+0~0+0-0:1~1+0-2i+0+0:1

(u1|u1)((é 8>|((1) 8))1-1+o.0+0~0+0-01.1+o+o+01

1
0412:T:1

1 2 1 0 0 2
Uz = V2 — (j2U; = Va2 —U; = 0 0 - 0 0 = 0 0
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Uz = V3 — (1301 — i3l

u; 75 0 — a13 = EEHK?%

1 0\, /0 1 o . .
(u1|V3)—((0 o)(o 1Hi))_1-0+o-1+0-o+0-(1+22)_1-0+0-1+0+o-(1+2z)_o

_ 0 _
13 = fgifayy =0

w#0 — axn= Eﬁz}:’l;;

0 2¢ 0 1 = = = = . . . .
(u2|V3)—((O O>|<0 1+2i>)—0~0+22-1—|—0-0+0~(1—|—21)—0—2@-14-0—1—0-(14—21)——22

o

ug|ug) = 2 0 2 =0-04+2-21+0-04+40-0=0—4i24+0+0=—43>=—4(—1) =4
0 0 0 O

—2i
Q23 = —f = —

. 0 1 i (0 24 0 0
Uz = V3 — (i3u; — Q23U = V3 + iUy = 0 142 +3 0 o) \o 149

1 0 0 1 0 0 N .
DunquoBl{ul—(O O>,u2—<0 0),u3—<0 1+2i)}eunabaseortogonaledlw.

N[

Costruiamo base ortonormale di W normalizzando la base ortogonale B; trovata al punto ,
ossia dividendo ciascun elemento di B; per la propria norma (dove la norma ¢ quella indotta dal prodotto
interno).

Cominciamo con il calcolare la norma di uy, us ed ug :

lusll = v/(uifur) = vVi=1
luzl| = V/(uzfus) = Vi =2

Jug| = /(us|us) = \/((8 14(321.) | (8 14(:22.))— \/6.0+6-0+6~0+(1+2i).(1+2z'):

=V0+0+0+(1-2)(1+2)=+/1-(20)2=vV1+4=15

Allora

B* = {u WL WL ug } {u* (1 0),u* (0 z)u (0 0 )}
T T g 2T U3 = = = juy = juj = 142i
P Tl Juel T ] 1={0 0)im= 0 o) ™= 0 uz

¢ una base ortonormale di W.

21 ) 81 7i

. . - . —6 . 1 0 1 I

Si calcoli la proiezione ortogonale di v = 8 sul sottospazio U = { ol Sl 2 )y di C°.
10 0 1 1
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Troviamo una base ortonormale di U.

1 81 7i
. 1 0 -1 . .
Poniamo wq = ol we=1_ ] ws=1|_;|e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w; w2 W3).
0 1 1
i 8 T 1 8 7 1 8 7
A=(w w, w)=|+ " | — Y 88 R G
0 —i —i | pynm- |0 1~ ) ponBa@mE-h |0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 O
Poiché U ha come colonne dominanti la 1* e la 2%, allora una base di C(A) =U & {wy;wa}.
) 8
Applichiamo ora ’algoritmo di Gram-Schmidt a ¢ vi = wy = (1) jVy = Wg = —02 per trovare una
0 1
base ortogonale di U.
;
u; =vy = 1
1=vi=|,
0
_ _ (ufvy)
up = vp — a2y, u 0 = app=
(g [uy)
81
. 0
(ui|ve) =uyve=(—i 1 0 0) il = (—i)8i =8
1
)
. 1 N
(uilu) =uyuw=(—i 1 0 0) ol = (—i)i+1=2
0

up = vy —aju] = vy —4uy =

81 ) 47
0 1 —4
=] *{o]~ z)

1 0 1
1 44
1 —4 N .

Dunque < u; = 0 jug = i € una base ortogonale di U.

0 1
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Costruiamo base ortonormale di U normalizzando la base ortogonale {u;;us}, ossia dividendo ciascun suo
elemento per la sua norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :

[z = v/(wi]u) = v2

43
. . —4
[uzle = V(ugug) = |(—4i —4 i 1) . =V16+16+1+1=+34
1
Allora
i 47
B M (1) [
o flwlle” 7 Juel v2 |0 V34| —
0 1
€ una base ortonormale di U.
21
La proiezione ortogonale di v = _826 sulU e
10
Py(v) = (uif[v)uj + (u3|v)u;
dove
29
1 —6 1 N 4
* *\ H
uj|v)=(uj)'v=—(— 1 0 0 ]l =—=(—1)2t—-6) = ———
(uilv) = (u]) v = I
10
21
(u*\v):(u*)vai(—élz —4 i 1) =6 :i(—4i2i—4(—6)+i8i+10):\/374
2 2 V34 8 V34
10
Quindi
) 44 ) 47 21
4 4 1 (1 1 —4 1 —4 -6
Py(v) = ——=uj + V34uj = ——— +V34— | =-2 + | = :
u(v) N 27 2v2 Lo V3a | —i 0 —i —i
0 1 0 1 1

Siano W e (*|') : M3(C) x M5(C) — C come nell’esercizio @ Si calcoli la proiezione ortogonale Py (v) di

1 . . N
v = <2i 3\/§> € M5(C) su W rispetto al prodotto interno (*|).

Nell’esercizio @ abbiamo trovato che

. (1 0\ . [0 i\
u; = 0 0 yUg = 0 0 yu

w *
I
7N
o O
=
sl =
~
——
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¢ una base ortonormale di W (rispetto al prodotto interno (*|') ed alla norma da esso indotta su M3(C)).

. . 1 i R
La proiezione ortogonale di v = (21. 3\/5) suW e

Py (v) = (uj|v)uj + (u3|v)uj + (uzlv)ug
dove

(212 3\2/5>):1-1+O-z’—|—0-2i+0-3\/5:1-1—1—0-1’—&—0-22’4—0-3\/5:1

e (0 i 1 i LT m or T T P o
(uQV)_((O 0><2z 3\/5>)_0 147-i+0:2i+0-3v/5=0-1-7-i+0-2i+0-3V5=—-i’=1
0

. 0 1 = = o TTE . . 1_94 .
(ugv):((o 1+2i)|( . 3\/5))20&—1—0-1—}—0-2@—1—13;;-3\/520-1—&-0-2—&-022—!-1\/;-3\/523(1—21)

Quindi

- 1 i (0 0
PW(V):uT+u§+3(1—2z)u3:<0 8>+<8 é>+3(1—2z)<0 1+2¢>:

_ (1 i N _ (1 i _ (1 i
=10 3(172\7.[(14»21) =1 37%, =0 35
i
. _1 .
) Z‘ )
~1
0

(a)Se A= | i | allora C(A) =V; e Vit = C(A)L = N(AH).
2

ot

0
@Siano%z( i|)eVa={(
2

O = O =

0
) ; é ). Si trovino basi di Vit e Vit.
1

T

Facendo un’eliminazione di Gauss su A otteniamo:

AT =(0 —i 2)—— (0 1 2i)=1U

1(8)
Poiche N(Af) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=3-1=2,

una base di Vi ha 2 elementi (d’altra parte dimV;=1 e dimC3=3, per cui a priori potevamo dedurre che
dimVt = dimC? — dimV; =3 — 1 =2).

x
x=|a29 | ENAY)=N(U) <= 23+ 2i23=0
T3
h
quindi N(U) = —2ik | |h,keC

k
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Una base di Vi* @

1 0
0] —2
0 1
1 ¢+ 1 0
sea=[ 1V 1] allora C(A) = Vs e Vit = C(A)" = N(AT).
i —1 0 1

Facendo un’eliminazione di Gauss su A otteniamo:

1 — 1 — 1 —i 1 —i
- -1 —i -1 0 0 0 O
AT = ! . | —
1 0 1 0 E31(—1)E21(d) 0 <+ 0 =2 Eo3
0 1 0 1 0 1 0 1
1 -2 1 — 1 — 1 —
0 ¢+ O ) 0 1 0 1
— — =U
0 0 0 0 E42(—1)E2(—1) 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 O

Poiche N(Af) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U =4 -2 =2,

una base di V3= ha 2 elementi.

X1 . .
. Ty — i+ x3—txy = 0
x=1 . ]€ NAT) =NU)
vy To + T4 = 0
—h -1 0
Quindi Vz- = N(AH) = _hk |h,k € C » ed una sua base & (1) ; _01
k 0 1

Siano W e (-|') : M2(C) x M3(C) — C come nell’esercizio @ Si trovi il complemento ortogonale W+ di
W in M3(C) rispetto al prodotto interno (*|").

1l complemento ortogonale di W in My(C) @ Wt = {v € My(C)|(w|v) =0 Vw € W}. Dal momento che

(1 oo\ (1 2\ [0 1
Vi=lo 0)'"27\o 0/ 7 \0 142

e un insieme di generatori di W, allora

Wt = {v e My(C)|(vi|]v) =0 peri=1,2,3}.

a3 G4

Se v = <a1 a2) € My (C),
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10 o
(Vllv):((o O)(Z; Zi)):1-a1—|—0-a2—|—0-a3+0-a4:1-a1+0-a2+0-a3+0-a4:

1 2 - = = = )
(V2|V)=((0 OZ)|<Z; Zz)):1-a1+2z~a2+0-a3+0-a4:1-a1—22-a2—|—0-a3+0-a4:

=a; — 2iCL2

0 1 - - - —
(V3|V)_((o 1+2¢>|<Z; Zi>)_0'a1+1'a2+0'a3+1+22'a4_

=O~a1+1~a2—|—0~a3+(1—2i)-a4:
:a2+(1—2i)a4

Dunque

wt = {(al a2> € MZ(C)‘al = a1 — 2iaz = az + (1 — 2i)as = 0} =

a3 Qa4

_ ap a2 _ _ _ _
_{(CL?, a4>€Mg(C)‘a1—a2—a4—O}—

{(8 0)]aect.
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 10

1 i -2 9
[1]SiaA=| i -1 -2 0

-1 — 2 0
(a) Si trovi una decomposizione QgRo-non-normalizzata per A.
(b) Si trovi una decomposizione QR-normalizzata per A.

(¢) Si calcoli la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A.

(a) Poniamo

1 ) -2 17}
= , o ve=| -1, vg=| —-2i ], va=1]0
-1 —1 2 0

e applichiamo 'algoritmo di Gram-Schimdt a {vq,va,vs,va}.

Otterremo 4 vettori, uy, ug, ug, uy. Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo

innanzitutto una forma ridotta di Gauss U di A: le eventuali colonne libere di U corrisponderanno agli u;
nulli.

Lood =2 90\ e (L =2 0\ ey (L 29
A= i -1 -2 o] =222 (p o0 o of=2""=2T109g0 0 1]|=U
1 —i 2 0 00 0 9 00 0 0

Poiche U ha come colonne libere la 2% e la 3%, allora applicando l’algoritmo di Gram-Schimdt a {v1,va,vs,va}
otterremo uz = 0 = ug.

1
u; =vy = )
-1
u;|v
Uz = V2 — 2y, u A0 — a12:( 1|v2)
(u1]uy)

(wplve) =wfve=(1 —i —1)| -1 |=i+i+i=23i

(wpug) =wyfuy =(1 —i —1)| i |=14+1+1=3

— [cazwip=i
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Uz = V2 — Q201 =
= Vg — iul =
) 1
=1 -1]—-2 7 =|10=nu2
—1 -1
ug = V3 — 13U1 — (ra3uz,
u|v
w0 = 0413:( 1| 3)
(u1fuy)
-2
(wplvs) =wfvg=(1 —i —-1)| -2 |=-2-2-2=-6
2
— | =-6/3=-2]
e
Uz = Vg — (13U1 — Q3l2 =
= Vg3 —+ 2111 =
-2 1
= -2 | +2 ) =|0=ug
) _
U4 = V4 — Q\j4U1 — Qig4U2 — (¥34U3,
u|v
L117é0 E=4 a14=(1| 4)
(u1fu)
97
(uplvg) =u1"vy=(1 —i =1)[ 0 | =9

— a1 =9i/3=3i

e
w0 —

Uy = vy — 3tug =

9i 1 6i
={0]-3i i |=[[3]|=w
0 -1 3i

1 0 0 62
Qo=(u; uz ug ug)=1| 3¢ 0 0 3
-1 0 0 3
1 Q12 (13 (14 1 ¢+ =2 &
R, — 0 1 Q23 (94 o 0 1 0 0
°~ 1o 0 1 amu/| |00 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
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A = QgRg ¢ una decomposizione QgRg-non-normalizzata per A.

(b) Sia Qi la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo tutte le
(eventuali) colonne nulle di Qp. In questo caso Qg ha due colonne nulle, la 2 e la 3%, quindi

1 60
Qi=(uy u)=1| i 3
-1 3

Sia R; la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (2), togliendo le righe di Rg che
corrispondono alle colonne che sono state tolte da Qg per ottenere Q;. In questo caso, poicheé per ottenere
Q3 sono state tolte da Qg la 2% e la 3% colonna, allora per ottenere R;j si toglie da Rg la 2% e la 3% riga.

Dunque
1 ¢ =2 3
Ra= (0 0 0 1)'

Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma euclidea delle colonne di Q7 (ossia
delle colonne non nulle di Qg), e calcoliamo D!,

Poiche

lug]l2 = v/(uzfug) = V3,

67
[ugll2 = v/(ualug) = VugHug = |(—6i 3 —3i)| 3 | =v36+9+9=+54,
31
allora
D(||u1||2 0 ><¢§ o)
0 ||ugll 0 Vb4
Quindi

Poniamo

1 6

1 6i 1 1% 54

Q:Q1D_1: 1 3' <\6§ 1>: %Z 751
~1 3i V51 RTINS S

V3 VB4

R:DR1:<\§ \/%74><(1) (Z) —02 3i>: \63 \/gz —20\/3 3\/\/5742*)..

Allora A = QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A.
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(c) La matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A ¢ P = QQ:

1 6
TRV (B b
P=QQ"=| & um || %, ¥ ¥ )=
_% \/%i V54 V54 V54
1 36 1. 18 1 18
315 —3ttst T3t
L [(20 0
1 18 1 9
= gZ—aZ g‘Fa —5—5*41 25 0 1 —2
0 i 1
1 18 1, 9 1 9
—3 7151 3¢+ 51 315

Stano 0 v e R™, a€Red A(a) = (v av). Si trovino:

(a) una decomposizione QoRo-non-normalizzata per A (a);

(b) una decomposizione QR-normalizzata per A(a);

(¢) la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A(«)) di A(a).

(a) Poniamo vi = v e v = av e applichiamo algoritmo di Gram-Schimdt a {v1,va}.

u; =vy =V
Uz = V2 — (rjaUg,

(vla v)

(vlv)

(vlv)

=« =«

(vIv)

(uifvz)
(u1fuy)

u #0 = ap=

Ug=Vveg—apup=av—av=_0

PoniamOQ0:<u1 uz) = (v O)edR0:<1 a12>:<1 a).

0 1 0 1

A=QoRo=(v 0) <(1) ?) ¢ una decomposizione QgRg-non-normalizzata per A.

157

(b) Sia Q1 la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo tutte le (eventuali)
colonne nulle di Qg. In questo caso Qg ha un’unica colonna nulla, la 2%, quindi Q; = v. Sia Ry la matrice
che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (2), togliendo le righe di Rg che corrispondono alle colonne
che sono state tolte da Qg per ottenere Qp. In questo caso, poiche per ottenere Qi ¢ stata tolta da Qg la
2% colonna, allora per ottenere Rj si toglie da Rg la 2¢ riga. Dunque Ry = (1 «). Q si ottiene da Q4

normalizzando v, per cui Q = 7% ed R = ||v]|2R1 = (||V]]2

TV allvi2).

A=QR =7 ( [vll2  «l|v]]2) & una decomposizione QR-normalizzata per A.
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(¢) La matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C(A(«)) di A(a) &

Poqa— () = Y Vv vt wl
[vllz Ml vl vl vl (vl livliz vy
Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:
2-i 1 0 i1 1+4i gi;}
A=| 2 1+i 3], B=[-11 2 |, c=
i 1 1 1 ; 1 R 0
! 1 1 0 1+

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono pid zeri. In questo caso
conviene svilupparlo ripetto alla 1¢ riga oppure alla 3 colonna. Facciamolo in entrambi i modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:

DetA = (1 —4)(—1)"*!Det (1? ‘3) + (—1)"*2Det (f i’) -

=(1-9)1+i-3)—(2-3))=10—i)(-2+4+1i) —2+3i=
=242 +i—i>—243i=-3+6i

Rispetto alla 3% colonna:

1—i 1 1—i 1
_ q(_1\2+3 _1)3+3 =
DetA = 3(—1) Det( ; 1)+( 1) Det( 5 1+i)
= 3(1—i—i)+((1—i)(1+i)—2) =
=-31-2)+1>—i?-2=-3+6i

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1% colonna:

1 1+i 1 . .
Det | i 2 1>=(—1)1“Det(2 1.>+z'(—1)2+1Det<1“ 1.)+(—1)3+1Det<1“ 1):
) 1 4 1 ? 2
1 1 )
=2 —1—i((1+d)i-1)+1+i-2=2-1—i(i—2)+i—1=-1+5i
(

Infine sviluppiamo

DetC = Det

— =

—
—
—
w
+
—
)
@D
=+
- NN = O
— ==
N O =
—
r—\_i,_»—t
~
+
—
\
—
S~—
w
+
)
-]
@D
=+
N = O
N O =
—
H+H
~
+
—
\
—
S~—
w
+
w
)
)
-+
N = O
— ==
—
=4+ =
~
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Sviluppiamo il primo addendo rispetto alla 2% colonna, mentre il secondo ed il terzo addendo rispetto alla 1¢
riga.

=—(1-20+i)+2=—(1-2-2)+2=1+42+2=3+2

1

1+ (1)1+2Det(1 1“>+(1)1+3Det(; 1>

0
Det | 1
9 2 1

1

1
0

2

1

01 1 .

Det(l 0 1+ :(—1)1+2Det(1 1+’>+(—1)1+3Det(1 0):
2 1 2 2

2 2 1

2

1

1

1

=—(1-20+)+(1-2)+=-(1-2-2i)—1=2;

Quindi
Det(C) = —i — (34+2i) +2i= —i—3—2i+2 =—3—i.
2 0 0 1
Sia  A(a) = 2 ai 1 8 1 , dove a € R. Si dica per quali @ € R si ha che A(«) & non
0 2 3a—1 1

singolare (sugg.: si calcoli il determinante Det(A(«)) di A(«)).

2 0 0 1
0 « 0 1
(1) Det(A(@) =Det | , = o |=
0 2 3a—-11
2 0 1
=(-1)*"Ba-1)Det [0 o 1|=
4 a—1 1

= —(3a = 1)[(~1)"+'2Det (Of . }) + (~1)1+3Det (2 o 1)} _

= —(3a—1) [2(a —a+1)— 40[} = —2(3a — 1)(1 - 2)
Poiché A(a) & non singolare se e solo se Det(A(a)) # 0, dal punto (1) otteniamo che

11
A(a) & non singolare <= —2(3a—-1)(1-2a)#0 <<= a# 33"

Sia A una matrice quadrata non singolare e sia P la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne
C(A) di A. Si provi che Det(P) € {0,1}.
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Se A = QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A, allora P = QQ¥. Essendo P = P2, si ha
Det(P) =Det(P?) = (Det(P))?, per cui Det(P) € {0,1}.

@ (a) Si provi che la la matrice di proiezione P su R™ & uguale a I,, (Sugg.: si osservi che per ogni v € R"
la proiezione ortogonale Pg(v) di v su R™ & uguale a v).

(b) Si deduca da (a) che la matrice di proiezione sulle spazio delle colonne C(A) di una matrice A non
singolare di ordine n e uguale a I,,.

(a) Per ogni v € R™ la proiezione ortogonale Pg»(v) di v su R™ & I'unico vettore di R™ tale che v — Pgn (V) €
(R™)L. Essendo (R™)* = {0}, allora v — Pg«(v) = 0 e quindi Pgn(v) = v (volendo “calcolare” Pgn(v): si
U1
Vo

osservi che £ = {eg;ez;...;e,} € una base ortonormale di R™, per cui perogniv=1] . [ eR"¢
Up
Prn(v) = (e1|v)er + (e2|v)ea + -+ + (en|V)e, =
= (e1?v)er + (e2Tv)eg + - + (enV)en =

= vi€e1 + vgeg + - -+ v,en = V.)
Essendo Pv = Pga (V) per ogni v € R, da Pgrn(v) = v segue che Pv = v per ogni v € R™. In particolare,
(la i-esima colonna di P) =Pe; =¢; Vi=1,...,n

e quindi P =1,,.
(b) Essendo A non singolare, ¢ C(A) = R, dove n ¢ 'ordine di A, e (b) segue da (a).



