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PROGRAMMA SVOLTO

Il testo di riferimento &: Algebra Lineare, E. Gregorio, S. Salce, ed. Libreria Progetto Padova

Programma svolto nella prima settimana:

1/10/13 Presentazione del corso. Insiemi. Esempi. Notazioni. Intersezione ed unione di insiemi. La
forma algebrica ed il coniugato di un numero complesso.

2/10/13 Il modulo di un numero complesso. Proprieta del modulo e del coniugato di un numero complesso.
La forma algebrica dell’inverso di un numero complesso non nullo. Enunciato del Teorema fondamentale
dell’Algebra. Matrici. Esempi. Tipi particolari di matrici.

Dal libro: Appendice A: da pag. 267 a pag. 271. pag. 273, da pag. 1 a pag. 4.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2, 3 e 4 degli ”Esercizi 1”.

Programma svolto nella seconda settimana:

7/10/13 Altri tipi particolari di matrici. Prodotto di una matrice per uno scalare. Somma di due matrici.
Prodotto di un vettore riga per un vettore colonna. Prodotto righe per colonne di matrici. Esempi. Proprieta
del prodotto per uno scalare, della somma di matrici, del prodotto righe per colonne. Potenze di matrici
quadrate.

Dal libro: Da pag. 3 a pag. 7, pag. 9.

Esercizi per casa: Esercizio 5 degli ”Esercizi 1”.

8/10/13 1l prodotto righe per colonne non ¢ commutativo. Premoltiplicazione e postmoltiplicazione per
matrici diagonali. Le matrici n x n che commutano con ogni matrice n X n sono esattamente le matrici scalari
di ordine n. Trasposta, coniugata ed H-trasposta di una matrice.

Dal libro: Da pag. 10 a pag. 13.

Esercizi per casa: Esercizi 6, 7, 8, 9 e 10 degli " Esercizi 17

9/10/13 Matrici simmetriche, anti-simmetriche, hermitiane, anti-hermitiane e loro proprieta. Ogni ma-
trice quadrata si scrive in modo unico come somma di una matrice hermitiana ed una matrice anti-hermitiana
(parte hermitiana ed anti-hermitiana di una matrice quadrata). Sottomatrici. Matrici a blocchi.

Dal libro: Da pag. 14 a pag. 18.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2, 3 e 4 degli ”Esercizi 2”.

Programma svolto nella terza settimana:
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14/10/13 Operazioni a blocchi. Casi particolari di decomposizioni a blocchi. Esercizio Tipo 1.
Dal libro: Da pag. 19 a pag. 21.

bf esercizi per casa: esercizi 5, 6 e 7 degli “Esercizi 2”.

15/10/13 Scrittura matriciale di un sistema lineare. Operazioni elementari sulle equazioni di un sistema.
Matrici elementari ed operazioni elementari sulle righe di una matrice.

Dal libro: Da pag. 21 a pag. 24. Pag. 8. Pag. 46 e pag. 47. Nota 1 (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi 3”.

16/10/13 Eliminazione di Gauss (EG). Forma ridotta di Gauss di una matrice, colonne dominanti, colonne
libere. Esempi. Risoluzione di sistemi lineari. Esercizio Tipo 2.

Dal libro: Da pag. 25 a pag. 30.

Esercizi per casa: Esercizi 4 e 6 degli ”Esercizi 3”.

Programma svolto nella quarta settimana:

21/10/13 Esercizio Tipo 3. Rango di una matrice. Inverse destre, sinistre, bilatere. Esempi. Criteri per
I’esistenza di una inversa destra e per l'esistenza di un’inversa sinistra.

Dal libro: Da pag. 30 a pag. 35. Nota 2 (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizi 5 e 7 degli ”Esercizi 3”.

22/10/13 Costruzione di inverse destre e di inverse sinistre. Esercizio Tipo 4 e 4 bis. Algoritmo di
Gauss-Jordan per il calcolo dell’inversa.

Dal libro: Da pag. 41 a pag. 46.

Esercizi per casa: Esercizi 8 e 9 degli ”Esercizi 3”.

23/10/13 Esercizio Tipo 5. Inverse di matrici 2 x 2. Inverse e trasposte delle matrici elementari. Decom-
posizioni a rango pieno.

Dal libro: Da pag. 47 a pag. 51.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 degli ”Esercizi 4”.

Programma svolto nella quinta settimana:

28/10/13 Decomposizione LU. Esercizio Tipo 6.
Dal libro: Da pag. 49 a pag. 51.

Esercizi per casa: Esercizio 8 degli ”Esercizi 4”.
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29/10/12 Decomposizione PTLU. Esercizio Tipo 7.
Dal libro: Da pag. 51 a pag. 57.

Esercizi per casa: Esercizio 1 degli ”Esercizi 5”.

30/10/12 Spazi vettoriali. Esempi. Sottospazi di spazi vettoriali. Esempi.
Dal libro: Da pag. 63 a pag. 70.

Esercizi per casa: Esercizi 2, 3 4, 5 e 6 degli ”Esercizi 5”.
Programma svolto nella sesta settimana:

4/11/13 Lo spazio nullo di una matrice. Insiemi di vettori. Sottoinsiemi ed unioni di insiemi di vettori.
Combinazioni lineari. Sottospazi generati da insiemi di vettori. Insiemi di generatori. Esempi. Esercizio Tipo
8.

Dal libro: Da pag. 70 a pag. 74.

Esercizi per casa: Esercizi 7, 8 e 9 degli ”Esercizi 5”.

5/11/13 Insiemi di vettori linearmente dipendenti ed insiemi di vettori linearmente indipendenti. Esercizio
Tipo 9. Basi. Esempi di basi.

Dal libro: Da pag. 75 a pag. 81.

Esercizi per casa: Esercizi 1 , 2, 3 e 4 degli ”"Esercizi 6”.

6/11/13 Caratterizzazione delle basi come insiemi di generatori minimali. Ogni spazio vettoriale finita-
mente generato ha una base. Come estrarre una base da un insieme di generatori. Esercizio Tipo 10. Teorema
di Steinitz. Equipotenza delle basi di uno spazio vettoriale finitamente generato. Dimensione di uno spazio
vettoriale.

Dal libro: Da pag. 81 a pag. 87.

Esercizi per casa: Esercizio 5 degli ”Esercizi 6”.
Programma svolto nella settima settimana:

11/11/13 Definizione di somma e di somma diretta di sottospazi. Applicazioni lineari. Esempi. Appli-
cazione lineare indotta da una matrice. Spazio nullo e spazio immagine di un’applicazione lineare. Teorema
nullita+rango. I 4 sottospazi fondamentali di una matrice.

Dal libro: Da pag. 88 a pag. 94.

Esercizi per casa: Esercizi 6, 7 e 8 degli ”Esercizi 6”.

12/11/13 Spazio nullo e spazio immagine dell’applicazione lineare indotta da una matrice. Come trovare
una base dello spazio nullo di una matrice. Esercizio Tipo 11. Basi dello spazio delle colonne e dello spazio
delle righe di una matrice. Esercizio Tipo 12.
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Dal libro: Da pag. 95 a pag 104.

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 degli ”Esercizi 7”.

13/11/13 Basi dello spazio delle colonne e dello spazio delle righe di una matrice: applicazioni. Enun-
ciato del Teorema 5.10. Basi ordinate. Coordinate di un vettore rispetto ad una base ordinata. Esempi.
Applicazione delle coordinate.

Dal libro: Nota 3 (file sulla pag. web). Da pag. 110 a pag. 111.

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 degli ”Esercizi 7”.

Programma svolto nella ottava settimana:

18/11/13 Matrice associata ad un’applicazione lineare rispetto a fissate basi ordinate su dominio e codo-
minio. Esercizio Tipo 13. Matrice di passaggio da una base ordinata ad un’altra. Esercizio Tipo 14. Come
cambia la matrice associata ad un’applicazione lineare rispetto a fissate basi ordinate su dominio e codominio
cambiando le basi. Esercizio Tipo 15.

Dal libro: Da pag. 105 a pag. 109. Da pag. 111 a pag. 113.

Esercizi per casa: Esercizi 5, 6 e 7 degli ”Esercizi 7”.

19/11/13 Interpretazione geometrica di R? ed R®. Regola del parallelogramma. Definizione di norma.
Esercizio Tipo 16. Le norme |||z e ||'|1

Dal libro: Appendice C: da pag. 285 a pag. 290. Da pag. 119 a pag. 122.

Esercizi per casa: Esercizio 3 degli "Esercizi 8”.

20/11/13 La norma ||'||so. Il coseno dell’angolo tra due vettori di R2. Prodotti interni. Il prodotto interno
standard. Esercizio Tipo 17. La norma indotta da un prodotto interno. Il coseno dell’angolo tra due vettori
in uno spazio vettoriale euclideo.

Dal libro: Da pag 122 a pag. 131.

Esercizi per casa: Esercizi 1,2, 4, 5, 6 e 7 degli ”Esercizi 8”.
Programma svolto nella nona settimana:

25/11/13 Vettori ortogonali in uno spazio euclideo. Insiemi ortogonali e basi ortogonali. Basi ortonormali.
L’algoritmo di Gram-Schmidt. Esercizio Tipo 18.

Dal libro: Da pag. 131 a pag. 133. Pag 141. Da pag. 144 a pag. 150.

Esercizi per casa: Esercizi 8, 9 e 10 degli ”Esercizi 8”.

26/11/13 1l complemento ortogonale di un sottospazio di uno spazio euclideo. La proiezione ortogonale
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di un vettore di uno spazio euclideo su di un sottospazio, ed il suo calcolo. Esercizio Tipo 19.
Dal libro: Da pag. 133 a pag. 140. Pag. 143.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2, 3 e 4 degli ”Esercizi 9”.

27/11/13 Decomposizione Qg Ro-non-normalizzata di una matrice. Decomposizione Q R-normalizzata di
una matrice. Esercizio Tipo 20. Il determinante di una matrice 2 x 2.

Dal libro: Da pag. 154 a pag. 157. Pag. 152.

Esercizi per casa: Esercizi 5 e 6 degli ” Esercizi 9”.

Programma svolto nella decima settimana:

28/11/12 Calcolo del determinante di una matrice. Proprieta del determinante. Esercizio Tipo 21.
Dal libro: Nota 4 (file sulla pag. web).

Esercizi per casa: Esercizi 7, 8 e 9 degli ”Esercizi 9”.
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NOTE

Nota 1: Matrici elementari ed operazioni elementari sulle righe di una matrice

Sia A una matrice m xn. Si chiamano operazioni elementari sulle righe di A le tre seguenti operazioni:
sommare ad una riga un’altra riga di A moltiplicata per uno scalare,

moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo,

scambiare due righe di A.

Studiando i prodotti a blocchi abbiamo visto:

(%) la i-esima riga di A & uguale a e;7 A;

S]_T SlTA

SzT SzTA
(xx) se C= ) si pud premoltiplicare ad A, allora CA=

s¢ T s¢TA

Sia B la matrice che si ottiene da A sommando alla i-esima riga di A la j-esima riga di A moltiplicata
per lo scalare ¢, ossia sia B= [by,| la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti
righe di A= [a,], e con i-esima riga il vettore riga

(bil bio ... bln) = (ail +caj1 a2+ caja ... Qip +Cajp ) .

Allora da (%) e (**) segue che
B= Eij(C)A

dove Ejj(c) & la matrice che ha tutte le righe uguali a quelle della matrice I, tranne eventualmente la i-esima,
che & ;7 + ce;T (ed & uguale alla i-esima riga di Ly solo se ¢ = 0). Dunque E;;(c) si ottiene da I, sommando
alla 7-esima riga di I, la j-esima riga di I, moltiplicata per lo scalare c.

Per indicare che B e la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare “sommare alla
i-esima riga la j-esima riga moltiplicata per lo scalare ¢”, scriviamo:

A_P© g

Sia B la matrice che si ottiene da A moltiplicando la i-esima riga di A per lo scalare ¢ (¢ # 0), ossia
sia B= [bg,] la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti righe di A= [ag.], ed
con i-esima riga il vettore riga

( bil big e bin ) = (cail Ca;2 e CQin, ) .

Allora da () e (xx) segue che
B = Ei(C)A

dove E;(c) & la matrice che ha tutte le righe uguali a quelle della matrice Iy, tranne eventualmente la i-esima,
che ¢ ce;” (ed ¢ uguale alla i-esima riga di I, solo se ¢ = 1). Dunque E;(c) si ottiene da I, moltiplicando la
i-esima riga di I, per lo scalare per lo scalare ¢ (¢ # 0).
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Per indicare che B ¢ la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare ”moltiplicare
la i-esima riga per lo scalare (non nullo) ¢”, scriviamo:

A_ Ei (C)

B.

Sia B la matrice che si ottiene da A scambiando la i-esima riga di A con la j-esima, ossia sia B= [by]
la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima e dalla j-esima uguali alle corrispondenti righe di A, e con
i-esima e j-esima riga rispettivamente:

(b“ big bzn) = (ajl ajg ajn),
(bjl bj bjn):(a“ a;o ... am).
Allora da (x) e (*x) segue che
B = E;A

dove Ej; ¢ la matrice che si ottiene da I, scambiando la i-esima riga di I, con la j-esima.
Per indicare che B ¢ la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare “scambiare la
i-esima riga con la j-esima riga”, scriviamo:

A" B,

N.B. Le matrici E;;(c), Eij(c) e E;jj si chiamano matrici elementari, sono il ”risultato” delle operazioni
elementari sulle righe di una matrice identica, e la loro premoltiplicazione per una matrice A ”produce” le
operazioni elementari sulle righe di A.
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Nota 2: Osservazioni sul rango di una matrice

Sia A una matrice m x n. Se U; ed Uy sono due forme ridotte di Gauss per A, allora il numero delle
righe non nulle di U; & uguale al numero delle righe non nulle di U,. Cié dipende dal fatto che 'esistenza
di diverse forme ridotte di Gauss per una matrice dipende esclusivamente dalla eventuale possibilita di fare
delle scelte negli scambi di righe in una EG su A, e gli scambi di righe non decrescono il numero delle righe
non nulle.

Il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss di A dipende quindi esclusivamente da A (e
non dalle operazioni elementari che si fanno in una EG su A) e si chiama il rango di A (pid avanti nel corso
daremo un’altra definizione di rango di una matrice, equivalente a questa). Si indica con il simbolo rk(A).

Siano A una matrice m x n di rango k ed U una forma ridotta di Gauss per A. Poiche ogni “scalino”di
U e “alto”’una riga, allora

k = numero delle righe non nulle di U = numero delle colonne dominanti di U.

Se A una matrice m x n di rango k allora
Ek<m e k<n.

Infatti se U ¢ ua forma ridotta di Gauss per A allora U éem xne

k = numero delle righe non nulle di U < numero delle righe di U =m

k = numero delle colonne dominanti di U < numero delle colonne di U =n
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Nota 3: Basi dello spazio delle colonne di una matrice: applicazioni.

Siano vi;va;...;v, € K™, con K € {R,C}, § = {vi;vay;...;v,} e W = (S) il sottospazio di K™
generato da S.

Per trovare una base B di W contenuta in S, piuttosto che procedere come nell’Esercizio Tipo 10, conviene:

(1) costruire la matrice m xn A = (vy ve ... Vv, ), ossia costruire una matrice le cui colonne siano
gli elementi di S;

(2) fare una EG su A, trovando una forma ridotta di Gauss U per A;

(3) se u;,,u;,,...,u;, sono le colonne dominanti di U, allora B = {v;,;Vi,;...;V;, }, ossia 'insieme delle
colonne di A corrispondenti alle colonne dominanti di U, & una base di C(A) = (vi;va;...;v,) = W
contenuta in S.

Siano vi;va;...;v, € K™ con K € {R,C}, e B={vi;va;...;v,}.

Per verificare se B € o meno una base di K", piuttosto che verificare se B ¢ un insieme di generatori
linearmente indipendente di K™, conviene considerare la matrice n x n A = (v; va ... Vv, ) (ossia una
matrice le cui colonne siano gli elementi di B).

Da C(A) < K™ segue che
dim C(A) =rk(A)=n < C(A) = K",
inoltre, dal momento che B ha n elementi e contiene una base di C'(A),
dim C(A) = rk(A) =n <= ogni base di C(A) ha n elementi <= B & una base di C(A).

Quindi
dim C(A) =rk(A) =n <= B ¢ una base di K.
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Nota 4: Calcolo di determinanti

Sia A una matrice quadrata di ordine n.

11

Il determinante di A ¢ un numero che dipende da A. Esso si indica con il simbolo det(A), oppure Det(A).

Impariamo a calcolarlo, cominciando con i casi n = 1,2, 3.

I1 caso n=1. Se A = (aj1), & Det(A) = ay;.

Il caso n=2. Se A = <a11 12 ), ¢ Det(A) = aj1a22 — a12a91.
a21 A22
2 3

Esempio 1. 1l determinante di A = <4 5

)éDet(A):2><5—3><4:10—12:—2.

. a11 Q12 .
Abbiamo detto che Det( = a11a99 — a12a21. Osserviamo che
a1 a2

aasy = ay1(—1)' ' Det (a0 ) =
— all(_l)(la somma degli indici di all)Det (a22 ) _

il determinante della matrice che
=a (_1)(la somma degli indici di a11) si ottiene da A sopprimendo

la 1° riga e la 1%colonna di A

L il determinante della matrice che si ottiene da A
_ (71)(121 somma degli indici di a11)
= a11 sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova a1

—a12a1 = a12(—1)'Det (ag; ) =

la somma degli indici di a
= a12(—1)! & 12)Det (ag; ) =
il determinante della matrice che
— a12(_1)(la somma degli indici di a12) si ottiene da A sopprimendo —

la 1¢ riga e la 2%colonna di A

— au(_l)(la somma degli indici di ai2) <

il determinante della matrice che si ottiene da A
sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova aja

Indicando con i simboli

Ci1 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 1 colonna,

Ci2 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 2 colonna,

ed inoltre
A11 = (fl)HlDetCn,
A12 = (—1)1+2DetC12,
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abbiamo:

a1 ap
Det =a11A11 + a2Aq0.
az1 a2

Si tenga a mente che a1 ed ajo sono gli elementi della 1% riga di A.

Quindi se A = <le 212) , quello che abbiamo fatto per calcolare Det(A) & stato:
21 Q22

(1) mettere in evidenza gli elementi della 1* riga di A: < ),

az; a2
(2) per ciascuna posizione (1, j) della 1° riga di A (posto (1,1) e posto (1,2))

— costruire la matrice Cy; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna di A),
— calcolare Det(Cy;),
— calcolare (—1)*7,

~ calcolare Aj; = (—1)*7Det(Cy;),

(3) calcolare il prodotto (a;; ai2) <A11 )
A

a1l a2 Qs
Il caso n=3. Sia A = | as1 ass as3 |. Per calcolare Det(A) procediamo come nel caso n = 2.

azi1 asz ass

o] (o) (o]
(1) Mettiamo in evidenza gli elementi della 1% riga di A: asy aso ass
asy  asz  as3

(2) per ciascuna posizione (1,7) della 1% riga di A (posto (1,1), posto (1,2) e posto (1, 3))

— costruiamo la matrice Cy; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna di A):

age Q23 a1 Q23 a1 Qo2
Ci= , Cip2 = ; Ciz = .
azz  as3 az1 433 az1  a32
— calcoliamo Det(Cy;), usando il caso n = 2, ossia il caso precedente a quello che stiamo analizzando ora (che
en=3):

a a
DetCq1 = Det 20 - 22033 — 423032,
as2 Q33

a a
DetCio = Det S a21a33 — 23031,
asi ass

a a
DetCq3 = Det 2 ez 21032 — 422031,
azy as2
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— calcoliamo (—1)7: (=) =1 (-1)1*2 = -1, (-1)}*3 =1,

~ calcoliamo Aj; = (—1)*Det(Cy;):
Aq1 = (=1)""'DetCi1 = azazs — assass,
Ais = (—1)'"DetCia = —(aziass — azzaz1),

Az = (—1)'"DetCy3 = aziass — azas;.

(3) Il determinante di A ¢ il prodotto

a1 a2 G13 A
Det | as1 age a3 | = (a1 a2 a13) | Az | =anAi +ai2Aa + a13A13 =
as; asy as3 A3

= a11(—=1)"DetCyy + aro(—1)"2DetCra + a13(—1) TDetC13

3 -2 1
Esempio 2. Calcoliamo il determinante della matrice A= |0 1 4
2 6 3
In questo caso abbiamo
ap; =3, a1z = =2, a1z =1,

1 4 0 4 0 1
Cu—(6 3>7 C12—(2 3), C13—<2 6)’

DetA = 3(—1)"*'Det <é ;l) + (=2)(=1)"*2Det (0 4) + 1(~=1)""*Det (0 1) —

per cui

2 3 2 6
= 3(3—24) + (—2)(—1)(0 — 8) + (0 —2) = 3(~21) — 16 — 2 =
= —81.

Quello che abbiamo fatto ¢ quindi:
(a) per le matrici 1 x 1 porre Det(a11) = a1,

(b) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 2 x 2 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici 1 x 1, ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici nel caso n = 2 sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cioe il caso
n =1 (si veda il punto (a)),

(¢) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 3 x 3 sapendo come calcolare
il determinante delle matrici 2 x 2, ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici nel caso n = 3 sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cioe il caso
n = 2 (si veda il punto (b)).

Procediamo quindi allo stesso modo, dando una formula che permetta di calcolare il determinante delle
matrici n X n sapendo come calcolare il determinante delle matrici (n — 1) x (n — 1), ossia dare una formula
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che permetta di calcolare il determinante delle matrici nel caso n sapendo come calcolare il determinante delle
matrici nel caso precedente, cioe il caso n — 1.

Sia dunque A = (a;; ) una matrice n x n. Cominciamo con il dare la seguente definizione:

Def. 1. Perognil <i<nel<j<nsichiama matrice complementare dell’elemento a;; od
anche matrice complementare di posto (i,j) in A, e si indica con il simbolo C;;, la matrice che si ottiene
da A sopprimendo la i-esima riga e la j-esima colonna. Dunque C;; ¢ una matrice (n — 1) x (n — 1).

1 ) 3 4 11
0 2 7 -3 8

Esempio 3. Se A= | 1+ 2 5 -5 17 , allora
-1 61 0 5i 1—4i

12 74+2t 34 4-—-61 144

1 { 3 1 togliendo la 2% riga 1 1 3 11
@ E e la 4% colonna 144 ; 5 17
1+i 2 5 17 Co=1| 1 6 0 1-4i
-1 6 0 1—4i 12 742 34 14

(1) ; 3 43 togliendo la 3% riga 1 i 3 4

| — e la 5% colonna 0 2 7 -3

14io 2 5 5 [17] e e 25 s
@ 1—4; 12 7+2i 34 4-6:

Def. 2. Perognil <i<mnel<j<mnsichiama cofattore di posto (i,j) di A, e si indica con il
simbolo A;;, il numero

Aij = (—l)H'jDet (Cij)a

dove C;; ¢ la matrice complementare di posto (4, j) in A.

Si ha:

’Formula del determinante di una matrice sviluppato rispetto alla 1°riga

se A = (a;;) € una matrice n x n allora
DetA = a11A11 +aAie+ ...+ a1 p—1A1n—1 +a1nA1,

dove A1, A1a, ..., A1 n—1, A1, sono i cofattori di A di posti (1,1), (1,2), ..., (1,n—1), (1,n) (ossia i posti
della 1% riga) rispettivamente.

1 -5 0 3

. . . . . 6 2 0 4
Esempio 4. Calcoliamo il determinante della matrice A = 9 0 0 2
-1 7 5 1
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Usando la formula dello sviluppo del determinante rispetto alla 1¢ riga di A abbiamo:
DetA =1x Aq1 + (—5) XA+ 0x A13+3x A1y =A11 —5A15+3A4,.
Dobbiamo quindi calcolare A1, Ao ed Aqy.

2 0 4
Ay =(-D)""Det[0 0 2| =

4
2
1
0 2 -2 2 f -2 0
— _ _1\1+41 _1)\1+2 _1)\1+3 _
= —(6(—1) Det<5 1)+0( 1) Det(_1 1)+4( 1) Det(_1 5))
= —(6(0 — 10) + 4(—10 — 0)) = —(—60 — 40) = 100,
6 2 0
Apy=(-1)"""Det| -2 0 0] =
-1 75

6 2 0
=—Det| -2 0 0| =
-1 7 5

= —(6(=1)"""Det (2 g) +2(—1)"?Det (_% g) +0(—1)""*Det (_% (7))) =
= —(6(0 —0) — 2(—10 — 0)) = 2(—10) = —20.
Dunque otteniamo:

DetA = Ay; —5A 15 +3A1, = —20—5 x 100 + 3(—20) = —580.

Si pu6 dimostrare il seguente

Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissato ¢ € {1,...,n} si ha che
aitAsr +apAp + o+ 1A 1+ A = a11A1 FaAn + .+ A n—1ALp—1 + a1p Ay,

ossia che
(¥) DetA =ajAj +apAip+ ...+ ain-1Ai 1 + ainAin.

15
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(*) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla i-esima riga di A.

Quindi, per calcolare il determinante di una matrice A, si pud partire mettendo in evidenza gli elementi
di una riga qualunque, e non necessariamente la 1%, come abbiamo fatto fino ad ora.

Esempio 5. Sia A = (a11 a12> una matrice 2 X 2. Sviluppiamo il determinante di A rispetto alla 2¢

az1  G22
riga di A:

. . . . . . . a11 @12
— mettiamo in evidenza gli elementi della 2% riga di A:
g & < ) ’

— Cy; & la matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 1% colonna, quindi Cg; = (a12 ); Ca & la
matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 2% colonna, quindi Cas = (a11 ).

Allora
0,21A21 + a22A22 = a21(71)2+1Det021 —+ a22(f1)2+2Det022 =

= —ag1Det (a12) + ageDet (a11 ) = —ag1a12 + azza11 =
= a11022 — A12021

da lo stesso risultato che abbiamo ottenuto partendo dalla 1¢ riga.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga che contiene pit zeri.

1 -5 0 3
. . . . , . 6 2 0 4 . .
Esempio 6. Riconsideriamo la matrice dell’Esempio 4, A = 9 0 0 2| ¢ calcoliamo il suo
-1 7 51
determinante rispetto alla 3* riga (che contiene due zeri). Allora
-5 0 3 1 =5 0
DetA = (—=2)(—=1)*™Det | 2 0 4| +2(-1)*"Det| 6 2 0
7 5 1 -1 7 5
-5 0 3 1 =5 0
Calcoliamo separatamente Det [ 2 0 4 | eDet | 6 2 0 ]. Per entrambe queste matrici 3 X 3 non
7T 5 1 -1 7 5

& conveniente calcolare il determinante rispetto alla 3% riga, ma e indifferente scegliere la 1% o la 2%. Per fare
esercizio scegliamo in entrambi i casi la 2¢ riga:

503 0 3 -5 0
Det| 2 0 4 :2(—1)2+1Det< >+4(—1)2+3Det( ):
5 1 7 5
7 5 1
= —2(0 —15) — 4(—25 — 0) = 30 + 100 = 130
1 -5 0
Det| 6 2 0] =6(-1)*"Det o0 +2(—1)*"2Det L0y
75 75 -1 5

= —6(—25—0)+2(5—0) = 150 + 10 = 160

Quindi Det(A) = (—2) x 130 4+ (—2) x 160 = —580 (lo stesso numero che avevamo ottenuto sviluppando il
determinante rispetto alla 1% riga).
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Cosi come si pué sviluppare il determinante di una matrice rispetto ad una qualunque sua riga, lo si pué
sviluppare rispetto ad una qualunque sua colonna, dal momento che vale il seguente

Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissati j € {1,...,n} e si ha che
(**) DetA = alelj + aszgj + ...+ an,l}jAn,Lj + anjAnj

(#x) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla j-esima colonna di A.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga oppure alla colonna che contiene piu zeri.

1 =5 0 3
. . N . . . 6 2 0 4 . .
Esempio 7. Riconsideriamo la matrice degli Esempi 4 e 6, A = 9 0 0 2 , e calcoliamo il suo
-1 7 51
determinante rispetto alla 3* colonna (che contiene tre zeri). Allora
6 2 4 1 -5 3
DetA =0x (—1)'™Det [ =2 0 2 | +0x (=1)*™Det | -2 0 2|+
1 71 -1 7 1
1 -5 3 1 -5 3
+0x (=1)*3Det | 6 2 4| +5-1)"Det| 6 2 4=
-1 7 1 -2 0 2
1 -5 3
= —5Det | 6 2 4
-2 0 2
1 5 3
Calcoliamo Det | 6 2 4], ad esempio rispetto alla 2* colonna:
-2 0 2
1 -5 3
Det | 6 2 4| =
-2 0 2

—2 2 6 4
(=5)(=1)(12+8) +2(2 4 6) = 100 + 16 = 116

quindi Det(A) = (—5) x 116 = —580 (si noti che & lo stesso numero che abbiamo ottenuto sviluppando il
determinante rispetto alla 1 oppure alla 3% riga).

= (=5)(=1)""*Det (_62 3) +2(—1)2+2Det< ! 3) +0 x (=1)*2Det (1 3) =

Proprieta del determinante.

Sia A una matrice n x n.

(1) Se A ha una riga (risp. una colonna) nulla, oppure se A ha due righe (risp. due colonne) uguali,
allora Det(A) = 0.
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(2) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A mediante lo scambio di due righe (risp. due colonne) allora
Det(A’) = —Det(A).

(3) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A sommando ad una riga (risp. ad una colonna) di A un’altra
riga (risp. un’altra colonna) di A moltiplicata per un numero ¢, allora Det(A’) =Det(A).

(4) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A moltiplicando una riga (risp. una colonna) di A per un numero
¢, allora Det(A’) = cDet(A).

(5) Det(AT) =Det(A).
(6) Se B & un’altra matrice n x n allora Det(AB)=Det(A) Det(B).

(7) A & non singolare se e solo se Det(A)# 0, e se A & non singolare si ha

_ 1
~ Det(A)

Det(A™1)

Per quanto riguarda la proprieta (7), si ricordi che avevamo gia osservato che una matrice 2 x 2 A =

(Z Z) & non singolare se e solo se il numero ad — be # 0, e tale numero & proprio Det(A).

Esercizio. Si provi che il determinante di una matrice triangolare superiore (risp. inferiore)
¢ il prodotto degli elementi diagonali.

Sia T una matrice n x n triangolare superiore (la dimostrazione & simile per le matrici triangolari inferiori):

11
0 too
0 0 t33 *
T—| 0 0 0 ty
O
0 tnn

Chiamiamo:

T, la matrice che si ottiene da T sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (T, ¢ triangolare superiore
(n—1)x(n—1)):

tao
0 t33 *
0 0 ty
T, = )
O
0 ot

T, la matrice che si ottiene da T; sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (T & triangolare superiore
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(n—2)x(n—2)):

l33
0 ty *
To=1| : )
O
tnn
e cosi via per ogni k = 2,...,n — 1 chiamiamo T} la matrice che si ottiene da Tj_; sopprimendo la 1¢ riga e

la 1% colonna. T} & una matrice triangolare superiore (n — k) x (n — k).

Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1* colonna di T:
DetT = t1,(—1)' "' DetT; = t1;DetT;.
Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1% colonna di T7:
DetT = t11DetTy = t11(taa(—1)"" DetTy) = t11t9DetTs.
Cosi procedendo otteniamo:
DetT = t11t99DetTy =

= t11t22t33Det T3 =
= t11t29t33t44DetTy =

=tytes ... tp_1p—1DetTy_; =
=t11t22 ... tnfl,nleet (tnn ) =

=tiitae ... tph_1n-1lnn.

In particolare da cié segue:
Il determinante di una matrice diagonale ¢ il prodotto degli elementi diagonali,

poiche le matrici diagonali sono particolari matrici triangolari superiori.

Esercizio. Sia A una matrice n X n. Si provi che per ogni scalare c¢ si ha:

Det(cA) = ¢"Det(A).

Si ha:
Det(cA) = Det((cI,)A) = Det(cI,,)Det(A).

cA=c(InA)=(cIp)A proprieta 6 del det.

Poiche cI,, & una matrice scalare n X n, in particolare una matrice diagonale, per I’esercizio precedente si ha
che
Det(cI,,) = prodotto degli elementi diagonali di ¢I,.

Tali elementi sono tutti uguali a ¢, ed il loro prodotto ha n fattori (perche cI,, & n x n), dunque Det(cI,,) = ",

per cui
Det(cA) = ¢"Det(A).
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ESERCIZI TIPO

ESERCIZIO TIPO 1

Siano u,v € R" ! ed a € R. Si consideri la matrice a blocchi

1 | uf
A=| = | ——— | e Mu(®),
v | alp-1
—a
(a) Siaw= | — |. Siprovi che Aw = 0 se e solo se u’v = a.
v

(b) Dopo aver calcolato A2 a blocchi, si provi che se a # 0 ed A = A? allora A = I,,.

(a) Calcolando Aw a blocchi si ottiene

—_
[
~
|
IS}
|
IS
_|_
[
~
<
|
IS
_|_
=
~
<
|
IS}
_|_
c
~
<

Aw=|—- | ——— || -

Vv | vicam—av \ —av + (aln_1)Vv —av +av 0

<

IS

[y

i

Jury

=l

|
I
I
|
I

Dunque
Aw=0 < —a4+u'v=0 < u'v=a.

(b) Calcolando A? a blocchi si ottiene

1 | uf 1 | uf 1+ulv | u? +uT(al,_1)
T R | o | —m -
v | alp_1 v | alp-1 v+ (aln_1)v | vu®l + (al,_1)?
1+ulv | ul + qu”
= | - = = = —— | ——————
uT(aInil):aTuTInilzauT v +av | vu? +a?I,_ 4

Per ipotesi A = A2, quindi

Dalla seconda equazione si ricava au’ = 07, per cui, essendo a # 0, u” = 07 (in particolare, u’v = 07v = 0,
e la prima equazione non fornisce informazioni).

Dalla terza equazione si ricava av = 0, e quindi, essendo a # 0, v = 0.
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Sostituendo v = 0 nella quarta equazione, si ottiene
aly_1 =vul +a°I,_1 = O+ a’I,_1 = a®I,_1,

da cui segue
(a—a®*)y_1 =aly_ 1 — I, 1 = O.

Dunque a — a? = 0, e poiche a # 0 concludiamo che a = 1. Allora

21
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ESERCIZIO TIPO 2

Risolvere il sistema lineare Ax = b nei tre seguenti casi:

2 2 4 0
(a)A=|1 1 3|eb=|-1];
3 37 0
13 -2 1 -1
WA=[00 2 4)eb=[ 2 |
2 6 -3 4 ~1
48 4 0
00 1 2
@A=11 3 9]cP=1,
12 1 0

(a) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

2 2 4 | 0 o 112 0
(A | by=[1 1 3 | -1 | 2EE=EDRGE) g o 1 | —1 ]
3371 0 0011 0
sy (L2100
—2 51001 | -1]=(U | d)
000 | 1

Poiche d e dominante, allora Ux = d, e quindi anche Ax = b, non ha soluzioni.
(Infatti: il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che & una scrittura compatta per
xr1 + X9 + 2%3 =0
(*) r3 = -1 s

0 =1

e poiche l'ultima equazione di (x) non ha soluzioni, (x) non ha soluzioni).

(b) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

13 -2 1] -1 i (—2) 13 -2 1] -1
(A | b)=[00 2 4| 2 = 00 2 4] 2 |—
2 6 -3 4 | -1 o0 1 2] 1
PR, 13 -2 1 | -1
Ba>(~1)E2(3) 00 1 2] 1 |=(U | d).
00 0 01 0

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

T1+3x9 —2x3+x4 = -1
r3+2x4 =1
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Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere (la 2¢ e la 4%), Ux = d ha 0o? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U e con la sostituzione all’indietro

otteniamo:
To = h

Ty =k
T3 = 2044+ 1=—2k+1
1 =—-3x9+2x3—24—1=-3h+2x(-2k+1)—k—1=-3h—5k+1
Dunque l'insieme delle soluzioni di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, &
—3h —5k+1
h

—2k+1
k

|h, ke C

(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

48 4]0 1 21 ] 0
10 0 1 | 2 Es1(—1)E31(—1)E1(3) 0 0 1 ‘ 2
(AT PI=11 390 011 |o0]”
12110 00010
121 ] 0
Fas 011 ] o0l
’(0012(Ud)
00010
eeu

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

1+ 22 +2x3 =0
To+x3 =0.
I3 =2

Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poicheé U non ha colonne libere, Ux = d ha esattamente una soluzione.
Con la sostituzione all’indietro otteniamo:
T3 =2
To = —x3 = —2
X1 =—2x9—x3=-2x(-2)—2=4-2=2
2

Dunque 'unica soluzione di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, ¢ il vettore v = | —2
2
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ESERCIZIO TIPO 3

Si risolva il sistema lineare A(a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso o dove

3 3o 3 3o

1 a+1 a+1 a+1
Afa) = 1 o a+1—1 e b(a)= o

0 2 201 a?+3

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 3« 3 T’
|1 a+1 a+1 | a+1 B31(~1)E21(~1)E1(3)
(A) | b= |y *F0 ot s
0o 2 2 | a?+3
1 o 1 | e 1 o 1 | o
0 1 (e} | 1 E42(—2) 0 1 « | 1 _
1o o0 a-i | o0 00 a—i | o |=B@ [ c)
0 2 20 | a®>+3 00 0 | o®+1
1 i 1 | i
5 01 4 | 1], . .
17 CASO a =i (B(i) | c(@)) = 000 | 0 ¢ una forma ridotta di Gauss per
0001 0
= ¢(i) che & una forma compatta per

(A(@) | b)), quindi A(i)x = b(i) & equivalente a B(i)x

x1 +ixe+x3 =1
(*) { xo + ’i(E3 =1
Poiche c(i) ¢ libera, B(i)x = c(i) ammette soluzioni.
Poiche B(i) ha esattamente una colonna libera, B(i)x = c(i) ha oo! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(7) (la 3%) e con la sostituzione
all'indietro da (*) otteniamo

l‘gzh
$2:71$3+1:71h+1
x1=—ixg —x3+i=—i(—th+1)—h+i=—-h—i—h+i=-2h

L’insieme delle soluzioni del sistema B(i)x = ¢(¢) ( e quindi 'insieme delle soluzioni del sistema A (i)x =
b(i) ) &
—2h
—ith+1 ] lheC
h

ati
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1 « 1 | !
o1 a 1 Bs(5)
(B(a) ‘ C(Oé)) - 0 0 o —i ‘ 0
00 0 | o®>+1
1 a 1 | @ 1 a1 | «
01 o | 1 Bi(z) 01 a | 1 |_
“lo o 1] o ) 00 1| o |=(C@ da)).
00 0 | a®+1 00 0 | ati
1 —i 1 | —i
a = —i (C(=1) | d(—1)) = 8 (1) _12 I 0 ¢ una forma ridotta di
00 0 | 0

Gauss per (A(—1) | b(—14)), quindi A(—i)x = b( — ) & equivalente a C( — i)x = d( — ¢) che & una
forma compatta per

T, — 1T + T3 = —1
(*) o — ia?g =1
T3 =0

Poiche d( —¢) ¢ libera, C( — i)x = d( — ¢) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C( — ¢) sono dominanti, C( —¢)x = d( — ¢) ammette un’unica soluzione. Con
la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

.1'320
LC2:Z£C3+1:1

xliingngi:ifi:()

L’unica soluzione di C(—i)x =d(—1i) (equindidi A(—)x=b(—14))ev=

o ¢ {i,~i}

—_

1l ol | «a 1l ol | «
[0 1 a | 1 Baz) [0 1 o« | 1|
00 0 | ati 000 | 1

¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)). Poiché e(a) & dominante, D(a)x = e(«) ( e quindi di
A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.
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ESERCIZIO TIPO 4

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (; (1) _1) .

Un'inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R=(c; | c2), allora

c; ¢ soluzione di (1) Ax =e; = (é) e

¢y @ soluzione di (2) Ax = ey = ((1))

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(10 -1 ][ 10 F21(—2)
(A ] 12)<2 I -1 1] 0 1)

NG

0

(1) & equivalente a (1) Ux = by che & una forma compatta per
r1 — T3 = 1
To+x3=—2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3*) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

o

1] 1 0\ _

[

r3 = h
To = —2—h
r1 = ]. —+ h
L’insieme delle soluzioni di (1) &
h+1
—h—-2]|heC
h

(2) & equivalente a (2') Ux = bg che & una forma compatta per
1 — T3 = 0
To+ax3=1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e con la sosti-

tuzione all’indietro otteniamo
I3 = k

1172:17]6

Z‘1:]€
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L’insieme delle soluzioni di (2) &

k
—k+1||keC
k
h+1 k
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h, k) = | —h—2 —k+1 |, al variare
h k
di b,k eC.
ESERCIZIO TIPO 4 bis
1 2
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A= | 0 1
-1 -1

1. Poniamo B = AT
2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’ESERCIZIO TIPO 4 sappiamo che sono tutte e sole le

h+1 k
matrici del tipo | —h—2 —k+1 | con h,k € C.
h k

3. Una matrice € inversa sinistra di A se e solo se e la trasposta di una inversa destra di B. Quindi le

htl —h=2 h) al variare di h, k € C.

inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo ( & k1 k
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ESERCIZIO TIPO 5

—_

Q
|

—

a—1
Sia A(a)=|a-1
0 1 0

—
\
—

, dove @ € R. Per quegli @ € R per cui A(«) ¢ non singolare, si

a-1 1 a=1 [ 1 0 0\ Ey(-a+1)Bi(=1; ’a #1: A(1) non ha inversa
(Al@ | I)=[a-11 -1 | 01 0
0o 1 0 | o001
1 1 1 1
1L 1 | L 00 . 1L 1 | L 00
—- 10 O -« | -1 1 0 ————1|0 1 0 | 0 o1} ———
0 1 0 | 0 0 1 0 0 —a | -1 1 0
L - i 1 L1 40 0
BEs(——) ’a;«éO.A(O) non ha inversa ail { aal - Fus(—1)
o o 1] L+ -1
1 1 1 1 1 1
1 a—1 0 ‘ a(l—a) o E(—2) 100 ‘ a(a—1) o T a—1
{0 1 0o o 0 010 o0 0 1 | =(Is/A@)").
o o 1| i 19 oo1| 1 -1 9
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ESERCIZIO TIPO 6

a—1 3a—3 2a—-2
0 a? +4 0
2 6 20 — 6
o 3a+2 a+5d
(a) Per ogni « ¢ {1,2i,—2i} si trovi una decomposizione A(a) = L(a)U(a), scrivendo anche L(a) come
prodotto di matrici elementari.

Sia A(a) = , dove a € C.

(b) Per ogni « ¢ {1,2i,—2i} si trovi una decomposizione a rango pieno A(a) = Lg(a)Ug(w).

3a—3 2a -2

6 2a =6 Ba(—a)Esi (~2)Br(24) |a#1
[«] 3a+2 a+5
1 3 2
0 |a®+4 0
%
o [0o] 2a-10 —
0 5_a E42(72)E2(a21+4) o ¢ {27” 727’}
1 3 2
0 1 0
10 0 20-10| =B@®
0 0 S5—«

O = O N

S O = W
[\

Q

I

—

(@)

!

N

W

|

ot

+

£

|

w

[§]

)

o
OO O
OO = W

w
=
Q
N
|
o oo~

= E1 (a — 1)E31 (2)E41 ((X)Eg((lQ + 4)E42(2)E3(20¢ — 10)E43(5 — Oé)

ass
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1 3 2
BG) = [0 o 0| =06
0 0 O
0 00
L(5) = ‘1) 8 — E; (4)Es1(2)Ea1 (5)E2(29)E4s(2)
0 1

Se o € {1,2i,—2i} non ¢ possibile trovare una forma ridotta di Gauss di A(«) senza fare scambi
di righe, quindi A(a) NON ha una decomposizione L(a)U(«).

Per ogni a0 ¢ {5, 1,2i,—2i}, si ha una decomposizione a rango pieno A(«) = Lg(a)Ug(a) prendendo

a—1 0 0
1 3 2
0 2+4 0
Up(a) =10 1 0| eLgla)= 0 @ 0 90 — 10 | ;
001 2 5—«

per @ = 5 si ha una decomposizione a rango pieno A(5) = Lg(5)Ug(5) prendendo

4 0
1 3 2 0 29
5 2
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ESERCIZIO TIPO 7

0 2 —4

. -2 -6 -10
Sia A = 1 3 6
1 -4 10

Si trovino una decomposizione A = PT'LU ed una decomposizione a rango pieno per A.

Applicando 'algoritmo di Gauss ad A si ottiene:

0 2 —4 1 3 6 1 3 6
-2 -6 =10 Fis -2 —6 —10 Ea1 (1) B2 (2) 0 0 2 Fas
= E— —_— ey
A 1 3 6 0 2 —4 0 2 —4
1 —4 10 1 —4 10 0 -7 4
1 3 6 1 3 6 1 3 6
N 0 2 —4 E42(7)E2(%) 0 1 =2 E43(10)E5(3) 0 1 -2
_
0 0 2 00 2 00 1
0 -7 4 0 0 —10 00 0
Sia
10 0 0 0010 001 0
0010 0100 1 00 0
P=FEasBis=1|3 17 0 0|l1 000/ o100
00 0 1 00 0 1 00 0 1
Allora
0010 0 2 —4 1 3 6
100 0 -2 -6 -10 0 2 —4
PA=10 100 1 3 6 | -2 -6 —10
00 0 1 1 -4 10 1 -4 10

Applicando 'algoritmo di Gauss senza scambi di righe a PA otteniamo una decomposizione LU per PA:

3 6 1 6
- @ 2 E41(=1)E31(2) 0 |2 —4
PA= —6 —10 o [o] 2|7
~4 10 0 4
13 6 13 6
Ea42(7)E2(3) 8 (1) Eas(—10)Es(L) 8 (1) —12 _u,
00 [-10 00 0
0 0
ed L = @ 0

_— o O O
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Dunque A = PTLU dove

0 01 0 1 0 0 0 1 3 6
P=lotoo] L={2 0 2 o] U-loo
0 0 01 1 -7 —-10 1 0 0
SI NOTI:
P ha
la 3% riga di I4 in 1% posizione (procedendo dall’alto verso il basso)
la 1¢ riga di I in 2% posizione
la 2% riga di I4 in 3% posizione
la 4% riga di I4 in 4% posizione.
Invertendo le righe con le posizioni, la matrice che ha
la 1% riga di I4 in 3% posizione
la 2% riga di I4 in 1 posizione
la 3¢ riga di I in 2% posizione
la 4% riga di I4 in 4% posizione
€ quindi
01 00
{0y ) cr
0 0 01

(d’altronde da P = Ea3Eq3 segue

P! = (Ex3E13) ' =E13 'Ez3 ' = Eq3Ea3 = Eq3” Eg3” = (E23Eq3)" =P7))

0 01 0 1 0 0 O 01 0 O
01 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
H=EwisBas =1, ¢ o ¢ 0o100] |1000]7F
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
e facendo un’eliminazione di Gauss su HA si ottiene:

01 0 O 0 2 —4 -2 -6 -10 1 3 5
HA — 00 1 0 -2 -6 —-10) _ 1 3 6 B4 (—1)Bai (-1)E1(—3) 0 O 1
11 0 00 1 3 6 o 0 2 —4 0o 2 -4
00 0 1 1 -4 10 1 —4 10 0 -7 5

Dunque HA non ha una decomposizione LU.

Quindi e fondamentale, per costruire P, ’ordine in cui si moltiplicano le matrici corrispondenti agli scambi
di righe effettuati (si parte dall’ultimo procedendo a ritroso).
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Dall’eliminazione di Gauss fatta su A si ottiene che
1 1
E43(10)E3(§)E42(7)E2(§)E23E41(1)E21(2)E13A =U.
Quindi la tentazione di intuire L direttamente da questa eliminazione di Gauss & fuorviante: posto
1 1
B = Eq3(10)Es(;)Ea2(7)E2(5)Ea1 (1) E21(2)

il prodotto delle matrici elementari diverse da quelle corrispondenti agli scambi di righe, si ha che BPA # U,
e quindi PA # B~!'U, ossia B~! non ¢ un buon candidato per L.

Mostriamo che esistono una forma ridotta di Gauss U* per A, una matrice di permutazione P* ed una
matrice triangolare inferiore non singolare L* tali che

U* £ U, P* £P, L* #L, ma A = (P*)TL*U* = PTLU,

ossia la decomposizione A = PTLU non & unica.

Facciamo una eliminazione di Gauss su A scegliendo degli scambi di riga diverse da quelli scelti nell’eliminazione
che abbiamo fatto precedentemente.

0 2 -4 1 -4 10 1 -4 10
-2 -6 -10 Frs -2 —6 —10 Es1(—1) B2 (2) 0 —14 10 Fsa(~T)Fa(— 1
A=11 3 &6 11 3 6 0 7 —4
1 —4 10 0 2 —4 0 2 —4
1 —4 10 1 —4 10 1 —4 10
I U S Eg2(-2) 0o 1 -2 Bia() o 1 -3
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 2 —4 o o -2 0 0 0
00 0 1
o [0 100
Sia P* = Eq4 = 00 1 0 . Allora
1000
0001 0 2 —4 —4 10
pa_ |01 00)[-2 -6 -10]_ 6 —10 | BaDEa@
“lo o 10 1 3 6 | 3 6
1 000 1 —4 10 o] 2 -4
1 -4 10 ! _14 i% 1 -4 10
N 0 10 E42(—2)Es2(—7)Ea(— 11 0 0 Ey3(4) 0 1 —% _ U
0 —4 T o 0 1| -
20 —4 0 0 |[—— 0 0 0
0 7
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Quindi A = (P*)TL*U* con

0 0 0
0 0 0 1 1 -4 10 14 0 0
pro |0 100 p e |01 R )y e LT,
oo 10 ’ o o 1 , L= 0 .
1 000 0 0 0 18
[0] - 1

Per trovare una decomposizione a rango pieno per A, partiamo, ad esempio, dalla decomposizione A =
P7TLU dove

0010 1 0 0 0 13 6
100 0 0 2 0 0 01 —2
P=lo 100 =2 0 2 o] 100 1
00 0 1 1 -7 —-10 1 00 0
Calcoliamo PTL:
010 0 010 0 1 0 0 0 0 2 0 0
r [0 010 r~ [0 0 1 0 o 2 o0 o} [-2 0o 2 ol
P=1l1 000 PX={1000f|l=2 0 2 o/=|l1 0o o of B
000 1 00 0 1 1 -7 —10 1 1 -7 —-10 1

Allora A = BU e si ottiene una decomposizione a rango pieno A = BoUj prendendo

13 6 ooy
U(): 0 1 -2 eB():

00 1 1 0 0

1 -7 -10

ossia prendendo come Uy la matrice che si ottiene da U togliendo le ultime m — k righe, dove m = 4 = numero
delle righe di U e kK = 3 = rango di U (e quindi anche k& = rango di A), e prendendo come By la matrice
che si ottiene da B togliendo le ultime m — k colonne (ossia le colonne in posizioni corrispondenti alle ultime
righe nulle tolte da U).
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ESERCIZIO TIPO 8

- B (1 1N . (1 2\ . (2 3\ . (0 O0O\|. . . . .
SldlcaseS{A1<0 O)’A2(2 0>,A3<2 0),A4(0 1>}eun1n51emed1generator1

di My(R).

Per sapere se S € o meno un insieme di generatori di Ms(R) dobbiamo verificare se per ogni (i Z) € M>(R)

esistano o meno a1, asg, asz, ay € R tali che

b
(a > = 1A + apAs + azAs + oAy =

c d
. 1 1 1 2 2 3 0 0\ [(o1+as+2a3 o+ 20+ 3a3
_al<o 0)“)‘2(2 0>+O‘3(2 0>+°‘4<0 1>_( 205 + 203 o )

ossia se il sistema lineare
a1+ as +2a3 =a
(*) a1 + 200 +3a3 =0
200 + 203 = ¢
g = d

nelle incognite o, as, ag, oy abbia o meno soluzione per ogni a,b,c,d € R.

Se (%) avesse soluzione per ogni a,b,c,d € R allora S sarebbe un insieme di generatori di M3(R), in caso
contrario (ossia se esistono a, b, ¢, d € R per cui (%) non ha soluzione), no.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1120 a 1120 | a
1230 1% 0110 [ b-al_,
0220 | ¢ gpe—y {0 220 | ¢
0001 ]d 0001 | d
1120 | a 1120 | a
O (U S S U I 0110 ]| b-a B
Baa(-2) (0 0 0 0 | ¢=2b+2a ] gy O O O 1 | d =(U | d)
000 1 | d 0000 | c—2b+2a

Poiche esistono a,b,c,d € R per cui d & dominante (ad esempio si prendano a =b=d=0e ¢ = 1), allora S
non & un insieme di generatori di My(R)

(in altre parole: poiche esistono delle matrici di M>(R) che NON si possono esprimere come combinazione
lineare degli elementi di S, ad esempio la matrice <(1) 8), allora § NON & un insieme di generatori di

M;(R)).
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ESERCIZIO TIPO 9

1 2 1
Sianovi =0 |,ve=|1],vyz=]1
3 4 1

Si dica se S = {v1;va;v3} C C3 & linearmente dipendente o linearmente indipendente.

Siano «, 3,9 € C tali che

1 P 1 a+28+6
(%) O=avyi+pBva+dvs=a |0 | +68[1]|+0|1]= B+
3 4 1 3a+ 48+
a+28+6 =0
Allora (*) equivale a (1) B+ =0.
3a+45+46 =0
(1) & un sistema lineare nelle incognite «, 3, d.
0
(1) ha sempre la soluzione nulla | 0 | (ossiaa = =49 =0).
0

Se essa dovesse essere 1'unica soluzione di (1) (quindi se (1) avesse un’unica soluzione) allora S sarebbe
L.I., altrimenti, se (1) ha anche una soluzione non nulla (quindi se (1) ha pit di una soluzione) allora S ¢ L.D.

Vediamo allora quante soluzioni ha (1). Facendo una eliminazione di Gauss sulla sua matrice aumentata
si ottiene

1210 1 2 1 |0 1210
0o11]0f]——s]0 1 1 |O]—=]011] 0|=(U ] 0)
341 | 0) P \o —2 —2 | 0o/ P22 \o o0 o0 | 0

L’ultima colonna di (U | 0), ossia 0, ¢ libera, per cui (1) ha, come avevamo gia osservato, soluzioni.

Poiche non tutte le colonne di U sono dominanti, il sistema (1) non ha un’unica soluzione, quindi S ¢ L.D.

Volendo risolvere (1), si ha che (1) & equivalente ad (1) { @ EQE; 0 - 8

Scegliendo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di U (la 3?), con la sostituzione
0=k

all'indietro si ottiene { 8= —0 = —k
a=-28-6= -2k —k=k
k
Il sistema (1) ha co® soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme -k ||keC

k

Prendendo ad esempio k = 1 si ottienea=1=0de = —1:

V17V2+V3:0
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¢ una combinazione lineare nulla di {v;va;v3} con coefficienti non tutti nulli.
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ESERCIZIO TIPO 10

Sia W l'insieme delle matrici 2 x 2 reali triangolari superiori. L’insieme

-1 2\ ~ (2 3\ ~ (1 1\ ~ (0 0\ ~ (1 0\ ~ (2 —4
s={o= (3 D)= 0)e= (o o) (0 0)ie= (6 V)= (0 2))

€ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.
“Restringiamo”un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

C,= <8 8) ¢ senz’altro combinazione degli altri:

Cys=0=0C; +0C2 +0C3 + 0C5 + 0Cs,

per cui togliamo subito C,4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

12\ o (2 3\ o (1 1\ & (1 0\ ~ (2 -4
Sl{cl(o 2);CQ<0 0)703(0 0>7C5<0 1>7C6<0 _4>}

20 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di §; 7 Poiche

1 1
C1 = —5Cs = 0C; +0C; +0C; — 5 C

ma anche

Cs = —-2Cy = —2C; +0C5 +0C3 + 0C5

possiamo togliere da S; il vettore Ci, oppure possiamo togliere da S; il vettore Cg, ottenendo ancora un
insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano coppie di vettori di

cui 'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno dei due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia C1, Cg e scegliamo di togliere Cj.

s={e= (3 0)ie=(5 o) ior=(o 1) (5 )}

30 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sy vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di So ?

Poniamo

Sia a1 Cs + a3C3 + a3Cs5 + a4 Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S;. Allora da

0 0 _ 2 3 1 1 1 0 2 —4 _ 2001 + ag + a3 + 2004 31 + o — day
(O O)—al (O 0>+(X2<0 O>+Oé3<0 1)+0¢4<0 _4>—< 0 s — Aoy >
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si ottiene il sistema lineare, nelle incognite aq, as, as, ay
2000 + a0 + ag + 204 =0
3a1 +ag — 4oy =0

04374O£4:0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

211 2 |0 e (152 1 0 3 3 1 |0
310 —4 | o 2ERE G S0 s 7 o] 25 (001 03 14 | 0],
001 —4 | 0 0 0 1 -4 |0 00 1 —4 |0

per cui il sistema e equivalente al sistema
ar+ zas + zaz +as =0
(*) g + 3C¥3 + 140[4 =0

a3—4a4:0

il cui insieme delle soluzioni ¢

10h
—26h
ih |lheR
h
10
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio | 1 (si ponga h = 1), si ottiene
1

10C, — 26C3 + 4C5 + Cg = O,

per cui Cq,C3, C5 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di S, e ciascuno di loro pud essere scelto
come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Ss la matrice Cy (combinazione lineare degli altri elementi di Sz) e poniamo

si=fer= (5 o)ie= (5 §)e= (5 1))

49 passaggio. Sz ¢ ancora un insieme di generatori di . Esistono in Sz vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di S3 ?

Sia 1 C3 + asCs + a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S3. Allora da

0 0 o 1 1 1 0 2 -4 o a1 + a2 + 2043 a1 — 40[3
(0 0>_°‘1<0 0)“”(0 1)*“3(0 —4)‘( 0 a2—4a3>
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a1, as, as

o +ag+ 203 =0
a1—4a3:O
a2—4oz3=()
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Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

112 |0 Ea1(—1) Lo 2 10 Es2(—1)E2(—1)
10 -4 |0 2 0 -1 -6 | 0
01 —4 | 0 0 1 -4 10
11 2 ] 0 [ 112 1] 0
{01 6 | 0 10 016 |0
00 —10 | 0 0010

L’unica soluzione del sistema ¢ quella nulla, per cui Sz ¢ linearmente indipendente, ed ¢ una base di W
contenuta in S.
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ESERCIZIO TIPO 11

Si trovi una base dello spazio nullo N(A) della matrice A = <; i ; (1)>

Poiche N(A) = N(U) per ogni forma ridotta di Gauss U di A, troviamo una base dello spazio nullo di
una forma ridotta di Gauss per A.

_1210 E31(—2) 1210_
A_(2431) (0011)_U

U ¢ una forma ridotta di Gauss per A. Per il teorema “nullita + rango”si ha

dim N(U) = (numero delle colonne di U - rk(U)) =4 —2 = 2.

Poiche
1
| T2 T, + 229 + 23 =0
x=1 eN(U)<:>{ 5+ 14 = 0
T4

scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) con la sostituzione
all’indietro si ottiene

X9 = h
Ty = k
T3 = —XT4 = —k‘
xry = 721’2 — X3 = —2h — (7]{3) = =2h + k
Quindi
—2h+k
N(A) = N(U) = "o ikec
k

e chiamando v; l'elemento di N(A) che si ottiene ponendo h = 1 e k = 0 e vo Pelemento di N(A) che si
ottiene ponendo h = 0 e k = 1, si ha che una base di N(A) &

-2 1
1 0
Vi=| g |'v2=|_4
0 1
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ESERCIZIO TIPO 12

1 1 0
Sia A,=|1 a+2i 0 , dove a € C.
2 24 a?+1
Per ogni a € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D,, di R(A,,).

A, =11 a+2 0 0 a+i 0 =B,
2 2 a? +1 0 0 a?+1
1 i 0 my (1@ 0
a#—i Ba=[0 a+i 0 |—510 1 0 |=¢C,
0 0 a2+1 00 a2+1
1 i 0 Bty (100
a#—iji: Co=[01 0 |—"%(010]=U,
0 0 a®+1 00 1
1 0 0 1 i 0
rk(A) =3, Da=< | —=i|;{1]:(0]p, Ba={|1]|;{a+2i|;[ o0
0 0 1 2 2i o +1

0 0 2 2

= U_Z‘,Tk(A_i) = I,D_i == —1 ,B_i = 1
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ESERCIZIO TIPO 13 Si consideri I'applicazione lineare f : C?> — C? definita da
a da+b
f( ( b ) ) = 3a
a—2b

Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

1 0 1
(@) {0 6)
1 0 -1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo & A — (cp(f((§>)) Cp(f((_24)))> . Poiché

43

14 4 8
allora A = (C’D(( 6 )) C’D(( 6 ))) . Piuttosto che calcolare separatamente C’D(( 3 )) e
—10 10 —13

-1
Cp(| 6 |),ecalcoliamo Cp(
8

a
b
c
al due diversi vettori . Poiche
—10
a 1
Cp( B =a|0|+8
1) 1

{a—|—5=a {az(a+c)/2 (a)
35 = B8 ="5b/3 = Cp(| b
a—0=c 0=(a—1c)/2 c
2
2

a

o o
o W o

1 a+6

+5| 0 )= 38
Jo()- ()
(a+c)/2)
b/3 .

(a—c)/2

allora

) per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta

Ponendo @ = 14, b = 6 e ¢ = —10 otteniamo CD(< 6 )) = ( ; ponendo a =4, b =6e c =10
12

-10
4 7
otteniamo Cp(| 6 |)=| 2 |. Quindi
10 -3
2 7
A= 2 2
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ESERCIZIO TIPO 14

Si calcoli la matrice di passaggio Mz 5 da B’ a B, dove B e B’ sono le seguenti basi ordinate di R3:

1 0 1 3 1 5
B = O);131];1 0 , B = 0]:;({3];10
1 0 -1 1 1 1
La matrice di passaggio Mg, 5 da B a B¢
3 1 5
Mpep = | Ca(| 0 ) Cs([3]) Cs(|0])
1 1 1
Nel’lESERCIZIO TTPO 13 abbiamo calcolato
a (a+c¢)/2
Ce({b])= b/3
¢ (a—1c)/2
3 1 5
Specializzando la formula ottenuta ai tre diversi vettori [ 0 |, [ 3 |, | O | otteniamo
1 1 1
3 2 1 1 5 3
Ce({fo])=10], Ca({3])=|1]. Ca({O])=1{0
1 1 1 0 1 2
Dunque
2 1 3
Mpep =10 1 0
1 0 2
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ESERCIZIO TIPO 15

2 7
SiaA=1| 2 2 la matrice associata ad un’applicazione lineare
12 -3

f : C? — C3 rispetto alle basi ordinate

(O} - - {()6) (¢

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate

3 1 )
() - (1))
1 1 1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo ¢
-1
A = My, AMp s

dove Mp, pr & la matrice di passaggio da D’ a D, e Mg, 5 ¢ la matrice di passaggio da B’ a B.

2 1 3
Nel’ESERCIZIO TIPO 14 abbiamo calcolato Mp.p = | 0 1 0 | . Calcoliamo la sua inversa:
1 0 2
21 3] 100 . 10 2 ] 001
(Mp.p | I3)=10 1 0 01 0]—==%1010]010]|—
1 0 2 0 0 1 21 3] 100
Ba1(=2) 10 2 | 00 1 Ea(—1) 10 2 | 0 O 1 Ba(-1)
== 5101 0 | 01 0|]=25101 o0 0 1 0 2
01 -1 ] 10 -2 00 -1 1] 1 -1 -2
10 2| 0 01 Bra(—2) 100 | 2 -2 -3
—l0o 10| 0 10|22 0101 0 1 0 |=(Iz | Ms.,)
001 ] -1 1 2 001 | -1 1 2
2 -2 -3
Mpep =Mzl 5 0 1 0
-1 1 2
Calcoliamo

Macw = ((cul( ) es( 2))).

Calcoliamo Cg( “ )) per un generico vettore Z) € C2, e specializziamo la formula ottenuta ai due diversi

b

certors () e ( 2,). poic
(3= (8) 1 (2)=a(2)en( )= (21 %)
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20+ 28 =a

6o — 45 — b (nelle incognite a e [5)si ottiene

ca(i) - ()

risolvendo il sistema lineare {

Ponendo a = 6 e b = 8 otteniamo CM(S)) = <?>, ponendo a = 2 e b = —4 otteniamo CB(<_24>) = <(1)>
Quindi
6 2 2 0
= en(2) ()1 2)
Dunque
2 =2 3 2 7
/ -1 2 0
1 1 2 12 -3
-36 19 -53 19
—( 2 2 <f (1)> - 6 2
24 —11 37 —11
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ESERCIZIO TIPO 16

Si verifichi che ¢ :R? = R>( definita da gf)((zo )) = lag + a1]| + |ap — a1| & una norma.
1

¢(0)=¢>(<8>)= 0+0[+0—0] = 0.

Sia v = <ZO ) Poiche ¢(v) > 0, per provare che
1

v#0 = o(v) >0

basta provare che
ossia basta provare che

Ora:

|a0—a1|:0

o) = o(a (22 )) = o(( 200 )) = aao + aar| + aap ~ aar| =

ay aay

= |allag + a1| + [allag — a1| = |a[(lag + a1| + |ag — a1]) = |a|p(v).

1

Sianov:(Z())ew:(Z?).

otvw) = o0

= |(CLO+Q1)+ (bo +b1)| + ‘(ao 7041) +(b0 7b1)| S
< lap + ar| + |bo + b1| + |ap — a1| + |bo — b1| = &(v) + H(w).

)) — I(ao + bo) + (a1 +b1)| + (a0 + bo) — (ax + b1)] =

) =0 lag +a1] =0 ag+a; =0
v:<a0> — {0 ! — {0 ! = q=a1=0 = v=0.
1
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ESERCIZIO TIPO 17
Si verifichi che  (-|') : C? x C> - C  definita da

X1 Y1 _ _
= +2
(<£Ez) ‘ <y2>) 11 T2Y2

¢ un prodotto interno.

Sianox:(ii),yz(yl)e(y.

Y2

(ylx) = (x]y)

(V%) = a1 +2022 = T+ 2T = (xX]y).

Sianox—<x1>,y_<y1),W—<$1>€CQea,BEC.
2

€2 Y2

(x|ay + Bw) = a(xly) + B(x|w)

(x|ay + Bw) = T1(ayr + Pwi) + 2T2(ay2 + Pwe) = a1y + BTrwr + 20@2y2 + 2BTawe =
= a(T1y1 + 2Z2y2) + B(TTwr + 2Taws) = a(x|y) + B(x|w).

e (0/0)Z0

() x:(il);ﬁO = (x]x) € Rso
2

e (00) = 0+2x0 = 0
oo (X|x) = Tyw +2Tewy = |zq)* 4 2lze)?
Essendo x # 0, si ha che z1 # 0 oppure a2 # 0, per cui 1|2 € R oppure |z3]? € Rxq.
Quindi |z1|? + 2|72]? € Rsp.
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ESERCIZIO TIPO 18

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 1 0 0
0 1 -1 0
V= < 7 ’ ) —1 ’ 0 >
0 -1 1 )
1°MODO
Troviamo una base B; di V.
Poniamo
1 ) 0 0
0 1 -1 |0
Wl - 7 ) W2 - O b W3 - _1 ) W4 O
0 -1 1 7

e costruiamo la matrice A = (w; w2 W3 Wy ), ossia una matrice tale che C(A) = V.

1 4 0 0 1 4 0 O 1 ¢4 0 0

A — 0O 1 -1 0 0 -1 0 01 -1 0 .
i 0 -1 0 E3z1(—1) 0O 1 —-10 E42(1)E32(—1) 00 0 0
0o -1 1 4 0o -1 1 = 00 0 =
1 ¢4 0 O 1 ¢4 0 O

o -0 01 -1 0| _yg

By |0 0 0O ¢ Bs(—) |0 0 0 1
00 0 O 00 0 O

Dunque By = {w;,wa,wy} ¢ una base di C(A) =V.
Troviamo una base ortogonale By di V: poniamo vi = wi, vy = Wy e vz = Wy, e applichiamo

lalgoritmo di Gram-Schmidt a {vi;va;vs}.
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1
u =vy = 0
1=vi= |,
0
_ _(ugva)
uz = vp — ajauy, u #0 = ap=
(urfuy)
7
1
(uilve) =uyve=(1 0 —i 0) =1
-1
1
H 0
(uilyy) =uyuwy=(1 0 —i 0) ; =2
0
— Oélgzi/Q
Uz = Vg —QioUuy =
1
:V2—§u1:
i 1 i
_ N 1
1o 21i ) | 3
-1 0 -1
u3z = V3 — Q13U — Qa3la,
uq 7é 0 = 13 = (U1|VS)
(uilur)
0
0
(111|V3)—111V3:(1 0 —1 O) 0 =0
)
= 0613:0
o 75 0 — Q93 = (U2|V3)
(uzlus)
0
_ [ 1 0 .
(uglvg) =uyvy=(—-5 1 5 —1) 0] ="
)
A
(wolug) =wy'wp = (-5 1 § -1)| 1 =3
2
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U3z = V3 — (xj3Uu; — QiggUg =

21

= Vg —+ guz =

0 i -1

0 21 1 1 21
“lo) s L] T

) -1 3t

Bs = {uj;us;u3}, dove
1 ) -1
uy = 0 u — 1 us = } 21

]’ 1 ’ 5 1 ’
0 -2 3

& una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V', normalizzando gli elementi di Bs.

w2 = V(wi]w) = V2
[uzllz = v/(uzlug) = \/5/2

—1
1 . ) 1 o2 V15
llusl2 = v (uslus) = y/ullu; = 5(_1 -2 —i —3i) HEE
31
B = { i Tusl? Tusla 1> dove
1 7 —1
up o i O Uo o 1 2 us - 1 2
[l V2 | ¢ uzllz vio{ 1 |7 Jusla vis| @ |’
0 -2 37

¢ una base ortonormale di V.

Costruiamo dapprima un insieme di generatori ortogonale di V: poniamo

1 7 0 0
0 1 -1 0
vy = i ’ Vo = 0 ) V3 = -1 ) V4 = 0
0 -1 1 )

e applichiamo 'algoritmo di Gram-Schimdt a {v1;va;v3;vy}. Otterremo 4 vettori, ug, us, us, uy, e 'insieme
{u1;uy; usz; uy} sara un insieme di generatori ortogonale di V.

Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di
Gauss U della matrice A che ha come colnne vi,va,v3, vy: le eventuali colonne libere di U corrisponderanno
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agli u; nulli.

1 i 0 0 1 i 0 0
A—(vi va va v4>(o 1 -1 0 0 1 -1 0
i 0 =1 0 ey |01 =1 0 mu)me-1
0 -1 1 0 -1 1
1 i 0 0 1 i 0 0 1 i 0 0
Lfor —ro) fo1 1o 01 -1 0)_q
00 0 0 m (00 0 i meny |00 0 1
00 0 i 00 0 0 00 0 0

Poiche U ha come unica colonna libera la 3%, allora applicando lalgoritmo di Gram-Schimdt a {v1;va;vs;va}

otterremo usz = 0.

1
u =v 0
1=vi=| .
0
— _ (ufvy)
up = Vg — Qaly, u 0 — o=
(ugfuy)
1
1
(111|V2)—111V2:(1 0 —1 O) O =
-1
1
0
(uiluy) =uyuwy=(1 0 —i 0) ; =2
0
— au:i/2
?
Uz =V — Qiallp = Vz — jWy =
1 1 %
1] _ijo)_[1
10 2li| | 3
—1 0 -1

uz = V3 — (j3u; — iegUy,
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uz = V3 — 1301 — Qio3lg =

i
:V3*§u1+u2:

0
-1
-1

1

N | .
IS SIEN

1
0
i
0 ~1

Uy = V4 — Q401 — QigqUg — (x34U3

cooo

(ui|vs) =uflvs=(1 0 —i

(uijug) =2

)
- a13:§

A0 = om0
(u2|V3)=u§Iv3:(_% 1 %
f717%71:7g
(wolug) =udfup = (-4 1 3
= a3 =-1

0
0) :1 =3
1
0
—1
Dl ] =
1
AN
2
-1
0
0) 8 =0
)
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Uy = V4 — QigqUg =

24

=Vvy4+ g]_].2 = |

0 3

0 24 1
= + = % =

1 -1
1 :
Dunque < u; = O ;Ug = }
v 2
0 -1

di V.

0
(uzfvy) =uy vy = (-3 3 D)=
1
s
(wolup) =udfup, = (-4 1 % -1) 1| =35
2
-1
2.
— 0424:—32

u3=0 = «a34=0 nperdef

-1
2
i
3i
0 -1
. 0 ) o2 1y o insieme d . |
sug = 0 yUg = 5 i € un isieme di generatom ortogona e
0 3i

Costruiamo una base ortogonale di V togliendo dall’insieme di generatori ortogonale di V' trovato

al punto gli eventuali u; nulli. In questo caso poniamo:

1

0

W1 =u; = .

)

0

1 z

2

L’insieme { wi = ? TWo = }
2

0 -1

i -1
1 1 2¢
W2 = U = 1> W3*u475 i

2

-1 3i
-1
2 R .

T W3 = % iz € una base ortogonale di V.

3i

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia

dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di wi, wo, Wy :
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[will2 = v/(ui]ur) = V2
[walla = /(uz[uz) = \/5/2

1
1 ) ) 1 2 V15
||W3H2:\/m:\/ﬁz g(—1 —21 —i —3@)g ; ==
3i
Allora B = { 50 1ol i Twal 1 dove
1 7 —1
w1 1 0 wa 1 2 w3 1 %
[will  v2 @) lwalla VIO | 1 )7 wslla VI5| @ |’
0 _ 3i

¢ una base ortonormale di V.
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ESERCIZIO TIPO 19

Si consideri il sottospazio W = (

SO
= O
-
—

~
o,
=
a
@

(a) Si trovi il complemento ortogonale W+ di W in C3.

5
(b) Si calcoli la proiezione ortogonale Py (v) del vettore v= | 2 | su W.
1
1 —1 1 1 —¢ ¢
Postow; = [0 ], wa=| 0 |, wg = 1 |,sia A= (w; wy w3) 0 0 1 una matrice
i 1 -1 i 1 -1

tale che C(A) = (wy;wa;wg) = W.

0
(a) Da W = C(A) segue W+ = C(A)+ = N(AH). Facendo una EG su A# ( 0 1 | siottiene
1

—1

1 0 —i 1 0 —i 1 0 —i
AF=4i 1 1 |— (00 0]—|01 0]=U
— 1 —1) Ba@Bal=0 Ao 1 0/ P» \o 0 o0

Poiche
1 T1 —IiT 0 ih
x=|22 | e NU) = { ! . 3 0 allora N(AH)=N(U) = 0 ||lheC
2
X3 h

Poiche le colonne dominanti di una forma ridotta di Gauss per A sono la 1% e la 3%, By = {w;, w3} & una
base di C(A) = W. Posto
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applichiamo ’algoritmo di GS a {v1;va} per trovare una base ortogonale {u;;us} di W.

1
u; = V] = 0
7
u|v
uz = vy — Q2Uy, uy#0 = 0412:< 1fva)
(u1u

(wiluy)) =ufu; = (1 0 —i)

)
(w|ve) =uflvy = (1 0 —i)(l =2

— O[12:2i/2:i

Uy = Vo — (xjaUu1 =

= Vg — iul =
i 1 0
= 1 —1|10] =11
-1 i 0
1 0
Dunque Bo=<u;=|0 |;us=1]1 € una base ortogonale di W.
i 0

Troviamo una base ortonormale B di W, normalizzando gli elementi di By. Essendo

iz = V(w|w) = V2 e [Jus]2 = v/(uguz) = V1 =1,

1 0
— w1 N | U N .
B={uj= e = = | 0% = fup = | ! ¢ una base ortonormale di .
i 0
51
La proiezione ortogonale Py (v)div=| 2 | su W e
1

Py (v) = (ui|v)uj + (u3|v)u

= (u) v uj + (u3)"v-uj =
1 54 (1 54
:5(1 0 —i)[2]-{0o]+(0 1 0)[ 2 1| =
1 i 1
| ! )
=_—BGi—i)[ 0| +2 =
1

57



58 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2013/2014, GEMMA PARMEGGIANI

ESERCIZIO TIPO 20

1 -5 3 4
SiaA=| 0 0 1 1
-1 5 -1 =2

(a) Si trovi una decomposizione QgRg-non-normalizzata per A.
(b) Si trovi una decomposizione QR-normalizzata per A.

(c) Si calcoli la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C(A) di A.

(a) Poniamo

e applichiamo 'algoritmo di Gram-Schimdt a {vq,va,vs,va}.

Otterremo 4 vettori, uy, ug, us, uy. Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo
innanzitutto una forma ridotta di Gauss U di A: le eventuali colonne libere di U corrisponderanno agli u;
nulli.

1 -5 3 (1) 1 -5 3 4 a(2) 1 -5 3 4
A=10 0 1 1 3 0 0 1 1 32 0 0 1 1]=U
-1 5 -1 =2 0 0 2 2 0 0 0 0

Poiche U ha come colonne libere la 2% e la 4%, applicando l'algoritmo di Gram-Schimdt a {vi1,va,vs,va}
otterremo ugz = 0 = uy.

1
u; =Vvy = 0
-1
Uz = Vg — (¥12U1, up 7’5 0 = aio= (U1|VZ)
(ufuy)
-5
(U1|V2) = Uy Vg2 = (]. 0 —].) 0 =—-10
5)
1
(u1|u1):u1 U1:(1 0 71) 0 =2
-1

— | =-10/2 = 5|
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Uz = Vg — @2Uy; = Vg +duy =

) 1

ug = vz — 13Uy — Gie3uz,

wm#0 = a3= (u1]vs)
(u1fuy)
3
(u1|V3)—u1 V3—(1 0 —1) 1 =4
-1
- o3 = 4/2 =2
L
Uz = Vg — (13U1 — Q32 =
= V3 — 2111 =
3 1 1
= 1 -2 0 = 1] =ug
-1 -1 1
Ug = Vg — (401 — GiqU2 — (Grz4Uug,
w#F0 = apy= (us[va)
(u1fuy)
(111|V4) = ule4 = (]. 0 —1) 1 =6
—2
- 14 = 6/2 =3
L
u3 #0 = az= (ug|va)
(us|us)
4
(uglva) =ugfvya=(1 1 1) 1 | =3
—2

1
(uglus) =ugug=(1 1 1)[1] =3
1

— a34:3/3:1
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Uy = Vg4 — Q401 — QiggUz — Qiggug =

:V4—3ul—U3=

4 1 1
= 1 -31 0 — |1 1] =/0=uy
-2 -1 1
Poniamo
1 0 1 0
Qo = (111 Uz Us 114) = 0 0 1 0
-1 0 1 0
1 Q12 (13 (14 1 -5 2 3
R — 0 1 Q23 (Qlgg _ 0 1 0 0
710 0 1 azm ] |0 0 11
0 O 0 1 0 0 01

A = QoRy ¢ una decomposizione QgRg-non-normalizzata per A.

(b) Sia Qp la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo tutte le
(eventuali) colonne nulle di Qg. In questo caso Qg ha due colonne nulle, la 2 e la 4%, quindi

1 1
le(ul 113): 0 1
-1 1

Sia R; la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (2), togliendo le righe di Rg che
corrispondono alle colonne che sono state tolte da Qg per ottenere Q;. In questo caso, poiche per ottenere
Q1 sono state tolte da Qg la 2% e la 4% colonna, allora per ottenere R si toglie da Rg la 2% riga e la 4“ riga.

Dunque
1 -5 2 3
R. = (0 0 1 1)'

Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma euclidea delle colonne di Q7 (ossia
delle colonne non nulle di Qg), e calcoliamo D~1.

Poiche

lurllz = v/(u1lu1) =v2 e [lugllz = v/(us|us) = V3,

o= (M5l )= (% Ja) Dl(

allora

o5
sk o
N———

Poniamo

Qo
I
o
9
I
/
L o =
/
oS-
sk o
N~
Il
|
<l =8
ShS-s-

RZD&:(? 0)(1 -5 2 3)2(? —50\/5 2\>/§§ 3\/@)
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Allora A = QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A.

(c) La matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A ¢ P = QQ™:

1 1
V2 ? 0 -1
poaat- | 0 H|(E L -
_1 1 J\VE VB 3
V2 V3
1 1 1 1 1
T3 3 T2ty 15 2 -1
USRS S P A W -
—3T3 3 3T3 -1205
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ESERCIZIO TIPO 21

z z 1 0
Sia A(z) = (1) ? } ; 0_ , dove z € C.
1 1 1 0

Si dica per quali z € C la matrice A(z) € non singolare.

A(z) & non singolare se e solo se Det(A(z)) # 0. Calcoliamo dunque Det(A(z)).

z z 0
Det(A(z)) < (=1)*PDet [ 1 1 z—4 | =
1 1 0

sviluppato rispetto
alla 2¢ riga

= —(z = i)(~1)**3Det (f i) -

sviluppato rispetto
alla 3% colonna

=(z-i)(z—-%)

Quindi A(z) & non singolare se e solo se (z —i)(z —Z) # 0.

Si osservi che (z —i)(z —Z) = 0 se e solo se 0 2 — i = 0, e quindi z = 4, oppure z —zZ = 0, e quindi z = Z.
Poiche
2=z <= z€R,

allora

Det(A(z)) =0 <= zeRU{i}
e quindi

Det(A(z)) #0 <«— z¢ RU{i}.
Concludendo

A(z) € non singolare <= z ¢ RU {i}.
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TESTI DEGLI ESERCIZI PER CASA

ESERCIZI PER CASA 1

Per ciascuno dei seguenti numeri complessi
Z1=1 2=-31, 23=1—21 e z4=5+3

si calcolino il modulo ed il coniugato, e si scriva I'inverso in forma algebrica.
Quali sono i numeri complessi z tali che z = -2 7

Si scrivano in forma trigonometrica i numeri complessi z; = 3v/3 + 3i e 2z = 3\&(1 + 1) ed in forma
algebrica il numero complesso w = 4(cos(2) + isin(3n)).

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se & scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

2 0 2 5 00\ (5 00\ /200\ (500) (505
020,(828),(328),000,550,050,050,050
2 0 2 005/ \50¢2) \oos)/\oos/ \oos5s

6 0 4 2

[5]Siano A= |1 -3 ,B:(i _12 _%)c:(é DeD: 1 0

2 -2 -1 -2

Si calcoli B(DC — 2A) + 4C.
. 1 1
@ Sia A = (1 1 )

(a) Si trovino tutte le matrici reali B = (z Zt/) tali che AB = BA.

(b) Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 C tali che AC = O.
Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A? = I.
Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A? = A.
@ Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A tali che A% = O.

Sia A una matrice reale m X 2 non nulla in cui la prima colonna ¢ il doppio della seconda. Si trovino
tutte le matrici reali diagonali D per cui ciascuna colonna di AD ¢ il doppio della seguente.
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ESERCIZI PER CASA 2

2—-3i 1+ 3+ 5i ‘ _
Siano A= 0 i ., B=(2 1+i), C= 6 ’ D<7+Z, 2+31>‘
i . 3—2 0
1—1 1 2—-2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.
(b) Si calcoli (A¥C +iBT)B + (1 + 3i)D*.

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

2 2+ 3 2 2+ 3 0 2+ 3 0 2+ 3 2 1 2 3
2-31 3 "\ 2+ 30 3 T\ —2+3i 0 T\ —2-3i 0 A1 3/)°\1 0/

Siano A, B e C matrici complesse quadrate di ordine n. Si supponga che A sia anti-hermitiana, B sia
reale e C sia simmetrica. Si provi che

(a) (AB+C) + BTA =C;
(b) [(A+BT)C]® — (AC)T = CB.

Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = (2 ;_ ! 1__22. ) .

Sia A una matrice quadrata e siano B e C la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana di A. Si
provi che BC = CB se e solo se AA7 = AHA.

@ Sia G(v) la matrice n x n dipendente dal vettore v € R"~! definita da G(v) = [ — | ———

(a) Si provi che per ogni vi, vy € R"™! esiste vz € R"7! tale che G(v1) - G(va) = G(v3).
1 | of

(b)SiaA=|—- | —— | € Mp(R) (per cuiue R" ! e B e M,_1(R)).
u | B

Si provi che per ogni v € R"~! esiste w € R"~! tale che A - G(v) = G(w) - A.

Sia A € M,,_1(R) una matrice simmetrica e siano u,v € R"~! ed a € R. Si considerino le matrici

Si provi che BC & simmetrica se e solo se Au = 0.
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ESERCIZI PER CASA 3

Si scrivano le matrici elementari Eq13(4), E3(4) ed Eq3 di ordine 3 e di ordine 4.
T
Sia A = <£T> una matrice reale 2 X n non nulla con le righe uguali. Si trovino tutte le matrici

T
elementari E tali che EA = <3rrT >

Siano c1, ¢z € R ed Ej;(cq), Ejj(cz2), Ei(c1), Ei(cz) di ordine n.
(a) Si trovi cs € R tale che Ej;(cq)Ejj(ce) = Ejj(cs).

(b) Si trovi ¢4 € R tale che E;(c1)E;(c2) = Ei(cq).

Si trovino forme ridotte di Gauss per le seguenti matrici:

2 -2 4 0 3 -9 0
A=(3 -39 6|, B=|-2 6|, wi=(4 0 3), v=|[7
3 -3 3 -6 4 8 3
21 0 —2i 2ia
Sia A(a)=|1 o?>+4 0 a |, doveae€ C. Perogni a € C si trovi una forma ridotta

2 22°+8 0 4o
di Gauss U(«) per A(«) e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(«).

3 =3 9 6 6
- q o . . A 1 -1 7 4 4
@ Si risolva il sistema lineare Ax = b nei seguenti casi: (a) A = 1 _1 3 92 |¢ b = NE
-2 2 -6 -4 —4

3 -3 9 6 6 3 -3 9 6 6
1 -1 7 4 4 1 0 7 4 4
O A=11 4 3 o] P |i A= 45 9] ¢ Py
-2 2 -6 —4 —4 1 0 5 6 8

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso a dove

1 a—1 0 a—1

B 0 1 0 e+
Ala) = 1 a—i ati| © P@=] 9
—a—i —a?2-1 0 0

E Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) g) .

@ Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

S =N
w o =
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ESERCIZI PER CASA 4

Si provi che se A & una matrice con un’unica inversa destra R, allora A & quadrata ed R = A~! (sugg.:
si osservi che, essendo R unica, ogni sistema Ax = e; ha un’unica soluzione, per cui rk(A) =...)

Sia A una matrice m x n con m < n e rk(A) = m. Si provi che esiste B # O tale che AB = O (sugg.: si
usi Pesercizio precedente).

2 -2 2 0 0 6
2 -2 3 -2 -1 8
-2 2 =2 0 0 5
3 -3 4 -2 -1 12

Si trovi una forma ridotta di Gauss-Jordan per la matrice A =

0 1 0
Sia A(a)=| a o*> —a |, dovea&R. Perquegli a € R per cui A(a) & non singolare, si calcoli
20 2a® 1

A(a)~ L
Sia A = (63’ 1_‘/). Si calcoli AL,

@ Si dica per quali a € C la matrice A(«a) = <
di A(a).

Sia A = E47(2)E3(6)E12( — 3)E24Es(3) di ordine n. Si scrivano A~! ed AT come prodotti di matrici
elementari.

a+ 3 « N . . . . e
. . ] € non singolare. Per tali o, si trovi 'inversa
a+3i a—1

« 3o 2c —2a
0 0 a®24+9 o?+9
Sia A(a) = 2 6 4 —-34+a |,dove aeC.
1 3 1 —6 — 3a
a+l 3a+3 2a+1 -1

(a) Per ogni a ¢ {0, 3¢, —3i} si trovi una decomposizione A (a) = L(a)U(a), scrivendo anche L(«) come
prodotto di matrici elementari.

(b) Per ogni « ¢ {0, 34, —3i} si trovi una decomposizione a rango pieno A(«) = Lo(a)Ug(a).
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ESERCIZI PER CASA 5

3 9 -6 0
-2 -6 4 -1

[1]SiaA=]0 2 —4 0

1 7 6 0
1 -4 10 -4

(a) Si trovi una decomposizione A = PTLU.

(b) Si trovi una decomposizione a rango pieno per A.

Si provi che l'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n & un sottospazio vettoriale di
M,,(C) e che I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n non é.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & un suo sottospazio:

([ B ()t M (G 1S

Sia A € M,,(C). Si provi che i tre seguenti sottoinsiemi di M,,(C) sono sottospazi vettoriali di M, (C):
W1 ={B € M,(C)|AB =BA}, W, = {B € M,(C)|AB ¢ scalare} e W3 = {B € M, (C)|AB = B7}.
Sia V = R? (sp. vett. reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V & un sottospazio vettoriale di V:

) 1 ) A ISR (G o

@ Si dica se Wi = {i-v|v € R"} e Wy = {2 v|v € C"} sono sottospazi di C".

Sia W = { ( —Oa g) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2. Si provi che W e

un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R) e si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Mz (R)
€ un insieme di generatori per W:

@ {(1 ) (% Do (% D)6 O {(% )

1 3 1
E Sidicase S=<vi=|-1];vo=| —4|;v3= 2 ¢ un insieme di generatori di R3.
2 8 —4
1 3 1
@ Sianovy = | 2 |;ve=|[6]evyg=|3] edese€e R3. Si dica per quali z € R l'insieme di vettori
0 0 4

S(x) = {v1;Vva;Vvs;x - ez} ¢ un insieme di generatori di R3.
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ESERCIZI PER CASA 6
Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R?® & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
vi=|4];ve=|6];vs=]| —1 , wyg=|4)|;wa=[0];wsg=|—-1]1;
0 2 1 0 2 1

Siano V uno spazio vettoriale ed S = {v1;va; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.

Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:

(1) Sy ={ve+vsvi+v3vy+vy+vs},
(2) 82 = {Vl - 2V3;V1 +V2;V2 + 2V3}.

Sia V = {a+bx +cx?|a,b,c € C} lo spazio dei polinomi a coefficienti complessi di grado minore od uguale
a 2. Si provi che B = {2 + 2%, — 2%;1 + 2} & una base di V.

Siproviche
1 0 20 0 0
s={m=(19) = (3 D)= (1 0)}

¢ una base dello spazio vettoriale V' delle matrici complesse triangolari inferiori 2 x 2.

Sia W l’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

0 2 2 3 11 10 00 0 1
s=o=( )= (5 8) o= o) oo 1)e= (3 o) (V1))

¢ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.

@ Qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche 7

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € M,,(C), definisce un’applicazione lineare da M, (C)
in M,(C): fi(A)=A, f2(A) = AT, f3(A) = A%

Sia g : M3(C) — C? definita da g(A) = Aey.
(a) Si provi che g & un’applicazione lineare.

(b) Si trovino lo spazio nullo N(g) e lo spazio immagine I'm(g) di g.
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ESERCIZI PER CASA 7

1 2 0 3
SiaA,=[1 a+2 a a+2|.PerogniacC sitrovi una base dello spazio nullo N(A,) di A,,.
2 4 0 a+6
2 0 0 2i
. |0 « 0 24
Sla A, = 4 o1 0 4| dove o € C.

0 2 4da—6 0
Per ogni « € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,).

1 T 0 1
1 -1 -1 2
Sianovi= |2 [,va=] 20 [,vz=] 0 [,va=] 2 | edS = {vi;va;vs;vs}. Sia W il sottospazio
0 0 1 —i
1 1 0 1
di C* generato da 8. Si trovi una base B di W contenuta in S (si usi la Nota 3).
1 2 1
Si dica per quali o € R l'insieme B, = al; (0| at+l ¢ una base di R? (si usi la Nota 3).
1 2 a+1

Sia f : R? — M, (R) definita da f(<2)) = (a i b “ 2_ b) . Dopo aver provato che f ¢ un’applicazione

lineare, si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B = {(1> ; (1>} e D =

1 2
0 1 0 1 0 0 2 0 .. L .
{ (O 0) ; (1 1) ; (1 0) ; (O 0) } su dominio e codominio rispettivamente.

1 2 1 1 0 2
@SianoB: vi=[1];vo=|(1];vz=1]1 eB =<Xvi=[0];vhi=(1];v5=1[1
0 1 1 1 1 1

Dopo aver provato che B e B’ sono due basi ordinate di R3, si calcolino le matrici di passaggio M. da B’
aBeMpg,.gdaBal

2 1
Sia A = 0 6 la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R?> — R? rispetto alle basi
-1 -2
1 1 1 1 0
ordinate B = {V1< );Vg( )} eD = ((wi=[1];wa=]0];w3=1(1 su dominio
1 1
0 1 0
e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ =
4 3 1 1 0
{v’1 = (0> iVh = (5> } eD'=¢wi=10];wh=1|—-1]|;w} 0 su dominio e codominio rispet-
0 0 1

tivamente.
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ESERCIZI PER CASA 8

Sia v € R™. Si provi che ||[v||oc = ||V||1 se e solo se v & un multiplo di una colonna di IL,,.

Sia A = (a;j) una matrice complessa quadrata di ordine n tale che A = AH = A? ¢ siano by, b, ...
..., by € C" le colonne di A. Si provi che ||b;||3 = a;; per ognii=1,...,n.

a
Si verifichi che ¢ : C* — Rxq definita da ¢(| b |) = [2a — b| + |a + ¢| + |ib| ¢ una norma.
c

Siano V' uno spazio vettoriale, B = {vy;...;vn} una sua base ordinata e Cg : V. — C™ I'applicazione delle
coordinate rispetto a B. Si provi che la funzione ||'||g : V' — R>¢ definita da |w||p = ||C(W)| e per ogni
w € V e una norma.

Si verifichi che la posizione (*|') : M2(C) x M3(C) — C

a1 a by b !

1 G2 1 b2\ _ —
(o e b4)>—;azbz.
definisce un prodotto interno.

@ Sia V = C2. Si dica quali delle seguenti posizioni definisce un prodotto interno:

(a) (-]') : C%2 x C? — C definita da (<x1> ‘ <y1>) =T1y1 — 3Tayo
L2 Y2

(b) (‘') : C% x C? — C definita da ((;1> ‘ (gl)) =T1y1 + 3Tay2
2 2

Sia [|'|| : M2(C) — R>¢ la norma indotta dal prodotto interno definito nell’esercizio . Si trovino tutte
le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A| = 2v/2.

Siano u=ej +ez e ||| : C> = R>( la norma indotta dal prodotto interno definito nell’Esercizio Tipo 17.
(a) Si trovino tutti i vettori x = <§1> tali che ||x|| = [|x]|2.
2

(b) Si calcolino cos(€ju) e cos(€zu).

i -1 1 0
@ Si trovi una base ortonormale del sottospazio V' = ( _2.1 ; :i ; (1) Y ) di C*.
-1 —i 0 0

Si consideri il sottospazio W = < <(1) 8) ; ((1) %Z) ; (8 l—i%) > di M5(C). Si trovi una base

ortonormale di W rispetto al prodotto interno (*|") : M3(C) x M3(C) — C definito nell’esercizio .



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2013/2014, GEMMA PARMEGGIANI 71

ESERCIZI PER CASA 9

27
81
10
Siano W e (*|") : M2(C) x M3(C) — C come nell’esercizio degli “Esercizi per casa 8”. Si calcoli la

1
2

8i 7i

0. (-1
/ —i

1 1

Si calcoli la proiezione ortogonale di v = sul sottospazio U = { ) di C3.

S O = oS,
|
)

proiezione ortogonale Py (v) di v = < 3\2/5> € M>(C) su W rispetto al prodotto interno (-[).
1 1 1
i S It (1) ). Si trovino basi di Vit e Vit.
)

0
Sian0V1:< i|)eVa={(
2

7
-1 0

Siano W e (]') : M(C) x M3(C) — C come nell’esercizio degli “esercizi per casa 8. Si trovi il
complemento ortogonale W+ di W in My(C) rispetto al prodotto interno (*|).

1 T =2 9

[5|SiaA={ i -1 -2 0

-1 — 2 0

0
1
o

1

(a) Si trovino una decomposizione QoRg-non-normalizzata ed una decomposizione QR-normalizzata per A.
(b) Si calcoli la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A.

@ Stano 0 #v e R™, o€ Red A(a) = (v av). Si trovino:

(a) una decomposizione QoRo-non-normalizzata per A (a);

(b) una decomposizione QR-normalizzata per A («);

(¢) la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A(«)) di A(a).

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

2—1 1 0 i1 144 (2) 1 é 1
A=| 2 1+i 3], B=[-11 2 |, c=
. 1 1 . . 1 1 1 1 0
! vt 110 1+i
2 0 0 1
. 0 o 0 1 - . . N
Sla Ala) = 4 a—1 0 BE dove a € R. Si dica per quali @ € R si ha che A(a) & non

0 2 3a—1 1

singolare (sugg.: si calcoli il determinante Det(A(a)) di A(«)).

@ Sia A una matrice quadrata non singolare e sia P la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C(A)
di A. Si provi che Det(P) € {0,1}.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI PER CASA

Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 1

Per ciascuno dei seguenti numeri complessi
Z1=1 2=-31, 23=1—21 e z4=5+3
si calcolino il modulo ed il coniugato, e si scriva I'inverso in forma algebrica.
lz1] =i = V02 +12=V1=1 e 7 =—i
lzo] = | = 3i| = /02 + (-3)2=V9=3 e Zy=3i
lzs] = |1 —2i[ = V12 4+ (=22 =V1+4=V5 e Zy=1+2i
|24 = 5+ 3i| =V524+32=v254+9=Vv34 e Z4=5-3i

Siano wy = zfl, Wy = z;l, w3 = zgl e wy = z;l. Allora

1 1 7 1 (=) —1 —1i
7~U1 = — =T ="'z = " ~ = —0F = — = —1
2z 4 to4 4 (=) —d? 1
¢ la forma algebrica di wy: a; =0 e by = —1 sono la parte reale e la parte immaginaria di wy;
1 1 1 =3 1 3 3i 3 1.
w = —= — = — ¢ — = — « — = = — = —1
T 3 -3 —3i -3 3 -9% 9 3

¢ la forma algebrica di we: as = 0 e be = 1/3 sono la parte reale e la parte immaginaria di wo;

Jl_ U v TeR 1 142 4% 142 142 1,2
T e T 1-2 1-2 T2 1-2 1+2 12—-(2)2 12-4i 1+4 5 5

¢ la forma algebrica di ws: ag = 1/5 e bg = 2/5 sono la parte reale e la parte immaginaria di ws;

1 1 1 5+ 3 1 5—3i 5—3i 5—31 5—3i 5 3.
w, = —_—— = . = . = = = = — — —1
4 zg H+3i 5+3i 5+3i 5+3i 5—3i 52—(3i)2 52-92 25+9 34 34
¢ la forma algebrica di wy: ag = 5/34 e by = —3/34 sono la parte reale e la parte immaginaria di wy.
Quali sono i numeri complessi z tali che z = -2 7

Scrivendo z € C in forma algebrica, si ha z = a + @b con a,b € R. 1l coniugato z di z ¢ Z = a — ib, e
—%Z = —a + ib. Poiche
a+ib=—a+1ib < a=—-a < a=0,

si ottiene che
z=—%2 < z=1b, conbeR,

ossia z € I'opposto del suo coniugato se e solo se z € un numero immaginario puro.
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Si scrivano in forma trigonometrica i numeri complessi z; = 3V3+3iez = 3\@(1 +1) ed in forma

algebrica il numero complesso w = 4(cos(27) + isin(27)).

La forma trigonometrica di z; & z; = |21](cos ai+isinay) dove |z1| = /(3v/3)2 +32 = /27T + 9 = /36 = 6

e
o _3V/3 _ 3/3 _ 3
S =701~ "% =~ 2
sinay = % = % =1
per cui o = éw. Analogamente, la forma trigonometrica di zs € 2o = |z2|(cosag + isinasg) dove |zo| =
\/(3ﬁ)2 +(3v2)2 =18+ 18=+36=6¢e
_3v2 _3V2 _ V2
CoSaz = .7 = 7 = "3
: _3V2 _3vV2 _ V2
a2 =T T 6 T 2
per cui ap = L7, Poiche cos(27) = —1 e sin(27) = v3
2= a" 3 2 3 2

w:4<_%+i.§) = 2423

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se & scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

2 0 2 5 0 0 5 0 0 2.0 0 5 0 0 50 5
020,<828>,<828>,000,550,050,050,050
2 0 2 00 5 5 0 2 00 5 00 5 00 5

scalari:

diagonali:

triang. sup.:

triang. inf.:

O UTOoO O Uto O uto
N OO OtOo Ut OtOo O
SO N OO N OO Ut
O UTOoO O Uto O uto
GO O UTo O to o

O o Ut OO Ut
O oo O ot o
GO O oo O

nessuna delle precedenti:

/N
O L
N O
o o
N~
VR
o ot
ot O
o O
~__

NON OO UT OO U OO0 w © oW

OND OO0 OO0 oo Quo

MO OO OO Lo o o o
Tl OO0 WL OO N

6 0
[5]Siano A= |1 -3 ]|, B= 210 o (2 Nep=|[ 1 o
0 b 4 -2 -3 0 1
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Si caleoli B(DC — 2A) + 4C.

ea(i)-(03)

4 2 9 1 4x24+2x0 4x14+2x1
DC=1|1 0 <0 1>: 1x24+0x0 I1x1+0x1 =
-1 -2 (-)x24(=2)x0 (-1)x1+(-2)x1
8+0 4+2 8 6
= 2+0 140 |J=[ 2 1
240 —-1-2 -2 =3
6 0 -12 0
—2A=-2|1 -3|=| -2 6
2 -2 -4 4
8 6 —-12 0 —4 6
DC - 2A = 2 1 +1 -2 6| = 0o 7
-2 =3 -4 4 -6 1
0 4 6
B(DC—2A):< ) 7
-3
1
(2% (-4)+1x04+0x(=6) 2x6+1x7+0x1
T \4x(—4)—2x0-3x(—6) 4x6—-2xT7-3x1

+

)

)
—-84+0+0 124740 8 19
-164+0+18 24—-14-3

0 23

B(DCQA)+4C<2 ) ( )<2 11)

. 11
@SlaA_<1 1).
(a) Si trovino tutte le matrici reali B = (j ?Z) tali che AB = BA.

(b) Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 C tali che AC = O.

(a) Poiche
(1 1 r y\ _ [(z+z y+t
AB(l 1) (z t><x+z y+t>

(T oy 1 1\ (xz+y z+y
BA_(Z t)(l 1>_<z—|—t z—|—t>’
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r+z=x+YyY L=y
la condizione AB = BA equivale a yri=a+y , ossia a
rTH+z=z+t
t=ux
y+t=z+4+1

Dunque le matrici reali 2 x 2 B tali che AB = BA sono tutte e sole le matrici del tipo

B:<x y), dove 2z,y €R.
Yy

(b) Siano z,y, z,t € R tali che C = (: ?) Poiche
(11 z y\ _ [(xz+z y+i
AC_(l 1) (z t)_(x—i-z y-l—t)
0 0 rz+2z=0 z=-I
la condizione AC = O = ( 0 O) equivale a ossia Dunque le matrici reali 2 x 2 C
y+t=0 t=—y

tali che AC = O sono tutte e sole le matrici del tipo

C:(x y>7 dove x,y €R.
-y

Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A? = I.

Sia A una matrice reale 2 x 2 triangolare superiore. Dunque A = (g Z), con z,y, 2z € R. Poiche
A2 — Ty T y\ z? Ty + Yz
A0 2 0 ) \0 22 ’

A’=1, <—

allora

Dalle prime due equazioni si ottiene che z,z € {1,—1}.

Se z = —x (ossia se {z,z} = {1,—1}), I'ultima equazione & soddisfatta per ogni valore di y. Si ottengono

cosi le famiglie di matrici
Ly -1y
(b 5)- (3 1) wer

Se z # —x (per cui z = ¢ = 1 oppure z = x = —1), dall’ultima equazione si deduce, dividendo ambo i membri
per x + z # 0, che y = 0. Si ottengono cosi le due matrici

(b))

Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A triangolari superiori tali che A2 = A.
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Sia A una matrice reale 2 x 2 triangolare superiore. Dunque A = (g Z), con z,y, z € R. Poiche
A2 — Ty r y\ z? Y + Yz
“\0 2z 0 z) \O 22 ’

A=A =

allora

Dalle prime due equazioni si ottiene che z, z € {0,1}.
e Se x = 0 = z, dalla terza equazione si ottiene y = 0, e quindi la matrice (8 8)

e Se x =0 e z =1, la terza equazione & soddisfatta per ogni valore di y. Si ottiene cosi la famiglia di

.. (0 vy
matr1c1<0 1),y€]R.

e Sex =1¢ez=0,la terza equazione e soddisfatta per ogni valore di y. Si ottiene cosi la famiglia di
.. (1 vy
t R.
mar101<0 0),y€

e Se r = 1 = z, dalla terza equazione si ottiene 2y = 0, per cui y = 0, e quindi la matrice (0 ?)

@ Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 A tali che A2 = O.

Sia A una matrice reale 2 x 2. Dunque A = (z g), con z,y, 2,t € R. Poiche
Az (T v\ (= v _(**+vz ay+ut) _ (2 +yz (@+t)y
C\z ¢t z t) \zx+tz zy+t2) \(x+t)z zy+t? )’
allora
2?2+ yz=0
AT=0 (z+1t)z2=0
2y +t2=0
Per la legge di cancellazione del prodotto, dall’equazione
(x+t)y=0
si deduce
Yy = 0 (6] T+ t= 0.

Conviene quindi dividere il problema in due parti:

(o) trovare tutte e sole le (eventuali) matrici A = (i 2), con x,z,t € R tali che A%2 = O (quelle cioé,

tra le eventuali soluzioni del nostro prolema, che hanno y = 0),

ee) trovare tutte e sole le (eventuali) matrici A = ( © Y ,con z,y,2,t € R ey #0 tali che A2 = O.
z

In questo secondo caso, deve essere = + ¢ = 0.
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22 =0

(x+1t)z=0
=0

Cerchiamo le soluzioni di (e).
224+ yz=0
(x+t)y=0

Da (x+1)z=0" ricaviamo, se y = 0, il sistema
La 1% e 3% equazione danno z = 0 e t = 0 rispettivamente. Ponendo = 0 = ¢ nella 2% equazione otteniamo

2y +1t2 =0
(0 +0)z = 0, che ¢ soddisfatta per ogni z € R. Allora le matrici
0 0
(z O) , 2z€R

sono tutte e sole le matrici reali 2 x 2 triangolari inferiori (ossia, nelle nostre notazioni iniziali, con y = 0) il

cui quadrato & O.
Cerchiamo le soluzioni di (ee).
2
=0
a Igz 0 T+t=0
Ponendo = +t¢t = 0 in (@ + t)g —0° otteniamo il sistema { 22+ yz =0, di cui dobbiamo trovare le
= 2 _
2y +t2=0 A+ =0
soluzioni con y # 0.
Dalla 1¢ equazione si ricava t = —z, e, essendo y # 0, dalla 2% equazione si ricava z = —x2 /y (sostituendo
poit = —z ez = —2%/y in zy + 12, si ottiene 2y +t? = (=22 /y) -y + (—x)? = —2? + 2% = 0, per cui la 3¢

equazione non da contributo).

Dunque le matrici
x
—2?/y

Y ) r,yeR, y#0
T
sono tutte e sole le matrici reali 2 x 2 non triangolari inferiori (ossia, nelle nostre notazioni iniziali, con y # 0)

il cui quadrato ¢ O.
Concludendo, le matrici reali 2 x 2 il cui quadrato € nullo sono gli elementi del seguente insieme:
g y)cv,yGR, y#O}

{2 o)kep o (L &

Sia A una matrice reale m X 2 non nulla in cui la prima colonna ¢ il doppio della seconda. Si trovino
tutte le matrici reali diagonali D per cui ciascuna colonna di AD ¢ il doppio della seguente.

Poiche A ha due colonne ed esiste AD, allora D ha due righe. Quindi, essendo D diagonale reale, e

D= (%1 ; ) per opportuni numeri reali d; e ds.
2
Siano c¢; e co la prima e la seconda colonna di A rispettivamente. Avendo A m righe, ¢; e co sono vettori
c2) = (2c2 c2). Dunque

colonna con m coordinate. Inoltre per ipotesi ¢1 = 2cq, per cui A = (c¢q
di 0
! ) = (2d1C2 d2C2).

AD=(2C2 C2)<O d2

La condizione che ciascuna colonna di AD sia il doppio della seguente da
2d1C2 = 2(d2C2) = 2d202
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ossia

(2d1 — 2d2)02 =0

Se fosse c; = 0 non potremmo trarre alcuna conclusione.

Ma c2 # 0, essendo A = (2c2  c2) # O per ipotesi. Allora

(2d1 — 2d2)C2 =0
= 2d—2dy=0 = di=d>
C27é0

0

per cui le soluzioni del nostro problema sono esattamente le matrici del tipo D = < 0 d

) con d numero

reale, ossia le matrici reali scalari di ordine 2.
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 2

2—-31 1+1 34+ 5i . .
Siano A= 0 7 ., B=(2 1+i), C= 6 7 D<7+Z, 2—|—3z>.
; . 3—2 0
1—1 1 2—2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.

(b) Si calcoli (A#C +iBT)B + (1 + 3i)D*.

T 2-3i 0 1—i - 2430 1-d " 243 0 1+i
Al = 1+i i 1 A= 0 —1 A" = i i 1
(3 1 1+Z 1 (3 1
o 2 = w 0o 2
BT = <1+i B = (2 1—1i) B = L
B 3 — bi
CT= (3+5 6 2-2i) C= 6 CH= (3-5 6 2+2i)
2+ 2i
T4+i 3-2i — 7—i 2-3i 7T—i 342
T _ _ H _
D" = <2+3i 0 ) D= (3+2i 0 > D™ = (2—32’ 0 )
(APC+iB")B + (1 + 3i))D¥ =
. \ [3—5i . .
o (2+30 0 1+ ; 2 . N T—% 3420\
_(<1—i —i 1 ) 2522_ +Z<1+i))(2 I_Z)+(1+3Z)<2—3i 0 )_

(24303 = 5i) + (1+4)(2 + 2i) 2 , (1+30)(7—i) (1+3)(3+2)\
—(< (1= 9)(3 = i) — 6i + 2 + 2i >+<¢(1+¢)>)<2 1_Z)+((1+3i)(2—3i) 0 )—

[ 6+9 10 +15+2+ 21427 -2 2 Y2 1—i)+ T+2li—i4+3 3+904+21—-6)
- 3—-31—51—-5—-61+2+2 -1+ 2+61—-31+9 0 N

(21430 2 L (104200 34113
_(< —12@)*(—1“))(2 ! Z)Jr<11+3z' 0 >_

([ 21+5i (104200 —34110)
_<—1—11i>(2 1_1)+<11+3i 0 )‘
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_ ( 2(21 +5i) (21 +5i)(1 — i) ) (10+20¢ —3+11¢) _
2(—1—113) (=1 —113)(1 —4) 11+ 3i 0

(424100 21451 —21i+5 10+20¢ —3411:
S\ —2-22r -1-11i+i—11 114 3¢ 0

[ 42+4+10: 26 — 161 10+20¢ —-3+11¢\ (52430 23— 5
T\ —2-22i —12-10s 114 3¢ 0 T\ 9-19 —12-—10s

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se & simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana o
nessuna delle precedenti:

2 2+ 3 2 2+ 3 0 2+ 31 0 2+ 31 2 1 2 3
2-31 3 T\ 2+ 3 3 T\ -2+ 3 0 T\ —2-3i 0 "\1 3/)°\1 0)°

nessuna delle precedenti:

simmetriche: 2 243 21
’ 2+ 3 3 "\1 3
. . . 0 2+ 37
anti-simmetriche: (2 _ 3 0 >
hermitiane: 2 243 21
) 2—3 3 \1 3
. ers . 0 2+ 31
anti-hermitiane: ( o3 0 )

Siano A, B e C matrici complesse quadrate di ordine n. Si supponga che A sia anti-hermitiana, B sia
reale e C sia simmetrica. Si provi che

(a) (AB+C)? + BTA =C;
(b) [(A +BT)CJ” — (AC)T = CB.

Poiche A é anti-hermitiana, B & reale e C e simmetrica, si ha

(i) A =_—A, (ii) B=B, (iii) CT =C.

(a) (AB+C)” +BTA =
I’H-trasposta di una somma & la somma delle H-trasposte
= (AB)” + Cc” + BTA =

I’H-trasposta di un prodotto & il prodotto delle H-trasposte in ordine scambiato
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B=B—BH =B =(B)T=BT
=BTA” + CcH +BTA =

&
=B (-A)+C" + BTA =
X(aY)=aXY VX, YEMy,(C),a€cC
=-BT"A+C” +BTA =

= CH - 6.
)

c=CT—=cH=(cT)HE=(cT)T=C

(b) (A+BTC)" - (AC)” =

I’H-trasposta di un prodotto & il prodotto delle H-trasposte in ordine scambiato

=C"(A+BH - (AC)T -
I’H-trasposta di una somma I la somma delle H-trasposte
— (A" + (BT)H) - (AC)" —

la trasposta di un prodotto & il prodotto delle trasposte in ordine scambiato

—c’(A" +(B")") - Cc"R" -

XH_X)T=xT wvx

= CT(A" + (BT)H) - CcTA" =

(xXTHYH=(xTH)T=X vx

= CT(A" +B)-CTA"
xT=x

=C’(A"+B)-Cc"A" =

(i41)

o —

vX

=C(A" +B) - cA"” =
(i)
=C(-A +B)-C(-A) =
proprieta distributiva

=C(-A)+CB-C(-A)=CB = CB.

(1)

Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = (2 ;r ¢

2—1 3
-2 143

A+AH 1 /244 -2 2—i 3 1/4 1
B=" _2(<3 1—i>+<—2 1+i))_2<1 2)‘(

Poiche A = ( ), la parte hermitiana di A e

[

).

2
1
2

81

-2
1—1

)
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2i =5
5 -2

e la parte anti-hermitiana di A e

C_A—AH_ 2441 -2\ (2—-i 3 )_1
o2 T\ 3 1-3 -2 1+i)’ 2

Dunque A=B+Ccon Bf =BeCH =_C.

Il
N\
o .

[
. Njon
N———

Sia A una matrice quadrata e siano B e C la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana di A. Si provi
che BC = CB se e solo se AAT = AFA.

Essendo B=1(A+ A")e C= (A - A¥) siha

BC = J(A+A") (A~ A") = (A +A")(A - A7) = [(A?+ A"A — AAT — (A"))
¢ 1 1 1 1
CB= (A~ A" (A+AY) = (A-AF)A+AT) = (A? - ATA L AAY — (AT)).

Dunque

BC=CB < %(AZ +ATA - AAT — (AT)?) = i(ﬁ —ATA + AAT — (AT)?)
— A+ ATA —AAT — (AH?2 =A% _ATA + AAH — (AH)?
— AFA _AAH = _AHA { AAH
— 2AFA =2AAH
e

AHA = AAH

(b)SiaA=[—- | —— | € M,(R) (per cuiu € R*""! e B e M, {(R)).
Si provi che per ogni v € R"~! esiste w € R"™! tale che A - G(v) = G(w) - A.

(a) Siano vi, vy € R"~1. Poiche

1 | of 1 | of 1+0%vy | 0T 4071,
Gv) G = [ = | - | )= | —— -2 -
vi | L, vo | I, vi+L,_ive | vi0T 412
1 | of
=l ——— | === =G(v1+v2),
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prendendo vs = vi + vg si ha G(vy) - G(va) = G(v3).
(b) Siano v,w € R"~1. Allora

1 | of 1 | of 1 | of 1 | of
AGW=Gw A= [~ | —|[— | —|=[—1 —][- 1| -
u | B \4 | In—l w | In—l u I B
1+07v |  o"+071,, 14+0Tu | o’ +0”B
= |-—-——- | ——————— = -————- | ————————
u+ Bv | u-0"+BI, w+I,qu | w-0'+1, B
1 | o” 1 | o”
= | -—-——- | ———— ]| =----- | ————
u+Bv | B W+ u | B

Dunque per ogni v € R"~! esiste w € R"~! per cui A - G(v) = G(w) - A: si prenda w = Bv.

Sia A € M,,_1(R) una matrice simmetrica e siano u,v € R"~! ed a € R. Si considerino le matrici

| r | VT

B=|- | ——|eM,R) e C=|- | ——]€eM,R).
v | A u | —-A

Si provi che BC ¢ simmetrica se e solo se Au = 0.

BC ¢ simmetrica se e solo se (BC)T = BC.
Calcolando BC a blocchi si ottiene:

a | T a | VT a2+ufu | avl +uT.(-A)
BO=|~ | — |- | — )=~ | - =
v A u | -A va+Au | vwl4+A.-(-A)
a?+ufu | avl —uTA
= | — — — — — | ——————
av+Au | vvl - AZ
da cui
a’?+ulu | (av+ Au)T
BO = - |~
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Essendo A simmetrica, ¢ AT = A, per cui

(av + Aw)T = (av)T + (Au)? = av? + u AT = avl +uTA,

AT=A

(avl —uTA)T = (av!)T — (uTA)T = a(vT)T — AT(u")" =av - ATu = av- Au,
AT=A
(vl — AHT = (vwh)T — (AT = (vI)IvT — (AA)T =vvT — ATAT = vl — AA =vvl — A2
AT=A
e quindi
a’? +uTu (av + Au)T a?+uTu | avl +u”A
BO = —--—- |~ = ----- [
(avl —uTA)T | (vl —A%T av—Au | vvl —A?
Dunque

a? + u’u = d? + u’u

T avl —uTA =avT +uTA —uTA =du"A u’A =07

BC = (BC) = = =
av+Au=av — Au Au=0

vl — A2 =vvT — A2

Essendo
Au=0 <+ (Aw’ =07
ed
(Au)? =u”AT s ulA,
AT=A
allora

Au=0 <= u’A =07.

In conclusione
BC=(BC)! <+ Au=0.
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 3

Si scrivano le matrici elementari Eq13(4), E3(4) ed Eq3 di ordine 3 e di ordine 4.

1 0 4 1 0 0 0 0 1
di ordine 3: Ei54)=10 1 0|,E5(4=]0 1 0]|],Ei3=(0 1 0
0 0 1 0 0 4 1 00
1 0 4 0 1 00 0 0 010
. . 01 00 01 00 01 00
di ordine 4: Ei3(4) = 00 1 0 ,E3(4) = 00 4 0 ,Eq13 = 100 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

T
Sia A = <£T> una matrice reale 2 X n non nulla con le righe uguali. Si trovino tutte le matrici

T
elementari E tali che EA = <3rrT >

Premoltiplicare A per una matrice elementare equivale ad eseguire un’operazione elementare sulle sue
righe.

T
Poiche A = (;T ) con rT # 0T (essendo A # O), le operazioni elementari sulle righe di A che permettono

T

di ottenere la matrice <3rrT

> da A sono esattamente le seguenti:

(a) moltiplicare la 2% riga di A per il numero 3,
(b) sommare alla 2% riga di A la 1% riga di A moltiplicata per il numero 2.

Eseguire Poperazione (a) equivale a premoltiplicare A per la matrice elementare E5(3) = ( (1) ;(3) ) ; eseguire

. . .. . 1
Poperazione (b) equivale a premoltiplicare A per la matrice elementare Egq(2) = ( 9 (1)>

Dunque E € {E2(3),E21(2)}.
T

N.B. Se A fosse nulla, anche ( 3rrT

I.T
as- (1)

Siano c1, c2 € R ed Ej;(c1), Ejj(cz2), Ei(c1), Ei(cz) di ordine n.
(a) Si trovi cs € R tale che Es5(cq)E;j(c2) = Es;(cs3).
(b) Si trovi ¢4 € R tale che E;(cq1)E;(c2) = Ei(cq).

) sarebbe nulla, e per ogni matrice elementare E di ordine 2 si avrebbe

Siano eg,eq,..., e, le colonne della matrice identica I,,. Per ogni k =1,...,n ed ogni c € R,
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e’ se k #£1

la k-esima riga di Esj(c) ¢ ex! E;j(c) =

eiT+c-ejT sek =1

e’ se k #£1i
la k-esima riga di Ei(c) ¢ ex Ei(c) =

c-ef sek=i

Quindi la i-esima riga di Esj(cq)E;jj(ce) ¢

e;” Eij(c1)Ejj(c2) = (e;" +c1- ;" )Eyj(c2) = ei” Ejj(cz) + ¢1 - €5 Ejj(ca) =

= (eiT +co - e_jT) +c1- ejT = eiT + (2 + Cl)ejT

ossia € uguale alla i-esima riga di Ej;(cq + c2), e se k # i, la k-esima riga di Esj(cq)E;j(ce) €
ex” Eij(c1)Ejj(ca) = ek’ Eij(ca) = ex”,

ossia uguale alla k-esima riga di Ejj(c1 + c2).
Per cui E;j(cq1)Esj(c2) = Ejj(c1 +c2) e c3 = ¢1 + co.

La i-esima riga di E;(c1)E;(ca) &
e;"Ei(c1)Ei(cz) = c1 - e’ Ei(ca) = ¢ - o - €5
ossia € uguale alla i-esima riga di E;(cq - c2), e se k # 1, la k-esima riga di E;(c1)E;(c2) €
ex’ Ei(c1)Ei(cz) = ex " Ej(cz) = ex”,
ossia uguale alla k-esima riga di E;(cq - c2).

Per cui Ei(cl)Ei(Cz) = Ei(Cl -Cz) € Cy =2C1"Ca.

Si trovino forme ridotte di Gauss per le seguenti matrici:

2 -2 4 0 3 -9 0
A=[|3 -39 6|, B=|-2 6|, wi=(4 0 3), v=|[7
3 -3 3 —6 4 8 3

Facendo un’eliminazione di Gauss su A si ottiene:

2 -2 4 5 -1 2 0
A=[3 -3 ¢ 31(—3)E21(—3)E1(1/2) 0 0 3 6 N
3 -3 3 -6 O 0 -3 -6
E32(3)E2(1/3) =120
0O 0 1 2|=U,
0O 0 0 0
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ed U; ¢ una forma ridotta di Gauss per A.

Facendo un’eliminazione di Gauss su B si ottiene:

_ 1 _ 1 —
U POl I MED- YUV S (el B LS R U,
4 8 0 20 0 0
ed Uy e una forma ridotta di Gauss per B.
Facendo un’eliminazione di Gauss su w” si ottiene:
wli=(4 0 3)—2UY (1 0 3/4)=2T
e zT & una forma ridotta di Gauss per w?.
Facendo un’eliminazione di Gauss su v si ottiene:
0 E31(—3)E1(1/7) 1
v=[7] 220 S 0] =u
3 3 0
ed u & una forma ridotta di Gauss per v.
29 0 -2 2
Sia A(a)=|1 o?>+4 0 a |, doveae€ C. Per ogni a € C si trovi una forma ridotta

2 22°+8 0 4o
di Gauss U(a) per A(a) e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne libere di U(«).

Facciamo un’eliminazione di Gauss su A («):

% 0 -2 2ia N 1 0 -1 a
A)=[1 a2+4 0 o« PalDFaCORED (g 4204 1 0 | =B(a)

2 2a°+8 0 4o 0 202+8 2 2a

1°CASO| a? 44 # 0 ossia o # 2i ed o # —2i.

1 0 -1 (0% E (720(278)13‘ (#) 1 0 —1 o
Ba)=[0 o2+4 1 0 = B 0 1 1/(a®+4) 0 | =C(a)
0 22248 2 2a 0 0 0 2a
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1° sottocaso del 1Y caso‘ a#2i, a#-2i, a#0

1 0 -1 o Es(1)/20) 1 0 -1 o
Cl@=10 1 1/(a®+4) 0 e 0 1 1/(a®+4) 0] ="U(a)
0 0 0 2a 0 0 0 1

U(a) € una forma ridotta di Gauss per A(«), le colonne dominanti sono la 1%, la 2% e la 4%, 'unica colonna
libera e la 3°.

1 0 -1 0
2° sottocaso del 1° caso‘ a=0 C0)=(0 1 1/4 0] =1U(0) ¢ una forma ridotta
00 0 O

di Gauss per A(0), le colonne dominanti sono la 1 e la 2%, quelle libere la 3% e la 4%.

2°CASO| a?+4 =0 ossia a = 2i oppure o = —2i.

10 -1 a ~1
Bl@)=|0 0 1 0
00 2 20

1 0 -1
0 0 1
0 0 0 2«

E32(—2) E3(1/2a) (a#0)

10
0 0 1
0 0 O
U(a) ¢ una forma ridotta di Gauss per A(a), le colonne dominanti sono la 1%, la 3* e la 4%, 'unica colonna
libera & la 2°.

3 -3 9 6 6
. o . . A 1 -1 7 4 4
@Sl risolva il sistema lineare Ax = b nei seguenti casi: (a) A = 1 -1 3 9]¢ b= N E
2 2 -6 -4 —4
3 -3 9 6 6 3 -3 9 6 6
1 -1 7 4 4 1 0 7 4 4
O A=l 4 3 o] P |i A= 5] ¢ Py
2 2 -6 —4 —4 1 0 5 6 8
(a) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.
3 -39 6 | 6
. 1 -1 7 4 | 4 E41(2)E31(—1)E21(—=1)E1(3)
(AT PI=1 1 1 5 2 | 2
2 2 —6 -4 | —4
1 -1 3 2 | 2 1 -1 3 2 | 2
0 0 4 2 | 2 Ba(3) 0o 0 1 4 | 3]_
%00000) 1o 0o 00 0]V 14
00 00| 0 00 00 0
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Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d che ¢ una forma compatta per

NI DN

T1 — To + 3x3 + 214
(*) 2 1 _
3+ 524 =

Poiche d ¢ libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiché U ha esattamente due colonne libere, Ux = d ha co? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) e con la
sostituzione all’indietro da () otteniamo

1 1 1 1

L’insieme delle soluzioni del sistema Ux = d ( e quindi l'insieme delle soluzioni del sistema Ax = b) &

h—%hk-‘r%
|h,k e C
—1k+1
k

(b) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 -3 9 6 | 6

. 1 -1 7 4 | 4 E41(2)Es1(—1)Ea1(—1)E1(3)

(A TbP)I=l Y 4 3 2 | 3

2 2 -6 -4 | —4
1 -1 3 2 | 2 1 -1 3 2 | 2
0 0 4 2 | 2 Ba(3) 00 1 5 | 3|_

1o 0o 00 |1 "lo 0o 00 | 1]=(U 14
00 00 ] 0 00 00| 0

Il sistema Ax = b & equivalente al sistema Ux = d.

Poiche d ¢ dominante, allora Ux = d, e quindi anche Ax = b, non ha soluzioni.



90 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2013/2014, GEMMA PARMEGGIANI

(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 =396 | 6
1 0 7 4 | 4 Es(—1)Es1(—1)E21(—1)E1(3)
(A|b)*1—152|4
1 0 56 | 8
1 -1 3 2 | 2 1 -1 3 2 | 2
N 0 1 4 2 | 2 Ea2(=1) 0 1 4 2 | 2| Es@EBs(3)
0 0 20 | 2 00 2 0 | 2
0 1 2 4] 6 0 0 -2 2 | 4
1 -1 3 2 | 2 1 -1 3 2 | 2
0 1 4 2 | 2 Ea(}) 0 1 4 2 | 2|
1o 0o 10 |1 o0 10| 1)U 14
0 0 02 ] 6 0 0 01 ] 3

Il sistema Ax = b & equivalente al sistema Ux = d che ¢ una forma compatta per

xr1 —To+3x3+2x4 =2
ro +4x3+2x4 =2

T3 =1

Ty =3

(%)

Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U non ha colonne libere, Ux = d ha esattamente una soluzione.

Con la sostituzione all’indietro da () otteniamo

I4:3

x3
To —4xy —2x4+2=-8
Ty :$273’I372I’4+2:715

-15
Dunque 'unica soluzione di Ux = d, e quindi anche di Ax = b, ¢ il vettore

3

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso a dove

1 a—1 0 a—1
_ 0 1 0 | a?+1 4
Ala) = 1 a—i  ati e ba)= %, e C.

—a—i —a?-1 0 0
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Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 a—i 0 | a—i
B 0 1 0 | o?2+1 Eai(a+i)Esi (1)
(Ale) | bla))=|{ a—i a+i | 2
—a—i —a?-1 0 | 0
1 a=i 0 | a-—i
0 1 0 | a?+1)
“lo 0 ati | a+i | TB@ | c@)
0 0 0 | a?+1
1 -2 0 | —2i
0 , . . o 1 0] 0 . . .
1" CASO a=—i (B(—i) | c(-i))= 0 0 0| 0 ¢ una forma ridotta di Gauss
0 0 0] o0
per (A(—i) | b(—i)), quindi A(—i)x = b(—1i) & equivalente a B(—i)x = c¢(—1i) che ¢ una forma compatta
per
xr1 — 2079 = -2
(*) { ) =0

Poiche ¢(—1i) ¢ libera, B(—i)x = ¢(—1i) ammette soluzioni.
Poiché B(—i) ha esattamente una colonna libera, B(—i)x = ¢(—i) ha oo! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(—i) (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro da (*) otteniamo

JU3=h
3?220
T = 2txg — 21 = =24

L’insieme delle soluzioni del sistema B(—i)x = c(—i) ( e quindi U'insieme delle soluzioni del sistema
A(-x=Db(-i)) e

—2i
0 ||heC
h
20 CASO a#—i
1 a—1 0 | a—i
o 1 0 | a?+1 B3 (545)
(Bl@) | e@)=1|4 o a4 | a+i ’
0 0 0 | a?+1
1 a—i 0 | a—i 1 a—i 0 | a—i
0 1 0 a?+1 Ei(5) 0 1 0 a?+1
“lo o 1 { 1 : 0 0 1 } | = (Gl dl@).
0 0 0 | a?2+1 0 0 0| a-—i
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¢ una forma ridotta di Gauss per

1
a=i (Ch) | ) = |
0
C

(A@{) | b(i)), quindi A(i)x = b(i) & equivalente a C(i)

Poiche d(i) ¢ libera, C(i)x = d(i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C(i) sono dominanti, C(i)x = d(i) ammette un’unica soluzione. L’unica soluzione
di C(i)x =d(i) (e quindi di A(i)x =b(i) ) &

0
v=10
1
1 a—i 0 | a—i
2 Ei(5
ag =i} (C@| @)=y o 4§ | ]
0 0 0 | a-i
1 a—=i 0 | a—i
2
8 (1) (1) I a 1+1 = (D(a)| e(a)) e una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)).
0 0 o0 | 1

Poiche e(«) ¢ dominante, D(a)x = e(a) ( e quindi di A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.

E Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) g) .

Un’inversa destra di A & una matrice 3 x 2 R tale che se R=(c; | c¢2), allora

¢y @ soluzione di (1) Ax =e; = ((1)) e

¢y ¢ soluzione di (2) Ax = ey = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(210 10 Ea1 (=D Ei (%) 1 & 0] 3 0
(AI"’)_<103|01) (0—;3|—;1_>
Ex(-2) 13 0 | 5 0Y)_
4><0 I 6 | 1 —2)~ (U [ b b2

(1) & equivalente a (1) Ux = by che & una forma compatta per

1 1
J}1+§.’E2 =3
$2—6$3=1
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Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%*) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

Tr3 = h
1 1 1
L’insieme delle soluzioni di (1) &
—3h
6h+1 ||heC
h

(2) & equivalente a (2') Ux = bg che & una forma compatta per

$1+%LE2 =0
1'2—61‘3:—2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%*) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

Ir3 = k
$2:6x3—2:6k—2
S P (1 T
Ir1 = 2252 = 5 =
L’insieme delle soluzioni di (2) &
—-3k+1
6k—2 | |lkeC
k
-3h =-3k+1
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h,k) = [ 6h+1 6k—2 |, al
h k

variare di h, k € C.

@ Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

S~ N
w O =

1. Poniamo B = AT.

2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’esercizio sappiamo che sono tutte e sole le matrici del

-3h -3k+1
tipo | 6h4+1 6k—2 | con h,k € C.
h k

3. Una matrice ¢ inversa sinistra di A se e solo se ¢ la trasposta di una inversa destra di B. Quindi le

—3h 6h + 1 h) al variare di h, k € C.

inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo (—3/<: Y1 6k-2 K



94 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2013/2014, GEMMA PARMEGGIANI

Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 4

Si provi che se A & una matrice con un’unica inversa destra R, allora A & quadrata ed R = A~! (sugg.:
si osservi che, essendo R unica, ogni sistema Ax = e; ha un’unica soluzione, per cui rk(A) =...)

Sia A m x n. Poiche A ha un’inversa destra,
rk(A) = numero delle righe di A = m.

Essendo R inversa destra di A, ¢ R =(c; ¢c3 ... ¢m) dove per ogni i = 1,...,m il vettore ¢; € C" ¢
una soluzione del sistema Ax = e;.

Essendo R unica, ogni sua colonna ¢ univocamente individuata, per cui ogni sistema Ax = e;, ha un’unica
soluzione. Quindiper ognii =1,...,m,se (U | d;) & una forma ridotta di Gauss per la matrice aumentata
(A | e),lacolonna d; & libera ed ogni colonna di U ¢ dominante. In particolare, essendo U una forma
ridotta di Gauss per A, si ha

rk(A) = rk(U) = numero delle colonne dominanti di U = n.

Dunque m =rk(A) = n ed A & quadrata, m x m.

Essendo A quadrata ed R inversa destra di A, R & anche inversa sinistra di A ed A~! = R.

Sia A una matrice m x n con m < n e rk(A) = m. Si provi che esiste B # O tale che AB = O (sugg.: si
usi lesercizio precedente).

Essendo rk(A) = m = numero delle righe di A, A ha inverse destre, e poiché A non & quadrata (m < n),
dall’esercizio precedente segue che A ha piu di un’inversa destra. Siano R; ed Ry due distinte inverse destre
di A. Allora

igl _ { {A(Rl—R2) = 0
2

— R; - R o
R: # R» 1—Ry 7

e si puo prendere B = R; — Ro.

Si trovi una forma ridotta di Gauss-Jordan per la matrice A =

Facendo una E.G. ”in avanti” su A otteniamo



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2013/2014, GEMMA PARMEGGIANI 95

2 -2 2 0 0 6 1 -11 0 0 3
A— 2 -2 3 -2 -1 8 E41(=3)E31(2)E21(—2)E1(3) o 0 1 -2 -1 2 E42(—1)
-2 2 -2 0 0 5 0o 0 0 0 o0 1
3 -3 4 -2 -1 12 o 0 1 -2 -1 3
1 -1 1 0 0 3 1 -1 1 0 0 3
. o 0 1 -2 -1 2 Eq3(—1)E3(75) o 0 1 -2 -1 2 U
o 0 0 0 o0 1 0o 0 0 0o o0 1]
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 O
Facendo ora una E.G. ”all’indietro” su U otteniamo
1 -1 1 0 0 3 1 -1 1 0 0 0
U 0 0 1 -2 -1 2 FE13(—3)Ea3(—2) 0 0 1 -2 -1 0 Ei12(-1)
= —_—
o 0 0 0 o0 1 o 0 0 0 o0 1
0o 0 0 0 0 O o 0 0 0 0 O
1 -1 0 2 10
0 0 1 -2 -1 0
“{o 0o 00 o 1|7V
0O 0 0 0 0 O
W ¢ una forma ridotta di Gauss-Jordan per A.
0 1 0
Sia Ala)=| a o* —a |, doveacR. Perquegli a € R per cui A(a) ¢ non singolare, si calcoli
20 2a® 1
A(a)~ L
0 1 0 | 1 00 .
(Al@) | )= a a* —a | 0 1 0 -
20 222 1 | 0 0 1
a o> —a | 01 0 Eg1(—2a)Er (L) ’a;«éO:A(O) non ha inversa
—={ 0 1 0 | 1 00
20 222 1 | 0 0 1
1 1 .
1 o 1 | é 0\ PEs(rss) oz#fi:A(fi)nonhamversa
=0 1 0 | 1 0 0
0 0 142« | 0 -2 1
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1 1 1
1 o« =1 | 0 > 0 (1) 1 a« 0] O a(1+2a) I+2a Fra(—a)
-0 1 0 | 1 0 0 — |0 1 0 | 1 0 0 —
2 1 2
0o 1 [0 T 12 If2a 0 0 1 0 T 1 2a 1+12a
1 1
100 | —a a(lt2a) I112a
=10 1 0 | 1 0 0
2 1
00 1 | 0 _1+2a 142«
1 1
1 —Q a(l+2a) 1+2a
Se|la ¢ {0,—=} Ala)t=1] 1 0 0
2 0 2 1

T 112a 1+2a
Sia A = <63Z 1:;). Si calcoli A~1L.

Ricordando che

—1
a b 1 d —b
(C d) _ad—bc<—c a) se ad_bc#o,

Al 1 A A 1 —i =144\ 1 —i =1+
©6i(—i) —3(1—i) \ -3  6i 6-3+3i\ -3 6 343\ -3 6

Poiche

1 1 343 3—3 3—-3 3—-3 1 1,
= = —7—727

313 343i 313 (313)3-30) 3¥_-3%2 919 6 6

PR S WA S G
1* —_ — —
AT =G 6”(—3 6i >

allora

@ Si dica per quali o € C la matrice A(a) = <
di A(w).

a+ 3 « N . . . . e
. . ] € non singolare. Per tali «, si trovi 'inversa
a+3i a—1

Ricordando che (CCL Z) & non singolare se e solo se ad — bc # 0 ed in tal caso si ha

a B\ 1 d —b
¢ d Cad—bec\—c a )’

allora A(«) ¢ non singolare se e solo se

(a+3i) (o — i) — a(a + 3i) = —i(a + 3i) #0,
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ossia se e solo se & # —3i, ed in tal caso si ha:

1 oa—1 —a
71_
Ala) —i(a+3i)(—a—3i a+3z’>'

Sia A = E47(2)E3(6)E12( — 3)E24Es(3) di ordine n. Si scrivano A~! ed AT come prodotti di matrici
elementari.

Per ognii,j=1,...,n,coni# j, ed ogni ¢,d € C con d # 0 si ha

Ejj(c)”' = Ej(—¢c) ed Ej(c)" = Ejl(c),
Ei(d)"! =E;i(1/d) ed E;i(d)" = E;(d),
Eij_l = Eij = EijT.

Inoltre, se B, C € M,,(C) allora (BC)T = CTBT, e se in pilt esistono B~! e C~! allora esiste (BC)™! ed &
(BC)"!=C~'B~L

Quindi da A = E47(2)E3(6)E12( — 3)E24E5(3) segue

A~ = (E47(2)E3(6)E12( — 3)Eo4E5(3)) ! = E5(3) 'Eay 'Eqa( — 3) 'E3(6) 'Egr(2) 7 =

— Es(%)E24E12(3)E3(é)E47( -2)

ed

AT = (E47(2)Es(6)E12( — 3)E24E5(3))” = E5(3)TEayTE12( — 3)TE3(6)TE4r(2)T =
= E5(3)E24E21( — 3)E3(6)Er4(2)

a 3o 2 —2a
0 0 a?+9 o409
[8]Sia A(a) =] 2 6 4 —3+a [,doveacc.
1 3 1 —6 — 3«
a+1l 3a+3 2a+1 -1

(a) Per ogni « ¢ {0, 3¢, —3i} si trovi una decomposizione A(a) = L(a)U(«), scrivendo anche L(a) come
prodotto di matrici elementari.

(b) Per ogni a ¢ {0, 3i, —3i} si trovi una decomposizione a rango pieno A(a) = Lo(a)Ug(w).
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[o] 3 2 —2a
[0] 0 a®+9 a%+9
A(a) = 6 4 3+a

3 1 —6-3a | Ea(-a-DEa(-DEa(-2E(%) |a#0
a+1l| 3a+3 2a+1 -1
13 2 —2
00 a? 49

—10 0 @ a+1
0 0 —3a—4 Es3(1) Baz(1) B2 (545)
00 2a +1
13 2 -2
00 1 1

-0 0 0 a+1 |=B(a)
000 —3a—3
000 2a+2

1°CASO| «# —1 (noncheé a # 0, 3, —3i)

L3 2 —2 1 3 2 -2
0 0 1 1 00 1 1
Bla)=|[0 0 0 000 1 |=U()
0 0 0 [—3a—3]]| BEs(-20-2)EisBat3)Bs(z31) |0 0 0 0
00 0 [2042 000 0
[a] 0 0 00
[0] |a?+9 0 0 0
Lo) - 0 0=
-1] [-83a-3] 1 0
[a+1] [-1] [2a+2] 0 1

= El(OZ)Egl(Q)E41(1)E51(a + 1)E2(C¥2 + 9)E42( — 1)E52( — ].)Eg(Oé + 1)E43( —3a — 3)E53(20l + 2)
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o)

—~

|

[aY

~—

Il
S o oo
SO oo W
OO O
S O o

0]
[0]

Se o € {0,3i,—3i} non ¢ possibile trovare una forma ridotta di Gauss di A(«a) senza fare scambi
di righe, quindi A(a) NON ha una decomposizione L(a)U ().

L(-1)

=E1(—1)E31(2)E41(1)E2(10)Eg2( — 1)E52( — 1)

=iz
[ | = ol @
S O = O O
O = O O O
_ O O O O

Per ogni a ¢ {—1,0,3i, —3i}, si ha una decomposizione a rango pieno A(a) = Lg(a)Ug(«) prendendo

o 0 0
132 =2 0 a®+9 0
Up(a)=10 0 1 1 e Lo(a) = 2 0 a+l |;
0 0 0 1 1 -1 —3a—3
a+1 -1 200 + 2
per @ = —1 si ha una decomposizione a rango pieno A(—1) = Lo(—1)Ug(—1) prendendo
-1 0
0 10
UO(—l):<1 3 2 2) eLo(-1)=| 2 0
00 1 1
1 -1
0 -1
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 5

3 9 -6 0
-2 -6 4 -1

SaA=[0 2 -4 0
1 7 6 0
1 —4 10 —4

(a) Si trovi una decomposizione A = PTLU.

(b) Si trovi una decomposizione a rango pieno per A.

Applicando 'algoritmo di Gauss ad A si ottiene:

3 9 —6 0 1 3 -2 0
A _02 _26 i 01 Es51(—1)Ea1(—1)E21(2)E1 (1) 8 g 34 _01 _ B
1 7 6 0 0 4 8 0
1 -4 10 -4 0 -7 12 —4
1 3 -2 0 13 -2 0
0 2 -4 0 01 -2 0
Slo o o0 -1 B2 (1 Baa () Fa(3) 00 0 —1|_—F
0 4 8 0 00 16 0
0 -7 12 -4 00 -2 —4
13 -2 0 13 -2 0 13 -2 0
01 -2 0 01 -2 0 01 -2 0
Slo o 16 o Pu@E() g9 1 g Pua@B=D) g g 1 g
00 0 -1 00 0 -1 00 0 1
00 -2 —4 00 0 -4 00 0 0
Sia
10000\ /10000 10000
0100000100 001 0 0
P=—EgFEss=]00010]lo1o0o0o0fl=]00010
0o0100|looo1o0 0100 0
00001/ \0o0o00 1 0000 1
Allora
10000\ /3 9 —6 0 3 9 —6 0
00100|(-2 -6 4 -1 0 2 -4 0
PA=looo0o1o0flo 2 =4 ol=[1 7 6 o
0100 0 1 7 6 0 9 6 4 -1
0000 1 1 -4 10 -4 1 -4 10 -4

Applichiamo ’algoritmo di Gauss senza scambi di righe a PA. Otteniamo una decomposizione LU per
PA:



101

ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2013/2014, GEMMA PARMEGGIANI

i /|\
R E] B il B
= , U
<+
&)
N - O O O NS
— <t 3
©cC oo | | oo o o R

6
4
10

i
g
S
7
FEENE 3
)
™~
g
o
0
S|

Il
<
=B}

ed

=PTLU dove

Dunque A

o OO —H O

22100

N — O O O

— o O OO

-2

10 0 0 0
0 01 00
P=]0 0 0 1
01 0 0O
0 00 01

SI NOTI:

[a

IS
cCo oo
o—Ho oo
coo—~O
OO A OO
—- oo oo
N—

|
—

1 0 0 0 O
01 0 0O
0 0010

N~
—
OO OO H
O OO —H O
o —H O O O
OO —-H OO
— O O O O
(‘\

I

<t

[22]

€

[¢]

N

€

I

e che facendo un’eliminazione di Gauss su HA si ottiene:

1) —
—4

10 0 0 0 3 —6

00 0 10 -2 -6 4 -1 6
01 0 00 0 2 -4 = 4
00100 1 7T 6 0 —4
00 0 01 1 -4 10 —4 1 -4 10
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1 3 -2 0
Es51(—1)E31(2)E21(—1)E1(3) 8 3 g _01 N

0O 2 -4 0

0o -7 12 —4

Es2(7)Esa(—2)Ea()

cCo oo
cCo o R w
o
\

—_

26 —4
Dunque HA non ha una decomposizione LU.

Quindi ¢ fondamentale, per costruire P, I’ordine in cui si moltiplicano le matrici corrispondenti agli scambi
di righe effettuati (si parte dall’ultimo procedendo a ritroso).

Dall’eliminazione di Gauss fatta su A si ottiene che

Esa(4)Eq( — 1)E53(2)E3(%)E34E52(7)E42( - 4)E2(%)E23E51( 1B (- 1)E21(2)E1(%)A _u.

Quindi la tentazione di intuire L direttamente da questa eliminazione di Gauss e fuorviante: posto

B =Es54(4)E4( — 1)E53(2)E3(%)E52(7)E42( - 4)E2(%)E51( —1)E4q (- 1)E21(2)E1(%)

il prodotto delle matrici elementari diverse da quelle corrispondenti agli scambi di righe, si ha che BPA # U,
e quindi PA # B~!U, ossia B~! non & un buon candidato per L.

Mostriamo che esistono una forma ridotta di Gauss U* per A, una matrice di permutazione P* ed una
matrice triangolare inferiore non singolare L* tali che

U* £ U, P* #£P, L* #L, ma A = (P*)'L*U* = PTLU,

ossia la decomposizione A = PTLU non & unica.

Facciamo una eliminazione di Gauss su A scegliendo degli scambi di riga diversi da quelli scelti nell’eliminazione
che abbiamo fatto precedentemente.

3 9 —6 O 1 3 =2 0
A *02 ;6 :14 Bl Esl(fl)Eu(fl)Egl(Q)El(%) 8 g 94 *01 Fue

1 7 6 0 0 4 8 0

1 -4 10 —4 0 -7 12 -4
1 3 -2 0 1 3 -2 0
0 4 8 0 01 2 0

Slo 2 —4 o Es2(7)E32(—2)E2(3) 00 -8 0 N

0 O 0 -1 00 0 -1
0o -7 12 -4 0 0 26 —4
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S oo —H O
_2100

N — O OO

— o O O O

E54(4)E4(—1)

-1
—4

N —H O O

N — O O O

— o O OO

)

78
-

E53(—26)Es(

) . Allora

1 0 0 0 O

0 0010

0 01 0O

01 0 0O

0 00 01
P*A(

= E24 =
Es51(—1)E41(2)E21(—1)E1(3)

Sia P*

==1=]7 =

0
-1

0

0
—4

—6
4
—4
6
10
) E52(7)E32(—2)E2(

9
—6
2
7
—4

3
0
1
1

il

0 0

0 0
001 00
01 0 00
00 0 01

1
0

1
—4

S oo —H O
_2100

N — O OO

—_ o O O O

Es4(4)E4(—1)

(P*)TL*U* con

Quindi A

=
RIS

—
o O O O -

=< =[1]7]
> =[t[=1E]
= ==
FH=ER =

I
*
-

partiamo, ad esmpio, dalla decomposizione A

A

ieno per

Per trovare una decomposizione a rango p

PTLU dove

o OO —H O

22100

™M — O O O

— o O O O
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Calcoliamo PTL:

10000
00010
PP=10 1 0 0 0
00100
000 01
1 00 00 30 0 0 0 3 0 0 0 O
00010 0 2 0 0 0 -2 0 0 -1 0
P'L=]10 1 0 0 0 1 4 16 0 ofl=l0o 2 o 0 0o]|=B
00100 -2 0 0 -1 0 1 4 16 0 0
000 01 1 -7 =2 —4 1 1 -7 =2 —4 1

Allora A = BU e si ottiene una decomposizione a rango pieno A = BoUj prendendo

13 -2 0 3 0 0 0

01 -2 0 200

UO = e BO = 0 2 0 0
00 1 0

00 0 1 1 4 16 0

1 -7 -2 -4

ossia prendendo come Uy la matrice che si ottiene da U togliendo le ultime m — k righe, dove m = 4 = numero
delle righe di U e k = 3 = rango di U (e quindi anche k¥ = rango di A), e prendendo come By la matrice
che si ottiene da B togliendo le ultime m — k colonne (ossia le colonne in posizioni corrispondenti alle ultime
righe nulle tolte da U).

Si provi che l'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n & un sottospazio vettoriale di
M,,(C) e che I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n non é.

Sia W7 = {A € M, (C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n.
(i) Onxn€Wi: OT =0
(i) ABeW, == A+BeW;

AcW, = AeM,(C)
= A +B e M,(C)
B e W, = B < M,(C)
= A+BeW;
AcW, = A=AT
— (A+B)T=AT+BT=A+B

BeW, = B=BT
(ii)) a€C,AeW, = aAcW,

AeW, = A e M,(C) = aA € M,(C)
= oA e
AcW, = A=AT = (eA)T =aAT =aA
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Sia Wy = {A € M,,(C)|AH = —A} T'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse) di ordine n.
(Z) Onxn € Wa: OH =0=-0

(i) ABeW, = A+BeW,

AcWy,=— A e M,(C)
= A+Be M, (C)
BeW, = Be M,(C)
= A+Becll;
AcW, = A = A
— (A+B)f =Af +Bf = A+ (-B)=—-(A+B)

BeW,— B” =_-B

(iil) acC,AeW, = aAcW,

AcWy,—=— AeM,(C) = aA € M,(C)

AcW,= A" = A = (aA) =aA" =G(-A) = —aA
Non ¢ vero che A € W, per ogni scalare o ed ogni A € Ws:

prendendo A # O si ottiene che

aA = oA ? a=a < a€eR

poiche A # O

Quindi se O # A € W5 e o ¢ R (ad esempio se A & la matrice n x n con 1 al posto (1,n), —1 al posto (n,1)
e 0 altrove, ed o = 7) allora A ¢ Wa.

Dunque W5 non ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale M,,(C).

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & un suo sottospazio:

O ([ B it M (G 1S

e Per vedere se W ¢ o non & un sottospazio di R? occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(Z) 0eW;
(i) u+ v € Wy per ogni u,v € Wy,

(#i1) cu € W1 per ogni u € Wy ed ogni scalare «.

(1) 0= (8) € Wy perche 0—2-0=0.
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(77) Se u = (il) v = (Zz) € Wi, allora
1 2

$1—2y1:0
$272y2:0

Di conseguenza
(1 +22) = 2(y1 +y2) = (21 — 2y1) + (2 — 2y2) =0+ 0 =0,

.. T+ T2
equindiu+v = e Wi.
K (m+m) !

(#it) Se u = (2) € W1, allora x — 2y = 0. Ne segue che per ogni scalare o € R si ha

ar — 20y =a(r—2y) =a-0=0,

e quindi au = « (x) = <ozx> e Wi.
Y ay

Dunque W; & un sottospazio di R2.

e Per vedere se W5 ¢ 0 non & un sottospazio di R? occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(Z) 0 W,
(i) u+ v € Wy per ogni u,v € Wy,

(#i1) cu € Wy per ogni u € Wy ed ogni scalare «.

(z')O:(g)Engerché02—2-0:0.

(73) Seu = (§1>, V= (22) € Wy, allora
1 2

2
7 —2y1 =0

Perche u+v = (zl I §2> appartenga a Wy occorre che sia soddisfatta la condizione:
1 2

(#%)  (z1+22)% = 2(y1 +y2) = 0.

Da (x) segue
(w1 + 552)2 20 +y2) = x% + x% + 221w — 2(y1 +y2) =

= (55% —2y1) + (Ig —2y2) + 22129 © 2z,

per cui prendendo
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si ha che (x) & soddisfatta, ma (*x) no, ossia u = ), v = 2) e Wy, mau+tv= 1+ 2 & Wy
Y1 Y2 Y1+ Y2
. 1 . 2 . .

(ad esempio, con u =v = (1) € Wysihache2u=u+v = (1) ¢ Ws). Quindi W5, non soddisfacendo

2
la condizione (ii), non & un sottospazio di R2.

o Per vedere se W3 & o non ¢ un sottospazio di R? occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 € W3
(i1) u+ v € W3 per ogni u,v € Ws,

(#i1) cu € W3 per ogni u € W3 ed ogni scalare «.
(i) 0= (8) & W3 perche 0 —2-0=0# 1.

Dunque W3, non soddisfacendo la condizione (i), non & un sottospazio di R2.

Sia A € M, (C). Si provi che i tre seguenti sottoinsiemi di M, (C) sono sottospazi vettoriali di M, (C):
Wy ={B € M,(C)|AB = BA}, W, = {B € M,,(C)|AB ¢ scalare} e W3 = {B € M, (C)|AB = BT}.

W1 & un sottospazio di M, (C):
(i) Opxn € Wit Opxy € My(C) e AO =0 = OA.
(i) B,CeW; == B+CeW;

BeW; = B e M,(C)
= B+ C e M,(C)
CeW, = C e M,(C)
= B+CcWl
Be W, = AB =BA
— AB+C)=AB+AC=BA+CA=(B+C)A

CeW; = AC=CA

(15) aeC,BeW,; = aBeW;
BeW;, = Be M,(C) = aB € M,(C)

= aoBeW;
B e W, = AB = BA — A(aB) = a(AB) = a(BA) = (aB)A

Wy & un sottospazio di M, (C): poiche

BeW, < Be M,(C) ed 30 € C|[AB = igl,,
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e poiche M, (C) & uno spazio vettoriale (per cui la somma di due matrici di ordine n ed il prodotto di una
matrice di ordine n per uno scalare sono matrici di ordine n) ¢ sufficiente verificare che

(1))  AO,x, =0 =0I, per cui esiste do € C tale che AO = §pl, (si prenda do = 0).

(i) Se B e C sono matrici di ordine n tali che esistano dg,dc € C per cui AB = igl,, e AC = icly,

allora
AB+C)=AB+ AC =pl, + icl, = (6B + dc)In.

Quindi esiste 0g4+c € C tale che A(B + C) = dp1cln: si prenda dprc = B + dc.

(#i1) Se a € C e B ¢ una matrice di ordine n per cui esista dg € C tale che AB = dgl,, allora
A(aB) = o(AB) = a(dsl,) = (adp)I,.

Quindi esiste d,p € C tale che A(aB) = d,81,: si prenda d,5 = adp.

W35 & un sottospazio di M,,(C):
(i)  Opxn € W3: Opxn € M,(C) e AO =0 =0O7.

(i) B,CeW; => B+Cecl;

B eW; = B € M,(C)
= B+ C e M,(C)
CeW; = Ce M,(C)
= B+Cell;
B e W; = AB =BT
= AB+C)=AB+AC=BT+CT=(B+C)T

CeW; = AC=CT

(ii)) a€C,BeW; = aBeW;

BeW; = Be M,(C) = aB € M,(C)
— aoaBeWs
BcW; = AB =B’ = A(aB) = o(AB) = aB” = (aB)T

Sia V = R? (sp. vett. reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' & un sottospazio vettoriale di V:

= (s (O {5 maeapnn {71 oen)

0

0),eO+0:0681e

e S; & un sottospazio vettoriale di V: 'unico elemento di S; & il vettore 0 = <

a0 = 0 € S; per ogni scalare a (S; ¢ il sottospazio nullo di R?).

e S, non € un sottospazio di V: contiene e; = ( ) ma non contiene e; + es = 2ey (d’altra parte nessun

1
sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale W che contenga un elemento non nullo w # 0 puod essere un
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sottospazio di W: se U & un sottospazio di W che contiene w # 0, allora U deve contenere I'insieme infinito
di vettori {aw|a scalare }, per cui U stesso deve essere infinito).

e Per vedere se S3 € 0 non € un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 € Ss

(#4) u+ v € S3 per ogni u, v € Ss,

(#i1) cu € S3 per ogni u € S3 ed ogni scalare «.

(i) esistono a,b € R tali che (8) = (a;2): si prenda a =2 e b =0, quindi 0 € S

(ii) Se u,v € S3 esistono ay, by, as, by € R tali che

inoltre

u+veS; <~ 3 CL3,b3€R|u+V—<a3b_2).
3

Poiche u+v = a =2 + ag =2 = a +az —4 , basta prendere az = a; +as — 2 e by = by + bo.
b1 ba by + by

(#i1) Se u € Sj esistono a,b € R tali che u = (a ; 2 ), inoltre per ogni scalare o € R
c—2
oucsS, <<= I c,d€R|au( d )

Poiche au = « (a ; 2) = (aa;b2a>7 basta prendere ¢ = aa —2a + 2 e d = ab.

Dunque S3 € un sottospazio di V.

e Per vedere se S4 € 0 non € un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 €Sy

(#1) u+ v € Sy per ogni u, v € Sy,

(791) au € Sy per ogni u € Sy ed ogni scalare a.

1) Perche 0 appartenga a S4 occorre che esista a € R tale che 0 = (* 2 . Poiche il sistema
0 a+1
a—2=0
a+1=0

nell’incognita a non ha soluzioni, allora S; non € un sottospazio di V.

@ Si dica se Wy = {i-v|lv € R"} e Wy = {2 v|v € C"} sono sottospazi di C".
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Per vedere se W1 ¢ o non & un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 e W1
(i) ug + ug € Wi per ogni ug,uz € Wy,
(#i7) cu € W1 per ogni u € Wy ed ogni o € C.

(7) esiste v € R™ tale che 0 =i - v: si prenda v = 0. Quindi 0 € W,
i1) Se uy,uz € Wy esistono vy, vg € R™ tali che u;y =i-vy ed ug =i - va. inoltre
)
u; +ug € Wy <~ | V3€R"\u1—|—u2:i~V3.

Poiché ug +uz =i-vy +1i-ve =1i-(vy+ va), basta prendere vz = vi + va.

(#i1) Se u € Wy, esiste v € R™ tale che u =i - v, inoltre per ogni scalare a € C
ocueW, << FIweR'|au=i-w.
Poiche cu=a - (i-v) =i (a-v),
cueW;, YueW,,aeC <= w=a-veR" VYweR" aecC.

Prendendo ad esempio v=e; € R" ed a =i € C, si ha che av =i -e1 ¢ R" (quindi u =i -e; € W; mentre
au =1i?-e; = —e; ¢ Wi, non esistendo z € R™ tale che —e; =i - z).

Concludendo, W7 non ¢ un sottospazio vettoriale di V.

Per vedere se W5 & 0 non € un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(i) 0 € Wy
(i) ug + uz € W per ogni ug,uz € W,
(791) au € Wy per ogni u € W5 ed ogni a € C.

(i) esiste v € C™ tale che 0 = 2 - v: si prenda v = 0. Quindi 0 € W5
(#4) Se uy,uz € Ws esistono vy, ve € C" tali che uy =2-vy ed uzg = 2 - va. inoltre
u; +ug € Wy < 3 v3€(C"|u1+u2:2~v3.

Poiche uy +uz =2-vy +2-vg =2 (vy + va), basta prendere vz = vy + va.

(791) Se u € Wy, esiste v € C™ tale che u = 2 - v, inoltre per ogni scalare oo € C
aueW, <« 3FweC'lau=2- w.
Poicht cu=a-(2-v) =2 (a-v),
aueWy, YueWaeC <= w=a-ve(C" VwelC"aeC.

Dal momento che C™ & uno spazio vettoriale, allora av € C™ per ogni v € C" ed ogni « € C.
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Concludendo, W5 & un sottospazio vettoriale di V.

—a

Sia W = { < 0 g) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di ordine 2. Si provi che W ¢

un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ma(R) e si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Mz (R)
¢ un insieme di generatori per W:

@ {(7 3% Dy (5 8 e {(s D)

Proviamo prima che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R).

(Z) 02><2 c WZ 02><2 GMQ(R) e O;xQ :02><2:702><2
(i)
AcW = A c MR)
= A+ B e My(R)
B €W = B € M>(R)
= A+BeW
AcW= A=-AT
= (A+B)=AT+BT"=-A-B=-(A+B)

BeW = B=-B7
(i) aecC,AeW 5 aAeW

A eW = A € M3(R) = aA € M3(R)
= oaAcW
AceW= A=-AT = (cA)T = AT =a(-A) = —aA

1) esiste a € R tale che 00 = 0 a : si prenda a = 0.
0 0 —a 0

(i1) Se A, B € W esistono a,b € R tali che

0 a 0 o
a=(55) o= (5 0)

inoltre

A+BeW < 3 ceR|A—|—B:(_OC 8)
N (0 a 0 b\ _ 0 a+b _
PomheA—&-B-(_a 0>+<—b 0>_<—(a+b) 0 ),bastaprenderec-a+b.

(7i1) Se A € W esiste a € R tale che A = ( 0 a), inoltre per ogni scalare o« € R

—a 0

aAeW <<= 3 beR3|aA:(_0b 8)
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s 0 a 0 «a
Poiche A = « = , basta prendere b = aa.
—a 0 —aa 0

Dunque W & un sottospazio di Mz(R).
Vediamo ora quale tra (a), (b) e (c) & un insieme di generatori di W.

0 2

-2 0

(a) Dal momento che ogni elemento di {(? _01> ; (

)} ¢ un elemento di W, per stabilire se

1 0 -2 0
se per ogni A € IV esistono «a; ed as numeri reali tali che

- 0 -1 0 2 _ 0 —aq + 200
A_O‘1<1 o>+0‘2<—2 O>_<Oz1—2a2 0 )

0

-1 2 R R o . - . . -
{ <O ) ; ( 0 ) } € o non ¢ un insieme di generatori di W, spazio vettoriale reale, occorre stabilire

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = ( g), il problema diventa stabilire se per ogni a € R

il sistema
—o1 + 209 = a
(+) {al — 209 = —a

nelle incognite reali aq, @y ha soluzione. () ¢ equivalente all’unica equazione
a1 — 200 = —a
che ha soluzioni per ogni a € R (si prendano ad esempio oy = 0 ed a3 = —a), allora U'insieme di vettori

{ (? _01) ; (_02 (2)) } & un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

(b) Poiche (é 8> ¢ W, allora { ( _01 (1)) ; (é 8) } non € un insieme di generatori per W.

0 3
-3 0
per W come spazio vettoriale reale occorre stabilire se per ogni A € W esiste « € R tale che

0 3 0 3a
A_a<—3 0>_(—3a 0)

(c) Dal momento che (_03 g) € W, per stabilire se {( )} € o non ¢ un insieme di generatori

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = (_Oa g), il problema diventa stabilire se per ogni a € R
il sistema
(%) 3a=a
—3a=—a

nell’ incognita reale « ha soluzione. Poiche (x#) ha soluzione per ogni a € R (o = a/3), allora { ( _03 8) }

€ un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

1 3 1
E Sidicase S=<vi=|-1];vo=| —4|;vz= 2 ¢ un insieme di generatori di R3.
2 8 —4
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113
a
Per stabilire se S & o non & un insieme di generatori di R? occorre stabilire se per ogni | b | € R? esistono
c
a1, a9, a3 € R tali che
a 1 3 1 a1 + 3as + a3
b = @1V] + Q2Vy + a3V == —1 + o —4 —+ a3 2 —Q] — 4042 + 2&3
2 8 —4

201 + 8as — 4ag
ossia che il sistema lineare
a1 + 30&2 +a3 =a
—o1 — 4oy + 203 = b
201 + 8as — 4z = ¢
nelle incognite a, ag, a3 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.

(%)

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1 3 1 | a 1 3 1 | a
1 4 2 | b)— o -1 3 | awb | —
2 8 —4 | c Ez1(=2)E21(1) 0O 2 —6 | c—2a E32(—2)E2(-1)
13 1 | a
Slo1 =3 | —a-b
00 0 | 2b+ec

Poiche esistono a, b, ¢ € R tali che 2b + ¢ # 0 (si prendano ad esempio a = b =0 e ¢ = 1), allora (x) non ha
soluzione qualunque siano a, b, c € R, per cui S non ¢ un insieme di generatori di R3.

1 3 1
@Sianovlz 2|;vo=1|6]evy=1[3
0 0

ed es € R3. Si dica per quali € R l'insieme di vettori
4
x) = {v1;Vva;Vvs; 2 -eg} & un insieme di generatori di R*.

S(z) = {v1;Vva;vs;x - eg} & un insieme di generatori di R> se e solo se per ogni
) b ) p

a
b | € R? esistono
c
a1, s, a3, a4 € R tali che
a
b = Q1V] +QaVy +@3Vg + 0y T €3 =
c
1 3 1 0 a1 + 3as + a3
= |2 | 4+a| 6| 4+ag| 3| +asg-xz| 0 2001 4+ 6ag + 3ag
0 0 4 1 daz + aux
ossia se e solo se il sistema lineare

a1+ 3as+a3 =a
(*) 201 + 6ag + 33 = b
daz + asx = ¢
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nelle incognite o, as, ag, ay ha soluzione per ogni a,b,c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1310 | a 1310 a
26 30| b]——]10O010 | b—2a]|—
00 4 x | ¢/ P2 N0 04 2 | ¢
131 0 | a

— |0 0 1 0 | b—2a =(B(z) | c(z))

Ea2a=9 \0 0 0 2 | ¢c—4b+2a

Sex#0
1 31 0 | a
(B(z) | e(@))—— [0 0 1 0 | b—2a | =(U(x) | d(x))
ES(%) 000 1 ‘ c—4b+8a

x

Poiche d(z) ¢ libera per ogni a,b,c € R, allora S(z) ¢ un insieme di generatori di R3.

Sex=0

1 0 | a

1 0 | b—2a =(U() | d(0))
0 0

1
(BO) | ¢(0))=10
0 | ¢—4b+8a

O O W

Poiche esistono a,b,c € R per cui d(0) ¢ dominante (ad esempio si prendano a = b =0 e ¢ = 1), allora S(0)
non & un insieme di generatori di R3.

Concludendo, S(x) & un insieme di generatori di R? se e solo se x # 0.
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 6

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

0 4 2 0 1 1
Vi = 4 ;' Vo = 6 , Vg = —1 3 W3 = 4 s Wo = 0 W3 = -1 3
0 2 1 0 2 1

(1) 1l problema ¢ stabilire se gli unici numeri reali oy, @s, as per cui a3vy + asvs + azvs = 0 siano
a1 = ag = ag = 0, oppure no. Poiche, dati a1, as, ag € R, si ha

0 4 2 4&2 + 2043
aivi+asvot+agvy=a; | 4 | +as | 6 | +a3| —1 = | 4aq + 6 —ag |,
0 2 1 2a9 4+ a3
0
allora a1 vy + asvo +agvg =0= | 0 | se e solo se
0
dag + 203 =0
(*) 40[1 + 60[2 — Q3 = 0
20&2 —+ Q3 = 0
Il problema diventa quindi stabilire se il sistema (x) (nelle incognite a1, as, a3) abbia un’unica soluzione (e
0 04 2 | 0
quindi la soluzione nulla | 0 |), oppure no. La matrice aumentata di (x)e: [ 4 6 -1 | 0
0 02 1 | 0
Facendo un’eliminazione di Gauss si ottiene:

04 2 |0 Ba(3)e 1 3/2 —1/4 | 0

46 -1 | o] —22 o 4 2 | o0o]|=—>

02 1 | 0 0 2 1 | 0

1 3/2 —1/4 | 0

Es3(—2)E (%
2B g 1 12 | o]=(U | o)
0 0 0 | 0

Poicheé non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha oo soluzioni. In particolare (x) ha una
soluzione non nulla, e quindi {vy,vs,v3} & linearmente dipendente (ad esempio, poiche (x) & equivalente
a

a1+%a27ia320
oo + %Oég =0

[\S][9N)

prendendo a3 = 1 con la sostituzione all’indietro si ottiene ag = f% ed o = —2ag — %043 = % + i =1, ossia
1
—% & una soluzione non nulla di (%) e vi — %VQ + v3 = 0 ¢ una combinazione lineare nulla di v{,va,vs
1
con coefficienti non tutti nulli).
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0 0] 1 1 a9 + a3
(2) O] =aqwi+asws+agwg=a; [ 4 ]| +as | 0] 4+a3| -1 | =1 4a1 — a3
0 0 2 1 20[2 —+ Qs
as+ag3 =0
— (*) dag —a3 =0
20[2 + a3 = 0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di

—~

x) si ottiene:

01 1 | 0 Br(3) s 10 -1/4 | ©

4 0 -1 | O 0 1 1 | 0| —

02 1 | O 0 2 1 | O

10 —1/4 | 0 1 0 —1/4 | 0

P2 lo1r 1 o 2" fo1 1 | o]=(U| 0

00 -1 | O 0 0 1 | 0

0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha come unica soluzione la soluzione nulla | 0 |,

0

ossia
a1wi +awes +agwy3 =0 — a1 =as=a3=0~0.

Quindi {w1, wy, w3} ¢ linearmente indipendente.

Siano V uno spazio vettoriale ed & = {v1;va; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.
Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' & linearmente indipendente:
(1) S ={va+vsvi+vsvi+vy+vs}
(2) Sy ={vi —2v3;vy+vo;va+2vs}h

(1)
0=a(ve+v3)+B8(vi+vs)+d(vi+va+vs)=(B+d)vi+(a+d)va+ (a+8+)vs
B+d6=0
— (%) a+d=0
1 a+B+6=0

poiche § e L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (x) si ottiene:

01110 101 ] 0 1010
1o1 o2y o1 1o 2= o110
111 ] 0 111 ] 0 01010
sy (L0 L L0\ L /1010
01 1 ol (o011 ]0]=(U] o).
00 -1 ] 0 001 ] 0
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0

Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, I'unica soluzione di (%) ¢ [ 0 |, quindi &; ¢ linearmente
0

indipendente.

(2) 0=a(vy —2v3)+ B(vi+v2)+d(va+2vs) = (a+ B)vi+ (B+0)vy + (—2a + 20)vs

a+ =0
— (%) B+0=0
T 20425 =0

poiche S e L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (*) si ottiene:

1 101 0 11010 1100
0 111 0 01110 011 ] 0|=(U | o).
2.0 2 | 0 02210 00010

Poiché U ha una colonna non dominante, (*) ha oo soluzioni, in particolare (%) ha una soluzione non nulla,
quindi Sy ¢ linearmente dipendente.

Es1(2) E32(—-2)

Sia V = {a+bx +cx?|a,b,c € C} lo spazio dei polinomi a coefficienti complessi di grado minore od uguale
a 2. Si provi che B = {2 + 2?2 — 2%;1 + 2} & una base di V.

Per provare che B ¢ una base di V' occorre provare che B ¢ un insieme di generatori di V' e che B ¢ linearmente
indipendente (L.I.).

Per provare che B C V & un insieme di generatori di V' occorre provare che per ogni a + bx + cz? € V esistono
scalari «, 8,6 € C tali che

a+br+cr? = a2+ 2%) + Bz — 2?) +5(1 + ),

ossia che il sistema lineare

2a+d=a
(%) B+d=5b
a—fB=c

nelle incognite a, 5 e ¢ ha soluzione qualunque siano a,b,c € C. Facendo una eliminazione di Gauss sulla
matrice aumentata del sistema si ottiene

2 0 1 | a 1o 1 | 4
o1 1 ][b]——]|0 1 1 | b |—
1 -1 0 | ¢/ Pat=0Bz) \o —1 -1 | c—g) F=)
10 5 | 3 10 3 | 2
-0 1 1 | b —— 0 1 1 | b =(U | d)
00 2 | e—24b) B=@ X0 0 1 | 2¢c—a+2b
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Poiche d & libera qualunque siano a,b,c¢ € C, allora (*) ha soluzione per ogni a,b,c¢ € C, e quindi B & un
insieme di generatori di V.

Per provare che B ¢ L.I. occorre provare che 'unica combinazione lineare nulla di suoi elementi ha tutti i
coefficienti nulli, ossia che

a4+ 2H)+Bx—2)+5(1+2)=0 = a=p=56=0.

Da
0=al2+2%)+Bx—2*)+0(1+2)=2a+0)+ (B+)z+ (a— B)a?

si ottiene il sistema lineare nelle incognite a, 5 e §

20+0=0
() B+d6=0
a—p=0

Dal momento che (*x) si ottiene da (%) ponendo a = b = ¢ = 0, una forma ridotta di Gauss della matrice
aumentata di (#x) si ottiene da quella trovata per (x) ponendo a =b=¢=0:

Lo b s 1o |0
01 1 | b = 011 ] 0]=(U | 0)
0 0 1 | 2¢—a+2b 00 1 ] 0
’ponendoa:b:c:O‘
Poiche 'ultima colonna di (U | 0) & libera, (xx) ha soluzioni, e poiché I'ultima colonna di (U | 0) &
o 0
nulla, tra le soluzioni di (xx) c¢’¢ quella nulla (ossia | 8 | = [ 0 |). Inoltre, dal momento che tutte le colonne
) 0

di U sono dominanti, (**) ha un’unica soluzione.

Dunque 'unica soluzione di (xx) & quella nulla, per cui B & L.I.

s={o=(} D)m= (3 D) m= (0 0))

¢ una base dello spazio vettoriale V' delle matrici complesse triangolari inferiori 2 x 2.

Si provi che

Per provare che B € una base di V' occorre provare che B € un insieme di generatori di V' e che B € linearmente
indipendente (L.I.).

Per provare che B C V' & un insieme di generatori di V' occorre provare che per ogni A = (Z 2) eV

esistono scalari «, 3,6 € C tali che

a 0 _ 1 0 2 0 0 0\ a+ 243 0
(b c>_O‘B1+5B2+5B3_O‘(1 1)*5(1 1)*5(1 0>_(a+,8+5 a+6>’
ossia che il sistema lineare
a+28=a
(%) a+pB8+6=0b
a+fB=c
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nelle incognite «, 5 e ¢ ha soluzione qualunque siano a,b,c € C. Facendo una eliminazione di Gauss sulla
matrice aumentata del sistema si ottiene

120 | a 1 2 0] a
111 | b|———msf0 11| bea| ———
110 | ¢) BoCE0Ea=D \g 1 0 | ¢—a/) PoWEA1)
12 0 | a 12 0 | a
-0 1 -1 | a=b|—— 01 -1 | a=b|=(U | 4d).
00 =1 | ¢e=b) BEY Xo 0 1 | b—c

Poiche d ¢ libera qualunque siano a,b,c € C, allora () ha soluzione per ogni a,b,¢ € C, e quindi B ¢ un
insieme di generatori di V.

Per provare che B & L.I. occorre provare che I'unica combinazione lineare nulla di suoi elementi ha tutti i
coefficienti nulli, ossia che
aB1+Bs+B3 =0 — a=p8=0=0.

00\ B 1 0 2 0 0 0\ _ a+ 20 0
(0 0)_aBl+BBQ+5B3_°‘(1 1)+ﬁ<1 1>+§(1 0)_<a+5+5 ‘”5)’

si ottiene il sistema lineare nelle incognite «, 8 e §

Da

a+26=0
(k) a+pB+6=0
a+B=0

Dal momento che (xx) si ottiene da (x) ponendo a = b = ¢ = 0, una forma ridotta di Gauss della matrice
aumentata di (#x) si ottiene da quella trovata per () ponendo a =b=c¢=0:

12 0 | a 12 0 | O
01 -1 | a=b = 01 -1 ] 0]=(U ] 0).
00 1 | b—ec T 00 1 | 0
’ponendoa:b:c:O‘
Poiche I'ultima colonna di (U | 0) & libera, (x*) ha soluzioni, e poiché 'ultima colonna di (U | 0) ¢
e 0
nulla, tra le soluzioni di () ¢’¢ quella nulla (ossia [ 8 | = [ 0 |). Inoltre, dal momento che tutte le colonne
5 0

di U sono dominanti, (**) ha un’unica soluzione.

Dunque l'unica soluzione di (*x) & quella nulla, per cui B & L.I.

Sia W l’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

0 2 2 3 11 10 0 0 0 1
o G R ) R G AR OV R O R ()

€ un insieme di generatori di W. Si trovi una base di W contenuta in S.
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“Restringiamo”un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

Cs = <8 8) ¢ senz’altro combinazione degli altri:

C; =0=0C; +0C5 +0C3 + 0C4 + 0Cg,

per cui togliamo subito Cs (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che siano nulli),
e poniamo

0 2 2 3 1 1 1 0 0 1
sforn(§ DG o (t e e D}

20 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S; vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di &1 7 Poiche

C; =2C4 =0C2 +0C3 + 0C4 + 2C5

ma anche ) 1
Cs = 501 = 501 4+ 0C5 +0C3 4+ 0Cy4

possiamo togliere da S; il vettore Ci, oppure possiamo togliere da &; il vettore Cg, ottenendo ancora un
insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano coppie di vettori di
cui 'uno & multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno dei due
vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia C1, Cg e scegliamo di togliere Cj.

seforn (3 en (1 e (3 e (0 D)

30 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sy vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Sg ?

Poniamo

Sia a1Cs + a3C3 + a3C4 + a4 Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S;. Allora da
0 0\ _ 2 3 1 1 1 0 0 1\ (201 +ax+a3 3o1+az+oy
(0 0) - (3 0) o (1 0) +as (0 1) T (1 1) - (3a1+a2+a4 as + o )
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite oy, as, as, ay
20[1 + oo + a3 = 0
3oy +as +a4 =0
ag+ag =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

2 1101 0 2 T T S VI 0 1 2L 0 o
Eor (—=3)E4 (L 2 2 _ 2 2

3101 | o 2By 1o o) 22 00103 2 ] 0],
001110 00 1 110 001 1 |0
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per cui il sistema e equivalente al sistema
1 1. _
041+§Oé2+§043—0
(*) ag +3ag —2a4 =0

Oé3+0[4:0

il cui insieme delle soluzioni ¢

—2h
EZ |h € R
h
-2
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio 1 (si ponga h = 1), si ottiene
1

—2Cy,+5C3—C4+C45 =0,

per cui Cs,C3, C4 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di Ss e ciascuno di loro pué essere scelto
come elemento da eliminare da Ss.

Scegliamo di togliere da Sz la matrice Cy (combinazione lineare degli altri elementi di S2) e poniamo

se{o (1 0) e (5 D)e= (0 1))

49 passaggio. Ss ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in Sz vettori che siano combinazioni
lineari degli altri vettori di Ss ?

Sia a1C3 + a2 Cy + a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S3. Allora da
0 0 _ 1 1 1 0 0 1 (ot a2 ot ag
(0 0) - (1 0) T (o 1) s (1 1) - <a1+a3 a2+a3>
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite oy, as, ag
a1+ ag = 0
a1 + a3 = 0
as+ag3 =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

O 4 S T N
101 ] 0 2 0 -1 1 ] 0 i W
011 ] 0 0 1 1] 0
11 0 | 0 . 11 0 | 0
ot 1 o) =22 (01 -1 o0
00 2 | 0 00 1 | 0

L’unica soluzione del sistema ¢ quella nulla, per cui S3 ¢ linearmente indipendente, ed ¢ una base di W
contenuta in S.
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@ Qual ¢ la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche 7

Poiche dall’esercizio precedente sappiamo che

oofon(t (3 e (2 D)

¢ una base dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche, allora la dimensione dello spazio
vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche & 3 (ossia il numero di elementi di una sua qualsiasi base).

Si dica quale delle seguenti posizioni, al variare di A € M,,(C), definisce un’applicazione lineare da M,,(C)
in Mn((c) fl(A) = A> fQ(A) = ATv f3(A) = A2'

Fissato i € {1,2,3}, per vedere che f; : M, (C) = M, (C) & un’applicazione lineare occorre verificare che
siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) fi(A+B) = fi;(A)+ fi(B) per ogni A,B € M, (C);
(2) fi(aA) = afi(A) per ogni A € M, (C) ed ogni a € C.
e f1 verifica la condizione (1) ? Poiche la coniugata della somma di matrici ¢ la somma delle coniugate, si ha:

Dunque f; verifica la condizione (1).

f1 verifica la condizione (2) ? Poiche la coniugata del prodotto di una matrice per uno scalare ¢ il prodotto
della coniugata della matrice per il coniugato dello scalare, si ha:

filaA) =aA =aA VA € M,(C),Va € C.

Invece,

afi(A) =aA VA € M,(C),Va € C.
Prendendo, ad esempio, A = I, ed @ = 4, dal momento che I, = I, ed 7 = —3, si ha:
i) = iy £ ily = ify (L),

Dunque f; non verifica la condizione (2), e quindi non & un’applicazione lineare.

e f5 verifica la condizione (1) ? Poiche la trasposta della somma di matrici € la somma delle trasposte, si ha:
A+B)=(A+B)T =AT + BT = fo(A) + fo(B) VA,B <€ M,(C).

Dunque fs verifica la condizione (1).

f2 verifica la condizione (2) ? Poiche la trasposta del prodotto di una matrice per uno scalare ¢ il prodotto
della trasposta della matrice per lo scalare, si ha:

f2(aA) = (@A)T = aAT = afy(A) VA € M,(C),Ya € C.

Dunque f> verifica la condizione (2). Verificando entrambe le condizioni (1) e (2), f2 ¢ un’applicazione lineare.
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e f5 verifica la condizione (1) ? Essendo
f3(A+B)=(A+B)*=(A+B)(A+B)=A*+BA + AB + B?,
f3(A) = A% e f3(B) = B?, se fosse f3(A + B) = f3(A) + f3(B) per ogni A, B € M, (C), sarebbe
(x) BA+AB=0 VA ,Be M,(C)

Ma (*) ¢ falsa: si prenda, ad esempio, A = B = I,,. Dunque f5 non verifica la condizione (1) e quindi non &
un’applicazione lineare.

Sia g : Ma(C) — C? definita da g(A) = Ae;.
(a) Si provi che g & un’applicazione lineare.

(b) Si trovino lo spazio nullo N(g) e lo spazio immagine I'm(g) di g.

(a) Verificare che g & un’applicazione lineare significa verificare che sono soddisfatte le seguenti condizioni:
(1) g(A+B) =g(A) + g(B) per ogni A, B € M(C);
(2) g(aA) = ag(A) per ogni A € M>(C) ed ogni « € C.
(1): g(A+B)=(A +B)e; = Ae; + Be; = g(A) +g(B) VA,B € My(C);
(2): g(0A) = (@A)e; = a(Aer) = ag(A) VA € My(C), VaeC.
(b) Poiche g(A) = Aeq ¢ la 1% colonna di A, allora
e N(g) = {A € M2(C)|g(A) = 0} & 'insieme delle matrici complesse 2 x 2 con la prima colonna nulla,

ossia . {(8 ‘Z)

o Im(g) = {g(A)|A € M5(C)} & I'insieme dei vettori di C? che siano prime colonne di matrici complesse

Z € C? esiste A € M(C) tale che (Z

)), allora I'm(g) = C2.

a,bEC},

2 x 2. Poiche per ogni > sia la prima colonna di A (si prenda, ad

a 0

esempio A = <b 0
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 7

1 2 0 3
SiaA,=[1 a+2 a a+2 |.PerogniacC sitrovi una base dello spazio nullo N(A,) di A,,.
2 4 0 a+6

Poiche N(A,) = N(U,) per ogni forma ridotta di Gauss U, di A, troviamo una base dello spazio nullo
di una forma ridotta di Gauss per A,.

1 2 0 3 B (2B (1) 12 0 3
A,=11 a+2 a a+2 2 2 0 a a a—1| =B,
2 4 0 a+6 0 0 O o
1° CASO a=0
120 3 o) 120 3
Bo=|0 0 0 -1 2 000 1]=U,
0O 0 0 O 0 0 0 O

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(Up) = (numero delle colonne di U)g — 1k (Ug) =4 —-2=2.

Da
x1
x=|"|eNU, {x1+2$2+3m4 =0
I3 Ty =0
T4

prendendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di Uy, ossia la 2¢ e la 3%, con la
sostituzione all’indietro si ottiene

o = h
r3 = k
Tg = 0
ry = 721‘2 - 3IL’4 = —2h
—2h
Quindi N(Ap) = N(Uy) = Z |h,k € C » . Ponendo:
0
-2 0
. 1 . 0
A\l ? 0 € V2 ? 1]
h=1|\0 h=0 | \0
si ottiene che una base di N(Ag) ¢
-2 0
J— 1 . p— 0
Vi = 0 V2 = 1
0 0
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a#0

3
a—1
«

1 2

Ea(1VYE, (L

B,-|0 o 3(3)E2(3)
0 0

o QO

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(U,) = (numero delle colonne di U), — rtk (U,)=4—-3=1.

Da
il 1’1+25E2+3$4 =0
x=| 2|eNUa) = (mtas+oFa =0
3 Ty =0
T4

125

prendendo come parametro la variabile corrispondente all’'unica colonna libera di U,, ossia la 3%, con la

sostituzione all’indietro si ottiene

r3 = h
Trg = 0
To = —T3 — anl 4 = 7h
r1 = —2x9—3x4 = 2h
2h 2
Quindi N(A,) = N(U,) = _hh |h € C . Ponendo: v; = _1 , si ottiene che una base di
; ;
N(A,) e
2
v -1
N
0
2 0 0 2
. |0 o 0 21
Sla A, = 4 a1 0 4| dove a € C.
0 2 4da—6 0

Per ogni « € C si dica qual & 7k(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di R(A,,).

2 0 0 2 1 0 0 i
A — 0 o 0 27 Es1(—4)E1(3) 0 « 0 24 Eos

>4 a-1 0 43 0 a-1 0 0
0 2 4a—6 0 0 2 da—6 O
1 0 0 1 1 0 0 1

- 0 2 da—6 0 Eaz(—a)Es2(—a+1)Ea(3) 0 1 2a — 3 0 B

0 a=1 0 0 00 —(2a—3)(a—1) 0] "=
0 « 0 2i 0 0 —(2a — 3)a 24
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a=1

10 0 1 0 0
(o1 -1 0 Faa 0 1 —1
Bi=l00 0 o "o o 1
00 1 2 00 0
I‘k(Al):S
2 0 0
) . 0 1 0
Una base By di C(A;) & By = <4); E 0 }
0 2 )
1 0 0
Una base D1 di R(A;) & Do = (8 ;(11 : (1)
—i 0 —2i
20 CASO a=3
1 0 0 i 10
Bs — 01 0 O E3(5;)Ez4 0 1
= 1lo o0 o0 0 00
00 0 2i 00
rk(Ag) =3
2
0
4 b
0

Una base D3 di R(Az) ¢ D

wlw

O O O _—
o B NN
oo o S oSS

| oo~
~.
. Do O

ad {1}

o O OO

1 0 0 7
B. — 0 1 200 — 3 0 E43((20‘_3)0)E3(W)

« 0 0 —2a—3)(a—1) 0
0 0 —(2a — 3)« 24
1 0 0 )
01 2a«—3 0

“loo 1 of~Ue

0 0 0 1

—
=
—~
b
Q
Il
>~

O = O =,

o oo

o

o O =

Ea(5;)
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2 0 0 21
. o o) o2 V[ o ) (2
Una base B, di C(A,) ¢ B, = alilas1 ]’ 0 o4
0 2 4a—6 0
1 0 0 0
. R 0 1. 1 o] (o
Una base D, di R(A,) ¢ D, = o lilaa—slil1]i]o
—i 0 0 1
1 ) 0 1
) -1 -1 21
Stanovi= |2 |,vo=1| 2i [,vs=| 0 [,va=] 2 | edS ={vy;va;vs;vy}. Sia W il sottospazio
0 0 1 —i
1 ) 0 1

di C® generato da S. Si trovi una base B di W contenuta in S (si usi la Nota 3).

Sia A =(vy; vz Vvs vVy) una matrice che ha come colonne gli elementi di §. Allora W = C(A). Facendo
una E.G. su A otteniamo:

1 i 0 1 1 i 0 1 1 i 0 1
i -1 -1 2 00 —1 i 00 1 —i
A=]2 2i 0 2 00 0 0|]——]000 0|=U
0 0 1 —j]| PaCDEa(=2Ea(=9) | g o 1 —;| PeCEDERED | g o 0 0
1 i 0 1 00 0 0 000 0

Poiche le colonne dominanti di U sono la 1% e la 3%, B = {v1;v3} & una base di C(A) = W contenuta in S.

2 1

Si dica per quali o € R 'insieme B, = (;) 0| a+1 ¢ una base di R? (si usi la Nota 3).
2 a+1
1 2 1
Costruiamo una matrice le cui colonne siano gli elementi di B,: A, = | @ 0 «a+1 |. Il problema
1 2 a+1

diventa stabilire per quali @ € R si ha che rkA, = 3. Facciamo un’eliminazione di Gauss su A,,.

12 1 By (1) Ear (e 1 2 1
Ao=|a 0 a+1 = nie 0 —2a 1| =8B,
1 2 a+1 0 0 o

1 2 1
1°CASO:a=0 Boe=[0 0 1]|Ugy 7rk(Ay)=1k(Uy)=2%#3= By NON E’ una base di R3.
0 0 0
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1 2 1 a1y Bt /200 12 1
20 CASO: a0 By=[0 —20 1 S 0 1 —1/2a | =U,
0 0 a 00 1

rk(Ay) =rk(U,) =3 == B, E’ unabasedi R>

Sia f : R? — My (R) definita da f(<(;)) = (a i b @ Z b . Dopo aver provato che f & un’applicazione
lineare, si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate
(1 3):(10): (o))

= {() < o={8 6 DG

1
su dominio e codominio rispettivamente.

) bl

Per provare che f & un’applicazione lineare occorre provare :

() G (o)

per ogni ay, by, as,by € R

2. fla <Z)) f@f((Z)) per ogni a,a,b € R

(¢)

ay as aj + az
1. + = =
() () T (e -
def. somma def. f
vettori colonna

(al+az)+(bl+b2)) _

o < aq =+ ag
(a1 4+ az) — (b + b2) by + by T
propr. assoc. e
commut. di + in R
ay + as (a1 4+b1) + (a2 +b2) | _
(a1 —b1) + (ag — ba) b1 + bo
. a1 a1 + by a9 as + bsy _ ai ao
T (al—bl b1 )+<(12—52 by ) T f(<b1>)+f<(b2)
’def. somma, matrici m
a _ aa . aa aa + ab B
2. f<a(b>) Py f((ab>) Y (aa—ab ab ) T
def. prod. di uno scal. def. f propr. distr.
per un vett. in R
_ aa ala+0b) _ a a+b _ a
_<a(a—b) ab ) T O‘<a—b b ) T O‘f(<b>)
def. prod. di uno scal. def.

per una matrice
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(ee) Lamatrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate 5 e D su dominio e codominio rispettivamente

e la matrice
a=(eot(( 1) cotr((3)n)-
Dalla definizione di f si ottiene:

(-0 1) (-4 8)
quindiA=<CD(<(1) f)) CD(<_11 ;’))>

Calcoliamo le coordinate rispetto alla base ordinata D di un generico elemento (CCL Z) € R2.

@
a b\, |28 a b\ _ 0 1 0 1 0 0 2 0\ _ 2y a+p
CD(<C d>) 5| ! (c d>0‘(0 0>+5<1 1)+5<1 o)”(o 0)<ﬁ+5 8 )
Y
2y = a 154 = d
. a+pB = b . o = a/2 o
Risolvendo il sistema B+6 = ¢ otteniamo a=b—B=b—d , quindi
/3 = d 6:C_/8:C_d
b—d
a b d
CD((C d)) c—d
a/2
. - 1 2 1 3 .
In particolare, specializzando a , , otteniamo
0 1 -1 2
1 1
1 2 1 1 3 2
CD((Q 1))_ -1 ) CD((—l 2))_ -1
1/2 1/2

La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio rispettivamente e
quindi la matrice

1 1
1 2
A= -1 -3
1/2 1/2
@Siano
1 1 1 0 2
B=qvi=[1];veo=|1];vz=1|[1 e B=(Xvi=[0];vi=[1];v5=1]1
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Dopo aver provato che B e B’ sono due basi ordinate di R3, si calcolino le matrici di passaggio Mg da B’
aBeMpg.,.pdaBalB

1 2 1 1 0 2

SianoA=|1 1 1]edA’ =10 1 1| lematrici che hanno come colonne gli elementi di B e di B’
0 1 1 1 1 1

rispettivamente. Per provare che B e 3 sono due basi ordinate di R?, occorre provare che A ed A’ hanno

entrambe rango uguale a 3.

Facendo una E.G. su A si ottiene:

21 Esi1(—1) E3s(—1)E2(—1 121
A=(1 1 1] 2D (g o o) Z2EUERED_ (1 o |U
0 1 1 0 1 1 0 0 1
per cui rk(A)=rk(U) = 3, ed, analogamente, facendo una E.G. su A’ si ottiene:
10 10 10 » 2
A R e Ny S T GO Sl 2N IR I
1 1 1 0 1 -1 0 0 -2 0 1

per cui rk(A")=rk(U’) = 3.

La matrice di passaggio Mg, 5 da B’ a B ¢

1 0 2
Mg = (Cs(vi) Cp(vy) Cs(vs))=|[Cs(|0]) Cs(|1]) Cs({1])
1 1 1
1 0 a
Per calcolarla, piuttosto che calcolare separatamente Cg(| 0 |),Cr([ 1 |)eCsr(| 1 |), calcoliamo Cs(| b |)
1 1 1 c
a 1 0
per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta ai tre diversi vettori | 0 |, [ 1 |,
c 1 1
2
1 |. Poiche
1
a o a 1 2 1
Ceg(|b])=1|28 | bl=all|+8[1]+0(1
c ] 0 1 1
allora
a « a+268+46 a
Ce(|d])=1|28 | a+pB+0 | =10
c 1 B+0 c

ossia a, B e d sono soluzioni del sistema lineare

a+28+d=a
(%) a+B+d=0>
B+d=c
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Facendo una E.G. sulla matrice aumentata di (*) otteniamo

L2 b fa) o2 1 a2 a
111 ] o]0 -101]b-a|l=2""2=2(010] a-b
01 1 | ¢ 0 1 1] e 0 01 | ¢e—a+bd
da cui, con la sostituzione all’indietro,
d=c—a+b
B=a—-0
a=-280—-64+a=-2a+2b—c+a—-b+a=b—c
a b—c 1 -1 0 0 2
Dunque Cp(| b |) = a—b |,percuiCp(|0])=1[1|,Cs(|1])=1|-11],Cs([1
c c—a+b 1 0 1 2 1
0
1], e quindi
0
-1 0 O
Mp g = 1 -1 1
0 2 0
1 2 1
Mp.p=|Csr(|l1]) Cr([1]) Csr({1l])],
0 1 1

ma dal momento che Mg, g = Mgig,, calcoliamo Mpg/, 5 usando ’algoritmo di Gauss-Jordan:

0 | 1 (1) Es () 0 0] -1 00
(Mg | Is)= 1 -1 1 | 0 1 0| —22—— 0 -1 1] 1 10—
2 0] 001 0 2 0] 0 01
ol eomay (L 00 | =1 0 0 sy [L00 | =1 0 0
=z (o1 -1 ] -1 -1 0] >2>%(01 -1 ] -1 -1 0 |-
00 2 | 2 2 1 00 1 | 1 1 1/2
E(1)100|—100
2% 1o 10 ] 0o o0 1/2
00 1 | 1 1 1/2

O

o

j}

e}
o
@

o

T

o]

I
[N
T)—A
R

|

—_ O
_ O O
N[=N= O

131
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Sia A = 0 6 la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R? — R? rispetto alle basi
-1 -2

1 1 1 1 0
ordinate B = (vy = (Vg = eD = cwi=[1];wo=1]0];wg=1]1 su dominio
1 1
0 1 0
e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B =

4 3 1 1 0
{v’l = (0> iVh = (5>} eD'={wi=10]|;wh=|-1];wh=1]0 su dominio e codominio risp.
0 0 1

La matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ e D’ su dominio e codominio rispettivamente &
la matrice

A’ =Mg;! ,AMp.p  dove Mp.p @ la matrice di passaggio daD’ aD e

Mg 5 & la matrice di passaggio da B’ a B.

Per calcolare MD p =Mpi Cp/(wy1) Cpi(wsy) Cp/(ws) ), calcoliamo per prima cosa le coordi-

= (

a

nate rispetto a D’ di un generico | b
c

a 1 1 0 a+p
Cp(| b ])= ﬁ t.c. b =al0 )|+ -1]|+6[0] = -p
c ) c 0 0 1 )
a+8 = a 1) c
-5 = b= = —b
6 = c a = a—p = a+b
a a+b
Dunque Cp (| b )= —b
c c
In particolare, specializzando a w1, wy e w3 otteniamo
1 2 1 1
CD/(Wl) = CD/( 1 ) = -1 5 CDI(WQ) = CD/( 0 ) = 0 5
0 T 0 1 T 1
a=b=1 a=c=1
c=0 b=0
0 1
CD/ (W3) = C'Dl( 1 ) = -1 5
0 1 0
a=c=10
b=1
per cui
2 1 1
Mplp =Mpep=|-1 0 -1
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Per calcolare Mp. g = (Cg(v))

generico (Z) € R2

w(ip=(5) v ()= () ()= (225)

{aﬂ = a :>{204—a+b :{a:(ajsg/z

Cp(vh)), calcoliamo per prima cosa le coordinate rispetto a B di un

a+p

Dunque CB((Z)) = (Ezjggg) '

In particolare, specializzando a v} e v} otteniamo

(%) cstvi=cu((2)

|
S

extv) = ca((o )

=1l

?
a=4 a=3
. 2 4
per cui Mg, 5 = (_2 1) .
La matrice A’ che cerchiamo & quindi
2 1 1 2 1
’ -1 2 4
A'=M, _p,AMp g =| -1 0 -1 0 6 (_2 1)
0 1 0 -1 -2
3 6 -6 18
-1 1 (22 le> =| -4 -3
0 6 —-12 6
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 8

Sia v € R™. Si provi che ||v]|s = ||V]]1 se e solo se v & un multiplo di una colonna di L,.
U1
V2
Siav=] . |. Allora
Uy,

||V||1:‘U1|+|’U2|+"'+|Un| S
|[V]|oo = |vs| dove i € {1,...,n} & tale che |v;| > |v;| V5 #1i.

Si ha:

HVHOOZHVHl <~ |vi\:|v1\+|vg|+~~~+\vn| <~ "Uj|:0 V]#Z e ’Uj:O VJ#Z < V = 0;€;i.

Sia A = (a;;) una matrice complessa quadrata di ordine n tale che A = A¥ = A? e siano by, ba, ...
..., by € C" le colonne di A. Si provi che ||b;||3 = a;; per ognii=1,...,n.

Poiché b; = Ae;, allora

Q14

az;
= eiHAAei = eiHAei = eiH . = a;.
T T

Ibil|3 = [|Aei]l3 = (Aes)" Ae; = e;" AT Ay

a
Si verifichi che ¢ : C3 — R>q definita da ¢(| b |) = [2a — b| + |a + ¢| + |ib] & una norma.
c

0
0

(1) ¢(0) = ¢( ) =12x0—0[+ |0+ 0] + |i0] = 0.

o

Poiche ¢(x) > 0 per ogni x € C3, per provare che
x#20 = ¢x)>0

basta provare che

x#£0 = 6(x)£0,

ossia basta provare che



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, SGI, A.A. 2013/2014, GEMMA PARMEGGIANI 135

Dalla definizione di ¢ si ottiene:

p(x) = 0
[2a =0 = 0 = b/2
a =< late = 0=<¢c = —a = —-b/2 =0a=b=c=0=x=0.
x = [b lib) = 0 b = 0
c
a aa
(2) ola|b])=0¢(] ab |)=|2aa — abl + |aa + ac| + |iab] =
c ac
a
= |al|2a = b| + |ala + c| + |a[ib] = |a|(|2a — b + [a + c| + [ib]) = |alo(| b ]).
c
aq ag a1 + as
B) o(for | +[b2])=0(| br+b2 |)=
Cc1 Co c1+ co
= [2(a1 + a2) — (b1 + b2)[ + [(a1 + a2) + (e1 + c2)| + |i(b1 + b2)| =
= |(2a1 — b1) + (2a2 — b2)| + (a1 + c1) + (ag + ¢c2)| + |ib1 + iba| <
a1 a2
§|2a1—b1|+\2(12—1)2\+|a1+01|+\ag+02|+|2’b1\+|ib2|=¢( by )+¢( by )
C1 Co

Siano V' uno spazio vettoriale, B = {vj;...;vnh} una sua base ordinata e Cg : V. — C™ I'applicazione delle
coordinate rispetto a B. Si provi che la funzione ||'||p : V' — R>( definita da |[w||zg = ||Cs(W)||« per ogni
w € V & una norma.

(i) Per ogniw € V

Iwls = 1Cs(wW) o > 0
T T
def. di ||| lzlloc >0 VzeCm
Iwlis =0 = [[Cs(W)ll =0 = Cp(w)=0 = w=0
def. di ||| lz]c =0 <= z=0| Cys appl. lin.
iniettiva

(73) Per ogni w € V ed ogni o € C
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lowls = ICsaw)l = laCawl -
def. di ||'||5 Cp appl. lin. |az||oo = |o]|2]| o
Vze C",aa e C
= [el[C(W)]le s lellwls
def. di ||||5
(791) Per ogni wi,wa € V
w1 + w25 = 1Cs(W1 + w2) || s 1Cs(W1) + C5(W2)l|eo <
o Tl oot |
= 1C8(W1)lleo + [C(W2) oo = [wills + [Iw2lls
21 + 2200 < [|Z1]lc0 + [|Z2[|o0 def. di ||l
V21,29 € cn

Si verifichi che la posizione (*|') : M2(C) x M3(C) — C

a; a by b -
1 a2 1 b2\ _ —
(<(l3 a4)|<b3 b4>)zazbz-
definisce un prodotto interno.

Perche (-|') : Ma(C) x M3(C) — C definito da

a1 a by b !
1 a2 1 b2}y Ny
(o o)1 )=y

sia un prodotto interno occorre che soddisfi le tre seguenti condizioni:

(@) TR = () peromiu= (%) v () eane)

az Q4
(2) (ulav+pz) = a(u|v)+ G(u|z) per ogni u = a2 g o b by 2= ?)e M>(C),
b3 b4 C3 C4

az a4
ed ogni o, B € C
(3) (o) (0j0)=0
e (mom)ro = (0 )5 o)) e

Per la verifica di (1) :
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ble‘alaQ . I 4 alag‘blbg
(G o) 1(o o)) = Shim=sha = (0 o)k 2))

def. di (+]') def. di (+]")

Per la verifica di (2):

- a, a by b ¢ - ar a aby + Ber aby + Be -
v+ = (o ) o (0 2 )) = (o e (i i)
= Yo @ilab; + Bei) = o1y @bi) + B( i, Tiey) =
_ ai as b1 be ai as c1 G B
_a( (ag CL4> ‘ (bg b4> ) +B( (CL3 a4) ‘ (63 04)) _a(ulv)—’_ﬁ(u‘z)

Per la verifica di (3) :

(o) (0|0)=(<8 8)‘(8 8>)z4x0><():0

ay as ay ag ar  a ¢, _y4 |2
(oe) <a3 a4> 70= ((as a4) ‘ (as a4>) = L @t = 2 |aif” € Roo
Infatti: |a;|> € R>q per ogni i = 1,...,4, per cui Zle lai|* € R, ed & Z?Zl la;|? # 0 dal momento che

. N ap az
almeno uno degli a; € non nullo, essendo i #0.
3 a4

Poiche che tutte e tre le condizioni sono soddisfatte,
b :
ap Qg 1 2 _ Zf )
(<a3 a4)|<b3 b4>)_i_1a1bz.
definisce un prodotto interno su My(C).

@ Sia V = C2. Si dica quali delle seguenti posizioni definisce un prodotto interno:

(a) (-]') : C2 x C2 — C definita da (<x1> ‘ <yl)) = T1y1 — 3Ty
T2 Y2

(b) (‘') : C% x C? — C definita da (<i1> ‘ (gl)) =T1y1 + 3T2y2
2 2

(a) Perche (-|') : C% x C? — C definito da ((il ) ’ (Zl )) = T1y; — 3T2y2 sia un prodotto interno occorre
2 2

che soddisfi le tre seguenti condizioni:
(1) ORIy peromix= (1) = (1) ec
T2 Y2
(2 (xlay + o) = axly) + 50w ¥ x = (21 )y = (4 )ow= (W) eenvasec
Z2 Y2 w2
(3) (e) (0[0)=0

o) x= (1) 20 = e e
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Per la verifica di (1) :

(YIx) = 7171 -3012 = yiT1—3pT2 = (X|y).
Per la verifica di (2):

(x|ay + fw) = T1(ays + Bwy) — 3T2(aye + fwz) = aZiyr + BTrw, — 3aTzys — 3Taws =
= a(Tryr — 3Tzy2) + B(Trwi — 3Tzws) = a(x|y) + B(x|w).

Per la verifica di (3) :
e (00) = 0-3x0 = 0

(X} (X|X) = T1x1 — 3Toxy = |JJ1|2 — 3|$2|2

?)sihax#Oe(x|x):02—3x12:—3£R>0.

Prendendo, ad esempio, x = (

Dunque la condizione (3) non & soddisfatta, per cui

() [(% )=~ s

NON definisce un prodotto interno su C2.

(b) Perche (-|') : C? x C? — C definito da ((il > ’ (gl )) = T1y1 + 3T2y2 sia un prodotto interno occorre
2 2

che soddisfi le tre seguenti condizioni:

W TR-) pwomin= (1).v- (1) e

(2 (xlay + o) = axly) + 50xw) ¥ x = (21 )y = (4 ) w= (W) eervasec
@ (o) ©0)=0
o) x= (1) 20 = (xb e

Per la verifica di (1) :

(yIx) = 771 +30%72 = yiT1+3pT2 = (X|y).
Per la verifica di (2):

(x|oy + Bw) = T (ayr + Bwr) + 3Tz(aye + Pwse) = aZ1y1 + ST1w: + 30Ty + 3BTawe =
= a(T1y1 + 3Tay2) + B(Trw: + 3Taws) = a(x|y) + S(x|w).

Per la verifica di (3) :
e (00) = 0+3x0 = 0

oo (x|x) = Tx +3Tere = |z1|*+ 3|22
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Essendo x # 0, si ha che 21 # 0 oppure 5 # 0, per cui |z1|? € Rsq oppure |72]? € Ryg. Quindi |2;]?+3|22|? €
R<g. Dal momento che tutte e tre le condizioni sono soddisfatte,

((2) ‘ (z;)) =7T1y1 + 3T2y2

definisce un prodotto interno su C2.

Sia [|'|| : M2(C) — R>¢ la norma indotta dal prodotto interno definito nell’esercizio . Si trovino tutte
le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che [|A| = 2v/2.

[I'll : M2(C) = R & definita da

(i =y o)z ) - (S-S (2 ) emo

ay
as

Una matrice A = ( 22> € M5(C) & scalare se az = a3 = 0 ed a1 = a3 = « per un opportuno « € C.
4

H <g g) H =2v2 =  V]ePF0P+ 02 F]aZ=2V2 = |aV2=2V2 <= |o|=2
Dunque le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A|| = 21/2 sono tutte e sole le matrici del tipo

(a O) con « € C tale che |a| = 2.
0 o

N.B. I numeri complessi « tali che |a] = 2 sono tutti e soli quei numeri complessi che corrispondono ai

punti nel piano di Gauss che stanno sulla circonferenza di centro 0 e raggio 2. In particolare, ci sono infiniti
numeri complessi « tali che |a| = 2, per cui ci sono infinite matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che

Al =2v2.
Siano u =e; + ez e ||'|| : C> — R>( la norma indotta dal prodotto interno definito nell’Esercizio Tipo 17.
(@) Si trovino tutti i vettori x = <i1> tali che [|x]| = ||x]|2-
2

(b) Si calcolino cos(€1u) e cos(€zu).

Poiche (*]') : C% x C% — C ¢ definito da

T ‘ Y1\ _ = _
= T1Y1 + 2T2ys2,
(<x2> <y2)) 1Y1 2Y2

la norma ||| : C* — R>( indotta da (*|") & definita da

H(ii)\\ﬁ((i;)i(xl)):m:m.

T2
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(a) Sia x = (il) Essendo ||x|| = /|z1|> + 2|z2|? e
2

_ _ T f— —
Il = V3 = (71 72) (7] = Vae F Tam = VP TP,

allora

x| = [Ixll2 <= V1 + 202 = V]2 + [e2? < |21 + 20a2)® = a1 + |22]?
= |12 =0 <= 23 =0.

Dunque {x[[|x|| = [z} = {ae1]a € C} = (e1).
(b) Essendo

feall = [ (o) || = VTP = 1.
feall = [ (9 || = vIOF+ 212 = v2,
fall = | (3 ) ]| = VT2 = v5,

(eﬂu):((é)‘(1)):1&4—2-0&:1,
(e2|u):(((1))‘G)):o-uzmzz,

allora
— (e1|u) 1
cos(éju) = ———— = —
lexl/[[ul V3
_ (e2]u) 2 2
cos(€qu) = = =4/=.
lezfllull  v2-v3 V3

i —1 1 0
. . . -1 —1i 0 0 .
@ Si trovi una base ortonormale del sottospazio V' = ( ; 3 RNl N Y ) di C*.
-1 —1 0 0
Costruiamo dapprima una base di V: poniamo
i -1 1 0
Wi = 1. Wo = i, w 0 w 0
1 — 7/ bl 2 = _1 bl 3 = 1 I 4 = 22
-1 —1i 0 0

e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w1 w3 W3 Wy).
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i -1 1 0
-1 — 0 0
A= I '
(w1 wa w3 wy) . -1 1 2 E41 (1) E31(=1) B21 (1) E1 (=)
-1 —¢ 0 0
Ui i o 1 i —i 0
N 0 0 —i 0 00 10 =U
0.0 0 2| gipeumee |00 0 1
00 —i 0 0.0 00

Poiché U ha come colonne dominanti la 1%, la 3% e la 4%, allora una base di C(A) =V & {wy;w3; wy}.

Troviamo una base ortogonale di V applicando l'algoritmo di Gram-Schmidt a

7 1 0
-1 0 0
Vi =W1 = i V2 = W3 = 1 3 V3 = Wyq = 2
-1 0 0

141
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-1
u; =V = .
i
-1
up = va — 2Uy, w#F0 = ap= (w|vs)
(uifug)
1
0 .
(ui|ve) =uyve=(—i -1 —i -1) =%
0
)
-1
(uijug) =uwyu; =(— -1 —i -1) ; =4
-1
27 1
— 12 = —Z = —§Z
Uz = Vg — (1201 = Vg + §iu1 =
1 ) 1
0 -1 —1
)t i T2 e
0 -1 —1
(u1vs)
uz = V3 — Q3u; — Qa3Ua, u A0 = ai3=
(ui|ur)
0
0
(uilvg) =uyvy=(—i -1 —i -—1) 9 | = 2
0
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0
1 0
(UQ|V3):U£IV3:§(1 i1 1) 9i | =1
0
1
1 1] —i
p— H _— —_ =
(uzjug) = uy u2—2(1 i 1 1)2 1 1

1 1.
Uz = V3 — (j3U; — Qia3U2 = V3 — 5111 - 5“12 =
0 i 1 —1
0] 1f{-1)_ 12 - | [ O
| 2 i 1 i
0 -1 —1i 0
) 1 —1
-1 1| —i 0 N .
Dunque < u; = ; Uz =g | [ius= ; € una base ortogonale di V.
-1 —1i 0

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto , ossia

dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di uy, us ed us :

a2 = v/(urfur) = Vi =2
g2 = v/(uzfuz) = VI=1

usll = Vwglug) = (i 0 —i o) O |=vigi=Vva

0
Allora
7 1 —1
u; Uz us 1 -1 1 —4 1 0
B:{ ; ; }: - . ;= 1 i —
[uill2” [uzll2” [lusll2 2| ¢ 2 2| i
-1 —1 0

¢ una base ortonormale di V.

Si consideri il sottospazio W = < ((1) 8) ; ((1) %Z) ; (8 l—i%) > di M5(C). Si trovi una base

ortonormale di W rispetto al prodotto interno (*|") : M3(C) x M3(C) — C definito nell’esercizio .
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11 prodotto interno su Ms(C) definito nell’esercizio |5 | &: (]) : M2(C) x M3(C) — C con
ar a br b .
1 a2 102\ N
(o o) o=y

La norma indotta da (-|') (si veda esercizio ) e ||l : M2(C) — R con

1 ) =y )I( )=\ ey Do (3 ) eme

Siano vy = <(1) 8) , Vo = <(1) 20Z> evg = (8 1 _i 22.). Poiche § = {v1;Vva;Vvs} & un insieme di generatori

i W,
troviamo una base B di W contenuta in S.

Esistono elementi di & che siano combinazioni lineare dei rimanenti ?

Sia a1v1 + asva + a3vy = 0 una combinazione lineare nulla dei vettori di S. Allora da

0 0\ 1 0 1 2 0 1 (ot ar 2ice+as
<0 0)_0‘1(0 0>+0‘2<0 0>+0‘3<0 1+2i)_( 0 (1+2i)a3)
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite oy, as, as,

a1 + g = 0
2i0[2 + a3 = 0
(1 + 2i)a3 =0
che ha come unica soluzione quella nulla (ossia a1 = ay = ag = 0).

Dunque S ¢ L.I., per cui B =S ¢ una base di W.

troviamo una base ortogonale di W applicando a B = {v1;va; v} lalgoritmo di Gram-Schmidt
(dove il prodotto interno (-|) : M2(C) x M3 (C) — C ¢& definito sopra).

1 0
u; =Vvy = 0 0)

Uy = Vo — (xj2Ug

w#F0 = ap= Eul\w)

ug|ug)

(u1|v2)—(((1) 8) | (é 201>)—1.1+o-2i+0~o+o.o—1.1+o-2¢+0+0—1

(u1|u1)=(((1) 8>|(é 8)):1-1+0-0+0~0+0-0=1-1+0+0+0=1

— 1 _
a12—I—1

1 2 1 0 0 2
Uy = Vg — (xjpUl; = Vg — U1 = o o/ \o o = 0 0
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Uz = V3 — (3] — Q32

uq 7é 0 — 13 = Ezi}z?;

10 0 1 - - - - . :
(u1|V3)—((O 0)(0 1+2i))—1-0+0~1+O-0—|—0-(1+2Z)—1-0—|—0-1+0+0-(1+22)—0
_ 0 _
3 = Taruy — 0
w#0 = axp= (EZ}X:)

(
O 22 — — — — . . . .
(uglvs) = 0 1+2 )=0-04+2-140-04+0-(142{))=0—-2i-14+0+0-(1+2i) =—2¢

(upuy) = (0 22) 0 2’) =0-04+2-240-04+0-0=0—42+0+0=—4i2 = —4(—1) =4

Qg3 = _4

| 0 1 L(0 2 0 0
Us = Ve austh m ety = Vet = { g o J T2 g 0 ) T 0 142

1 0 0 4 0 0 N .
DunqueBl{ul—(O 0),u2—(0 0),u3—<0 1+2i>}eunabaseortogonauled1W.

Costruiamo base ortonormale di W normalizzando la base ortogonale B; trovata al punto ,
ossia dividendo ciascun elemento di B; per la propria norma (dove la norma ¢ quella indotta dal prodotto
interno).

V) \

Cominciamo con il calcolare la norma di uy, us ed ug :

[ui] = V(w|w) = V1=
[uz = V/(uzfug) = V4 =

0 0 — . .
lug]| = v/(us|us) = \/ 1+2z (0 1+2i>)\/O~O+0~O+O~0+(1+2z)'(1+21)

=v0+0+0+(1 14+2)=/1-(2)2=V1+4=5

Allora

B* {u* u; ut uz cut us } {u* <1 O)u* (0 i).u* (O 0 )}
= TEEETE) = ) = = = ) = 3 = 1427
LT e N0 0) ™7 0 o)™ 0 12

¢ una base ortonormale di W.
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Algebra Lineare 1 A, Svolgimento degli Esercizi per casa 9

21 i 8i Ti
. . . . —6 . 1 0 1 . 3
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = 8i sul sottospazio U = { olsl =il = ydi C
10 0 1 1
Troviamo una base ortonormale di U.
i 81 Ti
. 1 0 -1 . .
Poniamo w; = ol we=1_ 1 ws=1|_; |e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w1 wo w3).
0 1 1
i 8 T 1 8 7 1 8 7
A=(w w w)—|L O -1 0 -8 -8 01 1] _y
0 —i — E21(=1)E1(—1) 0 —i —i E4(—1)E32(i) B2 (— 3 0 00
0o 1 1 0 1 0 00
Poich¢ U ha come colonne dominanti la 1* e la 2%, allora una base di C(A) =U & {wy;wa}.
i 8i
Applichiamo ora ’algoritmo di Gram-Schmidt a ¢ vi = wy = (1) [Vy = Wg = —02 per trovare una
0 1
base ortogonale di U.
1
u =vy = 1
1=vi= |
0
_ _ (wvs)
Uz = vy — QjaUy, u #0 = ap=
(u1fuy)
81
. 0
(ui|ve) =uyve=(—i 1 0 0) = (—i)8i =8
1
i
H 1 N
(uily)) =uwyuwy=(—-i 1 0 0) ol = (—i)i+1=2
0
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Uy = vy — oy = vy —4uy =

8i i 4i
0 1 —4
= =) o T
1 0 1
i 4i
Dunque ¢ u; = (1) jUg = : € una base ortogonale di U.
0 1

Costruiamo base ortonormale di U normalizzando la base ortogonale {u;;us}, ossia dividendo ciascun suo

elemento per la sua norma euclidea.
Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :

a2 = V/(w|uy) = V2
[uzlls = V/(woup) = [(—4i —4 i 1) 4 T 1= V3

1
Allora
) 41
u u 1 1 1 —4
= ™ = Tl V2 (0] vE |
0 1
¢ una base ortonormale di U.
2i
La proiezione ortogonale di v = gz sulU e
10
Py(v) = (ui|v)uj + (u3|v)u;
dove
27
1 —6 1 ) 4
* *\ H . .
u;|v) = (u v=—(— 1 0 0 . = —((—1)2t—6) = ———
10
2i
(w3|v) = (u})fv = L(,M —4 i 1) = i(f4i2i — 4(—6) +i8i + 10) = /34
2 2 V34 8i V34
10
Quindi
) 41 ) 41 21
4 4 1 1 1 —4 1 —4 —6
Py(v)= ——u' +V34ul = —— — + V34— ]l =-2 + .| =
u(v) o 2 V2v2lo V3a | —i 0 —i —i
0 1 0 1 1
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Siano W e (*|') : M2(C) x M2(C) — C come nell’esercizio degli “Esercizi per casa 8”. Si calcoli la
1 )

proiezione ortogonale Py (v) di v = <22.

i : . N
3\/5> € M5(C) su W rispetto al prodotto interno (*|).

Nell’esercizio degli “esercizi per casa 8”abbiamo trovato che

. (1 0\ . (0 i\ . (0 0
u; = 0 0 ;g = 00 yUug = 0 1\-;%1

¢ una base ortonormale di W (rispetto al prodotto interno (*|') ed alla norma da esso indotta su Ms(C)).

. . 1 i R
La proiezione ortogonale di v = (22. 3 \/5> suW e

Py (v) = (ui|v)ui + (uz|v)u; + (uz|v)ug

dove

1 - — == . ‘
(22. 3\/5>)—1-1+0-z+0-22+0~3\/5—1-1+0-z+0-22+0-3\/5—1
)):0-1+i-i+0-2i+0-3\/520-1—i-i+0-2i+0-3\/5=—i2:1

% O 1 ’L = = . = . 1427 . . —2 .
(ugv):((o 1+2¢>|< . 3\/5)):0~1+0-z+0-2@+1j;§ ~3\/5:0~1+0-z+0~22+1\/§ -3v/5 = 3(1—2i)

0 2) /0 0
+3(1 —22) < 1+27;) =
( 0 0 Bz
_ (1 i N (1 i\ (1 i

Quindi

+

% * Nk 1 0
PW(V):u1+u2+3(1—21)u3:(0 0)

o

Sl

1 i 1 0
0 i -1 0 1
[3] Siano Vi = (| i |) e Va={ Ll s | o |- St trovino basi di Vit e V3.
2 i —1 0 1
0
(@) Se A= | i | allora C(A) =V, e Vit = C(A)L = N(AH).
2

Facendo un’eliminazione di Gauss su A otteniamo:

AH = (0 —i 2)—— (0 1 2i)=U
o

1(?

Poiche N(AH) = N(U) e

dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=3-1=2,
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una base di Vi- ha 2 elementi (d’altra parte dimV;=1 e dimC3=3, per cui a priori potevamo dedurre che
dimVit = dimC3 — dimV; =3 -1 = 2).

T
x=|2o | e NAT) = N(U) <= 3+ 2i23=0
Zs3
h
quindi N(U) = —2ik | |h,k e C
k
Una base di Vi- &
1 0
0 —2
0 1
1 i 10
(ysea=|1 ' (1) é allora C(A) = Vs ¢ Vit = C(A)- = N(AH).
i -1 0 1

Facendo un’eliminazione di Gauss su A otteniamo:

1 - 1 — 1 - 1 —
-4 -1 — -1 0 0 0 O
AT = ! —_ . . —
1 0 1 0 E31(—1)E21(%) 0 ¢+ 0 4 Eas
0 1 0 1 0 1 0 1
1 - 1 —3 1 - 1 —3
0 ¢+ 0 =1 0 1 0 1
. . U
00 0 0 Bocomn |0 0 0 0
0 1 O 0 0 0 O

Poiche N(Af) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U=4—2 =2,
una base di V5= ha 2 elementi.

T

. Ty —trot+x3—txy = 0
X = 332 e N(AT)=NU)
in To + T4 = 0
—h -1 0
Quindi V35 = N(AH) = _hk |h,k € C 3 ed una sua base & (1) ; _01
k 0 1

Siano W e (*|') : Ma(C) x M3(C) — C come nell’esercizio degli “esercizi per casa 8”. Si trovi il
complemento ortogonale W+ di W in My(C) rispetto al prodotto interno (*|).
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Il complemento ortogonale di W in Ma(C) ¢ W+ = {v € My(C)|(w|v) =0 Vw € W}. Dal momento che

(10, _(t 2\ _ _(0 1
Vi=lo 0)'"27\ o 0/ 7 \0 142

€ un insieme di generatori di W, allora

W = {v e My(C)|(vi]v) =0 peri=1,2,3}.

az Gy

Sev = (a1 a2) € M5(C),

1 _ _ _ _
(V1|V)=(<O 8)(3; Zi)):1-a1—|—0-a2—|—0-a3—|—0-a4:1-a1—|—0-a2+0-a3—|—0-a4=

1 2 — — — — .
(V2|V)=((O OZ)|(Z; Zz)):1~a1+22-a2+0-a3+0-a4:1~a1—22-a2+0-a3+0-a4=

= aj] — 2ia2

0 1 a; a = - = —
(V3|V>:<(0 1+2i)|(a; ai))=0'al+1'@2+0'@3+1+22'a4:

:0~a1+1~a2+0~a3+(1—2i)oa4:
:a2+(1—2i)a4

Dunque

as Qag

_ ap a2 — — — —
_{(GS a4)€M2(C)‘a1—a2—a4—O}—

{(2 8)’(16@}.
10 -2 9

[5]SiaA=| i -1 -2 0

-1 —i 2 0

wt = {(“1 “2) € MQ(C)‘al = a1 — 2iay = az + (1 — 2i)ay = 0} =

(a) Si trovino una decomposizione QoRp-non-normalizzata ed una decomposizione QR-normalizzata per A.
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(b) Si calcoli la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A.

(a) Poniamo

1 ) -2 9%
Vi = ) s Vo = -1 s Vg = —21 5 Vg4 = 0
-1 —1 2 0

e applichiamo l'algoritmo di Gram-Schimdt a {vi,va,vs,va}.

Otterremo 4 vettori, uy, us, us, us. Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo
innanzitutto una forma ridotta di Gauss U di A: le eventuali colonne libere di U corrisponderanno agli u;
nulli.

Lo =2 90\ (L =2 0\ ey (L0 2 9
A= i -1 -2 o =222 (g o o0 9 222/ pgo0o 0 1]|=U
1 —i 2 0 00 0 9 00 0 0

Poiche U ha come colonne libere la 2% e la 3%, allora applicando 'algoritmo di Gram-Schimdt a {vq,va,vs, va}
otterremo ug = 0 = ug.
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1
u; =vy = )
-1

Uz = V2 — (xj2U3,

Uz = V2 — (Qj2U1 =

:sziu;l:

ugz = Vg — 13Uy — Gie3uz,

Uz = Vg — (13U1 — Q32 =

:V3+2111:
-2 1
=|-2|+2| i |=[0=us

Ug = V4 — (ij4Uu3 — Gig4U2 — (3443,

Uy = vy — 3tug =

97 1 67

0 -1 31

ZU4
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uy #0 = a12=(U1|vz)
(u1fuq)
i
(u1|v2):u1 V2:(1 —1 71) -1 =14+i4+1=231
—1
1
(u1|u1):u1 u1:(1 —1 —1) ) =141+4+1=3
-1
~
wmy#0 = 0413:(111"’3)
(u1]un)
-2
(U1|V3):U.1 V3:(1 —1 —1) —21 =-2-2—-2=-6
2
— ’OZ13:—6/3:—2‘
-
u A0 = 0414:(u1|V4)
(u1]un)
9i
(uplvg) =u1"vy=(1 —i =1)[ 0 | =9
0

— a1 =9i/3=3i

T
w0 —
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Poniamo

1 0 0 6¢

QO = (111 Uz Uusg U4) = ) 0 0 3
-1 0 0 3
1 Q12 (13 (14 1 1 -2 3

Ro — 0 1 Q23 (94 0 1 0 0
710 0 1 as 00 1 0
0 O 0 1 0 0 0 1

A = QoRyg ¢ una decomposizione QgRg-non-normalizzata per A.

Sia Q1 la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo tutte le (eventuali)
colonne nulle di Qg. In questo caso Qg ha due colonne nulle, la 2% e la 3%, quindi

1 67
Ql = (111 114) = 7 3
-1 3

Sia Rj la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (2), togliendo le righe di Rg che
corrispondono alle colonne che sono state tolte da Qg per ottenere Q;. In questo caso, poicheé per ottenere
Q1 sono state tolte da Qg la 2% e la 3% colonna, allora per ottenere R;j si toglie da Rg la 2% e la 3% riga.

Dunque
1 ¢ -2 3
Ra= (0 0 0 1)'

Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma euclidea delle colonne di Q1 (ossia
delle colonne non nulle di Qg), e calcoliamo D!,

Poiche

lug]l2 = v/(urfug) = V3,

6i
[ugll2 = v/(ualug) = VugHug = |(—6i 3 —3i)| 3 | =v36+9+9=1+54,
3i
allora
o (% )= (5 &)
0 [luall2 0 54
Quindi

Poniamo

1
(Y (s o[ %
Q:Q].D = /3 3 O 1 = ﬁl

i —2vV3 3\/§i>
0 NG
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Allora A = QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A.
(b) La matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C(A) di A ¢ P = QQ™:

6

1
VR I . T
_ H_ | 41 3 3 3 3|
P_QQ - \/57’ 54 _ 62- 3 _ 3i -
-1 3 V54 V54 V54
V3 Vb4
1, 36 1, , 18; 1, 18
31 5 —3tt5t T3t
1 2 0 O
_ 1. 18, 1 9 _1l, 9. [ 4
= | 3%~ 53¢ 3t 5 ERE 7L 01. ¢
0 ¢ 1
_ 1,4 18 1,4 9. 1, 9
3151 3¢ T 550 3151

@ Stano 0 #v e R™ o€ Red A(e) = (v av). Si trovino:
(a) una decomposizione QoRo-non-normalizzata per A (a);
(b) una decomposizione QR-normalizzata per A («);

(¢) la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A(«)) di A(a).

(a) Poniamo vi = v e v = av e applichiamo algoritmo di Gram-Schimdt a {v1,va}.
U3 =V =V

Uz = V2 — (xjaUg,

u #0 = app= (u1]va) = (via v) :a(v|v) =«

(wifug) — (v|v) (vIv)

Ug=Ve—apuy=av—av=_0

PoniamoQO:(ul uy) = (v O)edRoz(l a12>:<1 a).

0 1 0 1

A=QoRo=(v 0) <(1) ?) ¢ una decomposizione QgRp-non-normalizzata per A.

(b) Sia Q1 la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo tutte le (eventuali)
colonne nulle di Qg. In questo caso Qg ha un’unica colonna nulla, la 2%, quindi Q; = v. Sia Ry la matrice
che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (2), togliendo le righe di Rg che corrispondono alle colonne
che sono state tolte da Qg per ottenere Qp. In questo caso, poiche per ottenere Qi ¢ stata tolta da Qg la
2% colonna, allora per ottenere Rj si toglie da Ro la 2% riga. Dunque Ry = (1 «). Q si ottiene da Qq

normalizzando v, per cui Q = 7 ed R = Iv2R1 = ([Ivllz «llvilz2)-
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A=QR= - (IIvll2  «|lv]l2) & una decomposizione QR-normalizzata per A.

(¢) La matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C(A(«)) di A(«) &

P-QQi—_" _(V)H: v .vH: v .vH:vvh;:v;H.
[vilz \vllz vl flvllz  Ivil2 divliz  (ivlz  vPv
Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:
i 1o 1o 011 1
A= 2 1+i 3|, B=|-11 2 |, Cc=
i 1 1 i 1 R 0
! 11 0 1434

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono pid zeri. In questo caso
conviene svilupparlo ripetto alla 1 riga oppure alla 3% colonna. Facciamolo in entrambi i modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:

DetA = (1 —i)(—1)""'Det (1? ?) 4 (—1)"*2De (f i’) _

=(1-i)(1+i-3)—(2-3i))=(1—i)(-2+14)—2+3i=
=242 +i—i2—2+4+3i=-3+6i

Rispetto alla 3* colonna:
1—4 1 1—14 1
_1\243 _1\3+3 —
DetA = 3(—1)“""Det ( ; 1) + (—1)°"°Det ( 9 1 Z)

=31 —i—)+((1-9)(1+i)-2)=
=-3(1-2)+1>—i* —2=-3+6i

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1% colonna:

1 144 1 . .
Det [0 2 1) =(0"Det (2 1) ri—) et (T ) 4 coPper (1T L) =
1 1 ; 1 = 1 ) 2 1

=2 —1—i((1+i)i—1)+1+i—-2=2—1—i(i—2)+i—1=—1+5i
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Infine sviluppiamo Det(C) ad esempio rispetto alla 3% riga:

01 1 1
B 1 10 1+4])
DetC = Det 111 0 =
2 1 2 1
11 1 01 1 01 1
=(=1)*"Det |1 0 1+i|+(=1)*™Det |1 0 144 | +(=1)Det |1 1 143
12 1 2 2 1 2 1 1

Sviluppiamo il primo addendo rispetto alla 2% colonna, mentre il secondo ed il terzo addendo rispetto alla 1¢
riga.

1 L 1 1+ 11
Det | 1 144 | = (=1)"*2Det “) +2(=1)3"2Det ) =
1 1 1 1 1 149

——(1-201+i)+2=-(1-2-2)+2=1+2+2=3+2i

2 1

1
0
2
1
01 1 .
Det [1 0 1+ :(—1)1+2Det(1 1+’>+(_1)1+3Det(1 0):
2 1 2 2
2 2 1
2
! 1 1+ 11
1 1434 —(—1)1+2Det< >+(—1)1+3Det<2 >—
1
2

Quindi
Det(C) = —i — (34 2i) + 2 = —i — 3 — 2 + 2 = —3 — 1.
2 0 0 1
: 0 « 0 1 o . . .
Sia  A(a) = 4 a—1 0 NE dove ao € R. Si dica per quali a € R si ha che A(a) ¢ non

0 2 3a—1 1
singolare (sugg.: si calcoli il determinante Det(A(«)) di A(a)).
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2 0 0 1
0 o 0 1
(1) Det(A(a)) = Det 4 a—1 0 L=
0 2 3a—1 1
2 0 1
=(-1)*"™MBa—-1)Det [0 o 1| =
4 a—1 1

— _(3a— 1)[(—1)1+12Det (a‘il 1) +(—1)"*3Det (2 o 1)} _

= —(Ba-1[2a-a+1)—4a] = -2(3a—1)(1 - 20)
Poiche A(«) ¢ non singolare se e solo se Det(A(«)) # 0, dal punto (1) otteniamo che

A(a) & non singolare <= —-2Ba-1)(1-2a)#0 <<= a#

DN | =

1
3 )

@ Sia A una matrice quadrata non singolare e sia P la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne
C(A) di A. Si provi che Det(P) € {0,1}.

Se A = QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A, allora P = QQ¥. Essendo P = P2, si ha
Det(P) =Det(P?) = (Det(P))?, per cui Det(P) € {0,1}.



