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PROGRAMMA SVOLTO

Programma svolto nella prima settimana:

2/3/15 Presentazione del corso. La forma algebrica, il coniugato ed il modulo di un
numero complesso. Proprieta del coniugato e del modulo di un numero complesso. La
forma algebrica dell’inverso di un numero complesso non nullo. Enunciato del Teorema
fondamentale dell’Algebra. Matrici. Esempi.

Dal libro: Appendice A: da pag. 267 a pag. 271. Pag. 273. Da pag. 1 a pag. 3.

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 degli "Esercizi 1”.

4 /3/15 Prodotto di una matrice per uno scalare. Somma di due matrici. Prodotto
righe per colonne di matrici. Esempi. Proprieta del prodotto per uno scalare, della

somma di matrici, del prodotto righe per colonne. Il prodotto righe per colonne non e
commutativo. Trasposta, coniugata ed H-trasposta di una matrice.

Dal libro: Da pag. 4 a pag. 7. Pag. 9. Da pag. 12 a pag. 13.

Esercizi per casa: Esercizi 3, 4 e 5 degli ”Esercizi 1”.

Programma svolto nella seconda settimana:

9/3/15 Tipi di matrici. Sottomatrici. Matrici a blocchi. Operazioni a blocchi.
Casi particolari di decomposizioni a blocchi.

Dal libro: Pag. 14. Da pag. 17 a pag. 21.

11 /3/15 Scrittura matriciale di un sistema lineare. Eliminazione di Gauss (EG).

Forma ridotta di Gauss di una matrice, colonne dominanti, colonne libere. Esempi.
Risoluzione di sistemi lineari. Domanda (a) dell’Esercizio Tipo 1.

Dal libro: Pag. 8. Da pag. 21 a pag. 30.

Esercizi per casa: Esercizio 1 e domanda (b) dell’esercizio 3 degli ”Esercizi 2”.

Programma svolto nella terza settimana:

16/3/15 Domande (b) e (¢) dell’Esercizio Tipo 1. Esercizio Tipo 2. Rango di una
matrice. Imverse destre e sinistre. Esempi.

Dal libro: Da pag. 30 a pag. 31. Nota 1 (file sulla pagina web).



Esercizi per casa: Finire gli ”Esercizi 2”.

18 /3/15 [Inverse bilatere. Esistenza e costruzione delle inverse destre e delle
inverse sinistre. Esercizio Tipo 3 e 3 bis. Algoritmo di Gauss-Jordan per il calcolo
dell’inversa. Esercizio Tipo 4. Inverse di matrici 2 X 2.

Dal libro: Da pag 31 a pag. 35. Da pag. 41 a pag. 46.

Esercizi per casa: Tutti gli ”Esercizi 3”.

Programma svolto nella quarta settimana:

23/3/15 Matrici elementari, loro inverse e trasposte. Decomposizione LU. Eser-
cizio Tipo 5.

Dal libro: Da pag. 47 a pag. 51.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2, 3 e 4 degli ”Esercizi 4”.

25 /3/15 Decomposizione PTLU. Esercizio Tipo 6. Spazi vettoriali. Esempi.
Dal libro: Da pag 51 a pag. 57. Da pag. 63 a pag. 64.

Esercizi per casa: Finire gli ”Esercizi 4”.

Programma svolto nella quinta settimana:

30/3/15 Sottospazi di spazi vettoriali. Esempi. Insiemi di vettori. Sottoinsiemi
ed unioni di insiemi di vettori. Combinazioni lineari.

Dal libro: Da pag. 65 a pag. 70.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2, 3, 4 e 5 degli ”Esercizi 5”.

1/4/15 Sottospazi generati da insiemi di vettori. Insiemi di generatori. Esempi.

Esercizio Tipo 7. Insiemi linearmente indipendenti ed insiemi linearmente dipendenti.
Esercizio Tipo 8.

Dal libro: Da pag 71 a pag. 78.

Esercizi per casa: Finire gli ”Esercizi 5”.

Programma svolto nella sesta settimana:

13/4/15 Proprieta degli insiemi di generatori, degli insiemi linearmente indipen-
denti e degli insiemi linearmente dipendenti. Basi. Esempi di basi. Come estrarre una
base da un insieme di generatori. Esercizio Tipo 9.



Dal libro: Da pag. 78 a pag. 83.
Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi 6”.
15/4/15 Equipotenza delle basi di uno spazio vettoriale. Dimensione di uno spazio

vettoriale. Definizione di somma e di somma diretta di sottospazi. I 4 sottospazi
fondamentali di una matrice; calcolo di loro basi. Esercizio Tipo 10.

Dal libro: Da pag. 83 a pag. 89. Da pag. 98 a pag. 104.

Esercizi per casa: Esercizi 4, 5 e 6 degli ”Esercizi 6”.

Programma svolto nella settima settimana:

20/4/15 Basi dello spazio delle colonne di una matrice: applicazioni. Basi ordinate
e mappe delle coordinate.

Dal libro: Nota 2 (file sulla pagina web). Da pag. 105 a pag. 107.

Esercizi per casa: Finire gli ”Esercizi 6”.

22/4/15 Applicazioni lineari. Esempi. L’applicazione lineare indotta da una ma-
trice. Spazio nullo e spazio immagine di un’applicazione lineare. Matrice associata ad
un’applicazione lineare rispetto a fissate basi ordinate su dominio e codominio. Eser-

cizio Tipo 11. Matrice di passaggio da una base ordinata ad un’altra. Esercizio Tipo
12.

Dal libro: Da pag. 108 a pag. 110.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 2, 3 e 4 degli ”Esercizi 7”.

Programma svolto nella ottava settimana:

27/4/15 Come cambia la matrice associata ad un’applicazione lineare rispetto a
fissate basi ordinate su dominio e codominio cambiando le basi. Esercizio Tipo 13.
Interpretazione geometrica di R? ed R3. Regola del paralelogramma.

Dal libro: Da pag. 111 a pag. 113. Appendice C: da pag. 285 a pag. 290.

Esercizi per casa: Finire gli ”Esercizi 7”.

29/4/15 Definizione di norma. Le norme ||[|2, ||||1 € || ||co- Il coseno dell’angolo
tra due vettori in R?. Prodotti interni. Il prodotto interno standard. La norma indotta

da un prodotto interno. Il coseno dell’angolo tra due vettori in uno spazio vettoriale
euclideo.

Dal libro: Da pag. 119 a pag. 133.

Esercizi per casa: Tutti gli ”Esercizi 8”.



Programma svolto nella nona settimana:

4/5/15 Vettori ortogonali in uno spazio euclideo. Insiemi ortogonali e basi or-
togonali. Basi ortonormali. L’algoritmo di Gram-Schmidt. Prima parte dell’Esercizio
Tipo 14.

Dal libro: Pag. 133. Da pag 140 a pag. 150.
Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 degli ”Esercizi 9”.
6/5/15 Seconda parte dell’Esercizio Tipo 14. Il complemento ortogonale di un

sottospazio di uno spazio euclideo. La proiezione ortogonale di un vettore di uno
spazio euclideo su di un sottospazio, ed il suo calcolo. Esercizio Tipo 15.

Dal libro: Da pag. 133 a pag. 140.

Esercizi per casa: Finire gli ”Esercizi 9”.

Programma svolto nella decima settimana:

11/5/15 Decomposizione QyRg-non-normalizzata di una matrice. Decomposizione
QR -normalizzata di una matrice. Matrice di proiezione sullo spazio delle colonne di
una matrice. Esercizio Tipo 16.

Dal libro: Pag. 152. Da pag 154 a pag. 157.

Esercizi per casa: Esercizi 1 e 2 degli ”Esercizi 10”.

13/5/15 Approssimazione ai minimi quadrati e sistema delle equazioni normali.
Esercizio Tipo 17.

Dal libro: Da pag. 157 a pag. 158. Da pag. 160 a pag. 161.

Esercizi per casa: Esercizi 3 e 4 degli ”Esercizi 10”.

Programma svolto nella undicesima settimana:

18/5/15 Calcolo di determinanti.
Dal libro: Prima parte della Nota 3 (file sula pagina web).

Esercizi per casa: Finire gli ”Esercizi 10”.

20/5/15 Poprieta dei determinanti. Esercizio Tipo 18. Definizione di autovalori,
autovettori ed autospazi.

Dal libro: Da pag. 192 a pag. 194.



Esercizi per casa: Esercizi 1, 2 e 3 degli ”Esercizi 11”.

Programma svolto nella dodicesima settimana:

25/5/15 Proprieta del polinomio caratteristico. Molteplicita algebrica e molteplicita
geometrica di un autovalore. Esercizio Tipo 19.

Dal libro: Da pag. 194 a pag. 199.

Esercizi per casa: Finire gli ”"Esercizi 11”7 ed esercizio 1 degli ”Esercizi 12”.

27/5/15 Esercizio Tipo 20. Traccia e determinante come somma e prodotto degli
autovalori. Esercizio Tipo 21. Indipendenza di autospazi distinti.

Dal libro: Da pag. 200 a pag. 203.

Esercizi per casa: Esercizi 2 e 3 degli ”Esercizi 12”.

Programma svolto nella tredicesima settimana:

3/6/15 Caratterizzazione delle matrici diagonalizzabili. Esercizio Tipo 22.
Dal libro: Da pag. 203 a pag. 204.

Esercizi per casa: Finire gli ”Esercizi 12”.

Programma svolto nella quattordicesima settimana:

8/6/15 Matrici unitariamente triangolarizzabili e teorema di Schur. Matrici uni-
tariamente diagonalizzabili e teorema spettrale. Esercizio Tipo 23.

Dal libro: Pag. 206. Pag. 213. Da pag. 219 a pag. 221.

Esercizi per casa: Esercizi 1, 3 e 4 "Esercizi 13”.

10/6/15 Esercizi.

Esercizi per casa: Finire gli "Esercizi 13”.



Nota 1: Osservazioni sul rango di una matrice

Sia A una matrice m x n. Se U; ed Us sono due forme ridotte di Gauss per
A, allora il numero delle righe non nulle di U; e uguale al numero delle righe non
nulle di U,. Cié dipende dal fatto che l'esistenza di diverse forme ridotte di Gauss
per una matrice dipende esclusivamente dalla eventuale possibilita di fare delle scelte
negli scambi di righe in una EG su A, e gli scambi di righe non decrescono il numero
delle righe non nulle.

Il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss di A dipende quindi
esclusivamente da A (e non dalle operazioni elementari che si fanno in una EG su A)
e si chiama il rango di A (pid avanti nel corso daremo un’altra definizione di rango
di una matrice, equivalente a questa). Si indica con il simbolo rk(A).

Siano A una matrice m x n di rango k£ ed U una forma ridotta di Gauss per A.
Poiche ogni “scalino”di U e “alto”una riga, allora

k = numero delle righe non nulle di U = numero delle colonne dominanti di U.

Se A una matrice m x n di rango k allora
k<m e k<n.
Infatti se U e ua forma ridotta di Gauss per A allora U éem xn e

k = numero delle righe non nulle di U < numero delle righe di U =m
k = numero delle colonne dominanti di U < numero delle colonne di U =n



Nota 2: Basi dello spazio delle colonne di una matrice: applicazioni.

Siano

V1;Va;...; vy € K™ con K € {R,C},
S ={vi;va;...;vnte

W = (&) il sottospazio di K™ generato da & .

Per trovare una base B di W contenuta in & , piuttosto che procedere come
nell’Esercizio Tipo 9, conviene:

(1) costruire una matrice m x n A le cui colonne siano gli elementi di & . Ad
esempio:
A= (Vl Vg ... vn);

(2) fare una EG su A, trovando una forma ridotta di Gauss U per A;

(3) se uj,, U4y, . . ., ug, sono le colonne dominanti di U, allora B = {v;,;Vvi,;...; Vi, },
ossia l'insieme delle colonne di A corrispondenti alle colonne dominanti di U, & una
base di C'(A) = (v1;Va;...;Vy) = W contenuta in & .

Siano

V1;Va;...; vy € K" con K € {R,C}, e

B ={vi;va;...;vp}

Per verificare se B ¢ o meno una base di K™, piuttosto che verificare se B ¢ un
insieme di generatori linearmente indipendente di K™, conviene considerare la matrice
nxn

A= (vl Vg ... Vn)

(ossia una matrice le cui colonne siano gli elementi di B ).
Da C(A) < K™ segue che
dim C(A) =rk(A)=n < C(A) = K",
inoltre, dal momento che B ha n elementi e contiene una base di C'(A),
dim C(A) =rk(A) =n <= ogni base di C(A) ha n elementi <= B ¢ una base di C(A).

Quindi
dim C(A) =rk(A) =n <= B ¢ una base di K".



Nota 3: Calcolo di determinanti

Sia A una matrice quadrata di ordine n.
Il determinante di A ¢ un numero che dipende da A. Esso si indica con il simbolo
det(A), oppure Det(A). Impariamo a calcolarlo, cominciando con i casin = 1,2, 3.

Il caso n=1. Se A = (a11)7 ¢ Det(A) = aq;.

Il caso n=2. Se A — (%11 @12 , € Det(A) = aj1a90 — a12a21.
az1  G22

2 3

Esempio 1. Il determinante di A = <4 5

) ¢ Det(A) = 2x5-3x4 =10—12 = —2.

. a a .
Abbiamo detto che Det (au a12> = aq1a92 — a12a91. Osserviamo che
21 Q22

_ 141 _
a11a22 = au(—l) + Det (CLQQ) =
=an (_1)(1& somma degli indici di au)Det a99) =
il determinante della matrice che
1)(la somma degli indici di a11) si ottiene da A sopprimendo _

= 011(—
la 1% riga e la 1%colonna di A

il determinante della matrice che si ottiene da A )

_ _ la somma degli indici di a11
- a’ll( 1)( ) sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova a1

—a12a91 = a1a(—1)""*Det (am)_ o
(_1)(1;1 somma degli indici di alZ)Det as1) =

= ai2
il determinante della matrice che

alz(_l)(la somma degli indici di a12) si ottiene da A sopprimendo —
la 1* riga e la 2%colonna di A

il determinante della matrice che si ottiene da A
a (_1)(1a somma degli indici di a12)
12 sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova ais
Indicando con i simboli

Cy1 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 1% colonna,
Ci2 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 2% colonna,

ed inoltre
A11 = (—1)1+1Det011,

A12 = (71)1+2DetC12,

abbiamo:

a11 a1z
Det =a11A1 + a2Aqo.
Q21 A22



Si tenga a mente che a1y ed aj2 sono gli elementi della 1¢ riga di A.

Quindi se A = a1 212) , quello che abbiamo fatto per calcolare Det(A) & stato:
22

a21
(1) mettere in evidenza gli elementi della 1¢ riga di A: (-ZH -312 )a
21 22

(2) per ciascuna posizione (1, j) della 1* riga di A (posto (1,1) e posto (1,2))

— costruire la matrice Cy; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna
di A),

— calcolare Det(Cy;),

— calcolare (—1)117,

— calcolare Ay; = (—1)'7Det(Cy;),

(3) calcolare il prodotto (all a12) (ill).
12

a1 a2 a3
Il caso n=3. Sia A = | @21 @92 ass3 |. Per calcolare Det(A) procediamo come nel

azip azz ass
caso n = 2.

’011‘ ’ap‘ ’CL13‘
(1) Mettiamo in evidenza gli elementi della 1% riga di A: | ao; a2 Qo3

asi as2 ass
(2) per ciascuna posizione (1, j) della 1% riga di A (posto (1,1), posto (1,2) e posto
(1,3))
— costruiamo la matrice Cy; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima
colonna di A):

a22 Aa23 a1 ag3 a1 A22
Cu= ; Ci2 = ; Ci3 = :
az2  G33 as1  as3 asl a2
— calcoliamo Det(Cy;), usando il caso n = 2, ossia il caso precedente a quello che
stiamo analizzando ora (che & n = 3):

a as:
DetCq1 = Det 22 ) = 22033 — 0230432,
asz2 Q33
a a
DetCq5 = Det 21 2 = 21033 — 423031,
as1  as3
a a
DetCi3 = Det 2 2) = 21032 — 022031,
asi as2
— calcoliamo (—1)7: (=) =1 (-1)*2 = -1, (-1)!*3 =1,
— calcoliamo Aq; = (—1)*/Det(Cy;):
141
A= T DetC1y = azoass — azzasz,

~1)
A = (—1)1"2DetCiz = —(aziass — azzasi),
Az = (—1)"3DetCq3 = aziase — aznaz;.
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(3) 1l determinante di A ¢ il prodotto

a1 a2 ais Ay
Det [ az1 aze azs| = (a1 a1z ai3) [ Ao | = a11Asr + a12Ars + a13A3 =
as1 asz ass A

= au(—l)l“DetCu + au(—l)l"’?DetClg + a13(—1)1+3Det013

3 =2 1

Esempio 2. Calcoliamo il determinante della matrice A= [0 1 4
2 6 3

In questo caso abbiamo

a;; =3, a1z = =2, ajz =1,
1 4 0 4 0 1
Cll - (6 3> ) 012 - (2 3) 9 CIS - (2 6> ’
per cui
1 4

0 4 0 1
_ 1+1 1+2 1+3 _
DetA =3(~1)"*'Det (5 )+ (=2)(-1) Det(2 3)+1(1) Det(2 6)
1

=33-24)+ (-2)(-1)(0-8)+(0—2) =3(-21) - 16 —2 =
= —81.

Quello che abbiamo fatto & quindi:
(a) per le matrici 1 x 1 porre Det (all) = a1,

(b) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 2 x 2
sapendo come calcolare il determinante delle matrici 1 x 1, ossia dare una formula
che permetta di calcolare il determinante delle matrici nel caso n = 2 sapendo come
calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cio¢ il caso n = 1 (si veda
il punto (a)),

(¢) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 3 x 3
sapendo come calcolare il determinante delle matrici 2 X 2, ossia dare una formula
che permetta di calcolare il determinante delle matrici nel caso n = 3 sapendo come
calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cio¢ il caso n = 2 (si veda
il punto (b)).

Procediamo quindi allo stesso modo, dando una formula che permetta di calcolare il
determinante delle matrici n X n sapendo come calcolare il determinante delle matrici
(n —1) x (n — 1), ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante
delle matrici nel caso n sapendo come calcolare il determinante delle matrici nel caso
precedente, cioe il caso n — 1.

Sia dunque A = (aij) una matrice n x n. Cominciamo con il dare la seguente
definizione:

11



Def. 1. Perognil <i<mnel<j<nsichiama matrice complementare

dell’elemento a;; od anche matrice complementare di posto (i,j) in A, e si
indica con il simbolo C;;, la matrice che si ottiene da A sopprimendo la i-esima riga
e la j-esima colonna. Dunque C;; & una matrice (n — 1) x (n —1).

1 i 3 4 11
0 2 7 -3 8
Esempio 3. Se A= |1+ 2 5 -5 17 |, allora

-1 67 0 5% 1—4q
12 7429 34 4—-61 14

3 [4] n
7] [=3] (8]
5
0

togliendo la 2% riga e la 4% colonna

1 i 3 11
o 2 5 17 C
-1 6i 0 1—4i 24

12 742t 34 14

1 i 3 4
1 3_ i ; ; :2 togliendo la 3% riga e la 5% colonna
0
12 742 34 4-6i
1 ) 3 4
0 2 7 -3
“ liyi o2 05 5 | T

12 742t 34 4-61

Def. 2. Perognil <i<mnel<j<nsichiama cofattore di posto (i,j) di A,
e si indica con il simbolo A;;, il numero

A;; = (—1)""Det (Cyy),

dove C;; ¢ la matrice complementare di posto (4, j) in A.

12



Si ha:

’Formula del determinante di una matrice sviluppato rispetto alla 1°riga

se A = (aij) ¢ una matrice n X n allora

DetA = a11A11 +apAie+ ...+ a1 p—1A1n-1 +a15A1,

dove Aq1, Aya, ..., Ay 1, Aq, sono i cofattori di A di posti (1,1), (1,2),
(I,m—1), (1,n) (ossia i posti della 1% riga) rispettivamente.
1 -5 0 3
. . . . . 6 2 0 4
Esempio 4. Calcoliamo il determinante della matrice A = 9 0 0 2
-1 7 5 1

Usando la formula dello sviluppo del determinante rispetto alla 1* riga di A abbiamo:

DetA =1 x A11 + (75) X A12 + 0 % A13 + 3 X A14 = A11 — 5A12 + 3A14.

Dobbiamo quindi calcolare A1, Ao ed Aqy.

2 0 4
Ay =(-D)"Det |0 0 2] =
7 5 1
2 0 4
=Det [0 0 2] =
7 5 1

0 2 0 2 00
— _1\1+1 _1\14+2 1+3 —
= 2(—1)"*'Det (5 1>+0( 1)1+2Det (7 1>+4( 1)1+3Det (7 5)_

2(0 —10) +4(0 — 0) = —20,
0 4
Alg 1+2Det 0 2
5 1
0 4
-1 5 1

= —(6(=1)"*1Det (g f) + 0(—=1)1"2Det (j f) +4(—1 )1+3Det< f g)):

= —(6(0 — 10) + 4(—10 — 0)) = —(—60 — 40) = 100,

13



6 2 0
A14 = (—1)1+4Det -2 0 0 =
-1 7 5
6 2 0
=-—Det|-2 0 0] =
-1 7 5

= —(6(—1)*"'Det ((7) g) +2(—1)"*2Det (f g) +0(—1)'*3Det (_f g)) =

—(6(0 — 0) —2(=10 — 0)) = 2(—10) = —20.

Dunque otteniamo:

DetA = Aj; —5A12 +3A14 = —20 — 5 x 100 4 3(—20) = —580.

Si pué dimostrare il seguente

Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissato i € {1,...,n} si ha che
ain A tapApt. . o 1A n_1 0 Asy = ann A taigAiat. a1 A1 o1+ Adg,
ossia che
(*) DetA =ajApn +apAip+ ...+ 01801+ @inAip

(*) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla i-
esima riga di A.

Quindi, per calcolare il determinante di una matrice A, si pué partire mettendo
in evidenza gli elementi di una riga qualunque, e non necessariamente la 1%, come
abbiamo fatto fino ad ora.

a1 G22
di A rispetto alla 2% riga di A:

. . . . . . . ail a2
— mettiamo in evidenza gli elementi della 2% riga di A: (- ) ,

— Cy; ¢ la matrice che si ottiene da A togliendo la 2¢ riga e la 1* colonna, quindi
Co = (alg); Co, € la matrice che si ottiene da A togliendo la 2° riga e la 2% colonna,
quindi C22 = ((111).

Esempio 5. Sia A = (au a12> una matrice 2 x 2. Sviluppiamo il determinante

14



Allora

az1A21 + ageAg = ag1(—1)*T"DetCay + az(—1)*T?DetCoy =
= —ag1Det (a12) 4 azeDet (a11) = —az1a12 + agea; =
= a11a22 — A12021

da lo stesso risultato che abbiamo ottenuto partendo dalla 1¢ riga.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga che contiene piu zeri.

1 -5
6 2
-2 0
-1 7

0
Esempio 6. Riconsideriamo la matrice dell’Esempio 4, A = 8
5

=N oW

e calcoliamo il suo determinante rispetto alla 3% riga (che contiene due zeri). Allora

-5 0 3 1 -5 0

DetA = (—2)(=1)3""Det [ 2 0 4] +2(-1)*"Det [ 6 2 0

7 5 1 -1 7 5
-5 0 3 1 =50
Calcoliamo separatamente Det | 2 0 4] eDet| 6 2 0
7 5 1 -1 7 5

Per entrambe queste matrici 3 X 3 non & conveniente calcolare il determinante rispetto
alla 3% riga, ma e indifferente scegliere la 1* o la 2%. Per fare esercizio scegliamo in
entrambi i casi la 2% riga:

-5 0 3
Det | 2 0 4] =2(-1)>"'Det 0 3 +4(=1)**3Det o 0N
T s 5 1 7 5

= —2(0 — 15) — 4(—25 — 0) = 30 + 100 = 130

L0 -5 0 10
Det| 6 2 0] =6(—1)*>"'Det +2(—=1)?"2Det =
R 75 15

= —6(—25—0) +2(5 — 0) = 150 + 10 = 160

Quindi Det(A) = (—2) x 130 + (—2) x 160 = —580 (lo stesso numero che avevamo
ottenuto sviluppando il determinante rispetto alla 1% riga).

Cosi come si pué sviluppare il determinante di una matrice rispetto ad una qualunque

sua riga, lo si pud sviluppare rispetto ad una qualunque sua colonna, dal momento che
vale il seguente
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Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissati j € {1,...,n} e si ha che
(**) DetA = alelj + anggj + ...+ an_lyjAn_Lj + anjAnj

(+%) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla
j-esima colonna di A.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga oppure alla colonna
che contiene piu zeri.

1 -5 0 3

. . . . . . 6 2 0 4
Esempio 7. Riconsideriamo la matrice degli Esempi4 e 6, A = | ~ 5 0 0 2l

-1 7 51

e calcoliamo il suo determinante rispetto alla 3* colonna (che contiene tre zeri). Allora

6 2 4 1 =5 3
DetA =0x(=1)"*3Det [ -2 0 2| +0x (=1)>*3Det | -2 0 2|+
-1 7 1 -1 7 1
1 -5 3 1 -5 3
+0 x (—=1)3"3Det [ 6 2 4| +5(-1)"3Det [ 6 2 4] =
-1 7 1 -2 0 2
1 -5 3
= —5Det | 6 2 4
-2 0 2
1 -5 3
Calcoliamo Det | 6 2 4], ad esempio rispetto alla 2¢ colonna:
-2 0 2
1 -5 3
Det | 6 2 4] =
-2 0 2

— (=5)(~1)"*+2Det (_62 3)+2(1)2+2Det (_12 g)+0x(1)3+2Det (é j)

= (=5)(—1)(12 +8) +2(2+ 6) = 100 4+ 16 = 116

quindi Det(A) = (—5) x 116 = —580 (si noti che ¢ lo stesso numero che abbiamo
ottenuto sviluppando il determinante rispetto alla 1% oppure alla 3% riga).
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Proprieta del determinante.

Sia A una matrice n X n.

(1) Se A ha una riga (risp. una colonna) nulla, oppure se A ha due righe (risp.
due colonne) uguali, allora Det(A) = 0.

(2) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A mediante lo scambio di due righe (risp.
due colonne) allora Det(A') = —Det(A).

(3) Se A’ & la matrice che si ottiene da A sommando ad una riga (risp. ad una
colonna) di A un’altra riga (risp. un’altra colonna) di A moltiplicata per un numero
¢, allora Det(A') =Det(A).

(4) Se A’ ¢lamatrice che si ottiene da A moltiplicando una riga (risp. una colonna)
di A per un numero c, allora Det(A’) = cDet(A).

(5) Det(A”) =Det(A).
(6) Se B & un’altra matrice n x n allora Det(AB)=Det(A) Det(B).

(7) A & non singolare se e solo se Det(A)# 0, e se A & non singolare si ha

1

Det(A™) = Det(A)

Per quanto riguarda la proprieta (7), si ricordi che avevamo gia osservato che

. a b\ . . .
una matrice 2 x 2 A = . ¢ non singolare se e solo se il numero ad — bec # 0, e

d

tale numero ¢ proprio Det(A).
Esercizio. Siproviche il determinante di una matrice triangolare superiore
(risp. inferiore) & il prodotto degli elementi diagonali.

Sia T una matrice nxn triangolare superiore (la dimostrazione ¢ simile per le matrici
triangolari inferiori):

t11
0 0 t33 *
0 0 0 t
T = 44
O .
0 cee e tom

Chiamiamo:
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T, la matrice che si ottiene da T sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (T; &
triangolare superiore (n — 1) x (n — 1)):

tao
0 t33 *
0 0 ty
Tl - . . )
O
0 o tan

Ty la matrice che si ottiene da T; sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (Ts &
triangolare superiore (n — 2) x (n — 2)):

l33
0 ty *
Ty=| : ;
@)
lnn
e cosi via per ogni k = 2,...,n — 1 chiamiamo T} la matrice che si ottiene da Tj_;

sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna. Tj ¢ una matrice triangolare superiore (n —
k) x (n—k).

Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1 colonna di T:
DetT = t11(—1)' "' DetT; = t1;DetT;.
Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1% colonna di T7:
DetT = t11DetT; = t11(too(—1) 1 DetTy) = t11t2DetTs.
Cosi procedendo otteniamo:

DetT = tlthQDetTg =

= t11t99t33DetTs =

= t11t2at33tyqDetTy =
=titaa ... tpo1p-1DetT, 1 =
=tiutsy ... tp_1p_1Det (tun) =
=t1ites ... tn—1n-1tnn-

In particolare da cié segue:

N

Il determinante di una matrice diagonale & il prodotto degli elementi
diagonali,

18



poiche le matrici diagonali sono particolari matrici triangolari superiori.

Esercizio. Sia A una matrice n x n. Si provi che per ogni scalare ¢ si ha:
Det(cA) = ¢"Det(A).
Si ha:
Det(cA) = Det((cI,,)A) = Det(cL,,)Det(A).

Poiche cI,, ¢ una matrice scalare n x n, in particolare una matrice diagonale, per
I’esercizio precedente si ha che

Det(cI,,) = prodotto degli elementi diagonali di ¢I,,.

Tali elementi sono tutti uguali a ¢, ed il loro prodotto ha n fattori (perche cI,, & n x n),
dunque Det(cl,,) = ¢", per cui

Det(cA) = c"Det(A).
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ESERCIZIO TIPO 1

Risolvere il sistema lineare Ax = b nei tre seguenti casi:

2 2 4 0
(a):A=|1 1 3)eb=|-1];

3 3 7 0

1 3 -2 1 -1
b):A=10 0 2 4]leb=| 2 |;

2 6 -3 4 -1

4 8 4 0

0 01 2
(¢c): A= 1 3 9 eb= 0

1 2 1 0

(a) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

2 2 4 | 0 E31(—3)E21(—1)E1(%) 1 1 2 | O
(A | b)=(1 1 3 | -1 001 | -1]—
337 | 0 001 | 0
E32(-1) L1 2 | 0
— (00 1| -1|=(U | 9
000 | 1

Poiche d € dominante, allora Ux = d, e quindi anche Ax = b, non ha soluzioni.
(Infatti: il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura

compatta per
1 +x2+2x3 =0
(%) r3 =-—1,

e poiche 'ultima equazione di (%) non ha soluzioni, (%) non ha soluzioni).

(b) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

13 -2 1| -1 Fs1(—2) 13 -2 1| -1
(A | by=f0o 0 2 4 | 2 e 00 2 4| 2]—=
2 6 -3 4 | -1 00 1 2| 1
E32(—1)Ea(3) 13 =21 ] -1
00 1 2] 1]=(U | 49
00 0 0] 0

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d, che ¢ una scrittura compatta per

$1+3$2—2ZC3+$4 =-1
T3 + 224 =1"
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Poiche d e libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche¢ U ha esattamente due colonne libere (la 2% e la 4%), Ux = d ha 0o? soluzioni.
Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U e con la
sostituzione all’indietro otteniamo:

To=h

s =k

T3 =-2x4+1=-2k+1

1 =—-3x9+2x3—x4—1=-3h+2x(-2k+1)—k—1=-3h—5k+1

Dunque l'insieme delle soluzioni di Ux = d, e quindi anche Ax =b ¢

—3h—5k+1
h
—2k+1
k

lh,k e C

(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema:

48410 12 1] 0
lo oo 1 | 2 B (=D Ea1 (-1 1 (3) 001 | 2
(AT bB)=1y 3559 011 | o]~
12 1] 0 00010
12 1] 0
Ex 011 ] 0|
oo 1| 2f=U [ 49
00010

Il sistema Ax =b ¢ equivalente al sistema Ux =d, che & una scrittura compatta per
1 +2x94+2x3 =0
To + I3 =0
T3 =2
Poiche d e libera, Ux =d ammette soluzioni.
Poicheé U non ha colonne libere, Ux =d ha esattamente una soluzione.
Con la sostituzione all’indietro otteniamo:
I3 = 2
o = —X3 = -2
l‘l:—2$2—$3:—2X(—2)—2:4—2=2
Dunque 'unica soluzione di Ux =d, e quindi anche di Ax =b, ¢ il vettore v =
2
-2
2
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ESERCIZIO TIPO 2

Si risolva il sistema lineare A(a)x = b(«) dipendente dal parametro complesso «
dove

3 3o 3 3a
|1 a+1 a+1 | a+1
A(O[) - 1 o Oé+]_7’1, € b(a) = o
0 2 201 a?+3

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 3« 3 | 3a .
B 1 a+1 a+1 | a+1 E31(—1)E21(—1)E1(3)
(Al@) | b() = 1 a a+l-—d | «@
0 2 2 | a?2+3
1 « 1 | Q 1 a 1 | «@
I A 1 Faz(=2) 01 a 1 B
0 0 a—i | 0 0 0 a—i | 0 N
0 2 2a | a?+3 00 0 | o*+1
~ (B(a) | c()
1 i1 | i
5 01 q | 1. .
1” CASO a =i (B(i) | (i) = 00010 ¢ una forma ri-
000 | 0
dotta di Gauss per (A(i) | b(i)), quindi A(i)x = b(i) ¢ equivalente a B(i)x = c(i)

che & una forma compatta per

T1+ixs+2xr3 =1
(+) { To+irs =1
Poiche c(7) ¢ libera, B(i)x = c(i) ammette soluzioni.
Poiche B(i) ha esattamente una colonna libera, B(i)x = c(i) ha oo! soluzioni.
Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(:) (la
3%) e con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

.’E3:h
To=—tx3+1=—th+1
x1 = —ixg —x3+i=—i(—th+1)—h+i=—-h—i—h+i=-2h

L’insieme delle soluzioni del sistema B(i)x = ¢(¢) ( quindi di quelle del sistema A (i)x =
b(i) ) ¢
—2h
—th+1]|heC
h
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1 « 1 | « Ly
o1 o | 1 Fala=
(B(a) ‘ C(a)) - 0 0 a—1 | 0
00 0 | a2+1
1 a 1 | o' Ba(r) 1l al | «
01 a | 1 =) o1 a | 1 |
7 loo 1] o oo o1 | o |7 (Cleld)
00 0 | o®+1 00 0 | a+i
1 =i 1 | —i
0 y » PR K B T
a=—i (O [ dE0) =g g ) g | e
00 0 | 0
forma ridotta di Gauss per (A(—i) | b(—i)), quindi A(—i)x = b(—i) & equivalente

a C(—i)x = d(—1i) che & una forma compatta per

xr1 — 1T + X3 = —1
(%) T9 —ixg =1
T3 =0

Poiche d(—i) ¢ libera, C(—i)x = d(—i) ammette soluzioni.
Poiche tutte le colonne di C(—i) sono dominanti, C(—i)x = d(—i) ammette un’unica
soluzione. Con la sostituzione all’indietro da (%) otteniamo

1‘3:0
xo=tx3+1=1
‘Tl:ifﬂgflligf’i:i*iio

L’unica soluzione di C(—i)x = d(—%) ( e quindi di A(—i)x =b(—i) ) e

0
v=|1
0
o ¢ (i)
1l al | « (i) 1l a1l | «
o1 a | 1 w001 a | 1|
00 0 | ati 00 0 | 1
¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(«)). Poiche e() ¢ dominante, D(a)x =
e(a) (e quindi di A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.
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ESERCIZIO TIPO 3

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (; (1) _1) .

Un’inversa destra di A € una matrice 3 X 2 R tale che se R = (c1 | CQ) , allora

¢ @ soluzione di (1) Ax = e = (é) e

cy ¢ soluzione di (2) Ax = ey = <(1))

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(1 0 -1 | 1 0) PFxul=2)
(A|I2)_<21—1|01>

1 0 -1 | 1 0y _
_><01 1] =2 1>_(U|b1 bs).
(1) & equivalente a (1) Ux = b; che & una forma compatta per
1 — T3 — 1
To+x3=—2
Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la
3*) e con la sostituzione all’indietro otteniamo

To = —2—h
r1=1+h
L’insieme delle soluzioni di (1) &
h+1
—h—-2]lheC
h

(2) & equivalente a (2') Ux = by che & una forma compatta per

Tr1 — T3 — 0

To + I3 = 1
Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la
3%) e con la sostituzione all’indietro otteniamo

1’3:]{3
1'2:17143
1’1:k
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L’insieme delle soluzioni di (2) &

k
—k+1||keC
k

Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo

h+1 k
R(h,k)=|—-h—2 —k+1]|, alvariaredi h,keC.
h k

ESERCIZIO TIPO 3 bis

1 2
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = | 0 1

-1 -1
1. Poniamo b = A”.

2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. DallESERCIZIO TIPO 3 sappiamo che

h+1 k
sono tutte e sole le matrici del tipo | —h—2 —k+1 |con h, k € C.
h k

3. Una matrice ¢ inversa sinistra di A se e solo se ¢ la trasposta di una inversa destra
di B.

Quindi le inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo

(h+1 —h—-2 h

3 N k:) al variare di  h,k € C.
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ESERCIZIO TIPO 4

a—1 1 a-—1
Sia A(e)=[|a-1 1 -1
0 1 0

,  dove a € R. Per quegli o € R per cui A(a) &

a-1 1 a-1 | 1 0 0 ’a#l:A(l) non ha inversa
(A@) | I)=[a-1 1 -1 | 0 1 0
0 1 0 | 001
1 1
Eo (—a+1)Er (27) 1 a—1 1 ‘ a—1 0 0 Fas
0 0 —-a | -1 10
0 1 0 | 0 01
1 L5 1 | L 00 ’a#O:A(O) non hainversa‘ Ba(—1
- 10 1 o | 0 01
0 0 —a | -1 10
1 1 1
1 ﬁ 1 ‘ ﬁ 0 0 Eq3(—1) 1 a—1 0 | a(l—a) a 0
—-10 1 0 | O 0 1 — 0 1 0 | 0 0 1
o 0 1| L+ =10 o o 1| + L
Ei2(—57) L oo | a(alfl) i _ail
— (0 1 0 | 0 0 1 = (Is]A(x)7t).
1
0 0 1 | = -1 0
(1 ) 1 _ 1
a(a—1 a a—1
Se |« 0,1 Ala) ' = 0 0 1
= (7 5
« «
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ESERCIZIO TIPO 5

a—1 3a—3 2a-—-2
0 o?>+4 0
2 6 200 — 6
a Ja+2 a+5

Sia A(a) = , dove a € C.

Per ogni o ¢ {1,2i,—2i} si trovi una decomposizione A(a) = L(a)U(«), scrivendo
anche L(«) come prodotto di matrici elementari.

a—1| 3a—3 2a—2

Ba1(—a)E31(—2)E1 (5L (6] 1
Al O] 244 0 a1(~e) a1 (~2) Er (51 #
6 20-6
[o] 3a+2 a+5
1 3 2 —
o [a2ea 0 Ba(-2)Ba(ty) | & {20, —2i}
0 (0] 2a-10
0 5—a
13 2
0 1 0
1o 0 20-10| = B@
00 5-—a
1°CASO| « #5 (nonche « # 1,24, —2i)
13 2 1 3 2
0 1 0 E43(75+Q)E3(r110) 01 0
Bl=10 0 00 1|~V
00 000
a—1 0 0 0
2
L(a) — 0] |[o>+4] o of_
[0]  [2a—10] 0
[a] 1

=E; (a — 1)E31 (2)E41(O¢)E2(0&2 + 4)E42(2)E3(20[ — 10)E43(5 — a)
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a=5

1 3 2
BG) = |0 o 0| =06
0 0 0
0 00
L(5) - | 0| - BB (BB E(29)EL()
01

Se o € {1, 2i,—2i} non ¢ possibile trovare una forma ridotta di Gauss di A («)
senza fare scambi di righe, quindi A(a) NON ha una decomposizione L(a)U(c).
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ESERCIZIO TIPO 6

0 2 —4

. -2 -6 -10
Sia A = 1 3 6
1 —4 10

Si trovi una decomposizione A = PTLU per A.

Applicando I'algoritmo di Gauss ad A si ottiene:

0 2 —4 1 3 6 1
A -2 —6 -10 Eis -2 —6 -10 Ea1(1)E21(2) 0
11 3 6 5 0 2 —4 ’ 0
1 -4 10 1 —4 10 0
1 3 6 1 3 6
Eos 0 2 —4 E42(T)E2(3) 01 -2 E43(10)E3(3)
’ 0 0 2 3 00 2 3
0 -7 4 0 0 -10
Sia
1 00 0\ /0 010 001 0
00 1 0ll0o 1 00 1000
P_E23E13_0100 10 0 0] 0100
000 1/\0 0 0 1 00 0 1
Allora
00 1 0 0 2 -4 1 3 6
100 0][-2 -6 =10 0 2 —4
PA=10 1 0 0 1 3 6 | " |-2 -6 —10
00 0 1 1 -4 10 1 -4 10

oo o

Applicando l'algoritmo di Gauss senza scambi di righe a PA otteniamo una decom-

posizione LU per PA:

3 6 1 3 6
PA _ 0] 2 -4 Ea(=1)Es1(2) 0 —4
6 —-10 0 [o] 2
410 0 [77] 4

13 6 13 6

Ea2(7)B2(3) 01 =2 Ea3(—10)E3(3) 0 1 -2

:U7
00 00 1
00 00 0
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_ o O O

Dunque A = PTLU dove

0 010 1 0 0 O 1 3 6
1 0 00 0 2 0 0 0 1 -2
P=lo1 00| 5|2 0 2 o|“Y=|0 0 1
0 0 01 1 -7 —-10 1 0 0 O
SI NOTI:
P ha
la 3¢ riga di I in 1% posizione (procedendo dall’alto verso il basso)
la 1¢ riga di I in 2% posizione
la 2¢ riga di I in 3% posizione
la 4° riga di I4 in 4% posizione.

Invertendo le righe con le posizioni, la matrice che ha

la 1¢ riga di I in 3% posizione
la 2¢ riga di I in 1% posizione
la 3% riga di I4 in 2% posizione
la 4° riga di I in 4% posizione
¢ quindi
01 0O
-4 |0 0 1 O _pT
P= 10 0 0 (=P7).
0 0 01

(d’altronde da P = Eq3E;3 segue

P! = (ExE;3) ! = EjEy = E3Ey = ELEL, = (ExsEs)’ = PT)

H=Ei3E23 = #P

o= o o
o o= O
o OO
_ o O O
S oo
o= o o
oo = O
_ o O O
o= O O
S oo
o o= O
_ o O O
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e facendo un’eliminazione di Gauss su HA si ottiene:

0100\/0 2 —4 2 -6 —10
001 0|[=2 -6 —10 1 3 6
HA=17 00 0ll1 3 6|70 2 -4l
000 1/\1 —4 10 1 -4 10
1 3 5
E41(—1)E21 (—1)E1(—3% 0 0 1

0 2 -4
0 -7 5

Dunque HA non ha una decomposizione LU.
Quindi ¢ fondamentale, per costruire P, I'ordine in cui si moltiplicano le matrici
corrispondenti agli scambi di righe effettuati (si parte dall’ultimo procedendo a ritroso).

Dall’eliminazione di Gauss fatta su A si ottiene che

E43(1O) . Eg(%) . E42(7) . EQ(%) . E23 . E41(1) . E21(2) . E13 -A=1U.

Quindi la tentazione di intuire L direttamente da questa eliminazione di Gauss e
fuorviante: posto

B — Eq3(10) .Eg(%) Baa(7)- Eg(%) “Eq(1) - Ea(2)

il prodotto delle matrici elementari diverse da quelle corrispondenti agli scambi di
righe, si ha che BPA # U, e quindi PA # B~ 'U, ossia B™! non & un buon candidato
per bm L.

Mostriamo che esistono una forma ridotta di Gauss U™ per A, una matrice di
permutazione P* ed una matrice triangolare inferiore non singolare L™ tali che

U*£U, PP, L"#L, ma A = (P*)’L*U* = P'LU,

ossia la decomposizione A = PTLU non ¢ unica.
Facciamo una eliminazione di Gauss su A scegliendo degli scambi di riga diverse da
quelli scelti nell’eliminazione che abbiamo fatto precedentemente.
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0 2 -4 1 -4 10

A -2 -6 —10 Eua -2 -6 —10 Ea1(—1)E21(2)
= —
1 3 6 - 1 3 6
1 -4 10 0 2 4
1 -4 10 1 —4 10
0 —-14 10 Bsz(—7)E2(— 1) 0 1 _% E42(-2)
“lo 7 -4 0 0 1 ’
0 2 -4 0 2 —4
1 -4 10 1 -4 10
0o 1 -3 Bus(F) 0 1 -2
—_
“lo o 1 0 0 1
0o o - 0 0 0
000 1
e w0100
Sia P* =E4 = 00 1 0 . Allora
100 0
0001\ /0 2 —4 —4 10
pra_ |0 1002 -6 —10 6 —10]| Ea(-DE20
oo 1ol 1 3 6 [~ 3 6 —
1000/ \1 —4 10 9 —4
1 -4 10 (1)—14 10
. 0 |—14] 10 Eaz(—2)Es2(—T)E2(— 11 0 0 Bas (1)
X - 18
— 0 0 _=
0 4 -
1 —4 10
0o 1 -5
7 . *
1o 0o 1|7Y"
0 0 0
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(P*)TL*U* con

Quindi A

— O O O
oo +H O
S — O O

oo O -

P*
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ESERCIZIO TIPO 7

Sidicase S —{A1—<(1) é);A2—<§ §>;A3—<§ g);A4—<8 ?)}éun

insieme di generatori di Ma(R).

Per sapere se & ¢ o meno un insieme di generatori di M3(R) dobbiamo verificare se

per ogni (Z Z) € M (R) esistano o meno ay, asg, as, oy € R tali che

b
(a ) =o1Aq + oAz +azAs + Ay =

c d
1 1 1 2 2 3 0 0
(o o) o o) res (3 )+ (0 V)

_ for+az+ 203 ap +2az + 3a3
- 20&2 + 2@3 (6%}

ossia se il sistema lineare

o] +az+203 =a
(*) a1+ 200 +3a3 = b
200 + 203 = ¢
O£4:d

nelle incognite o, as, ag, ay abbia o meno soluzione per ogni a,b,c,d € R.

Se () avesse soluzione per ogni a,b,c,d € R allora & sarebbe un insieme di
generatori di M3(R), in caso contrario (ossia se esistono a,b,c,d € R per cui (*) non
ha soluzione), no.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

2 0

11 | a 1120 ]| a
1 230 | b Ezl<—1>0110|b—a_>
0220 | ¢ " lo2 20| ¢
000 1 | d 0001 | d
11 2 0 | a
Es2(=2) 01 1 0 | b—a Eus
0 00 0 | c—2b+2a
000 1 | d
11 2 0 | a
0110 | b—a B
“1o o0 o0 1 | d =(U | 4.
0 00 0 | c—2b+2a
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Poiche esistono a,b,c,d € R per cui d ¢ dominante (ad esempio si prendano a = b =
d=0ec=1),allora 8 non & un insieme di generatori di M2(R)
(in altre parole: poiche esistono delle matrici di Ms(R) che NON si possono esprimere

come combinazione lineare degli elementi di & , ad esempio la matrice ((1) 0) , allora

S NON ¢ un insieme di generatori di Ma(R)).
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ESERCIZIO TIPO 8

1 2 1
Siano V1 = 0 , Vo = 1 , Vg = 1
3 4 1

Si dicase 8 = {vy;va;vs} C C3 ¢ linearmente dipendente o linearmente indipen-
dente.

Siano «, 5,4 € C tali che

1 2 1 a+28+6
(%) O=avi+p0va+dvs=a |0 +8[1]|+d[|1] = B+6
3 4 1 3a+48+0

a+268+9 =0
Allora () equivale a (1) B+ =0.
3a+48+d6 =0

(1) & un sistema lineare nelle incognite «, 3, 6.

0
(1) ha sempre la soluzione nulla [ 0| (ossia a = 5 =09 =0).
0
Se essa dovesse essere I'unica soluzione di (1) (quindi se (1) avesse un’unica soluzione)
allora & sarebbe L.I., altrimenti, se (1) ha anche una soluzione non nulla (quindi se
(1) ha pit di una soluzione) allora & ¢ L.D.

Vediamo allora quante soluzioni ha (1). Facendo una eliminazione di Gauss sulla
sua matrice aumentata si ottiene

1 21 1] 0 Es1(—3) 1 2 1 |0 Es2(2) 12110
o1 1]0] —% fo 1 1 o] /% (o11]0
341 | 0 0 -2 -2 ] 0 00010
L’ultima colonna di (U | 0), ossia 0, & libera, per cui (1) ha, come avevamo gia

osservato, soluzioni.
Poiche non tutte le colonne di U sono dominanti, il sistema (1) non ha un’unica
soluzione, quindi & e L.D.

Volendo risolvere (1), si ha che (1) & equivalente ad (1) {a +26+0 =0

B+ =0
Scegliendo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di U (la
0=k
3%), con la sostituzione all’indietro si ottiene B=—-0=—k

a=-28—6=-2-k —k=k
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k
1l sistema (1) ha oo! soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme —k||lkeC
k
Prendendo ad esempio k =1 si ottienea=1=de = —1:

V1—V2+V3:O

& una combinazione lineare nulla di {vy;va;vs} con coefficienti non tutti nulli.
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ESERCIZIO TIPO 9

Sia W lo spazio vettoriale reale delle matrici 2x 2 reali triangolari superiori. L’insieme

2 0 2 3 2 6
s={a-(00) -0 (1)
00 10 10
- o) -V (i 1))

¢ un insieme di generatori di W (non ne ¢ richiesta la verifica). Si trovi una base di
W contenuta in S .

“Restringiamo” un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in & vettori che siano combinazioni lineari degli altri
vettoridi & ?

Cy= (8 8) ¢ senz’altro combinazione degli altri:

Cys=0=0C; +0C2 +0C3 + 0Cs + 0Cg,

per cui togliamo subito C4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori
di S che siano nulli), e poniamo

2 0 2 3 2 6
81:{ Clz<0 0)7 02:<0 0)7 C3:(0 0)7
1 0 -4 0
oo 1) e=(d" 1)

20 passaggio. S i ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in & ; vettori
che siano combinazioni lineari degli altri vettoridi & 1 7

Poiche 1 1
C]_ = —506 = OC2 + 003 + 0C5 - §C6

ma anche
Cg = —2C; = -2C1+0C3+0C3 + 0Cs5

possiamo togliere da & 1 il vettore Cq, oppure possiamo togliere da & 1 il vettore
Cs, ottenendo ancora un insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i
vettori di & ; ci siano coppie di vettori di cui ’'uno &€ multiplo dell’altro,
e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno dei due vettori. In

questo caso abbiamo individuato la coppia C;, Cg e scegliamo di togliere Cg.
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Poniamo
2 0 2 3 2 6 1 0
sa=fo= (5 o)iea= (5 0)iea= 0 0)iee= (o 1)}

3% passaggio. S , & ancora un insieme di generatori di W. Esistono in & 5 vettori
che siano combinazioni lineari degli altri vettoridi 8 o ?

Sia a1Cy1 + a3Cs + a3C3 + a4Cs = O una combinazione lineare nulla dei vettori di
S 5. Allora da

0 0 2 0 2 3 2 6 1 0
@ 0) = 0) oS )G 8)+nla 1)
(2041-}-2042—1-20(3—}-0(4 3042—|—6043>

0 Qy

si ottiene il sistema lineare, nelle incognite aq, as, as, oy

201 + 200 + 2a3 + a4 = 0
30&2+60¢3:0
044:0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

222110 B2 (3)Ex(3) L 115 |0
0360 0] ——% (012010
00010 000 1 |0

per cui il sistema e equivalente al sistema

a1+a2+a3+%a420
(*) s + 203 =0
014:0

il cui insieme delle soluzioni ¢

h
_ih |lh € R
0
1
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio _12 (si ponga h = 1), si ottiene
0
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C; —2C5 +C3 =0,
per cui C1,C5 e C3 sono combinazioni lineari degli altri elementi di & 5 e ciascuno

di loro pué essere scelto come elemento da eliminare da & ».

N.B.: invece Cjs, non essendo combinazione lineare degli altri elementi di
S 2, non pud essere eliminato da S 5.

Scegliamo di togliere da & 5 la matrice Cg (combinazione lineare degli altri elementi
di 8 3) e poniamo

si={or= (3 9= 8)e= o 1))

49 passaggio. S 3 & ancora un insieme di generatori di W. Esistono in & 3 vettori
che siano combinazioni lineari degli altri vettoridi & g ?

Sia a1 Cq1 + a3Cs + a3Cs = O una combinazione lineare nulla dei vettori di 8 3.
Allora da

0 0 —a 2 0 Lo 2 3 Lo 1 0\ (201 +200+ a3 3oz
00) "o o 2\0 0 B\o 1)~ 0 a3
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a1, as, as

2001 + 203 + a3 =0
304220
OégZO

Si puo vedere direttamente oppure facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata:

E2(3)E1(3)
e

O O N
S W N
=
o O O
O O =
O~ =
= ONl=
o O O

che 'unica soluzione del sistema € quella nulla. Dunque & 3 & linearmente indipen-
dente, ed ¢ una base di W contenuta in S .
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ESERCIZIO TIPO 10

1 i 0
Sia Aa=|1 a+2i 0
2 2i a?+1

, dove a €C.

Per ogni a € C si dica qual ¢ rk(Ag) e si trovino una base B , di C(A4), una base
D ., di R(A,) ed una base C , di N(Ay).

1 ) 0 E31(—2)E21(—1) 1 ‘ 0
Aa=[1 a+2i 0 ati 0 ] =Ba
2 2% a2+l 0 0 a*+1
1°CASO o= —1
1 2 0
B—z = 0 0 O = U—'L
0 0 O
1 1
rh(A_;))=1,D ;= —i B i = L
0 2

Per il teorema “nullita 4+ rango”si ha

dim N(U_;) = (numero delle colonne di U_;)-rk(U_;) =3—-1=2.

Poiche
€
x=|z2| e NU_;) <= z1+iz2=0
x3

scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U_; (la
2% e la 3%) con la sostituzione all’indietro si ottiene

ro = h
X1 = —iaﬁg = —ih
Quindi
—ih
N(A_;)=N(U_;) = h | |hkeC
k
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e chiamando v; l’elemento di N(A_;) che si ottiene ponendo h = 1 e k =0 e va
Pelemento di N(A_;) che si ottiene ponendo h = 0 e k = 1, si ha che una base di
N(A_;) e

—1 0
C —5 = V1 = 1 y Vg = 0
0 1
2°CASO| «a# —i
1 1 0 Ba(5i7)Ba(52) 1 ¢ 0
Bo=10 a+1i 0 0 1 0 =Cq,
0 0 a®+1 0 0 ao—1
1°Sottocaso| o =1:
1 ¢ 0
C;=(0 1 0] =10U;
0 0 O
1 0 1 7
rk(A;) =2, D,;= —i]:|1 , B,= 1] 3¢
0 0 2 21

Per il teorema “nullita + rango”si ha

dim N(U;)) = (numero delle colonne di U;)- rk(U;) =3 -2=1.

Poiche
T . _
U GN(Ui)<:>{m+m2_O
T3 To = 0

scegliendo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di U; (la
3%), con la sostituzione all’indietro si ottiene

r3 = h
To = 0
rp = —ixg = 0
Quindi
0
N(A;))=N(U;) =< |0 ]| |heC
h
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e chiamando vy l'elemento di N(A;) che si ottiene ponendo h = 1 si ha che una base
di N(A;) ¢

1 0 BEs(=L3) 1 7 0
Co=1(0 1 0 _ 0 1 0] =U4
0 0 a—1 0 0 1
1 0 0 1 i 0
rk(Ag) =3, D,y= —il:111];10 , B,= 1] la+2i]|; 0
0 0 1 2 2i a?+1

inoltre per il teorema “nullita + rango”si ha
dim N(Ug)) = (numero delle colonne di Uy )- rk(Ugy) =3 -3 =0,

per cui N(A,) = N(Ugy) = {0}, e quindi C , =0.

N.B.: Essendo in questo caso C'(Ay) < C3 e dim(C(Ay)) = 3 =dim(C?), allora
C(A4) = C3 e si sarebbe potuto prendere B ,, = {ej;ez;es}.

N.B.: Essendo in questo caso R(Ay) < C3 e dim(R(A4)) = 3 =dim(C?), allora
R(A,) = C3 e si sarebbe potuto prendere D , = {e;;ez;e3}.
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ESERCIZIO TIPO 11

Si consideri 'applicazione lineare f : C> — C3 definita da
4a+b
a
f( <b) ) = 3a .
a—2b
Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate
1 0 1
Bz{(é),(_ﬂ)} e D= 0]1;13]);1 0
1 0 -1
su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo e

a=(cou(Gh enu(2)).

Poiche
14 4
2 2
iGh={ o ) e n(C)=(s)
—10 10
allora
14 4
A=(Cp(| 6 |]) Co(|6])
—10 10
8 -1
Piuttosto che calcolare separatamente Cp (| 3 |) e Cp (| 6 |), e calcoliamo
—13 8
a a
Cp (| b]) per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta
c c

14 4
ai due diversi vettori 6 e | 6 |. Poiche
—10 10

a o a 1 0 1 a+ 6
CD(b):ﬂ‘ =alo]+p([3]+6[0 )= 38
c 1) 1 0 1 a—0

allora
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{a+5:a {a:(a+c)/2 (a) ((a—i—c)/?)
36="0 = B="0/3 = Cp(lb])= b/3 .
= = c (a—c)/2

—10 12

4 7
bzﬁec:lootteniamoCD((G)): (2) Quindi
10 -3

14 2
Ponendoa:14,b:6ec:—100tteniamon(< 6 )): (2);ponendoa:4,
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ESERCIZIO TIPO 12

Si calcoli la matrice di passaggio Mz 5-da B'a B,dove B e B’ sono le
seguenti basi ordinate di R3:

1\ /0 1 3\ /1\ /5
B=lo]:|3]:[ 0]}, B' ={(o]:|3]:]0
1/ \o/ \-1 1/ \1) \u

La matrice di passaggio Mz . g da B’ a B ¢

3 1 5
MB<—B'—<C'B((O>) CB((3)) CB((O))>~
1 1 1

Nell’ESERCIZIO TIPO 11 abbiamo calcolato

a (a+¢)/2
Cu(lb])= b/3
c (a—c)/2
3 1 5
Specializzando la formula ottenuta ai tre diversi vettori [ 0 |, [ 3], | 0| otteniamo
1 1 1
3 2 1 1 5 3
Csg(lo)=1(0], Cs(|3])=1(1], Cs({0])=|0
1 1 1 0 1 2
Dunque
2 1 3
Mpen =10 1 0
1 0 2
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ESERCIZIO TIPO 13

2 7
Sia A= 2 2 | la matrice associata ad un’applicazione lineare
12 -3

f: C? — C3 rispetto alle basi ordinate

1 0 1
{00} - 200
1 0 -1

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f
rispetto alle basi ordinate

3 1 5
(00} o {0)0)
1 1 1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo &
/ —1
AA=Mg5_p, AMp 5

dove M p  p + & la matrice di passaggioda D' a D ,e M g . 5 ¢ la matrice di
passaggio da B’ a B.

2 1 3
NellESERCIZIO TIPO 12 abbiamo calcolato M p . p+» = |0 1 0] . Calcol-
1 0 2

iamo la sua inversa:

213 ] 100 Frs 102 | 001
10 2| 001 21 3] 100
Fa1 (—2) 10 2 | 00 1 Fas(—1) 10 2 | 0 O 1
I 01 0 | 01 0 - 1 0 | 0 1 0| —
01 -1 | 1 —2 00 -1 ] 1 -1 =2
Bs(—1) 102 | 0 01 Fis(—2) 100 | 2 -2 -3
_— 10| 0 10 _— 01 0] O 1 0]=
001 ] -1 1 2 001 ] -1 1 2
=(Is | Mpep/ ')
Dunque
2 -2 -3
Mprep=Mp, 5, =[0 1 0
-1 1 2
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Calcoliamo

Macn = (Cai(P) cn((2)).

Calcoliamo C' g (<Z)) per un generico vettore <Z> € C?, e specializziamo la formula

ottenuta ai due diversi vettori <g> e <_2 4>. Poiche

cs(h=(5) | (5)==()+2(2)

2a+ 26
6a — 40
risolvendo il sistema lineare {éz t ig i Z (nelle incognite « e 3)si ottiene

cn () - ()

Ponendo a = 6 ¢ b = 8 otteniamo C' ((g)) = <%), ponendo a = 2 e b = —4
. 2 0 .
otteniamo C' g ((_4>) = (1> Quindi

Mees = (ca(3) en((2))=(3 1)

Dunque

2 -2 =3\ (2 T\ o
Al =My, p AMpe'=|0 1 0 2 2 (1 1):
-1 1 2 12 -3
—36 19 —53 19
2 2 G (1)> 6 2 |.
24 —11 37 —11
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ESERCIZIO TIPO 14

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 1 0 0
0 1 -1 0
v=Cll o [ o))
0 -1 1 7
1°MODO
Troviamo una base B 1 di V.
Poniamo
1 7 0 0
0 1 -1 |0
W1 = i ) W2 = 0 ) W3 71 ) W4 O
0 1 1 )

e costruiamo la matrice A = (w1 Wo W3 W4), ossia una matrice tale che C'(A) =
V.

1 i 0 0 1 i 0 0

0 1 =1 0 E31(—1) O 1 -1 0 E42(1)E32(—1)
A=l 0 -1 0 "o 1 -1 0 ’

0 -1 1 0 -1 1

1 i 0 0 1 i 0 0 1 i 0 0
L]0 = o Bes 0 1 -1 0 PO o 1 -1 0

00 0 0 00 0 i " oo o0 1

00 0 i 00 0 0 00 0 0

Dunque B = {wi,Wwa2,wa} ¢ una base di C(A) =V.

Troviamo una base ortogonale B 5 di V: poniamo v; = wi,Vva = Wg € Vg = Wy,
e applichiamo l'algoritmo di Gram-Schmidt a {v1;va;vs}.
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SRR =

Uz = V2 — (rjaUy,

Uz = V2 — Qj2U1 =

— ) —
=vVg —gsu; =

O = O
N =N

ug = vz — Q3ug — QigzUag,

N~

N

i
1 ,
0 =1
-1
1
0|
7
0
0
0
ol =0
i
0
o
ol =
i
i
2
1 5
l =
2
-1




ug = Vg — (3U1 — QiogUz =

0 i -1

ol .1 2

) -1 3

B 5 ={uy;uz;us}, dove
1 ) -1
wolol Lot Y
1— i 3 2 — 2 1 ) 3 — 5 i )

0 —2 31

¢ una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V', normalizzando gli elementi di B ».

luall2 = v/(wafur) = v2
[uzll2 = \/mz \/5/72

-1
. . . 21
ugll2 = v/(usluz) = Vuzfuz = L(-1 -2 —i -3i)i S| = g
31
Concludendo: B = {“11‘11”2; HIII;HQ; HL:3H2}’ dove
1 ) —1
u 1 o0 uz 1 2 uz 1 2%
Jasflz V2 | ¢ Juzlz VIO | 1 |7 lusllz VIS | @[]
0 -2 31

¢ una base ortonormale di V.

Prima costruiamo un insieme di generatori ortogonale di V: poniamo
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1 7 0 0
0 1 -1 0
Vi = i ) V2 = 0 ) V3 = -1 ) Vg = 0
0 -1 1 )

e applichiamo Valgoritmo di Gram-Schimdt a {vy;va;vs;va}. Otterremo 4 vettori,

uy, Uz, Us, Uy, e 'insieme {uq;uz;us;us} sard un insieme di generatori ortogonale di

V.

Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto
una forma ridotta di Gauss U della matrice A che ha come colnne vi,va, vy, vy: le
eventuali colonne libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

1 4 0 0 1 i 0 0
A= ) = 0 1 -1 0| PFa=d 1o 1 -1 0 .
—Wro vz Vs V4= 0 210 o1 -1 0
0 -1 1 0 -1 1 i
1 i 0 0 1 i 0 0
Baz(1) Es2(=1) 01 -1 0 Es 01 -1 0 Ea(=1)
_— — . _—
00 0 0 00 0 i
00 0 i 00 0 0
1 i 0 0
01 -1 0
N =
00 0 1 U
00 0 0

Poiche U ha come unica colonna libera la 3%, allora applicando ’algoritmo di Gram-
Schimdt a {v1;vga;Vvs;va} otterremo ug = 0.
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U =Vvy =

o~ o

U2 = V2 — a2Uy,
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Uz = V2 — Qj2U1 =

_ 4 —
=Vz2 —zu; =

—
O = O
M= = N[

\
—

ug = vz — (3ug — QigzUsg,

ug = Vg — 3U1 — QiogUz =

ZV3—%u1+u2:

-1
-1

+

SIS
O = O =
| [Nl SIS

OO OO
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(u1|u1) =2

]
— a13:§

112#0 — Qo3 =

N

(SIS

D= = N



Ugq = V4 — QqU31 — QigqU2 — (r34Usg

uy #0 = a14=(UI|V4)
(u1fu)
0
(u1|v4)fu1Hv4f(1 0 —i O) 0 =0
0
7
— a14:O
u #0 = 0424=<U2|V4)
(uzuz)
0
_ — (_1i 1 _ 0 I
(uz|vq) = uz V4*( 5 1 3 1) ol = 7¢
1
(uglug) =uwpug= (-4 1 5 -1)| 5 |[=5
2
-1

2
— Qgy = —gl
us =0 — a34=0 perdef

Ug = Vg — QipqU2 =

= Vg4 + %uz =

0 i -1

0 9 | 1 1| 2

i -1 3i

Dunque

1 i 0 -1
u 0 u 1 u 0 u 11 24
1=, |02 = 1 yu3 = yUg = ¢ .
) 5 0 5 )
0 -1 0 3i

€ un insieme di generatori ortogonale di V.

Costruiamo una base ortogonale di V togliendo dall’insieme di generatori
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ortogonale di V' trovato al punto gli eventuali u; nulli. In questo caso poniamo:

1 % -1
. 0 u 1 _ 1 21
W1 =ug = il W2 = U2 = % s W3—114—5 i
0 -1 3
L’insieme )
1 % -1
W — 0 We — 1 W _1 21
1— i s W2 — % s W3 — i
0 -1 3

¢ una base ortogonale di V.

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata

al punto , ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per
la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di w1, wo,wg :

Iwall = /(u1]ur) = v2
Iwallz = /(uafuz) = v/5/2

—1
Iwall: = v/l = VP = |3 (-1 -2 —i -3 | % | = 4E
3¢
Allora
B ={ 1 "2 W5
[wall2" [[wzll2” [[wsll2
dove
1 7 -1
Wi _L O Wo o 1 2 W3 o 1 27,
[willa V2 2|7 lwzlle Vo[ 1 ] wsllz Vi5| @ |’
0 -2 37

¢ una base ortonormale di V.
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ESERCIZIO TIPO 15

1 —1 1
Si consideri il sottospazio W = ([0 ];[ 0 |;| 1 |)diC3.
7 1 -1
(a) Si trovi il complemento ortogonale W+ di W in C3.
5i
(b) Si calcoli la proiezione ortogonale Py (v) del vettore v = [ 2 | su W.
1
1 —1 i
Postow; = [0, we=| 0 |, wg = 1 |, sia
1 1 -1

una matrice tale che C(A) = (wq;wa; wg) = W.

(a) Da W = C(A) segue Wt = C(A)* = N(A"). Facendo una EC su

1 0 —2
AT =i 0 1
—i 1 -1
si ottiene:
10 =i\ mpmay (10 —i s 10 —i
AfP=14+ 1 1] —/—m— oo o] — (o1 o0
- 1 -1 01 0 00 0
Poiche
T $172‘£Z?3 —0
x=|z2| e NU) = {
T2 0
I3
allora
ih
N(A")=N(U) = 0|hecC

h

(b) Troviamo una base ortonormale di W. Facendo una EG su A si ottiene:



Poiche le colonne dominanti di una forma ridotta di Gauss per A sono la 1¢ e la 3%,
B, ={wi,ws} ¢ una base di C(A) = W. Posto

1 i
vi=w;=|0] evg=wg = 1
-1

.

applichiamo ’algoritmo di GS a {vy;Vva} per trovare una base ortogonale {uy;uz} di
w.

1
u; =V = 0
7
Uz = V2 — (vj2Ug, w #0 = ap= (ua|v)
(u1]u)
)
(111|V2) = ule2 = (1 0 77;) 1 =2

1
(u1|u1):u1Hu1:(1 0 fz') 0] =2
)

- a12:2i/2:i

Uz = Vg — (joU3 =

:v2—iu1:

) 1 0

= -0 =11

-1 ) 0

Dunque

1 0
BQZ u; = 0 s = 1
) 0

€ una base ortogonale di W.
Troviamo una base ortonormale B di W, normalizzando gli elementi di B 5. Essendo

il = v(uiu) =v2 e [uzlls = v/(uzup) = V1i=1,

uq 1

Jurll2 V2

uz
. * p—
yuz =

B = ul*:

S O

luzfz |\
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¢ una base ortonormale di W.

51
La proiezione ortogonale Py (v) div=| 2 | su W e
1
Py(v) = (ur*[v)ur” + (uz2”|v)u” =
— (ul*)HV . 111* + (UZ*)HV . uz* —
51 1
=11 0 —i)|2 0l+(0 1 0)
1 )
1 0
=1Gi—i) 0] +2[1]=
1 0
1 0 21
=210 +2|1])] = 2
1 0 —2
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ESERCIZIO TIPO 16

1 -5 3 4
SiaA=1| 0 0 1 1
-1 5 -1 =2

(@) Si trovi una decomposizione QyRp-non-normalizzata per A.
(b) Si trovi una decomposizione QR-normalizzata per A.
(¢) Si calcoli la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A.

(a) Poniamo

e applichiamo P'algoritmo di Gram-Schimdt a {v1,va, Vs, va}.

Otterremo 4 vettori, uj, us, ug, uy. Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in
tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di Gauss U di A: le eventuali
colonne libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

1 -5 3 4 a1 -5 3 4\ Lo
A= |0 0o 1 — 0o 11| —
-1 5 -1 -2 0 0 2 2
1 -5 3 4
- 0 0 1 1|=U
0 0 00

Poicheé U ha come colonne libere la 2% e la 4%, applicando ’algoritmo di Gram-Schimdt
a {v1,Vva, Vs, va} otterremo uz = 0 = uy.

1
u; =V = 0
-1
up|v
uz = vz — Qq2Uy, u #0 — 012:( 1lv2)
(u1]un)
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Uz = V2 — Qj2U1 =

:v2+5u1:
-5 1
=lo|+5|0|=[0=u,
-1

ug = vz — (yjz3Uug — QigzUa,

Uz = V3 — Q;pzug — QiggUz =

:V3—2111=
3 1 1
=1 |-2{0]=|[1]=us
-1 -1 1

Ug = Vg — p4Uy — Q2402 — 34U3,

61

(U1|V2) = ule2 = (1 0 —1)

(u1|u1) = ulHul = (1 0 —].)

— | =-10/2=—5]

— [u=123]
w0 — o]

~ [w=52=9
w=0 — [au=0




- Oé34:3/3=1

Ug = V4 — G4l — QiggUz — Qiggug =

:V4—3U1—U3:

Poniamo

1 0 1 0
QO—(ll]_ Uz UuUg 114)— 0 01 0
-1 0 1 0
1 Q12 (13 Q14 1 -5 2 3
R, — 0 1 Qo3 (94 o 0 1 0 0
°710 0 1 au]| |0 0 11
0 0 0 1 0 0 01

A = QR ¢ una decomposizione QyRo-non-normalizzata per A.

(b) Sia Q; la matrice che si ottiene dalla matrice Qq, ottenuta al punto

, togliendo tutte le (eventuali) colonne nulle di Qq. In questo caso Qg ha due
colonne nulle, la 2% e la 4%, quindi

1 1
Ql = (ll]_ 113) = 0 1
-1 1

Sia R la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto 7 togliendo le
righe di Rg che corrispondono alle colonne che sono state tolte da Qg per ottenere Q;.
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In questo caso, poiche per ottenere Q; sono state tolte da Qg la 2% e la 4% colonna,
allora per ottenere Ry si toglie da Rg la 2% riga e la 4% riga. Dunque

1 -5 2 3
R = (0 0 1 1) '
Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma euclidea delle

colonne di Q, (ossia delle colonne non nulle di Qy), e calcoliamo D™'.

Poiche

lugllz = v/ (wiJu1) =v2 e |lug|lz = v/(uslus) = V3

allora
0 V2 0 L 0
D= ||u1||2 )( ) e Dl— V2
<0 lsll:) = Lo va e
Poniamo
1 1
1 1 1 NG /3
B ) V2 V3
a-an- (3 (3 0)-(0 3
-t v A

o (7 )-8

Allora A = QR & una decomposizione QR-normalizzata di A.

(c) La matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A ¢ P = QQ"

1 1
V2o VB /L o _—L
P =QQ"=| 0 % (\{5 1 ﬁ):
1 1
-% = V3 VB 3
1 1 1 1 1
I A A N 2
= TR 2
13 1 ? 131 1 2
—2t3 3 3713
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ESERCIZIO TIPO 17

Si trovi ’equazione della parabola che meglio approssima i cinque punti di R?:
Pl(_37_8)a PQ(_L_Z)a P3(07_1)a P4(1a_3)7 P5(37 _6)

Cerchiamo ’equazione della parabola che approssima a minimi quadrati i cinque punti.
Siano

2
1 1 =7 xt Y1
2
1 zo x5 Ty Y
2 n
1 oy 2y ... 2N YN
dove
N=5 ¢ il numero dei punti P; da approssimare,
n=2 ¢ il grado del polinomio con cui si vuol fare 'approssimazione

(rendendo minima la somma dei quadrati degli errori)

(i, i) sono le coordinate del punto P;, peri=1,..., N.

Nel nostro caso

1 -3 9 —8
1 -1 1 -2
A=1]1 0 0 e y=1]-1
1 1 1 -3
1 3 9 —6

Dopo aver calcolato

T
|
o |
w
— =
—_
O O =
— =
O W =

calcoliamo
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1 -3 9
1 1 11 1\ |1 -1 1 5 0 20
B=AYA=|-3 -1 01 3|1 0 of=[0 20 0 |e
9 1 01 9/|1 1 1 20 0 164
1 3 9
-8
1 1 1 1 1\ [-2 —20
b=Af%y=[-3 -1 0 1 3||-1|=] >5
9 1 01 9/ |-3 —131
—6

Poiche

gli x; sono tutti distinti, peri=1,...,5
= 1k(A)=n+1=3
N=5>3=2+1=n+1,

allora

k(A7) =1k(A) =1k(B) =n +1 =3,

per cui B e non singolare. Quindi il sistema

20
Bz=b ( nell’incognita z = | z; )

22
( ossia il sistema delle equazioni normali AfAz = Aly
associato al sistema Az =y ),

ha un’unica soluzione (che quindi & la soluzione ai minimi quadrati del sistema Az=y).
Facendo una E.G. sulla matrice aumentata del sistema otteniamo:

5.0 20 | =20 a1 (—20)B1 (1)
B | b ={0 2 o0 | 5 —_
20 0 164 | —131
10 4 —4 E3(g7)E2(55)
~(o 20 o | 5

o
(an)
0]
o~
\
ot
—

104 | -4
-0 10| % |=(U | 4d
001 | —5
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Il sistema Bz=b ¢ equivalente al sistema Uz=d, che & una forma compatta per

20 +420 = —4
1
Z]ZZ

_ 17

Z9 = T

z9 = —1%
Z1 = 1
zo = —4z—4 = _4.<_%)_4 _ _%

Dunque 'unica soluzione del sistema delle equazioni normali &

11

Z0 -

1

ZO = Zl = Z
7
) —33

e la parabola che approssima ai minimi quadrati i cinque punti ha equazione:

2:

Yy =20+ 21T+ 220
— 1,1, 17,2
=—7 t3T— T
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ESERCIZIO TIPO 18

z z 1 0
. 100 1 o0
Sia A(z) = 11 1 2—i , dove z € C.
1 1 1 0
Si dica per quali z € C la matrice A(z) & non singolare.

A(z) & non singolare se e solo se Det(A(z)) # 0. Calcoliamo dunque Det(A(z)).

z zZ 0
3vil is lla 2°rig, .
Det(A(z)) sviluppato rlbp:etto alla 2%riga (—1)2+3Det 1 1 v _
1 1 0
sviluppato rispego alla 3% colonna . (Z . i)(—1)2+3Det (Z Z) _
1 1

=(z—1i)(2—72)
Quindi A(z) & non singolare se e solo se (z —i)(z —Z) # 0.

Si osservi che (z—i)(z—%) = 0seesolose o z—i =0, e quindi z = ¢, oppure z—% = 0,
e quindi z = Z. Poiche

2=z <= z€R,

allora

Det(A(z)) =0 <<= zeRU{i}
e quindi

Det(A(z)) #0 <= z¢ RU{i}.
Concludendo

A(z) & non singolare <— z ¢ RU {i}.
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ESERCIZIO TIPO 19

0 0 —3 0 0 —3i
SianoA=|(0 3 0 |J]eB=|0 3 0
33 0 0 0 0 O
Si trovino:
—1i loro autovalori,
— le loro molteplicita algebriche,
— le loro molteplicita geometriche,
— basi dei loro autospazi.
Il polinomio caratteristico di A é:
-z 0 —31
pa(x) =Det(A—zI3)=Det| 0 3—z 0 | =
3i 0 —x

— (—1)2*2(3 — 2)Det (gf _32') —

=B —a2)[(—2)* = (=3i)-3i] = (3—2)(2® +9i*) = (3 —z)(2*> — 9) =
=(-3-2)3—-2)%

Gli autovalori di A sono gli zeri del polinomio caratteristico pa(z) di A, ossia le
soluzioni dell’equazione pa () = 0. Dal momento che le soluzioni dell’equazione

(-3—2)3—-2)>=0
sono —3 e 3, gli autovalori di A sono:

)\1:—3 (§] )\2:3

Siano m ed mo le molteplicita algebriche e d; e do le molteplicita geometriche di Aq
e Ao rispettivamente. Da

pa(z) = (=3-2)(3 - 2)* = (A1 —2)™ (A2 —2)™

otteniamo:

Infine, da 1 < d; < m; =1 per ¢ = 1, 2, otteniamo:

d1:1 € 1§d2§2
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3 0 -3
Ea(M) = Ea(=3) = N(A — (=3)I3) = N(A + 3I;) = N( (0 6 0 ) )
0

Da una E.G.su A +3I3

30 =30\ my(-s)E(d) 1
06 0 —— o
3i 0 0

3

segue che

e quindi { (é) } ¢ una base di Ea (A1) = Ea(-3).
1
-3 0 =3
EA(AQ)—EA(S)—N(A3I3)—N((0 0 0 ))
3 0 =3

Da una E.G.su A —3I;

-3 0 =3 E31(=3i)E1(—3) 1
0 0 O e 0
0

32 0 -3

o O O
o o =
SN——

segue che

o O O

()

dy = dim(Ea(3)) = [numero di colonne di (A — 3I3)] —rk(A —3I3) =3 -1

w
o~
o
|
w
oo

e quindi
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i\ /0
e { oz } ¢ una base di Fa(\2) = Ea(3).
1/ \o

B ¢ una matrice triangolare, per cui i suoi autovalori sono i suoi elementi diagonali:

/\1206/\2:3.

(Infatti, il polinomio caratteristico di B é:

—x 0 —31
pe(z) =Det(B—zI3)=Det| 0 33—z 0 |=
0 0 —x

= (—1)3*3(—2)Det (_05” 39:5) -
= (—2)(-2)3 —2) = 2*(3 — 2),

e gli autovalori di B sono gli zeri del polinomio caratteristico pg(z) di B, ossia le

soluzioni dell’equazione x?(3 — x) = 0.

Siano my ed mqy le molteplicita algebriche e d; e ds le molteplicita geometriche di A\q
e Ao rispettivamente. Da

pe(z) = x2(3 —z)= (A —x)" (g —x)™?
otteniamo:
my = 2 e mo = 1.

Infine, da 1 < d; < m; =1 per i = 1, 2, otteniamo:

Dauna EG.su B

0 0 -3 EQ(%i)El(é)ElQ 0 1.0
0 3 O 0 0 11,
0 0 O 0 0 O

segue che
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o OO
O O =

Eg(\) = Ep(0) = N(B) = N( (

e quindi

dy = dim(Eg(A1)) = (numero di colonne di B) —1k(B) =3-2=1

e { (é) } ¢ una base di Eg(\1) = Eg(0).

3
Eg(A\2) = EB(3) = N(B - 3I3) = N( ( 0
0

o OO
| o
w — @
v
N——

Da una E.G.su B —3I3

-3 0 -3 Eg(fé)Engl(fé) 1 0 3
0 0 0 00 1],
0 0 -3 0 0 O
segue che
-3 0 =3 1 0 ¢ 0
EB(3)=N( 0 0 0 ):N( 00 1 ):{ h ‘he(c},
0 0 -3 0 0 O 0
0
e quindi { 1 } ¢ una base di Eg(A2) = EB(3).
0
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ESERCIZIO TIPO 20

@ 0 0
SiaA(a) =10 a-—1 0 dove a € R.
a a+l a-1

Per ogni o € R, si trovino:

— gli autovalori di A(«),

— le loro molteplicita algebriche,
— le loro molteplicita geometriche,
— basi degli autospazi di A(«).

Per ogni « € R, la matrice A(a) & una triangolare, per cui i suoi autovalori sono i suoi
elementi diagonali

AM=a e da=a-—1
con molteplicita algebriche
mi=1 e mo=2.

(Infatti, il polinomio caratteristico di A(a) & pa(a)(z) = (@ — z)(a — 1 —x)2.)

Siano d; e ds le molteplicita geometriche di \; e Ag. Da 1 <d; <m; =1peri=1,2,
otteniamo:

0 0 0
Eaay(\) = Eay(@) = N(A(a) —aly) =N ({0 -1 0 |)
a a+1 -1
Da una E.G. su A(a) —alj
0 0 0 Ba(—1)Es1 (1)E1s 01 -1
0 -1 0] ————— [0 0 1],
0 1 -1 00 0
00 0\ meumde. (1 “F -3
a#0 = [0 -1 0 — " 5 (o 1 o
a a+1 -1 0 0 0

segue che
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S O =

di=1c{

} ¢ una base di Fa(q) (1)

— ORI~

) } ¢ una base di Ea(q)(A1).

1
N.B.: Per ogni a € R si ha che { (0) } ¢ una base di Fa(\).
o

1 0 0
Ba(@(A2) = Ba@(a 1) = N(A(@) = (a=DIs) =N( |0 0 0
a a+l1 0
Dauna E.G.su  A(a)— (a—1)I;
L0 0\ s 1 0 0
0 0 0] ——— [0 a+1 0],
a a+l 0 0 0 0
100
Fawn = ([0 0 o))
0 0 O
100
Eawt =¥ ([0 1 0))
000

Concludiamo che

0

0
d2=26{ 1110 }éunabasediEA(a)()\g)
0 1

0
dy=1e¢ { (O) } ¢ una base di Ea(q)(A2).
1
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ESERCIZIO TIPO 21

Sia A(d) una matrice quadrata, dipendente dal parametro § € C, con polinomio
caratteristico uguale a

pa) (@) = —2" + (1 +46)2® + (4 + 0)a® — da* — 6z + 35

(a) Per quali ¢ € C si ha che A(d) & non singolare ?

(b) Per quale d9 € C si ha che Tr(A(dy)) = 0 7 (Tr(A(dp)) indica la traccia della
matrice A(dp))

(c) Sia A = A(0) la matrice che si ottiene ponendo § = 0. Per quali a € C si ha che
A — ol e non singolare 7

(a) A(0) ¢ non singolare <= Det(A(4)) # 0.
Poiche

Det(A(0)) = ( termine noto di pA(5)(:c)) =36
allora

A(d) & non singolare < 30#0 < J#0.

(b) Poiche n = deg(pa(s)(z)) =T7e
( il coefficiente di 2"~! in pA(é)(x)) — (—1)"" VT (A(6)),
allora
Tr(A(6)) = (—1)7 ' Tr(A(S)) = ( il coefficiente di 27! in pA((g)(x)) — 1445,
per cui &y € C & la soluzione dell’equazione (nell’incognita ¢):

1+46=0.

Dunque 0y = —i.

(c) Si ha:
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A — oI ¢ non singolare <= N(A —ol) = {0} < FEa(a)={0} =
< « ¢ Spec(A).
Calcoliamo gli autovalori di A. Il polinomio caratteristico di A é:
pa(z) =27 +20 +42° —dat = 2%z - 1) + 42t (x - 1) =

=—(z—-1)(2%-42*) = —2*(x - 1)(2? — 4) =
— 2t - D@ - 2(r +2).

I suoi zeri sono (gli autovalori di A):
A1 =0 (conm; =4), Ay =1 (con mg=1),
A3 =2 (conmz=1), M\ = -2 (conmy=1).

Dunque Spec(A)={-2,0,1,2} e

A — ol & non singolare <— a ¢ {-2,0,1,2}.
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ESERCIZIO TIPO 22
Sia

o 0 0
Ala)=10 a-1 0 , dove ae € R,
a a+l a-1

la matrice considerata nell’Esercizio Tipo 20.
(a) Si dica per quale/quali @ € R, la matrice A(a) & diagonalizzabile.

(b) Per quel/quegli @ € R per cui la matrice A(«) ¢ diagonalizzabile, si trovi una
diagonalizzazione di A(a).

(¢) Per quel/quegli o € R per cui la matrice A () ¢ diagonalizzabile, si calcoli A (a)'23.

(a) Nell’Esercizio Tipo 20 abbiamo calcolato:

matrice | autovalori molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(a) )\120[ m1:1 d1:1
Oé?é—l )\QZO[_]. TTL222 d2:1
A(—l) )\120[:—1 m1=1 d1:1
)\2=a—1:—2 m2=2 d2:2

Dal momento che una matrice & diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha
le due molteplicita, algebrica e geometrica, uguali tra loro, e

di=1=m1 V a€eR,

me=2 V «a€R,

allora:
A(a) e diagonalizzabile <= dy = dim(Ep)(X2)) =2

<= o= —1.

(b) Posto A = A(—1), nell’Esercizio Tipo 20 abbiamo visto che
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1
1 -1
{vl =|10]|=1|0 }é una base di Ea(A1) = Ea(—1) e
1 1
0 0
{wl =11];wa2=1{0 }é una base di Ea(A2) = Ea(—2).
0 1
Dunque se o = —1, una diagonalizzazione di A = A(—1) &:

A =SDS ! con

M 000 -1 0 0
D=0 X 0]=[0 -2 0 ed
0 0 X 0 0 -2

-1 0 O
S = (V]_ W1 Wz) 0 1 0
1 01

(¢) Posto A = A(—1), da (b) otteniamo che

A123 _ (SDS_1)123 — SD123s—1 con

123

-1 0 0 (—1)128 0 0
D*#=10 -2 0 = 0 (—2)123 0
0 0 -2 0 0 (—2)123
-1 0 0
=0 -2 9 ed
0 0 _2123
-1.0 0
S=(0 1 0].
1 01
Calcoliamo l'inversa di S:
-1.00 | 10 0\ p,cyey
(S | Is) o 10010 —m——
1 01 ] 0 1
100 ] -1 00
—10 1 0] 0 1 0= | S
001 ] 1 01
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Dunque

Concludendo:

A123

-1 0
S'=(0 1
1 0
-1 0 0 -1 0
1 0 0 —2123
1 01 0 0
1 0 0 -1
_2123 0 0
-1 0 —2123 1
—1 0 0
0 _2123 0
1— 2123 0 _2123
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ESERCIZIO TIPO 23

Sia
0 —2ia O
Al)=1[2i 0 0 |, dove a & un numero reale non negativo.
0 0 -2

(a) Per quali « reali non negativi la matrice A(a) ¢ diagonalizzabile ?

(b) Per quali « reali non negativi la matrice A(«) & unitariamente diagonalizzabile
?

(¢) Sia A = A(1) la matrice che si ottiene ponendo « = 1. Si trovi una diagonaliz-
zazione unitaria A = UDU per A.

(a) Una matrice ¢ diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha le due
molteplicita, algebrica e geometrica, uguali tra loro. Calcoliamo gli autovalori di A («)
e le loro molteplicita.

Il polinomio caratteristico di A e:

—r -2 0
pa(x) =Det(A —zl3) =Det | 20 —x 0 =
3% 0 —2—-z

= (—1)3*3(=2 — 2)Det (‘Qf ‘21'0‘) -

= (-2~ 2)[(~2)? ~ (~2ia) -21] =

= (-2 —2)(2? + 4i*a) =

= (-2 - 2)(a? — 4a) =

= (—2— x)(-2va — 2)(2v/a — ).
Qundi gli autovalori di A(a) sono:

M=-2 M=2/a e \=-2/a.

Dal momento che o € un numero reale non negativo, allora
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Al#A27
A1 = A3 <~ 0[21,

Ao = A3 <~ a=0.

matrice | autovalori | molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(Oé) )\1 =-2 my = 1 d1 =1
agZ{O,l} )\2:2\/5 mo = d2:1
)\3:72\/5 m3:1 d3:1
A(O) )\1 = 72 my = 1 dl =
)\2—0 m2—2 1§dz§2
A(].) )\1:72 m1—2 1<dl<2
Ay =2 mo 1 dg =

Quindi se « & {0,1} allora A(«a) & diagonalizzabile, inoltre:

A(0) ¢ diagonalizzabile <= do = dim(£4(0)(0)) = ma = 2,

A(1) ¢ diagonalizzabile <= d; =dim(Ea(1)(—2)) =m1 = 2.

dy = dim(Ex0)(0)) = dim(N(A(0)) =
= [numero di colonne di A(0)] — rk(A(0)) =
— 53— rk(A(0))
dy = dim(Eaq)(~2)) = dim(N(A(1) + 2I,) =
— [numero di colonne di A(1) + 21s] — rk(A(1) + 2I3) =

=3 — rk(A(1) + 2I3)
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Da una E.G. su A(0):

0 0 0 E3(—3%)Ea3E1(—31)E12 100
A0)=1(2¢ 0 O 00 11,
0 0 -2 0 0 O
per cui tk(A(0)) = 2, e quindi
dg = dlm(EA(O)(O)) =3-2=1
Dunque A(0) non ¢ diagonalizzabile.
Da una E.G. su A(1) + 2I5:
0 —21 0 2 -2 0 Ezl(—Qi)E1(%)
A +203={2 0 0 |+23=(2 2 o] ———=5
0o 0 -2 0 0 O
1 - 0
-0 0 0],
0 0 0

per cui rk(A(1) + 2I3) = 1, e quindi

d1 = dim(EA(l)(—Q)) =3-1=2.
Dunque A(1) & diagonalizzabile.

In conclusione (essendo « reale non negativo):
A(a) ¢ diagonalizzabile <= a € R cona > 0.

(b) Abbiamo:

A(«) ¢ unitariamente diagonalizzabile <= A(«) ¢ normale

— A(a)A(a)f = A(0)7A(a).

Calcoliamo A (a) tenendo conto che @ = a, essendo a € R:

0 2 0 0 -2 0 0 -2 0
AP =|"2iac 0 0 ]|=(2i@ 0 0]|=[2 0 0
0 0 -2 0 0 -2 0o 0 -2
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Quindi

0 —2ia 0 0 -2 0 40?2 0 0
A)A@P =2 0 0 2ic. 0 0 ]=]0 4 0
0o 0 =2 0o 0 -2 0 0 4
0 -2 0 0 —2ia 0 4 0 0
A()fA(a)=[2iac 0 0 2i 0 0|=10 4% 0],
0o 0 -2/\0 0 2 0 0 4

A(a) ¢ unitariamente diagonalizzabile <<= o’=1 <+= a=1.

0 —-2¢ 0
(¢) Abbiamo visto che A=A(1)=[2: 0 0 | ha due autovalori:
0 0 -2
A1 = —2 con molteplicita m; =dy =2 e

Ao = 2 con molteplicita mo = dy = 1.

Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

Ea(M\) = Ea(=2) = Ea)(=2) = N(A(1) + 2I),

1 —i 0
e poiche abbiamo vistoche [0 0 0| & una forma ridotta di Gauss per A(1)+ 213,
0 0 O
allora
1 —i 0 ih
Ea(\) = Ea(—2) :N( 0 0 0 ) - { h||hke (C},
0 0 O k
i 0
e quindi {vl =|1];ve=1]0 } & una base di Ea (A1) = Ea(-2).
0 1

N.B.: In questo caso non occorre applicare I’algoritmo di G.S. a {vq;va}: v

per cui

V2:0,
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{v1;v2} & gia una base ortogonale di Ea(—2)

Per ottenere una base ortonormale di Fa(—2), “normalizziamo”vy e va.

i
Vil = VVifvi= |(=i 1 0)|1]|=vIiti=V2

0

0
[vallz = /Vaflve = 00 1lo]=vi=1

1

per cui
=i

{Vl . \/15 V2

[[vall2

0
e (o)
) valla o\

¢ una base ortonormale di Fa (A1) = Ea(—2).

Ea(A2) = Ea(2) = Ea(1)(2) = N(A(1) — 2I)
Da una E.G. su

A(l) — 213
-2 =2 0 E3(—§)B23E21(—2i)E1(—3)
Al)—-213=(2c -2 0
0 0 -4
segue che

S O =
O O =
o~ O

EA(/\2):EA(2):N( ):{ 7fih hecc},
0

e quindi {Wl =11 } ¢ una base di Ea(A\2) = Ea(2).
0

o O =
o O .
o = O

N.B.: Poiché ha un unico elemento, {w1} & gid una base ortogonale di Ea(2). Per
ottenere una base ortonormale di Ea (2), “normalizziamo” wy.

—1
||W1H2 = \/W1HW1 =

(i 1011

_VIF1-V2
0
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per cui

—S-
o~
——

i =
[w1ll2

¢ una base ortonormale di Fa(\2) = Ea(2).

=5

Dunque se a = 1, una diagonalizzazione unitaria di A = A(1)

A =UDU? con

A0 0 -2 0 0
D=0 XN O0]=[0 -2 0 ed
0 0 X 0 0 2

E
V2

U= (2 V2 wi \ _ [ UL
Ville  Tvalle  Twale 3

0
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TESTI DEGLI ESERCIZI PER CASA

Esercizi per casa 1

Per ciascuno dei seguenti numeri complessi
21:i7 22:—3i, 2’3:1—2i e Z4:5+3Z

si calcolino il modulo ed il coniugato, e si scriva I'inverso in forma algebrica.

Quali sono i numeri complessi z tali che z = -2 7
6 0 4 2
[3]Siano A= [1 -3 ’B:@ 712 03),(::((2) DeD: 1 0
2 =2 -1 -2

Si calcoli BDC — 2A) + 4C.
. 1 1
Sia A = (1 1).

(a) Si trovino tutte le matrici reali B = (i y> tali che AB = BA.

t
(b) Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 C tali che AC = O.
2—3i 1+ 3+ 51
(5] Siano A = [ 0 i |, B=2 1+i), ¢c=| 6 |, D=
1—1 1 2—2
T+i1 243
(3% 0

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la
H-trasposta. - -
(b) Si calcoli (A"C +iB")B + (1 + 3i)D.
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Esercizi per casa 2

Si trovino forme ridotte di Gauss per le seguenti matrici:

2 -2 4 0 3 -9 0
A=[3 -39 6|,b=(-2 6], wi=(4 0 3),v=|7
3 -3 3 -6 4 8 3

2% 0 i 2ia

-2
Sia A(a) =1 o?>+4 0 a |, dove a € C. Per ogni a € C
2 22°4+8 0 4a
si trovi una forma ridotta di Gauss U(«) per A(a) e si dica quali sono le colonne
dominanti e quali sono le colonne libere di U(a).
Si risolva il sistema lineare Ax = b nei seguenti casi:

3 -3 9 6 6

1 -1 7 4 4
(@A=11 1 3 ofeb=], s

2 2 —6 —4 —4

3 -3 9 6 6

1 -1 7 4 4
A=t 3 3 o |eb=|3];

2 2 6 —4 —4

3 -3 9 6 6

1 0 7 4 4
(@A=[1 4 5 o]eb=]y

1 0 5 6 8

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(a) dipendente dal parametro complesso
a dove

1 a—1 0 a—1
0 1 0 a?+1

Afe) = 1 o—i ati|P@=1]"5,
—a—1i —a®-1 0 0
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Esercizi per casa 3

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = <? (1) g) .

2 1
@ Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =1 0
0 3

Si trovi una forma ridotta di Gauss-Jordan per la matrice

2 -2 2 0 0 6
2 -2 3 -2 -1 8

A=l2 2 2 0 0 5
3 -3 4 -2 -1 12
0 1 0
Sia A(a)= | a o®> —a|, doveacR. Perqueglia € R per cui A(a) &
200 2a® 1

non singolare, si calcoli A(a)~t.
Sia A = @Z 1_‘/). Si calcoli A71.

@ Si dica per quali o € C la matrice A(a) = (a 3 @ ) € non singolare. Per

a+3t a—1i
tali «, si trovi l'inversa di A(«).
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Esercizi per casa 4

Si scrivano le matrici elementari E13(4), E3(4) ed E13 di ordine 3 e di ordine
4.

T
@ Sia A = (;T) una matrice reale 2 x n non nulla con le righe uguali. Si trovino

T
tutte le matrici elementari E tali che EA = <3rrT>.

Sia A = E47(2)E3(6)E12(—3)E24E5(3) di ordine n. Si scrivano A7l ed AT
come prodotti di matrici elementari.

e’ 3o 2a —2a
0 0 a®+9 o?+9
Sia A(a) = 2 6 4 —3+4+a |, dove a € C. Per ogni o ¢
1 3 1 —6 — 3
a+1l 3a+3 2a+1 -1

{0, 3¢, —3i} si trovi una decomposizione A () = L(a)U(«), scrivendo anche L(a) come
prodotto di matrici elementari.

Sia

Si trovi una decomposizione A = PTLU.
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Esercizi per casa 5

Si provi che 'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n & un sot-
tospazio vettoriale di M,,(C) e che I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse)
di ordine n non lo e.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & un suo sottospazio:

e (o)
(6]t
e (e}

Sia A € M,,(C). Si provi che i tre seguenti sottoinsiemi di M,,(C) sono sottospazi
vettoriali di M,,(C):

Wy ={B e M,(C)|AB =BA},
Wy ={B € M, (C)|AB ¢ scalare};
W3 = {B € M,(C)|]AB =B"}.

Sia V = R? (sp. vett. reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' & un
sottospazio vettoriale di V:

Sidicase
Wi={i-vl[veR"}e
Wo={2-vlveC"}

sono sottospazi di C".
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0
ordine 2. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale
M5(R) e si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di M»(R) ¢ un insieme di generatori

S R ICY)
{5 6 9

@ Sia W = {(—Oa a) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di

Si dica se

1 3 1
S = Vi = -1 Vg = —4 ;' Vg = 2
2 8 —4
¢ un insieme di generatori di R?.
1 3 1
Sianovy = |2 |;va= (6] evsa=|[3| ed e € R3. Si dica per quali z € R
0 0 4

linsieme di vettori S (z) = {v1;Vva;Vvs;z ez} ¢ un insieme di generatori di R3.

@ Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

0 4 2

Vi = 4 Vo = 6 Vg = -1 5
0 2 1
0 1 1

Wi = 4 sy Wo = 0 W3 = -1 ]
0 2 1

Sia W l'insieme delle matrici anti-simmetriche reali di ordine 2. W & uno spazio
vettoriale reale, essendo un sottospazio di Ma(R) (si veda ’esercizio 6). Si considerino
i suoi sottoinsiemi & 1, & 2 ¢ & 3 definiti nell’esercizio 6. Per ciascuno di essi si dica
se ¢ linearmente indipendente oppure linearmente dipendente.
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Esercizi per casa 6

Sia V = {a+ bz + cz?|a,b,c € C} lo spazio dei polinomi a coefficienti complessi
di grado minore od uguale a 2. Si provi che B = {2+ 2%;2 — 2%;1 + 2} ¢ una base
di V.

Si provi che

N N e A E )

¢ una base dello spazio vettoriale V' delle matrici complesse triangolari inferiori 2 x 2.

Sia W lo spazio vettoriale reale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

0 2 2 3 11

§ =4 Cl:(Q 2)’C2:<3 o>’03:(1 0)’
10 00 0 1

e (o 3)er (o o) (03

¢ un suo insieme di generatori (non ne & richiesta la verifica). Si trovi una base di W
contenuta in S .

Qual & la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche
?

1 2 0 3
SiaAqg=|1 a+2 a a+2]. Perognia € Csitrovi una base dello spazio
2 4 0 a+6
nullo N(A,) di A,.

0 0 21
o' 0 21
a—1 0 4i |’
2 4da—6 0

[6]Sia A, =

dove o € C.

O = O N

Per ogni a € C si dica qual ¢ rk(Aq) e si trovino una base B ,, di C(A4) ed una base
D, di R(Ay).

Siano

1 ) 0 1
) -1 -1 24
vi=|2|,ve=]2i |,vg=]| 0 |,va=] 2
0 0 1 —i
1 i 0 1
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ed
S ={vi;va;vs;va}.

Sia W il sottospazio di C* generato da S . Si trovi una base B di W contenuta in
S (si usi la Nota 2).

—_
[\)

1
Si dica per quali a € R l'insieme B , = al;|0);|a+1 ¢ una base
1 2 a+1
di R3 (si usi la Nota 2).
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Esercizi per casa 7

Si dica quale delle due seguenti posizioni definisce un’applicazione lineare:
(a) fi : M,(C) — M,(C) definita da f;(A) = AT per ogni A € M, (C);
(b) fo: M, (C) = M, (C) definita da fo(A) = A? per ogni A € M, (C).

@ Sia g : M3(C) — C? definita da g(A) = Ae; per ogni A € My(C).
(a) Si provi che g & un’applicazione lineare.

(b) Si trovino lo spazio nullo N(g) e lo spazio immagine I'm(g) di g.

Sia f: R? — M(R) definita da:

()= ) v () e

(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.
(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

s={():()) =2 ={0 o0)( )0 06 D))

su dominio e codominio rispettivamente.

Siano

1 2 1
B = Vi = 1 Vo = 1 Vg = 1 (§
0 1 1
1 0 2
B/: Vi = 0 ;V2/: 1 Vg = 1
1 1 1

Dopo aver provato che B e B ' sono due basi ordinate di R3, si calcolino le matrici
di passaggio

M;34_;3/(da B’a B)QMBN—B (da B a B/).
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2 1

SiaA=| 0 6 | la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R? — R3
-1 -2
rispetto alle basi ordinate

- (e ()

1 1 0
D=cwi=|1];wag=[0];wg=]1
0 1 0

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A" associata ad f
rispetto alle basi ordinate

o= o= (-0}

1 1 0
Dl: W1/: 0 ,Wz/: -1 W3 = 0
0 0 1

su dominio e codominio rispettivamente.
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Esercizi per casa 8

Sia v € R™. Si provi che [|v||s = [|V||1 se e solo se v ¢ un multiplo di una colonna
dil,.

Sia A = (ai;) una matrice complessa quadrata di ordine n tale che A = AF = A2
e siano by, ba, ... ... ,b,, € C" le colonne di A. Si provi che ||b;||3 = a;; per ogni

1=1,...,n.

Sapendo che la posizione (|") : Ma(C) x My(C) — C

( al a9 | b1 b2 )224:67})
as ag by by "

definisce un prodotto interno, si consideri la norma ||| : M2(C) — R>¢ da esso indotta.
Si trovino tutte le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che [|A| = 2v/2.

Sapendo che la posizione  (*|') : C2 x C? — C  definita da

x1 ‘ Y1\ _ = o
((1‘2) <y2)) T1Y1 + 222y2

definisce un prodotto interno, siano [|'|| : C*> — Rx( la norma da esso indotta ed
u=-e;+es.

a 1 trovino tutti 1 vettori x = all cne (X[ = ||X]||2-
Si trovino tutti i vettori ? tali ch
2

(b) Si calcolino cos(€u) e cos(ezu).
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Esercizi per casa 9

Si trovi una base ortonormale del sottospazio

7 -1 1 0

-1 —1 0 0
V= < |2 =11’11)]’1]2 >

-1 —1 0 0

di C*.
Si consideri il sottospazio

‘V<G 9;@ %»(81j%>>

di M5(C). Si trovi una base ortonormale di W rispetto al prodotto interno (-|') :
M5(C) x My(C) — C definito nell’esercizio | 3 | degli “Esercizi per casa”8.

Siano

. 1 i 1 0
. 7 -1 0 1

W:< Z> © %:< T EEENE 0>
2 i -1 0 1

Si trovino basi di Vi- e Vit.

Siano W e (|") : M2(C) x M3(C) — C come nell’esercizio . Si trovi il comple-
mento ortogonale W+ di W in My (C) rispetto al prodotto interno (-|").

2i
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = _&6 sul sottospazio
10
) 81 7i
U:< é’ Bi’ i >
0 1 1

di C3.
@ Siano W e (") : M3(C)x M3(C) — C come nell’esercizio . Si calcoli la proiezione

ortogonale Py (v) di
1 1
v— (22, 3\/5> € My(C)

su W rispetto al prodotto interno (|").
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Esercizi per casa 10

1 i -2 9
[1]SiaA=|i -1 -2 0

-1 —z 2 0

(a) Si trovino una decomposizione QgRo-non-normalizzata ed una decomposizione
QR-normalizzata per A.

(b) Si calcoli la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A.

Siano 0 # v € R™, a € R ed A(a) = (v av). Si trovino:
(a) una decomposizione QoRo-non-normalizzata per A (a);
(b) una decomposizione QR-normalizzata per A(a);

(c) la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C(A(«)) di A(a).

Si trovi '’equazione della retta che meglio approssima i cinque punti di R:

Pi(-2,-1), Py(-1,-1), P5(0,0), Py4(1,2), P5(2,1).

Si trovi I'equazione della parabola che meglio approssima i quattro punti di R2:

Pi(-2,1), P(—1,1), P3(0,0), Py(1,1).

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

2—7 1 0 : 1 1+712 81;1
A= 2 14i 3], B=|-11 2 |, C=

R . . 111 0

Lot 1 1 0 1434
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Esercizi per casa 11

2 0 0 1
Sia Ala) = 2 agl 8 } , dove a € R.
0 2 3a—1 1

Si dica per quali « € R si ha che A(«) & non singolare (sugg.: si calcoli il determinante
Det(A(a)) di A(a)).

Sia A una matrice quadrata non singolare e sia P la matrice di proiezione sullo
spazio delle colonne C'(A) di A. Si provi che Det(P) € {0,1}. (N.B.: Da A non
singolare segue che P=I, per cui, in particolare, Det(P) = 1)

Sia A una matrice quadrata di ordine n tale che

AAT =1, e det(A)#1.
Si calcoli il determinante det(7 - A) della matrice 7 - A.

. 0 -2
SlaA:(% Ol>'

Si calcolino:
— gli autovalori di A,
— le loro molteplicita algebriche e
— le loro molteplicita geometriche.

-2 0 2
SiaA=|[0 -8 0
2 0 -6

Si calcolino:
— gli autovalori di A,
— le loro molteplicita algebriche e
— le loro molteplicita geometriche.
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Esercizi per casa 12

Si trovino basi degli autospazi delle matrici considerate negli esercizi 4 e 5 degli
“Esercizi per casa 117.

-1 0 3
Sia A(a)=|1 a -1], doveacC.
7 0 =5

(a) Per ogni o € C si calcolino gli autovalori di A(«) e le loro molteplicita algebriche
e geometriche.

(b) Siano A = A(2) e B = A(—8) le matrici che si ottengono ponendo a = 2 ed

« = —8 rispettivamente. Si trovino basi degli autospazi di A e di B.

Sia A(J) una matrice quadrata con polinomio caratteristico uguale a

PA®G) = —(2° =223 +x +0 - 3).

(a) Per quali ¢ € C si ha che A(J) € non singolare ?

(b) Sia A = A(3) la matrice che si ottiene ponendo d = 3. Per quali o € C si ha che
A — ol & non singolare ?

g+1 g 0

Sia Ala) = 3 $+1 0], doveacC.

0 0 o

(a) Per quali € C si ha che 3 & un autovalore di A(«) ?

(b) Per quali o € C la matrice A(a) ha due autovaori uguali ? In questi casi dire se
A(a) € o non & diagonalizzabile.

Si dica se le matrici considerate negli esercizi 4 e 5 degli “Esercizi per casa 11”sono
diagonalizzabili oppure no.

@ Sia A(«) la matrice considerata nell’esercizio 2. Per quegli o € C per cui A(«a) &
diagonalizzabile, si trovi una diagonalizzazione di A(«).
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Esercizi per casa 13

[1] Sia A(a):<a£2i O‘J(;m), dove a € C.

Per quali a € C si ha che di A(a) ¢ una matrice unitariamente triangolarizzabile in
M5 (R) (ossia ¢ tale che esistano una matrice T triangolare reale ed una matrice U
ortogonale reale per cui A(a)=UTU”) ?

Sia  A(a) = <2 ;) , doveaeC.

2

a

b) Per quali o € C si ha che di A(a) & diagonalizzabile ?

¢) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo o = 2. Si trovi una diagonaliz-
azione unitaria A = UDUX per A.

d) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo o = 2. Posto z; = (2 +4)3% e
2o = (2 —14)%% si scriva A3 in funzione di z1 e 2.

) Per quali @ € C si ha che di A(«) & unitariamente diagonalizzabile ?
z

A~ N~~~

-2 2 0
Sia Ala)=12¢ 24a 0], doveaceR.
0 0 e

(a) Per quali @ € R si ha che di A(a) & unitariamente diagonalizzabile ?

(b) Per quali « € R si ha che di A(«) ¢ diagonalizzabile ?

(c) Sia A = A(—4) la matrice che si ottiene ponendo o = —4. Si trovi una diagonal-
izzazione unitaria A = UDU¥ per A.

0 0 -3
Sia  A(a) = 0 -3 0 |, dovea éun numero reale nn positivo.
—3ie 0 O

(a) Per quali o numeri reali noon positivi si ha che di A(«) ¢ unitariamente diagonal-
izzabile ?

(b) Per quali o numeri reali noon positivi si ha che di A(«) ¢ diagonalizzabile ?

(c¢) Sia A = A(—1) la matrice che si ottiene ponendo a = —1. Si trovi una diagonal-
izzazione unitaria A = UDU¥ per A.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI PER CASA

Svolgimento degli Esercizi per casa 1

Per ciascuno dei seguenti numeri complessi
z1=14%, 290=-31, 2z3=1—2t e 24=5+4+3i
si calcolino il modulo ed il coniugato, e si scriva I'inverso in forma algebrica.

lz1] =i = V02 4+ 12=V1=1 e 73 =—i
|22 = | = 3i| = /02 +(=3)2=vV9=3 e Z=3i

|Z3|=|1—2i|:\/12+(—2)2:\/1+4:\/5 e Z3=1+2i
lza =5 +3i| =v52+32=v26+9=+34 e 7 =5-3i

: —1 - —1 —1
Siano wy = 2, we = 251, w3 = 231 e wy = 2z, . Allora

1 1 1 7 1 (=) —i —1
wlzizfzf.::f. - = —— = — = —1
21t i1 i1 (—i) —d? 1
¢ la forma algebrica di wi: a; = 0 e by = —1 sono la parte reale e la parte immaginaria
di wq; L
1 1 1 =3 1 3 3i 3i 1.
’LU2 = —_— = — — —

2 —3i  —3i —3 -3 3 -92 9 3
¢ la forma algebrica di wo: ag = 0 e by = 1/3 sono la parte reale e la parte immaginaria
di wo;

1 1 1 1—-2 1 142 142¢ 1+ 24 14 2¢ 1+2.
Wy = — = = —_— = . — — — — — —1
2T 1-2 1-21-2 1-2 1+2 12— (20)2 12 — 442 144 5 5
¢ la forma algebrica di ws: as = 1/5 e by = 2/5 sono la parte reale e la parte
immaginaria di ws;
1 1 1 5+3 1 5—-3 5—3¢ 5—3i 5—3¢ 5 3.
Wy = — = = = = ==

24 5+3i 5+3i5+3i b5+35-3 52— (3i)2 52-0i2 25+9 34 34

¢ la forma algebrica di wy: a4 = 5/34 e by = —3/34 sono la parte reale e la parte
immaginaria di wy.

Quali sono i numeri complessi z tali che z = —Z 7

Scrivendo z € C in forma algebrica, si ha z = a + ib con a,b € R. Il coniugato Z di
zezZ=a—1b, e =z = —a + ib. Poiche

a+ib=—a+1ib < a=—a < a =0,
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si ottiene che
z=—-Z <= z=1b, conb e R,

ossia z € 'opposto del suo coniugato se e solo se z € un numero immaginario puro.

=~

6 0 42
[3]Siano A = 1 -3 7B:<2 _12 _()3),(3:(3 DeD: 10
2 -2 -1 -2

Si calcoli B(DC — 2A) + 4C.

i )= )

4 2 9 1 4x242x0 4x1+2x1
DC=|1 0 (0 1): 1x24+0x0 1x1+0x1 =
-1 -2 (1) x2+(=2)x0 (-1)x1+(-2)x1
8+0 442 8 6
= 240 140 = 2 1
240 —-1-2 -2 =3
6 0 —-12 0
—2A=-2|1 -3]=|-2 6
2 -2 -4 4
8 6 712 0 4 6
DC-2A=| 2 1 ]+ 6 7
-2 -3 —4 4 6 1

0 4 6
B(DC—2A):< o 3) 7
1

2x(—=4)+1x0+0x(—6)
4x(—4)—2x0-3x (-6)
([ -8+0+0 12+7+0)

. 2
4 2x7—3x1

3
G a)-G T

6+1><7+0><1)
6

-16+0+18 24-14-3

B(DC—2A)+4C_< 8 19)+

. 1 1
SlaA—(l 1).

(a) Si trovino tutte le matrici reali B = (: g) tali che AB = BA.
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(b) Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 C tali che AC = O.

(a) Poiche
(11 Ty r+z y+t
AB = 1 1) (z t T+ z y+t>
(T oy 1 1\ (z+y z+y
BA = z t)(l 1) \z+t¢ z—|—t>’
r+z=x+vYy
ft—az4y z=y
la condizione AB = BA equivale a y , ossia a
r+z=z+t P =
y+t=z+t o

Dunque le matrici reali 2 x 2 B tali che AB = BA sono tutte e sole le matrici del

tipo
B= (x y> , dove x,y€eR.
Yy oz

(b) Siano z,y, z,t € R tali che C = <3zc z> Poiche

(1 1 z y\ _ (x+z y+t
AC_(l 1) (z t)_<x+z y+t)
r+2=0 z=-T
0 0 . .
equivale a ossia Dunque le

00 y+t=20 t=—y
matrici reali 2 x 2 C tali che AC = O sono tutte e sole le matrici del tipo

C:(x y), dove x,y €R.

la condizione AC = O = (

e —y
2-3i 1+i 3+5i

(5] Siano A = 0 i |, B=(2 1+i), C = 6 |, D=
1—i 1 2 2i

T+i 2+3i

3—2i 0 ’
(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la
H-trasposta.

(b) Si calcoli (A C +4B")B + (1 + 3i))D".
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AT <2—3i 0 1—i> 2+3i 1__/ AF <2+3¢ 0 1+i>

o A= 0 ,
142 4 1 14 1 1—7 — 1
T _ 2 =_ iy " 2
B” — <1+z‘) B- (2 1-9) B — (12)
- 3 —5i
C'= (3+5i 6 2-2i) C= 6 c’= (3-5i 6 2+2i
2+2i
r_  (T+i 3-2 =_ (7-i 2-3i H_ T—i 342
D= (2+3i 0 ) b= (3+2z‘ 0 ) D™= <23i 0 >
(AYC +4iB")B + (1 + 3i))D" =
, \ (3 5i . ,
_ (2430 0 1+ (2 , L (T—i 3420 _
_(<1i = 1) 2+62z' +z(1+i))(2 1z)+(1+32)(23i 0 >_

(24 30)(3 = 5i) + (1+)(2+ 20) 2 C (3T —0) (14 30)(3+ 2i)
(< (1—4)(3 = 5i) — 6i +2+2i >+<i(1+i)>)(2 1_Z)+((1+3i)(2—3i) 0

_(6+91—100 + 15+ 2+ 20 + 21 — 2 2 )(2 1—i)—|— T+2li—1+3 3+99+21—-6
- 3—31—51—5—6i+2+2 -1+ 2+61—31+9 0

(21430 2i L\ (104200 —34 110
_(<—12i>+<—1+i>)(2 1_2)+<11+3i 0 )‘

(2145 © (104200 —34 110
_<—1—1u>(2 (s o )‘

_ ( 2(21458) (214 53)(1 — i) ) (10 +200 -3+ 11¢> _
2(—1—11i) (—=1—11i)(1 —1) 114 31 0

424107 21 +5i—21i+5 104+20: -3+ 117\
—2-227 —-1-1li4++—-11 11+ 3¢ 0 -

_ (42+10¢ 26— 167 10+20¢ —3+11¢\  [52+30¢ 23— 57
T\—2-227 —12-10¢ 11+ 3¢ 0 T\9-19 —12-10¢
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Svolgimento degli Esercizi per casa 2

Si trovino forme ridotte di Gauss per le seguenti matrici:

2 -2 4 0 3 -9 0
A=1(3 -3 9 6], B=|-2 6|, w'=(4 0 3), v=|[7
3 -3 3 -6 4 8 3
Facendo un’eliminazione di Gauss su A si ottiene:
2 =240 Eai(=3)Ba(-3)E1(1/2) (1 —1 20
A= 3 =3 9 0 O 3 6
3 -3 3 -6 0 0 -3 -6
B3 (3)E2(1/3) 1 -120
_— 0O 0 1 2|=0U;
0 0 0 O
ed U; e una forma ridotta di Gauss per A.
Facendo un’eliminazione di Gauss su B si ottiene:
3 -9 Biar (—4) a1 (2)E1 (1/3) I =3 B2 (3)Eas I =3
B=|-2 6 0 0 —_— 0 1 | =0,

4 8 0 20 0 0

ed U & una forma ridotta di Gauss per B.
Facendo un’eliminazione di Gauss su w’ si ottiene:

Ei(1/4)
wi=(403 —— (1 0 3/4)=2"

e zT & una forma ridotta di Gauss per w?.

Facendo un’eliminazione di Gauss su v si ottiene:

0 Ei2 7 E31(—=3)E1(1/7) 1
v= [T —_———— 0 0] =u
3 3 0

ed u € una forma ridotta di Gauss per v.
27 0 —2i 2o
Sia A(a) = [1 a*+4 0 « |,doveac C. Per ogni a € C si trovi
2 2°+8 0 4o
una forma ridotta di Gauss U(«) per A(a) e si dica quali sono le colonne dominanti
e quali sono le colonne libere di U(«).

Facciamo un’eliminazione di Gauss su a(a):
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2i 0 -2i 2ic E31(~2)E21(~1) E1(—§9) 1 0 -1 «
Al)=11 a®>+4 0 a 0 a>+4 1 0
2 202+8 0 Ao 0 2248 2 20«

1°CASO| o®+4+#0 ossia o # 2 ed o # —2i.

1 0 -1 « E32(72a278)E2(ﬁ) 1 0 -1 a
B(a)=(0 o?+4 1 0 0 1 1/(a®>+4) 0
0 222+8 2 2« 0 0 0 2
’ 1° sottocaso del 1° caso‘ a#2i, a# -2, a#0
1 0 —1 « E;3(1/2a) 1 0 —1 «
Cla)=[0 1 1/(a®+4) 0 — [0 1 1/(a*+4) 0] =U(r)
0 0 0 20 0 0 0 1

U(a) & una forma ridotta di Gauss per A(«), le colonne dominanti sono la 1%, la 2% e
la 4%, I'unica colonna libera e la 3°.

1 0 -1 0
2° sottocaso del 1° caso‘ a=0 Coy=(0 1 1/4 0] =U(0)
00 0 O

¢ una forma ridotta di Gauss per A(0), le colonne dominanti sono la 1* e la 2%, quelle
libere la 3% e la 4%.

2°CASO| «a?+44 =0 ossia a = 2i oppure a = —2i.

10 -1 a\ gy (10 -1 a
Ba)=[(oo0o 1 o]l —% oo 1 o=
0 0 2 2« 0 0 2c0
Bs(1/20)  (a#0) L0 -1 «
00 1 0]=U(
00 0 1

U(a) & una forma ridotta di Gauss per A(«), le colonne dominanti sono la 1%, la 3¢
e la 4%, I'unica colonna libera ¢ la 22.
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Si risolva il sistema lineare A x =b nei seguenti casi:

3 -3 9 6 6

1 -1 7 4 4
(@ A=11 4 3 o eb=1,|:

2 2 —6 —4 —4
6
4
3

3 -3 9 6
1 -1 7 4
1 -1 3 2
-2 2 -6 -4 -4

— == W
o

[S2 B2 BN iNe)

[T NNGCN

3 -3 9 6 | 6 1
R R G S E41(2) Bz (1) E21(-1)E1(35)
(A 1B =1 | 3 2 | 2
-2 2 —6 -4 | -4
1 -1 3 2 | 2 1 1 -1 3 2 | 2
0 0 4 2 | 2 B2(3) 0o 0o 1 % | i)
“1o 0o 00 ] o0 "o 0 06 0|0 1.
0 0 00 ] 0 00 00 | 0

Il sistema Ax =b ¢ equivalente al sistema U x =d che ¢ una forma compatta per

(%)

x1 —To+ 33+ 204 =
{ T3+ %934 =
Poiche d e libera, Ux =d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere, U x =d ha co? soluzioni.
Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2¢
e la 4%) e con la sostituzione allindietro da (*) otteniamo

xgzh
$4=k‘
1 1 1 1

Ty =233 — 204 +2=h-3(-ik+3) -2k +2=h-1k+1

L’insieme delle soluzioni del sistema Ux =d ( e quindi I'insieme delle soluzioni del
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sistema Ax =b) &

3 -3 9 6 | 6 1
-1 7 4 | 4 E41(2) B (=1)E21 (1) Ea1(35)
(A|b)_1—132|3
-2 2 —6 -4 | —4
1 -1 3 2 | 2 ) 1 -1 3 2 | 2
0 0 4 2 | 2 E2(3) o o 1 1 | i)
“1lo 0o 00 | 1 "o 0 06 i[O 19
00 00 1] 0 00 00 | 0

Il sistema Ax =b ¢ equivalente al sistema U x =d .
Poiche d e dominante, allora U x =d e quindi Ax =b, non ha soluzioni.

(¢) Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 -3 96 | 6 1
(1 0 7 4| 4 Ea1(=1)Es1(—1)Ex (-1 Ev(3)
(A|b)_1—152|4
1 0 56 | 8
1 -1 3 2 | 2
0 1 4 2 | 2 Ey2(—1) 1 -13 2| 2 E43(2)E3(3)
— —— (o 1 42| 2] ——m—
0 0 20 | 2 0 20 | 2
0 1 2 4| 6
1 -1 3 2 | 2 ) 1 -1 3 2 | 2
0 1 4 2| 2 Ea(3) 0 1 4 2 | 2|
“lo 0o 10 | 1 "o 0 10 1|=O 9.
0 0 0 2] 6 0 0 01 ] 3

Il sistema Ax =b ¢ equivalente al sistema U x =d che ¢ una forma compatta per

Ty —To+3r3+2x4 =2
$2+41‘3+2l’4 :2

I3 =1

Xy =3

(%)

Poiche d e libera, U x =d ammette soluzioni.
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Poiche U non ha colonne libere, U x =d ha esattamente una soluzione.
Con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

1’4:3

:L‘3:1

To = —4x3 — 214 +2=-8

T =x9 —3x3 —2x4 +2=-15

—15

Dunque 'unica soluzione di U x =d, e quindi anche di Ax =b, & il vettore

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(a) dipendente dal parametro complesso
a dove

1 a—1 0 a—1
_ 0 1 0 o?+1 4
A(a) = 1 a—i  a+i e bla)= 9% e C*.
—a—i —a?-1 0 0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 a—1i 0 | a-—i
0 1 0 ‘ a2 41 Ey4i(ati)Esz1(—1)
= —_
(Al@) | b(a) 1 a—i  a+i | 20
—a—i —a?’-1 0 | 0
1 a=i 0 | a-—i
0 1 0 | a?+1
“lo 0 a+i | a+i (B(a) | e(a))
0 0 0 | a*+1
1 -2 0 | —2
q L p 0 1 0] 0],
1” CASO a = —i (B(—1) 0 0 0] 0 ¢ una
0O 0 0] o0
forma ridotta di Gauss per (A(—i) | b(—i)), quindi A(—i)x = b(—i) & equivalente
a B(—i)x = ¢(—1%) che ¢ una forma compatta per
xry — 2i172 = -2
o {n o

Poiche c(-i) & libera, B(-i) x = ¢(-i) ammette soluzioni.
Poiche¢ B(-i) ha esattamente una colonna libera, B(-i)x = c(-i) ha oo! soluzioni.
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Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(-i)
(la 3%) e con la sostituzione all’indietro da (%) otteniamo

.’Egzh
LCQZO
T =2i$2—2i:—2i

L’insieme delle soluzioni del sistema B(-i)x = ¢(-1) ( e quindi l'insieme delle soluzioni
del sistema A(-i)x = b(-i) ) &

-2
0 ||lheC
h
20 CASO a# —i
1 a—=i 0 | «a-—i
I R
(B(a) | cla)) = 0 0 a+i | a+i
0 0 0 | a?+1
1 a—i 0 | a-—i
() 0 1 0| a+1 Bl
—— _—
o 0 1] 1
0 0 0] a®+1
1 a—i 0 | a-—1i
0 1 0 | a2+1]|
“lo 0o 1] 1 (Cla)l d(a))
0 0 0| a—i
100 | 0
o . . W _lo1 o] o],
a =1 (C@E) | d(@) = 00 1 |1 ¢ una forma
0000
ridotta di Gauss per (A(i) | b(i)), quindi A(i)x =b(i) ¢ equivalente a C(i)x =

T = 0
(%) Ty =
I3 1

Poiche d(i) & libera, C(i)x =d(i) ammette soluzioni.
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Poiche tutte le colonne di C(i) sono dominanti, C(i)x = d(i) ammette un’unica
soluzione. L’unica soluzione di C(i)x =d(i) ( e quindi di A(i)x = b(i)) e

0
v=1]0
1
o g {i,~i}
1 a—i 0 | a—i (L)
0 1 0 | a®>+1 o=
= I
(C(a)| d(a)) 0 0 1 | 1
0 0 0| a—i
1 a—i 0 | a—i
0 1 0| a®2+1]| _
- 0 0 1| 1 *(D(O‘” e(a))
o 0 0| 1

¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)).
Poiche e(a) & dominante, D(a)x = e(a) (e quindi di A(a)x = b(a) ) non ammette
soluzioni.
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Svolgimento degli Esercizi per casa 3

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = <2 1 0> .

1 0 3

Un’inversa destra di A € una matrice 3 X 2 R tale che se R = (cl

c1 € soluzione di (1) Ax =e; = (é) e

c2 ¢ soluzione di (2) Ax =ep = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

—_

B2(-2) 1 2 0 | 1 o0
2 2 —

(1) ¢ equivalente a (1’) Ux = by che ¢ una forma compatta per

1 1
I1+§$2 :5
$2—6£L’3:1

0 ‘ 1 0 E21(-1)E1(3) 1 %
_
510 1) (

| c2), allora

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la

3%) e con la sostituzione all’indietro otteniamo

.133=h
To =06zx3+1=06h+1
1 1 1 1

L’insieme delle soluzioni di (1)

-3h
6h+1||heC
h

(2) & equivalente a (2') Ux = by che ¢ una forma compatta per

CL‘1+%.”L’2 =0
ZTo —6.’L‘3 = -2
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Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la
3%) e con la sostituzione all’indietro otteniamo

3=k
To = b6x3 — 2 =6k — 2

1 1
x1:—§x2:—§(6k—2):—3k+1

L’insieme delle soluzioni di (2) &

—3k+1
6k—2 | |keC
k
-3h =3k+1
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h, k) = | 6h+1 6k —2 |,
h k

al variare di h, k € C.

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

(=R )
w o =

1. Poniamo B = AT,

2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dall’esercizio | 1 | sappiamo che sono tutte

—3h =3k+1
e sole le matrici del tipo | 6h+1 6k —2 | con h,k € C.
h k

3. Una matrice ¢ inversa sinistra di A se e solo se ¢ la trasposta di una inversa
destra di B. Quindi le inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo

(_%S—f: 1 gz J_ré Z) al variare di h, k € C.

Si trovi una forma ridotta di Gauss-Jordan per la matrice A =

N
|
)
w
|
N
|
—_
ol 0

-2 2 =2 0 0

w
\
w
e
\
[N
\
—
—
[N}

Facendo una E.G. ”in avanti” su A otteniamo
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2 -2 2 0 0 6 1 -1 1 0 0 3
A 2 -9 3 _9 _1 8§ E41(—3)E51(2)E21(~2)E1(3) 0O 0 1 -2 —-1 2
l1-2 2 -2 0 0 5 0 0 0 O 0 11
3 -3 4 -2 -1 12 o 0 1 -2 -1 3
1 -1 1 0 0 3 1 -11 0 0 3
Bo(-)  fo 0 1 -2 -1 2 Pas(—1)Fa(17) 0 0 1 -2 -1 2| o
0O 0 0 O 0 11 0O 0 0 O 0 1]
0O 0 0 O 0 1 0O 0 0 O 0 O
Facendo ora una E.G. ”all’indietro” su U otteniamo
1 -1 1 0 0 3 1 -11 0 0 O
U 0 0 1 -2 -1 2 E15(—3)E23(-2) 0 0 1 -2 =1 0 Ei12(-1)
10 0 0 O 0 1 0 0 0 O 0 1
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0O 0 O
1 -1 0 2 1 0
0o 0 1 -2 -1 0
1o o0 0o o 1|™W
0 0 0 0 0 O
W & una forma ridotta di Gauss-Jordan per A.
0 1 0
Sia. A(a)=|a o> —al|, doveacR. Perqueglia€ R per cui A(a)
200 20 1
& non singolare, si calcoli A ()1
0 1 0 | 100 o
(Ala) | I)=|a o> —a | 0 1 0
20 222 1 | 0 0 1
a o> —a | 0 1 0 Eg1(—20)E1 (L) ’oz # 0 : A(0) non ha inversa
1o 1 0o | 100
200 222 1 | 0 0 1
1 .
1 o -1 0 L oo Bs(rss) | # —5 A(_i) non ha inversa
(e}
=10 1 0 | 1 0 0
0 0 142« | 0O -2 1
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1
1 a -1 0 % 0 Ers(1) I a 0] 0 a(l+2a)
—-10 1 0 | 1 0 0 _ 01 0 | 1 0
2 1
00 1 [0 5 19m 00 1[0 —
1 1
Ei2(—a) 100 | —a a(l+2a) 1+2a
— s o1 0| 1 0 0
2 1
0 O 1 | 0 __1+2a 12«
1 —« a(Hl»Q(l) 1+12a
Se a¢{0,—§} Al t=1]1 0 0
2 1

T 1+2a 1+2a

Sia A = <(?; I_Z.Z). Si calcoli A™".

Ricordando che

Al 1 —i =144\ 1 - =144\ 1 - =1+
C6i(—i)—3(1—i)\-3 60 ) 6-3+3i\-3 61 ) 3+3i\-3 '

Poiche

1 1 3%3 3-3i 3-3 3-3 1 1 1,
- = X = = . ~ = - = = - —i==(1-4),
3+3i 3+3i 313 (3+3)(3—-3i)) 32-3%2 949 6 6 6

1 (=i —1+i
Ar=5 =03 6 )

allora

o+ 31 «

@ Si dica per quali « € C la matrice A(«a) = (a L3 a—i

) € non singolare. Per

tali o, si trovi inversa di A(«).

Ricordando che (Ccl Z) € non singolare se e solo se ad — bc # 0 ed in tal caso si ha

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—bc\-c¢ a)’

A(a) & non singolare se e solo se

(a+3i)(a— i) — a(a+ 3i) = —i(a + 3i) #0,
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ossia se e solo se @ # —3i, ed in tal caso si ha:

1 a—1 —«
71 _
Al)™ = —i(or + 310) (—a 3 a+ 3i> '
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Svolgimento degli Esercizi per casa 4

Si scrivano le matrici elementari E13(4), ed E13 di ordine 3 e di ordine 4.

1 0 4 1 00 0 0 1

di ordine 3: Es4)=(0 1 0], Bs@=(0 1 0|,Ez={0 1 0
0 0 1 0 0 4 1 0 O

1 0 4 0 1 0 00 0

. . 01 00 01 00 0
di ordine 4: Ei;3(4) = 00 10 ,E3(4) = 00 4 0 ,Ei3 = 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0

T
Sia A = CT) una matrice reale 2 x n non nulla con le righe uguali. Si trovino

T
tutte le matrici elementari E tali che EA = <3rrT>.

Premoltiplicare A per una matrice elementare equivale ad eseguire un’operazione

elementare sulle sue righe.
T

Poiche A = (£T> con T # 07 (essendo A # O), le operazioni elementari sulle
T

3rT) da A sono esattamente le

righe di A che permettono di ottenere la matrice (r
seguenti:
(a) moltiplicare la 2% riga di A per il numero 3,
(b) sommare alla 2% riga di A la 1% riga di A moltiplicata per il numero 2.
Eseguire l'operazione (a) equivale a premoltiplicare A per la matrice elementare

E-(3) = <(1) g ; eseguire 'operazione (b) equivale a premoltiplicare A per la matrice

elementare Eq;(2) = ; (1) .
Dunque E e {E2(3), E21(2)}

N.B. Se A fosse nulla, anche SrrT sarebbe nulla, e per ogni matrice elementare

T
E di ordine 2 si avrebbe AE = <3rrT).

Sia A = Ey7(2)E3(6)E12(—3)E24Es5(3) di ordine n. Si scrivano A™! ed AT come
prodotti di matrici elementari.
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Per ognii,j=1,...,n, coni # j, ed ogni ¢,d € C con d # 0 si ha

Eij (C)_1 = Eij(—c) ed Eij (C)T = Eji(C),
Ei(d)! = Ei(1/d) ed Ei(d)! = Ey(d),
E;'=E; =E].

Inoltre, se B,C € M,(C) allora (BC)” = C*'B”, ¢ se in pit esistono B~' ¢ C™*
allora esiste (BC)~! ed ¢ (BC)"' =C'B™".
Quindi da A = E47(2)E3 (6)E12(_3)E24E5 (3) segue

A" = (Ey7(2)E3(6)E15(—3)EaEs(3)) ! =
= E5(3)71E2741E12(*3)71E3(6)71E47(2)71 =
= E5(3)EuE12(3)E;(L)Esr(-2)

ed
AT = (E47(2)E3(6)E12(—3)EoE5(3))T =
=E;(3)TELE:(-3)TE3(6) TEy(2)T =
=E;5(3)EgE2 (—3)E3(6)E74(2)
a 3 2 —2a
0 0 a?+9 a’+9
[4]Sia A(a)=| 2 6 4 —3+a |, dove a € C.
1 3 1 —6 — 3«
a+1l 3a+3 2a+1 -1

Per ogni a ¢ {0, 3¢, —3i} si trovi una decomposizione A (a) = L(a)U(«), scrivendo
anche L(«) come prodotto di matrici elementari.

Esi(—a—1)Exa(-1)Ean(-2)E (L) |a#0

Esa() B2 (VEx(Hh) | ¢ {31, —3i}

13 2 -2
001 1

»10 00 a+1 | =B(a)
000 —3a—3
000 20+2

1
e
o O O O =
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1°CASO| « # —1 (nonche « # 0, 3i, —3i)

FEs3 (720(72)E43 (30[+3)E3(

1
1)

1 3 2

0 0 1

B(a)= (0 0 0

0 0 O

0 0O

[a]

0]

L(a) =
’a+1‘

0 0 00
o 49 0 00
0] at+1| 0 0f=
—1| |[-3a-3] 1 0
-1 [20+2] 0 1

S oo o+

SO oo Ww

OO O I

= El(a)E31(2)E41(1)E51(a + ].)EQ(O[Q + 9)E42(—1)E52(—1)E3(a + 1)E43(—3C¥ — 3)E53(20¢ + 2)

a=-1

O OO~ N

S O = O O

o = O O O

— O O O O

=E1(—1)E31(2)E41(1)Eo(10)Eya(—1)Es2(—1)

Se a € {0, 3¢, —3i} non ¢ possibile trovare una forma ridotta di Gauss di A(«)
senza fare scambi di righe, quindi A(a) NON ha una decomposizione L(a)U/(«).

Sia,

3 9 -6 0
-2 -6 4 -1
0 2 -4 0
1 7T 6 0
1 -4 10 -4
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Si trovi una decomposizione A = PTLU.

Applicando I'algoritmo di Gauss ad A si ottiene:

3 9 —6 0 1 3 -2 0
-2 6 4 -1 E51(—=1)Ea1(=1)E21(2) E1(3) 0 0 0 -1
A=10 2 -4 0 0 2 —4 0]—
1 7 6 0 0 4 8 0
1 -4 10 -4 0o -7 12 —4
1 3 -2 0 1 3 =2 0
Eas 0 2 —4 0 E52(7)E42(74)E2(%) 0 1 -2 0
—_ 0 0 0 -1 00 0 —-1|-—
0 4 8 0 0 0 16 0
0 -7 12 -4 00 -2 —4
1 3 -2 0 1 3 -2 0
Eaq 0 1 —2 0 E53(2)E3(%) 0 1 —2 0
- 0 0 16 O ey 00 1 0| —
00 0 -1 00 0 -1
00 -2 —4 00 0 -4
1 3 -2 0
Esa(4)Ea(~1) 01 =20
ey 00 1 0
00 0 1
00 0 O
Sia
1 0 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
01 0 0 O 0 01 00O 00 1 00
P=Ez;Exs=|0 0 0 1 0 01 00 O0f=]0 0010
00 1 0O 0 0 01O 01 0 0 O
00 0 01 0 0 0 0 1 00 0 0 1
Allora
1 0 0 0O 3 9 —6 0 3 9 —6 O
00 1 0 O -2 -6 4 -1 0 2 -4 0
PA=|0 0 0 1 O 0 2 -4 0|=11 7 6 0
01 0 0 O 1 7 6 0 -2 -6 4 -1
0 0 0 0 1 1 -4 10 -4 1 —4 10 —4

Applichiamo D'algoritmo di Gauss senza scambi di righe a PA. Otteniamo una
decomposizione LU per PA:
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1 0 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
0 01 00O 01 0 0 O 00 0 1 0
H=Ex»xE;;=]0 1 0 0 0 0001 0fl=]0100 0]#P
0 0 01O 0 01 0O 0 01 0O
0 0 0 01 0 0 0 0 1 0 0 0 01
e che facendo un’eliminazione di Gauss su HA si ottiene:
1 0 0 0 O 3 9 -6 0 3 9 —6 0
00 0 1 0 -2 -6 4 -1 1 7 6 0
HA=]0 1 0 0 O 0 2 -4 0|=1-2 -6 4 -1|—
0 01 0 O 1 7 6 0 0 2 -4 0
0 0 0 0 1 1 -4 10 —4 1 —4 10 -4
1 3 -2 0
Es1 (1) a1 (2) Ear (~1) B (3) 0 4 8 0 Esa () Eaz(~2)Ea(3)
0 O 0 -1
0 2 -4 0
0 -7 12 -4
1 3 =2 0
01 2 0
—10 0 0 -1
0 0 -8 0
0 0 26 —4

Dunque HA non ha una decomposizione LU.
Quindi ¢ fondamentale, per costruire P, ’ordine in cui si moltiplicano le matrici cor-
rispondenti agli scambi di righe effettuati (si parte dall’ultimo procedendo a ritroso).

Dall’eliminazione di Gauss fatta su A si ottiene che
Es54(4) - Ea(—1) - E53(2) - EB(%) -Egq - Esa(7) - Ego(—4) - E2(%) - Eos - Eg51(—1)-

Eun(-1)-En(2)-E () -A=U.

Quindi la tentazione di intuire L direttamente da questa eliminazione di Gauss e
fuorviante: posto

B = Es4(4) - E4(—1) - Es3(2) - Eg(3) - Esa(7) - Ego(—4) - Ex(3) - Es1(—1)-

‘B (—1) - E1(2) - El(%)

il prodotto delle matrici elementari diverse da quelle corrispondenti agli scambi di
righe, si ha che BPA # U, e quindi PA # B™'U, ossia B™! non & un buon candidato
per L.
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Mostriamo che esistono una forma ridotta di Gauss U* per A, una matrice di
permutazione P* ed una matrice triangolare inferiore non singolare L* tali che

U*#U, P"#£P, L*#L, ma A = (P*)TL*U* = PTLU,

ossia la decomposizione A = PTLU non ¢ unica.
Facciamo una eliminazione di Gauss su A scegliendo degli scambi di riga diversi da
quelli scelti nell’eliminazione che abbiamo fatto precedentemente.

39 -6 0 1 3 —2 0
-2 -6 4 -1 Es1(~1)Eai(~1) Ea1 (2)E1 (3) 0 0 0 -1
A=|lo0 2 -4 o 0 2 -4 0|—
1 7 6 0 0 4 8 0
1 —4 10 —4 0 -7 12 -4

1 3 -2 0 13 -2 0

Eay 0 4 8 0 Es52(7)Es2(—2)E2(%) 0 1 2 0
. lo 2 -4 o0 00 -8 0=

0 0 0 -1 00 0 -1

0 -7 12 -4 00 26 —4

13 -2 0 13 -2 0

Ess(~26)Bs (Z5) 01 2 0 Fsa(4)Ba(—1) 0120

00 1 0 v Joo 1 0

00 0 -1 00 0 1

00 0 -4 00 0 0
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Svolgimento degli Esercizi per casa 5

Si provi che 'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di ordine n € un sot-
tospazio vettoriale di M,,(C) e che I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse)
di ordine n non lo é.
Sia Wi = {A € M,(C)|A = AT} I'insieme delle matrici simmetriche (complesse) di
ordine n.

(1)  Opxn € Wi: OT =0

(i) ABeW, = A+BeW,

AcW, = A e M, (C)
= A +Be M,(C)
Be W, = Be M,(C)

:>A+BEW1

AeW, = A=A"T
— (A+B)T=AT+B"=A+B

BeW, = B=B"

(ii)) acC,AeW, == aAeW,

AcW, — A e M,(C)= aA € M,(C)
— oA e
AcW, = A=A" = (eA)T =aAT =0A
Sia Wy = {A € M, (C)|A" = —A} I'insieme delle matrici anti-hermitiane (complesse)
di ordine n.
(i) Opxn€Wy: O =0=-0
(i) ABeW, == A+BeW,

AcWy,—=— A e M,(C)
= A+B e M,(C)
Be W, = B e M,(C)

AcW,=— A" = A
— (A+B) T =A" 4+ B = A+ (-B)=—-(A+B)

BeW,— B =_B

= A+Becl,
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(ii)) a€C,AeW, == aAcW,
AcWy,= A e M,(C)= aA € M,(C)
AcWo,=A"=-A = (aA)¥ =aA" =a(-A) = —aA
Non & vero che aA € W5 per ogni scalare a ed ogni A € Wa:

prendendo A # Osi ottiene che

aA = oA <= a=oa <<= acR

T

poiche A # O

Quindi se O # A € Ws e a ¢ R (ad esempio se A & la matrice n x n con 1 al posto
(1,n), —1 al posto (n,1) e 0 altrove, ed o = i) allora cA ¢ Ws.

Dunque W5 non & un sottospazio dello spazio vettoriale M, (C).

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & un suo sottospazio:

= { ()=o),
Al )
(G-,

e Per vedere se W, & o non & un sottospazio di R? occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0ec W,

(#1) u+ v € Wy per ogni u,v € Wy,

(#91) cu € W7 per ogni u € Wi ed ogni scalare a.

(z)0<8) € Wi perche 0 —2-0=0.

(7) Seu= <zl>, v = <52) € W1, allora
1 2

1’1—2y1:0
$2—2y2:0

Di conseguenza

(r1 +22) = 2(y1 +y2) = (v1 — 2y1) + (22 — 292) = 0+ 0 =0,
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.o T+ To
equindiu+v = c Wi.
q <y1—|—y2> 1

(i4i) Se u = ch € Wy, allora x — 2y = 0. Ne segue che per ogni scalare o € R si

ha
ar — 20y =a(r—2y) =a-0=0,

e quindi au = « (I> = (a:c) e Ws.
Y ay

Dunque W; & un sottospazio di R2.

e Per vedere se W5 ¢ o non & un sottospazio di R? occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(1) 0 € Wy,
(74) u+ v € Wy per ogni u,v € W,
(#4i) au € W3 per ogni u € Wy ed ogni scalare a.

(1) 0= <8) € Ws perche 02 —2-0 = 0.

(7) Seu= <zl>, v = <z2) € Wy, allora
1 2

2 —2y; =0
(*) {5 g

x5 — 2y =0

1+ o

Perche u+v = (
Y1 + Y2

) appartenga a W5 occorre che sia soddisfatta la condizione:

(%) (21 +22)> = 2(11 +12) = 0.
Da (x) segue
(21 +22)% = 2(y1 +y2) =2 + 23+ 22129 — 2(y1 +92) =
(*)
= (22 — 2y1) + (23 — 2yo) + 2z122 = 22170,

per cui prendendo

T 75 0
T2 75 0
1,2
Y1 =3
Yo = %
si ha che (%) & soddisfatta, ma (**) no, ossia u = ( ) ( ) € Wy, ma
xr1 + o 1
u+v = ¢ Wy (ad esempio, con u = v = (| | € Wy si ha che 2u =
Y1+ 2 3
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u+v = 1) ¢ Ws). Quindi Wy, non soddisfacendo la condizione (ii), non & un
sottospazio di R2.

e Per vedere se W3 & o non & un sottospazio di R? occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(i) 0 € W,
(#1) u+ v € W3 per ogni u,v € Wi,
(7i1) cu € W3 per ogni u € W3 ed ogni scalare a.

(2)0:<8) g W5 perche 0 —2-0=0 # 1.

Dunque W3, non soddisfacendo la condizione (), non & un sottospazio di R2.

Sia A € M, (C). Siprovi che i tre seguenti sottoinsiemi di M,, (C) sono sottospazi
vettoriali di M, (C):

Wy = {B € M,(C)|AB = BA};
Wy = {B € M, (C)|AB ¢ scalare};
W3 = {B € M,(C)|]AB =B"}.

W1 & un sottospazio di M,,(C):
(i)  Opxn € Wit Opxyp € M, (C) e AO = O = OA.
(i) B,CeW, = B+CeW;

BeW; = Be M,(C)
= B+ C e M,(C)

CeW, = C e M,(C)

BecW, =— AB =BA
— A(B+C)=AB+AC=BA+CA=(B+C)A

CeW, = AC=CA

— OéB+C€W1

(t1i) ae€C,BeW; = aBeW;

BeW, = Be M,(C) = aB € M,(C)
= aB e

B € W, = AB = BA = A(aB) = a(AB) = a(BA) = (aB)A
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W5 & un sottospazio di M, (C): poiche
BelW, < Be M,(C) ed 36 € C|AB = igl,,

e poiche M, (C) & uno spazio vettoriale (per cui la somma di due matrici di ordine n
ed il prodotto di una matrice di ordine n per uno scalare sono matrici di ordine n) &
sufficiente verificare che

(1)  AO.,x, = O = 0I, per cui esiste o € C tale che AO = Jpl,, (si prenda
do =0).

(1)  Se B e C sono matrici di ordine n tali che esistano dg,dc € C per cui
AB = gl,, e AC = icl,, allora

AB+C)=AB+ AC =L, +dcl, = (6B + dc)1,.

Quindi esiste dp+c € C tale che A(B + C) = épcIn: si prenda épic = I + dc.

(#it)  Se a € C e B ¢ una matrice di ordine n per cui esista dg € C tale che
AB = igl,, allora

A(aB) = a(AB) = a(dsl,) = (ad)1,.
Quindi esiste d,p € C tale che A(aB) = 0,81, si prenda d,p = adp.

Ws5 ¢ un sottospazio di M,,(C):

(i) Onxn € W3: Opxpn € M, (C) eAO =0 = oT.
(i) B,CeW; = B+CeWs

BeW; = Be M,(C)
= B+ Ce M,(C)
CeW; = Ce M,(C)

BeW; — AB =BT
— AB+C)=AB+AC=B" +c'=B+0O)7

CeW;=— AC=CT

= B+Celly

(iii) acC,BeW; == aBeW;

BeW; = Be M,(C) = aB € M,(C)
— aB e W;
B e W; = AB =B” — A(aB) = o(AB) = aB” = (aB)”
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Sia V' = R? (sp. vett. reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' ¢ un

sottospazio vettoriale di V:
0
s -{0)}:

s:={(0): ()}
sa={("}?)mserf;
s4={(j+f> IaeR}.

e S 1 & un sottospazio vettoriale di V': I'unico elemento di & 1 ¢ il vettore 0 = (8),

e04+0=0€ S;ea0=0¢c 8 per ogniscalare a ( 8 1 & il sottospazio nullo di
R2).

e S 5 non ¢ un sottospazio di V: contiene eg = ma non contiene es +eg = 2eq

0
1
(d’altra parte nessun sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale W che contenga un el-
emento non nullo w # 0 puo essere un sottospazio di W: se U & un sottospazio di W che
contiene w # 0, allora U deve contenere 'insieme infinito di vettori {aw|a scalare },

per cui U stesso deve essere infinito).

e Per vedere se & 3 € 0 non € un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(’L) 0c S,
(i) u+v € 8 3perogniuve Ss;,
(#4i) au € 8 3 per ogni u € S 3 ed ogni scalare a.

1) esistono a,b € R tali che 0 —(* 2 : si prenda a = 2 e b = 0, quindi
0 b
0 S ;.

(ii) Se u,v € 8 3 esistono aq, by, as,bs € R tali che
o a1—2 o a2—2
u= by e v= by ,
CL3—2
u+ve 83 < 3 azgbzeR|ut+v= b )
3

Poiche u+v = @ =2 + az =2
by ba

eb3:b1+b2.

inoltre

(alb_f inQ_ 4) , basta prendere a3 = a1 +ag—2
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(74i) Se u € S 3 esistono a,b € R tali che u = <a;

2), inoltre per ogni scalare
aeR
c—2
aue 3 <«<— J c,d€R|au( d >

Poiche au = « (a g 2) = (aaa—b2o¢)7 basta prendere ¢ = aa — 2a+ 2 e d = ab.
Dunque & 3 € un sottospazio di V.

e Per vedere se 8 4 € o non & un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0e S 4,
(i) u+ve Syperogniu,ve Sy,
(7it) aou € 8 4 per ogni u € S 4 ed ogni scalare .

(¢) Perché 0 appartenga a & 4 occorre che esista a € R tale che (8) = <Z J_r %)

Poiche il sistema
a—2=0
a+1=0
nell’incognita a non ha soluzioni, allora 8 4 non € un sottospazio di V.
Si dica se

Wi={i-vl[veR"}e
W ={2-vlveC"}

sono sottospazi di C™.

Per vedere se W 1 € o non & un sottospazio di C" occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(1)0e Wy,
i) ug +uz € W1 per ogni uj,uz € Wy,
iti) au € W 1 perogniu€e W ed ogni « € C.

(

(

(i) esiste v € R™ tale che 0 =i - v: si prenda v=0. Quindi0 € W ;4

(i) Se ug,uz € W q esistono vy, vg € R™ tali che u; =i-vy ed ug = i-va. inoltre
u; +ux € W, = = V3ER”|u1+u2:i~V3.

Poiché uy +ug =i-vy +¢-ve =1i-(vy+ va), basta prendere vz = vy + va.

(i4i) Seu € W 1, esiste v € R™ tale che u =i - v, inoltre per ogni scalare o € C

ocue W, << IwelR"|au=i-w.
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Poiche cu=« - (i-v) =i (a-Vv),
au€ W, Yue Wi,aeC <<= w=a-veR" VWweR" aeC.

Prendendo ad esempio v =e; € R" ed « =i € C, si ha che av =1i-e; ¢ R" (quindi
u=i-e; € W mentre au =i?-e; = —e; € W 1, non esistendo z € R” tale che
—e1=1-2).

Concludendo, W 1 non & un sottospazio vettoriale di C™.
Per vedere se W 5 € o non & un sottospazio di C" occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

()0 W o,
(#7) ug + ug € W 5 per ogni uz,ug € W o,
(7i1) aou € W o per ogniu € W 5 ed ogni a € C.

(1) esiste v € C™ tale che 0 =2 - v: si prenda v=0. Quindi 0 € W ,.

(i4) Se uz,uz € W 5 esistono vi,ve € C" tali che uy = 2-vy ed ug = 2 - va.
inoltre
u t+uzx € W < = V3€C"\u1+uz:2-V3.

Poiche uy +uz =2-vy +2:ve =2 (vy + va), basta prendere vg = v1 + va.
(7i1) Se u € W o, esiste v € C™ tale che u = 2 - v, inoltre per ogni scalare o € C
aue Wy <<— 3IweC’"|lau=2-w.
Poiche cu=a-(2-v) =2 (a- V),
au€ Wy Yue Woh,aeC << w=a-veC" YweC" aecCl.

Dal momento che C™ ¢ uno spazio vettoriale, allora av € C™ per ogni v € C" ed ogni
aeC.

Concludendo, W 5 & un sottospazio vettoriale di C”.

@ Sia W = {< 0 8) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche di

—a
ordine 2. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale
M5(R) e si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di M>(R) & un insieme di generatori

. {0 D0 9)
(06 9)
{5 D)
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Proviamo prima che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale
reale M>(R).

1° MODO | (i) Ogx2 € W: Ogys € Ma(R) e OF, 5 = Ogy5 = —Ogyo
(i2)

A eW = A € My(R)
B € W = B € M(R)

AceW=— AT =_A
— (A+BT=A"T+B"=-A-B=—-(A+B)
Bew—B"=_-B

= A+BeW.

(i) a€C,AeEW == oaAecW

AcW = A € My(R) = aA € My(R)

= aAecW
AcW=A"= A= (aA)T =aAT =a(-A) = —aA

2° MODO | (i) esiste a € R tale che (8 8) = (_Oa g): si prenda a = 0.

(73) Se A,B € W esistono a,b € R tali che
0 a 0 b
A=(Gd) e o)

A+BeW <« 3 ceRA+B:<O C).

inoltre

—c 0

A+B(—0a 8>+<—Ob 8)(—(a0+b) agb)’

basta prendere ¢ = a + b.

(#3i) Se A € W esiste a € R tale che A = (

Poiche

0

8), inoltre per ogni scalare ao € R

aAeW <= 3 beR3|aA=<_0b 8)
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Poiche

basta prendere b = aa.

Dunque W ¢ un sottospazio di Ms(R).
Vediamo ora quale tra & ;, S 2 e S 3 € un insieme di generatori di .

&S 1 :  Dal momento che ogni elemento di &1 = {((1) 01) ; <_02 3)} € un

elemento di W, per stabilire se & 1 € o non ¢ un insieme di generatori di W, spazio
vettoriale reale, occorre stabilire se per ogni A € W esistono «; ed as numeri
reali tali che

(0 1 02\ ( 0  —ai+2a
A_O”(l 0>+0‘2<—2 0)_<a1—2a2 0 )

0

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = ( 8), il problema diventa

stabilire se per ogni a € R il sistema

(+) —a1 + 200 =a
a1 — 200 = —a
nelle incognite reali g, ay ha soluzione. () & equivalente all’unica equazione
ap — 200 = —a

che ha soluzioni per ogni a € R (si prendano ad esempio ay =0 ed o; = —a).

Dunque & ; € un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

... (1 0 _ 0 1y (1 0 N .
S 5:  Poiche (O 0>¢W,allora Sg—{(l 0),(0 O)}noneunmswme

di generatori per W.

S 3:  Dal momento che (03 g) € W, per stabilire se 8 5 = ,03 g)} ¢o

non & un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale occorre stabilire se
per ogni A € IV esiste « € R tale che

0 3 0 3a
A_O‘(3 0)_(3a 0)

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = (_Oa g), il problema diventa
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stabilire se per ogni a € R il sistema

() { sa=a

—3a=—a

nell” incognita reale « ha soluzione. Poiche (xx) ha soluzione per ognia € R (a = a/3),
allora 8 3 € un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

Si dica se

1 3 1
S = V1 = -1 y Vo = —4 Vg = 2
2 8 —4

¢ un insieme di generatori di R3.

Per stabilire se & @ o non ¢ un insieme di generatori di R occorre stabilire se per

a
ogni | b | € R3 esistono ay, as, a3 € R tali che
c
a 1 3 1 a1 + 3as + ag
b = 1 V1+QoVotQa3Vy == -1 “+ag —4 “+ag 2 = —Q — 40[2 + 20&3
c 2 8 —4 2a1 + 8ag — dag

ossia che il sistema lineare

a1+ 3as+ a3 =a
(*) —aq —4as + 203 =05
201 + 8as — 4z = ¢

nelle incognite o, ag, a3 ha soluzione qualunque siano a,b,c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1 3 1 ‘ a E31(—2)E21(1) ]. 3 ]. | a
1 -4 2 | b —/— T o -1 3 | a+b| o
2 8 -4 | ¢ 0 2 -6 | ¢c—2a
Ea(—2)Ea(—1) 13 1 | a
T ot =3 | —a—b

00 0 | 2b+ec

Poiche esistono a,b,c¢ € R tali che 2b 4+ ¢ # 0 (si prendano ad esempio a = b =0 e

¢ = 1), allora (*) non ha soluzione qualunque siano a,b,c¢ € R, per cui 8§ non & un
insieme di generatori di R3.
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1 3 1
Sianovi=|2];vea=[6] eva=|3] ed e3 € R3. Si dica per quali z € R
0 0 4
I'insieme di vettori S () = {v1;Vva;V3;z-es} & un insieme di generatori di R3.

S (x) = {v1;Vva;vs;x - ez} & un insieme di generatori di R? se e solo se per ogni
a
b | € R3 esistono ay,as, as, as € R tali che

c
a
b =Q1V1 + 2V +Q3V3y +Qy-T- €3 =
c
1 3 1 0 a1 + 3az + as
=1 |2 +ax |6 +asg |3 ] +as-2|0)] = | 201 4 6as + a3
0 0 4 1 das + aux

ossia se e solo se il sistema lineare

a1+ 3as+ag =a
(>(<) 2a1 + 6 +3a3 = b
daz + s = ¢

nelle incognite o, s, ag, oy ha soluzione per ogni a,b,c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

1310 | a\ gy (L310] a
2 6 3 0] b e — 0010 | b—2a]—
0 04z | ¢ 0 0 4 = | c
E32(—4) 1 3 ]. 0 | a
 — 01 0 | b—2a =(B(z) | c(x))
0 00 =z | c—4b+2a
Sex #0
(B(a:) \ c(:c)) — 001 0| b—2a :(U(ac) | d(:c))
00 0 1 | c742+8a

Poiche d(x) ¢ libera per ogni a,b,c € R, allora 8§ (z) & un insieme di generatori
di R3.

Sex=0

1310
B©O) | c©)=[0 0 1 0 | b-2a |=(U@© | d(o))
000 0

| ¢—4b+8a
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Poiche esistono a, b, ¢ € R per cui d(0) ¢ dominante (ad esempio si prendano a = b =0
e c=1), allora & (0) non ¢ un insieme di generatori di R3.

Concludendo, S (z) & un insieme di generatori di R® se e solo se x # 0.

@ Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

0 4 2
vi=[4];vea=1[6];vg=]|—-1 ,
0 2 1

0 1 1
Wi = 4 s Wo = 0 s, Wg = -1 ]
0 2 1

(1)  Per stabilire se {vy;va;vs} sia linearmente indipendente o linearmente dipen-
dente, occorre stabilire se gli unici numeri reali a1, s, ag per cui a; vy +asvae+agvg =
0 siano a1 = as = a3 = 0, oppure no. Poiche, dati oy, as, ag € R, si ha

0 4 2 dag + 203
a1vyi+asve +agvy=a1 |4 | +as |6 ] +a3 | —1]| =|4a;1 +6as —as |,
0 2 ]. 20[2 + Q3
0
allora ayvy + asve +ag3vg =0 = | 0| se e solo se
0
4o + 203 =0
(*) 4&1 + 60(2 — Q3 = 0
20&2 + a3 = 0
11 problema diventa quindi stabilire se il sistema (*) (nelle incognite aq, as, ag) abbia
0
un’unica soluzione (e quindi la soluzione nulla | 0 | ), oppure no. La matrice aumentata
0
04 2 | O
di(x)e: |4 6 -1 | O
02 1 | 0

04 2 |0 Br(3)E1s 1 3/2 —1/4 | 0
46 -1 | 0] ——— |0 4 2 | o]
02 1 ] o0 0 2 1 | o0
Eya(~2)Ea(3) L 3/2 —1/4 [ 0
—— (o 1 12 | o)=(U | 0.

o0 0 | o
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Poiche non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (%) ha oo soluzioni.
In particolare (*) ha una soluzione non nulla, e quindi {vi,va,vg} ¢ linearmente
dipendente (ad esempio, poiche (x) & equivalente a

1
al—l—%aQ—Zag:O
1
a2+§a3=()

prendendo a3 = 1 con la sostituzione all’indietro si ottiene

1 d 3 1 3 n 1 1
g =——quade ap=—-ay—-Qa3=—+—-=
2 2(] 1 oM T M T 4Ty )
1
ossia —% ¢ una soluzione non nulla di (x) e vq — %vz +v3 = 0 € una combinazione
1

lineare nulla di v1,vg,vs con coefficienti non tutti nulli).

(2)  Per stabilire se {wq1;wg;wg} sia linearmente indipendente o linearmente
dipendente, occorre stabilire se gli unici numeri reali a1, aio, ag per cui 3wy +aawa +
azwg = 0 siano a; = as = ag = 0, oppure no. Poiche, dati oy, as, az € R, si ha

0 1 1 2 + Q3
1w, +aowg +agswg=aq 4] +ax |0 +as | —-1] = | 4a1 — a3
0 2 1 209 + a3
0
allora aywq + aowo +az3wg =0 = [ 0| se e solo se
0
as+ag3 =0
() 4o —a3 =0
20[2 + a3 = 0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (*x) si ottiene:

0 E1(1)E12 Lo 0 E32(—2)

40 -1 ]0o)] —"+ fo1 1 o] —5
02 1 | 0 02 1 |0
10 —1/4 | 0\ gy (1O —1/4 | 0

slo1 1 Jo] —= fo1 1 |o|l=(U | o0
00 -1 | O o0 1 | 0

Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x%) ha come unica soluzione
0
la soluzione nulla | 0 |, ossia
0

a1W1 + aowe +aswg =0 — a1 =ag =a3 =0.
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Quindi {wy,wsz,ws} ¢ linearmente indipendente.

Sia W l'insieme delle matrici anti-simmetriche reali di ordine 2. W ¢ uno spazio
vettoriale reale, essendo un sottospazio di Ma(IR) (si veda I’esercizio 6). Si considerino
i suoi sottoinsiemi 8 1, & 2 e 8 3 definiti nell’esercizio 6. Per ciascuno di essi si dica

se ¢ linearmente indipendente oppure linearmente dipendente.

S 1: Perstabilire se & i sia linearmente indipendente o linearmente dipendente,
occorre stabilire se gli unici numeri reali oy ed ay per cui

o (1 0) e (5 6)=(0 0)

siano a1 = ag = 0, oppure no. Poiche, dati ay, s € R, si ha
0 -1 0 2\ 0 —aq + 2a9
O‘1<1 o)*‘”(—2 0)_<a1—2a2 0 )
0 -1 n 0 2y (0 0
Y\ 0) T2 =2 0/ 70 0

—Q +20&2 =0
(*) { O[1—2()é2:0

allora

se e solo se

Poiche (%) & equivalente all’unica equazione

-1 + 20[2 =0
che ha una soluzione non nulla (si prenda ad esempio as = 1 e con la sostituzione
1

2 (§ ) (% 8- 0)

¢ una combinazione lineare nulla degli elementi di & 1 con coefficienti non tutti nulli).

all'indietro si ottiene oy = 2, per cui < > ¢ una soluzione non nulla di (x) e

Quindi 8 ; e linearmente dipendente.

S 5 S 5 non & un sottoinsieme di .
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La domanda se 8 5 sia o non sia linearmente indipendente ha senso non nello spazio
vettoriale W, ma in tutto Mz (R).

Per stabilire se 8 5 sia linearmente indipendente o linearmente dipendente (in
M>5(R)), occorre stabilire se gli unici numeri reali «; ed ag per cui

(Go) o 8)= (00

siano a1 = ag = 0, oppure no. Poiche, dati aq, as € R, si ha

01_|_ 1 0y _[(a o
1 0) 7 0 o) ey 0
0 1 10 0 0
a1 o)t2{0 o) = \o o

041:()[220,

allora

se e solo se

Quindi 8 5 ¢ linearmente indipendente in M (R).

-3 0 0 0
0 3\ (0 0
*“\=3 o)/~ \o o)

S 3 ¢ linearmente indipendente.

S 3: Essendo < 0 3> =+ (0 0) , 'unico a € R per cui si abbia

¢ a =0, per cui
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Svolgimento degli Esercizi per casa 6

Sia V = {a+ bz + cz?|a,b,c € C} lo spazio dei polinomi a coefficienti complessi
di grado minore od uguale a 2. Si provi che B = {2+ 2% 2 — 2%;1 + x} & una base
di V.

Per provare che B ¢ una base di V occorre provare che B & un insieme di generatori
di V e che B & linearmente indipendente (L.I.).

Per provare che B C V e un insieme di generatori di V' occorre provare che per ogni
a + bz + cxz? € V esistono scalari o, 8,6 € C tali che

a+br+cx? = a2+ 2?) + Blo —2%) +0(1 + z),

ossia che il sistema lineare

20+ =a
(%) B+06=0>
a—fB=c

nelle incognite «, 3 e § ha soluzione qualunque siano a,b,c € C. Facendo una
eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

2 0 1 | a\ pyenm@ (10 3 | % Eas(1)
o1 1] b] — o 1 1 | b —
L =10 | ¢ 0 -1 -1 | c-¢
Lo | 35 me (L0 5 | g
-~ lo 1 1 | b —5% o1 1 | b - (U | 4d).
00 2 | c—%+b 0 0 1 | 2¢—a+2b

Poiche d ¢ libera qualunque siano a, b, ¢ € C, allora (x) ha soluzione per ogni a, b, ¢ €
C, e quindi B & un insieme di generatori di V.

Per provare che B & L.I. occorre provare che I'unica combinazione lineare nulla di
suoi elementi ha tutti i coefficienti nulli, ossia che

a2+ 2)+Bx—2*)+5(1+2)=0 = a=B=56=0.

0=al2+2%)+px—2*)+6(1+x)=2a+06)+ (B+ )z + (a— B)a?

si ottiene il sistema lineare nelle incognite «, 8 e §

204+ =0
(xx) B+6=0
a—p=0
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Dal momento che (xx) si ottiene da (x) ponendo a = b = ¢ = 0, una forma ridotta
di Gauss della matrice aumentata di (%) si ottiene da quella trovata per (x) ponendo
a=b=c=0

Lot s 104 o
01 1 | b =01 1 ] o0]=(U ] 0
0 0 1 | 2¢c—a+2b 0010
Poiche 'ultima colonna di (U | O) ¢ libera, (#*) ha soluzioni, e poicheé I'ultima
o
colonna di (U | 0) & nulla, tra le soluzioni di (x*) ¢’@ quella nulla (ossia | 8 | =
]

0
0 | ). Inoltre, dal momento che tutte le colonne di U sono dominanti, (%) ha un’unica
0

soluzione.

Dunque 'unica soluzione di (xx) & quella nulla, per cui B ¢ L.I

Si provi che
10 20 00
5o () (1) (0
¢ una base dello spazio vettoriale V' delle matrici complesse triangolari inferiori 2 x 2.

Per provare che B ¢ una base di V' occorre provare che B ¢ un insieme di generatori
di V e che B ¢ linearmente indipendente (L.I.).

Per provare che B C V e un insieme di generatori di V' occorre provare che per ogni

A= <Z 2) € V esistono scalari «, 8,6 € C tali che

a 0 10 2 0 0 0
(3 7) =eBisomasoma=a(;y V)en(7 9)eo(] 7)

[ a+2p 0
T \a+8+446 a+p8)’

ossia che il sistema lineare

a+28=a
(%) a+pB+6=5b
a+pB=c

nelle incognite «, 8 e § ha soluzione qualunque siano a,b,c € C. Facendo una
eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

143



120 ‘ a E31(—=1)E21(-1) 1 2 0 | a E32(1)E2(—1)
1 1.1 | b Y 0 -1 1 | b—a _
1 10| ¢ 0 -1 0 | c—a
12 0 | a Ba(—1) 12 0 | a
=10 1 -1 | a-=b ey 01 -1 | a-=b :(U | d).
0 0 -1 | e¢—b 00 1 | b—c

Poiche d ¢ libera qualunque siano a, b, ¢ € C, allora (x) ha soluzione per ogni a, b, ¢ €
C, e quindi B & un insieme di generatori di V.

Per provare che B & L.I. occorre provare che 'unica combinazione lineare nulla di
suoi elementi ha tutti i coefficienti nulli, ossia che

OéBl—‘rﬁBz—l—(SBg:O — a:ﬂ:(5:0

0 0 1 0 2 0 0 0
(0 0) :aB1+BB2+(5B3:a<1 1)+ﬁ<1 1>+5<1 0>:

([ a+28 0
T \a+ B+ a+p8)’

si ottiene il sistema lineare nelle incognite «, 8 e §

a+26=0
(%) a+8+6=0
a+B=0

Dal momento che (xx) si ottiene da (*) ponendo ¢ = b = ¢ = 0, una forma ridotta
di Gauss della matrice aumentata di (xx) si ottiene da quella trovata per (x) ponendo
a=b=c=0

12 0 | a 12 0 | O
01 -1 | a=b|=(01 -1 ] 0|=(U | 0).
00 1 | b—c 00 1 | O
Poiche I'ultima colonna di (U | 0) ¢ libera, (**) ha soluzioni, e poiche l'ultima
!
colonna di (U | 0) ¢ nulla, tra le soluzioni di (xx) ¢’ quella nulla (ossia | 5| =
0
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0
0 |). Inoltre, dal momento che tutte le colonne di U sono dominanti, (%) ha un’unica
0

soluzione.
Dunque 'unica soluzione di (xx) & quella nulla, per cui B & L.IL.

Sia W lo spazio vettoriale reale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

0 2 2 3 11

S ={ C1:<2 2)’02:(3 0)’03:(1 0)’
10 0 0 0 1

ci= (g 1):e= (5 o)icn=(1 1)}

¢ un suo insieme di generatori (non ne ¢ richiesta la verifica). Si trovi una base di W
contenuta in & .

“Restringiamo”un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in & vettori che siano combinazioni lineari degli altri
vettoridi & ?

Cs = <8 8) ¢ senz’altro combinazione degli altri:

Cs =0 =0C; +0C3 +0C3 4 0C4 + 0Cg,

per cui togliamo subito Cs (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori
di S che siano nulli), e poniamo

0 2 2 3 11
S1={ Cl_<2 2>’C2_(3 0>’C3_(1 0)’
1 0 0 1
ci=(y 1)ieo= (0 1)

20 passaggio. S | & ancora un insieme di generatori di W. Esistono in S | vettori
che siano combinazioni lineari degli altri vettoridi & 1 7

Poiche
C; =2Cg =0C3 +0C3 + 0C4 + 2Cg
ma anche

1 1
Cg = 501 = 501 +0C2 +0C3 +0Cy4

possiamo togliere da & 1 il vettore Cy, oppure possiamo togliere da & 1 il vettore
Cg, ottenendo ancora un insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo se tra i
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vettori di & ; ci siano coppie di vettori di cui ’'uno &€ multiplo dell’altro,
e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno dei due vettori. In
questo caso abbiamo individuato la coppia C1, Cg e scegliamo di togliere Cj.

Poniamo

O NG O B )

30 passaggio. S , ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in & 5 vettori
che siano combinazioni lineari degli altri vettori di & o 7

Sia a1Co + a3C3 + a3Cy4 + a4Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori
di 8§ 5. Allora da

0 0 2 3 11 10 0 1
(8) =G0 reao)reolo el n) -

_ 200 + g + a3 3a; +as +ay
3y + ag 4+ ay a3+ oy

si ottiene il sistema lineare, nelle incognite o, as, ag, ay
2000 + s+ a3 =0

3a1 +ag+ag =0
053—|—Oé4:0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

0 | 0\ meom@ (1 3 3 01 0\ geoy
3101 o] —5 [o =2 =2 1] 0 —5
001110 00 1 110
1 3 5 0 [0
~ (o1 3 —2 7 o,
001 1 |0

per cui il sistema e equivalente al sistema

Oél-i-%ag—‘r%a:;:o
(*) ag + 3ag —2a4 =0
oz +ag=0
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il cui insieme delle soluzioni ¢

—2h
E};l |h e R
h
-2
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio _51 (si ponga h = 1), si ottiene
1

~2C5 +5C3 — Cyq + Cg = O,

per cui C5,C3, C4 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di & 5 e ciascuno
di loro pué essere scelto come elemento da eliminare da & .

Scegliamo di togliere da 8 9 la matrice Co (combinazione lineare degli altri elementi
di 8 2) e poniamo

soefer= (i ean i Do (0 1)

4% passaggio. S 3 ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in & 3 vettori
che siano combinazioni lineari degli altri vettori di & 3 7

Sia a1 C3 + asCy4 + a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di 8 3.
Allora da

0 0 — 1 1 ta 1 0 ta 0 1 (a1t ax a1t ag
00) 1o 2\o 1 P\l 1) \eit+as awtas
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite oy, as, ag
a; +as =0
Oél+043:0

042+Ck3:0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

101]0] —>s (0o-11]o0] ——
01 1] 0 0 1 1|0
11 0 |0 Bo(d) 11 0 |0
> o1 -1 ] 0] — (01 -1 ] 0
00 2 |0 00 1 |0
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L’unica soluzione del sistema ¢ quella nulla, per cui 8§ 3 € linearmente indipendente,
ed ¢ una base di W contenuta in & .

Qual & la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche

Poiche dall’esercizio precedente sappiamo che

si={o= (1 oo (0 e (0 1)),

¢ una base dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche, allora la dimen-
sione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche & 3 (ossia il numero
di elementi di una sua qualsiasi base).

1 2 0 3
SiaAqg=|1 a+2 a a+2]. Perognia € Csitrovi una base dello spazio
2 4 0 a+6
nullo N(A,) di A,.

Poiche N(Ay) = N(Ug,) per ogni forma ridotta di Gauss Uy di A, troviamo una
base dello spazio nullo di una forma ridotta di Gauss per A4 .

1 2 0 3 Bar (—2)Ear (—1) 1 2 0 3
Ao=11 a+2 a a+2 B 0 o a a—1| =B,
2 4 0 a+6 0 0 O «
1° CASO a=0
1 2 0 3 Ba(—1) 1 2 0 3
Bo=1|0 0 0 -1 e 0 0 0 1] =0
0 00 O 0 0 0O

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(Up) = (numero delle colonne di Ug), — rk (Ug) =4 —-2=2.

Da
T
2 =
e[ vy o frrEmran 2
I3 Ty =0
T4

prendendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di Uy, ossia
la 2% e la 3%, con la sostituzione all’indietro si ottiene

To = h
r3 = k
T4 = 0
r1 = —2x9-—3x4y = -=—2h
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—2h
h
k
0

Siano vy il vettore di N(Ag) che si ottiene ponendo h =1 e k = 0, e va il vettore di

N(Ay) che si ottiene ponendo h =0 e k = 1:

Quindi N(Ag) = N(Up) = lh,k eC

-2 0
[ 0
Vi = 0 € Vo = 1
0 0
-2 0
1 0 . .
Allora vi=| g4 |iv2=1], ¢ una base di N(Ayp).
0 0
20 CASO a#0
1 2 0 3 Ea(L)Ea(L) 1 2 0 3
Bo=(0 a a a-1] — [0 1 1 «<l|=0U,
0 0 O « 0 0 0 1

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(Ugq) = (numero delle colonne di U),, — 1k (Ug) =4-3=1.

Da
il xr1 + 2.%2 + 31’4 =0
X = x2 eENU,) <<= x2+x3+“7_1x4 =0
3 T4 =0
T4

prendendo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di Ug,
ossia la 3%, con la sostituzione all’indietro si ottiene

r3 = h
Ty = 0
To = —T3— “7_1334 = —h
ry = —2(1,‘2 — 3.%‘4 = 2h
2h
Quindi N(Aa) = N(Ua) =3 | | nec
0
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Sia vy il vettore di N(A) che s ottiene ponendo h = 1: vy = _11
0
2
Allora vy = _1 ¢ una base di N(A).
2 0 0 21
. 0 a 0 21
@Sla A, = 4 o—1 0 4 | dove a € C.
0 2 da—6 0

Per ogni « € C si dica qual & rk(Ag) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base
D, di R(Aa).

2 0 0 2i 1 0 0 i
A 0 «a 0 2 Es1(=4)E1(3) 0 «a 0 2
«= 14 a—1 0 4 "o a=1 0o o
0 2 4a—6 0 0 2 4a—6 0
1 0 0 7
Eou 0 ) da—6 0 Eia(—a)Esa(—a+1)E2(3)
} 0 a—1 0 0
0 a 0 21
1 0 0 7
Lot 20— 3 0 B
0 0 —(2a0—3)(a—1) 0|~ "«
0 0 —(2a - 3)a 2i
19 CASO a=1
1 0 0 i 10 0 i
01 -1 gy 01 -1 0
Bi=10 0 0 o " loo 1 2|~
00 1 2 00 0 0
rk(Al):3
2 0 0
Una base B1di C(Ay)e Br=2 |2 :[L]:]°
4110 0
0 2 )
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1 0 0
Una base D di R(A1)e D, = 8 ; _11 ; (1)
—1 0 —24
20 CASO a=3
1 0 0 =« ) 1 0 0 ¢
010 0 Fa(57) Baa 0100
= % =
Bs=1o 0 0 o 000 1| Ys
0 0 0 2 00 0 0
rk(As) =3
2 0 2
Una base B 3 diC(Az)e B s = 0 % 2
na base % 1 % e 3 = 41 I 44
0 2 0
1 0 0
. . _ o] 1| |0
Una base D%le(A%)e D= olilolilo
—1 0 1
3% CASO ag{l,3
1 0 0 1
0 1 2% — 3 0 E43((2<¥—3)0¢)E3(W)
Ba=10 0 —@2a-3)a-1) o0
00 —(2a - 3)a 21
10 0 i ) 10 0 i
L |01 2a-3 0 Ea(3:) 0 1 20-3 0| _4
00 1 0 00 1 0] 7«
00 0 2i 00 0 1
rk(A,) =4
2 0 0 2
. \ _J1o 2 | [ o | [
Una base B, di C(Aq) e B, = alilaz1|: 0 | 44
0 2 4o — 6 0
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Una base D, di R(Ag) e D, =

OO =
—

O = OO

_= O OO

N.B.: Essendo in questo caso C(Ay) < C* e dim(C(Ay)) = 4 =dim(C*), allora
C(A4) = C* e si sarebbe potuto prendere B, = {e1;ez2;e3;eq}.

N.B.: Essendo in questo caso R(Ay) < C* e dim(R(A4)) = 4 =dim(C?), allora
R(A,) = C* e si sarebbe potuto prendere D , = {e1;ez;e3;e4}.

Siano

1 i 0 1
i -1 -1 2i
vi=|2|,ve=]2i |,vg=]| 0 |,va=] 2
0 0 1 —i
1 i 0 1

ed
S ={vi;va;vs;va}.

Sia W il sottospazio di C* generato da & . Si trovi una base B di W contenuta in
S (si usi la Nota 2).

Sia A = (v1 Vo V3 V4) una matrice che ha come colonne gli elementi di S .
Allora W = C(A). Facendo una E.G. su A otteniamo:

1 4 0 1 1 4 0 1
7 -1 -1 21 E41(—1)E31(—2)E21(—i) 0 0 -1 1
A=1|2 22 0 2 00 0 O0]—
0 0 1 —i 00 1 —i¢
1 d 0 1 00 0 O
1 74 0 1
Ean(—1)Es(~1) 00 1 —i
_ 0 00 0]=U
0 0 0 O
0 0 0 O
Poiche le colonne dominanti di U sono la 1% e la 3%, B = {vy;vs} & una base di

C(A) =W contenuta in & .
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1 2 1

Si dica per quali a € R l'insieme B 4, = al;|0);|a+1 & una base
1 2 a+1

di R? (si usi la Nota 2).

Costruiamo una matrice le cui colonne siano gli elementi di B ,:

1 2 1
Ao=la 0 a+1
1 2 a+1

Il problema diventa stabilire per quali € R si ha che rkA, = 3. Facciamo un’eliminazione
di Gauss su Ag,.

12 1 Bai(-DBa(-a) (L 2 1
Ag=[a 0 a+1] 2" (0 —20 1]|=B,
1 2 a+1 0 0 a

1 2 1
10 CASO: a=0 BO = 0 0 1 = UO
0 0 0
rk(Ap) =rk(Ug) =2 # 3= B, NON E’ una base di R3.

20 CASO: a#0

12 1 Bs(1/0)Ea(—1/20) 12 1
Bo= [0 —2a 1 01 —1/2a ] =U,
0 0 a 00 1

rk(Ag) =7k(Us) =3 == B, E’ unabasedi R3
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Svolgimento degli Esercizi per casa 7

Si dica quale delle due seguenti posizioni definisce un’applicazione lineare:
(a) fi : M,(C) = M,(C) definita da f;(A) = AT per ogni A € M, (C);
(b) fo: M, (C) = M, (C) definita da fo(A) = A? per ogni A € M, (C).

Fissato i € {1,2}, per vedere che f; : M,(C) — M, (C) & un’applicazione lineare
occorre verificare che siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) fi(A+B) = fi(A) + fi;(B) per ogni A, B € M,(C);
(2) fi(aA) = af;(A) per ogni A € M, (C) ed ogni a € C.
e f1 verifica la condizione (1) ?
Poiche la trasposta della somma di matrici ¢ la somma delle trasposte si ha:
fIA+B)=(A+B)" =AT +B" = fi(A) + fi(B) VA,B € M,(C).
Dunque f; verifica la condizione (1).

f1 verifica la condizione (2) ?

Poiche la trasposta del prodotto di una matrice per uno scalare & il prodotto della
trasposta della matrice per lo scalare, si ha:

fi(aA) = (aA)T = aA” = afi(A) VA € M,(C),Ya e C.

Dunque f; verifica la condizione (2).

Verificando entrambe le condizioni (1) e (2), f1 & un’applicazione lineare.

e f5 verifica la condizione (1) ?

Essendo
f2(A+B)=(A+B)>=(A+B)(A+B)=A?+ BA + AB + B?
f2(A) = A?
f>(B) =B
se fosse fo(A + B) = fo(A) + f2(B) per ogni A,B € M, (C), sarebbe
(x) BA+AB=0 VA,B¢e M,(C)
Ma (*) e falsa: si prenda, ad esempio, A =B =1,.

Dunque f3 non verifica la condizione (1) e quindi non & un’applicazione lineare.

Sia g : M3(C) — C? definita da g(A) = Ae; per ogni A € My(C).
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(a) Si provi che g & un’applicazione lineare.

(b) Si trovino lo spazio nullo N(g) e lo spazio immagine I'm(g) di g.

(a) M2(C) e C? sono entrambi spazi vettoriali complessi. Verificare che g & un’applicazione
lineare significa verificare che sono soddisfatte le seguenti condizioni:

(1) 9(A +B) = g(A) + g(B) per ogni A, B € M(C);
(2) g(aA) = ag(A) per ogni A € M5(C) ed ogni « € C.

(1): g(A+B)=(A +B)e; = Ae; + Be; = g(A) +g(B) VA,B e My(C);

Dunque g verifica la condizione (1).

(2): g(aA) = (eA)e; = a(Aer) = ag(A) VA € My(C), VaeC.

Dunque g verifica anche la condizione (2), per cui & un’applicazione lineare.
(b) Poiche g(A) = Aey ¢ la 1% colonna di A, allora

e N(g) = {A € M5(C)|g(A) = 0} & l'insieme delle matrici complesse 2 X 2 con la

prima colonna nulla, ossia
0 a
var={(y )

e Im(g) = {g(A)|A € M3(C)} ¢ I'insieme dei vettori di C? che siano prime colonne

a,bE(C},

di matrici complesse 2 x 2. Poiche per ogni (Z) € C? esiste A € My(C) tale che <Z)
sia la prima colonna di A (si prenda, ad esempio A = (Z 8) ), allora Im(g) = C2.

Sia f : RZ — My(R) definita da:

(G = (s “37) () ew

(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate
1 1 0 1 0 1 0 0 2 0
5= {0):@)) 20 o) @) G )G

su dominio e codominio rispettivamente.
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(¢)

<<
:<<

g

Per provare che f e un’applicazione lineare occorre provare :

1. f((le) - (‘;z)) = f(@i)) +f(<cbf>) Wai, by, az,by € R

ai
a, — by

+ (i)

a + ag

ar +az) — (by + ba)

a1 + ag

a; —by) + (a2 — be)

ay + by
by

def. somma
vettori colonna

1

(al + a2) + (bl + bg)
b1 + by

(al + bl) + (ag + b9)
b1 + b2

asg az + bo
)+ (" ")
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by + b2

commut. di + in R

prop. assoc. e

’ def. somma matrici




def. prod. di uno scal.

per un vett

a _ aa B aa aa+ab)
2. fla <b)) o # (ab>) o (aa —ab ab ) o
propr. distr. def. prod. di uno
in R scal. per una matr.
B aa ala +b) B of @ ot b\
N ala—b) ab - a—=b b )

(ee) La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio
e codominio rispettivamente e la matrice

a=(cot((})n emr(3))-

Dalla definizione di f si ottiene:
1 1 2 1 1 3
1 2 1 3
A (emifo 2 e (i)
Calcoliamo le coordinate rispetto alla base ordinata D di un generico elemento

(CCL Z)ERQ.
CD((CCL 2)) _

=«

quindi

()=
0 )21 1)+ 0) (0 0)-

(2 a+ﬁ)
- \B+o B
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2y = a B = d
. oo a+pB = b . y = a/2
Risolvendo il sistema B+6 = ¢ otteniamo a=b-B=b—d ,
B = d 1) -5 —d
quindi
b—d
a b d
Co( (c d)) S le—d
a/2
In particolare, specializzando a 12 , 13 , otteniamo
0 1 -1 2
1 1
1 2 1 1 3 2
1/2 1/2

La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e
codominio rispettivamente € quindi la matrice

1 1
1 2
A= -1 -3
1/2 1/2
Siano
1 2 1
B =<vi=|1];vae=|1];vg={1 e
0 1 1
1 0 2
B ' =<¢{vi'=(0]:va'=[1];vs' =11
1 1 1

Dopo aver provato che B e B’ sono due basi ordinate di R3, si calcolino le matrici
di passaggio

Mg p(da B'a B)eMgr_p (da B a B').

1 21 10
Siano A= |1 1 1]edA’"=[0 1 le matrici che hanno come colonne gli
0 1 1 11

— = N

elementi di B e di B’ rispettivamente. Per provare che B e B’ sono due basi
ordinate di R3, occorre provare che A ed A’ hanno entrambe rango uguale a 3.
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Facendo una E.G. su A si ottiene:

1 For(—1) r 2 1 Bas(—1)Ea(—1)

102\ gy (102
A=[o1 1] — o1 1
11 1 01 -1
Bo(— 10 2
—— (01 1] =U
00 1

per cui tk(A")=rk(U") = 3.

La matrice di passaggio Mz . g da B'a B &

Mg.g =(Cgs(v)) Cgs(vh)

1
=Cs(|0]) Csn(
1

Ba(eny (1 02
—— (o1 1]=

00 —2
Cr(vy) =

0 2
1) Cs({1])
1 1

a a
calcoliamo C' 5 ([ b |) per un generico vettore [ b | € R3, e specializziamo la formula
c
1 0 2
ottenuta ai tre diversi vettori (0|, [ 1], | 1]. Poiche
1 1 1
a Q a 1 2 1 a+28+9
Cs(|lb])=1|28 bl=all|+p|1]+0|1]|=|a+L+6 ],
c 0 c 0 1 1 B+6
«, B e § sono soluzioni del sistema lineare
a+28+d=a

(%) a+p+0=0>

B+d=c
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Facendo una E.G. sulla matrice aumentata di (*) otteniamo

1 21 | a Eor(—1) 1 2 1 | a
1 11 | b _— 0 -1 0 | b—al|—
011 ] ¢ 0o 1 1 | c
E32(—-1)E2(-1) 121 | a
T ot 0 | a—b

001 | coa+th

da cui, con la sostituzione all’indietro,

d=c—a+b
B=a—-b
a=-280—-64+a=-2a+2b—c+a—b+a=b—c

a b—c
Dunque Cg (| b]|)= a—>b |, percui
c c—a+b
1 -1 0 0 2 0
Cu(l0])= 11, Cu(l1])=(-1}), Cus(|[1])=|1],
1 0 1 2 1 0
e quindi
-1 0 0
Mg g =|1 -1 1
0 2 0

Analogamente si ha:
1 2 1
Mp.es=(Cs(|1]) Cs/(|1)) Cs/([1])],
0 1 1

ma dal momentoche M 5/, g = M%l g calcoliamo M g /. 5 usando I'algoritmo
di Gauss-Jordan:
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-1 0 0] 100 Ea1(—1)E1(~1)
Mpes | ) =11 -1 1101 0] ———
0 2 0] 001

10 0 [ =10 0\ g,
—-{0 -1 1] 1 1 0 _
0 2 0 | 0 1
10 0 | -1 0 O Bs(1/2)
—-10 1 -1 | -1 -1 0 _
o0 2 | 2 2 1
10 0 | -1 O 0 Eas(1)
—-10 1 -1 | -1 -1 0 _
00 1 | 1 1 1/2
1 0] -1 0 O
-0 1 0| 0 0 1/2
0 1] 1 1 1/2
Dunque
-1 0 O
Mg =Mz, z,.=(0 0 2
1
1 3
2 1
SiaA=| 0 6 | la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R2 — R3
-1 -2

rispetto alle basi ordinate

- (ee ()

1 1 0
D=cwi=|1];wa=[0];wg=]1
0 1 0

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A" associata ad f
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rispetto alle basi ordinate

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ e D’ su dominio e
codominio rispettivamente ¢ la matrice
A'=M3_,AMgp. 5’

dove
Mop . p/ &lamatrice di passaggioda D' a D e

Mg . 5 ¢lamatrice di passaggioda B'a B.
Per calcolare

My, p =Mpp=(Cop(w1) Cp/(w2) Copi(ws) ),

a
calcoliamo prima le coordinate rispetto a D ' di un generico | b | € R3.

a « a 1 1 0 a—+p
Cp:(|lb])=1|28 t.c. bl=al0])+B8|-1]|+6|0] = -6
c 1) c 0 0 1 1)
Dal momento che
a+p = a 6 = c
6 = ¢ a = a—08 = a+b
a a+b
otteniamo: C'p ([ b])=1| —b
c c

In particolare, specializzando a w1, wo € wW3;

Cpi(w1)=Cop(

[ N
S—
Il
\
—_
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1 1
CD/(W2):CD/( 0 ): 0 s
1 1
0 1
C’D/(W3):CD/( 1 ): -1 5
0 0
per cui
2 1 1
My, p =Mpip=[-10 -1].
0 1 0
Per calcolare M g . 5+ = (C’B (vi) Cs (V'z)), calcoliamo per prima cosa le co-

ordinate rispetto a B di un generico (Z) € R2.

co)-6) e ()=o()or()-(:33)
Dal momento che

a—p a 2a=a+1b a=(a+b)/2
{a—i—ﬁ - b {2ﬁ:b—a = {— —a

otteniamo C g (<Z)) = (EZ +2;§§) .

. . , ,.
In particolare, specializzando a v e v5:

cavp=cnl(o)=(3) ¢ enom=ca((Ih- ()

percuiMBFB/=<_22 f)

: ! . N . .
La matrice A" che cerchiamo ¢ quindi

2 1 1 2 1 5 4
A'=M,, , AMg,. 5 =[-1 0 -1 0 6 (2 1):

163



Svolgimento degli Esercizi per casa 8

Sia v € R™. Si provi che [|v||oc = ||V||1 se e solo se v & un multiplo di una colonna
di I,,.

Siav=| . |. Allora

[Vlle = Jor] + Jvaf +-- -+ [va] e
[Vlloo = |v;] dove i € {1,...,n} ¢ tale che |v;| > |v;| Vj #i.

Si ha:
[VIw =[IVlli <= [vi| = |o1] + vz + - + |vg]

= |y =0 Vj#i
= v; =0 Vj#1
< V =v;€;.
Sia A = (a;;) una matrice complessa quadrata di ordine n tale che A = A = A2

e slano by, ba, ... ... ,b,, € C" le colonne di A. Si provi che ||b;||3 = a;; per ogni
i=1,...,n.

Poiché b; = Ae;, allora

AF = A
Ibil3 = [Aeil3 = (Ae;)?Ae; = e;TAT Ae; =
A2 = A a4
az;
=e;TAAe; = e;HAe; =e; 7 . = aj;.
Anj

Sapendo che la posizione (") : M2(C) x My(C) — C
4
al as bl bg o —
( <CL3 0,4) | (bg b4> ) - azbl.

i=1
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definisce un prodotto interno, si consideri la norma ||| : M2(C) — Rx>¢ da esso indotta.
Si trovino tutte le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A| = 2v/2.

La norma ||| : M2(C) — R>¢ indotta dal prodotto interno ¢ definita da:

Gl =G (@ m) - vEnme-

= T a2 v(“l @

2
as a4

) € My(C).

ay

Una matrice A = (
as

a N
a2) € M5(C) e scalareseesoloseas =az3 =0ed a; = a3 =«
4

per un opportuno « € C, ossia se e solo se

aae<C|A:(O‘ 0>
0 «

Dal momento che

15 9)ll=2v2 = ViFsorToETar —2v2

«

=  |a]vV2=2V2
= o] =2,

le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A|| = 2v/2 sono tutte e sole le
matrici del tipo

(a 0) con « € C tale che |a] = 2.
0 «

N.B. I numeri complessi « tali che || = 2 sono tutti e soli quei numeri complessi
che corrispondono ai punti nel piano di Gauss che stanno sulla circonferenza di centro
0 e raggio 2. In particolare, ci sono infiniti numeri complessi « tali che |a| = 2, per
cui ci sono infinite matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A|| = 2v/2.

Sapendo che la posizione (*]') : C2 x C2 — C definita da

T Y1 ) _ = 9%
((962) ‘ (yz) T1Y1 + 2%2Y2

definisce un prodotto interno, siano [|'|| : C* — Rx( la norma da esso indotta ed
u=ej;+es.
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a 1 trovino tutti 1 vettorlt X = all cne |([X|| = ||X]||2-
Si trovino tutti i vettori il tali ch
2

(b) Si calcolino cos(€1u) e cos(ezu).
La norma ||| : C* — R indotta da (*|) ¢ definita da

HE = ()] () = Voo 2am = Vi + 2laaP.

L2

(a) Sia x = (?) Essendo ||x|| = v/|z1]%2 + 2|22 e
2

[ _\ (= — —
Ix|l2 = Vxfx = (1‘1 xg) (é) = VT1x1 + Toxo = V/|21]% + |22)2,

allora
x| =lxllz <= Ve +2lz2]? = /21> + [
= |21 + 20z = [a1]? + |22
> |22 =0
<— 19=0
Dunque

fxee2 il = Ixlz} = { (§) [a e} = te)

(b) Essendo

1
Jexll = | (5) ]| = v+ 207 =1
-

pull = || () || = v = va
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N
o
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I
—
R
— o
~
7 N\
— =
N—
N—
I
ol
—_
+
N
=
—

Il
N

allora

&) = (eiw) 1
cos(€1t) = iy = V3

ah) — (e2lw) 2 /2
cos(€qu) .
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Svolgimento degli Esercizi per casa 9

Si trovi una base ortonormale del sottospazio

7 -1 1 0
-1 —1 0 0
V_< i =1 (1] ]2 >
-1 —1 0 0
di C*.
Costruiamo dapprima una base di V: poniamo
) -1 1 0
-1 | - 0 0
W1 = i ) W2 -1 W3 = 11> Wy = 2
-1 —1 0 0
e calcoliamo una base di C(A) dove A = (W1 Wg W3 w4) )
i —1 1 0
-1 —i 0 0 E41(1)E31(—i)E21(1)E1(—1)
A =(wowe wa o wa) =1 )y
-1 —i 0 0
1 2 —1 0 1 ¢+ —2 0
00 —i 0 Es(—31i)E42(i) B2 (i) 00 1 0
7 oo o 2 00 0o 1]°Y
00 —i 0 0 0 0 O

Poiche U ha come colonne dominanti la 1%, la 3% e la 4%, allora una base di C(A) =V
e {wiiwsz;wal.

Troviamo una base ortogonale di V applicando ’algoritmo di Gram-Schmidt
a

) 1 0
-1 0 0
Vi = W1 = i V2 = W3 = 1 y Vg = Wy = 92
-1 0 0
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Uz = V2 — (j2Uzg,

U2 = V2 — Qj2U1 =
1

= V2 —+ 57;111 =
1 7 1
ol . -1] -
RN 2| 1
0 -1 —1

ug = Vg — (j3ug — QipzUug,

(u1]va)
0 —— =
ui # Q12 (u1|u1)
1
" ) ‘ 0 .
(111|V2) =Uuy V2 = (72 -1 — 7].) 1 = -2
0
)
H . . -1
(ui|ur) =ur1up = (—z -1 —3 —1) = 4
-1
21 1.
— 19 = —Z = —52
W #0 = a3= (ua|vs)
(u1|un)
0
0
(111|V3) = uy V3= (77, -1 —i 71) 2 =2
0
(111|111) = ulHul =4
— 2 1
o = —_- = -
13 4 2
_ (uz|vs)
uz #0 = a3 =
(uzfuz)
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(llz\V3) = quVs =

(112\112) = llellz =

ug = Vg — (13U — QiozUz =

1 1,
:V3—§u1—§zu2:

0 ) 1 —3
o -1 _ 1 -l |0
I ) 2| 4 2 1 I
0 -1 —i 0
Dunque

1 1 —1

_ |11, =i, 0

u; = i ;U2 2 1 yug = i

—1 —1 0

€ una base ortogonale di V.

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata

al punto , ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in
per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di uy, ug ed ug :

alls = /(o) = i = 2
luzll2 = \/(uafuz) = vi=1

—1

Juslls = Vwslus) = | (i 0 —i 0)| ) | =vITi=v2
0
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Allora

) 1 —1

B—{ ll]_. 112. us o 1 -1 ]. —1 ]. 0
Jugll2” [luzfl2” [lus]l 21 @ )72 L )Vv2 e

-1 —1 0

¢ una base ortonormale di V.

Si consideri il sottospazio

W_<(é 8>5<é 20i>;<8 1j2¢>>

di M>(C). Si trovi una base ortonormale di W rispetto al prodotto interno (-|') :
M5(C) x M5(C) — C definito nell’esercizio degli “Esercizi per casa”8.

1l prodotto interno su Ms(C) definito nell’esercizio degli “Esercizi per casa’8 e:
(") : Ma(C) x M3(C) — C con

ar a by b .
1 a2 1 b2\ g
((a3 a4> ‘ <b3 b4>) B ;albl
e la norma da esso indotta &: ||'|| : M2(C) — R con
o a) =y (G )1 )=
az Qa4 o az Q4 az Q4 o
= /X1 @ ai =

—VThilal (3 2) o).

as

. 1 0 1 24 0 1
Siano vy = 0 o) v2=1o o)evs=1\o 149i)

Poiche & = {v1;va;Vvs} ¢ un insieme di generatori di W,

troviamo una base B di W contenutain S .

Esistono elementi di S che siano combinazioni lineare dei rimanenti ?
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Sia a1 vy +aove+azvy = 0 una combinazione lineare nulla dei vettoridi S . Allora
da

0 0 _ 1 0 + 1 2 + 0 1 o o1 + Qo 2ia2+a3
00/ “No o))"\ 0)7*\0 1420) "\ 0 (1+2i)as

si ottiene il sistema lineare, nelle incognite ay, as, as,

a1 +as=0
2t + a3 =0
(1+2i)0&3=0

che ha come unica soluzione quella nulla (ossia a; = as = a3 = 0).

Dunque & ¢ L., percui B = & ¢ una base di W.

troviamo una base ortogonale di W applicando a B = {v1;va;vs} lalgoritmo
di Gram-Schmidt (dove il prodotto interno

() : Ma(C) x M2(C) —» C

¢ definito sopra).

Uz = Vg2 — (j2U;

uq 7é 0 — 12 = (u1]va)

(uz|uy)
(ulva) = (g o)

(u1u1)=(<(1) 8)|((1) 8)):1-1+0-0+0-0+0-0=1~1+0+0+0=1

(1) 2(;)):1-1+0-2z‘+0~0+0-0:1~1+0-2i+0+0:1

_ 1 _
alg—T—l

1 2 1 0 0 2

U2 = V2 — (1201 = V2 — Uy — 0 0 — 0 0 = 0 0
0 2
== 9)

ug = vz — (3ug — QiggUuz
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u #0 = a3 = 781;33

1 0 0 1 = = = = .
(111V3)—(<0 0>|<0 1+2Z.))_1-0+0~1+0-0+0-(1+2z)_1-0+0-1+

0+0-(142)=0
0

_ 0 _
N3 = Tupluy) —

U2 75 0 — Q93 = (uz|vs)

~ (uzfuz)

0 2\, [0 1 o , _
(112V3)(<0 O>|<O 1+2i))0-0+22~1+O~0+0~(1+22)02201+0+
0-(1+2i) = —2

(upluz) = (<8 20’> | (8 202>) =0:04+2-2+0-04+0-0=0—4i2+0+0 = —42 =
—4(~1) =4

—2%
Q23 = 1 -

. 0 1 i (0 22 0 0
Uz = Vg — (j3U1 — Qa3Uz = V3 + U2 = 0 1+ 2 +3 o o/~ \o 1+ 2

e (00
37\0 1+2

[CIES

Dunque

5 S/t oy (0 i\ (0 o0
" =10 0/ o o)™ 0o 1+2

€ una base ortogonale di W.

Costruiamo base ortonormale di W normalizzando la base ortogonale B ;

trovata al punto , ossia dividendo ciascun elemento di B ; per la propria norma
(dove la norma & quella indotta dal prodotto interno).

Cominciamo con il calcolare la norma di uy, us ed ug :
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o] = /(fu) =vi=1
luzll = \/(uzluz) = vVi=2

sl :\/m:\/((g 1£2¢><8 1+O2z')):

—\/ﬁ 0+0-04+0-0+(1+2i)-(1+2i) =
=/0+0+0+ (1 -2i)(1+2i)=/1-(20)2=y1+4=15

Allora

¢ una base ortonormale di W.

Siano

0 1 i 1 0
; i -1 0 1
a= () et
1 -1 0 1
Si trovino basi di Vi- e Vit.
0
(a) Se A= [ | allora C(A) =V, e V- = C(A)+ = N(AT).
2

Facendo un’eliminazione di Gauss su A? otteniamo:
I ) En (i) .
A :(0 —i 2) " (0 1 22):U
Poiche N(A®) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne diU —rango di U=3—-1=2,

una base di Vi ha 2 elementi (d’altra parte dimV;=1 e dimC®=3, per cui a priori
potevamo dedurre che dimV;t = dimC? — dimV; =3 — 1 = 2).

Z1

x= |z | e NA¥) = N(U) <= 29+ 2iz3=0
zs3
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quindi

h
Ny = | =2k | ke
k
Una base di Vi* &
1\ /0
0l (-2
o) \ 1
1 i 10
ysea=|1 1T | allora C(A) =5 e Vi = C(A)- = N(AT).
i -1 0 1

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

1 —i 1 —i 1 —i 1 —i
H —i -1 —i -1 Ba1 (1) E21(9) 0 0 0 0
ATV = 0 1 o 1o i 0
0 1 1 0 1 0 1
1 —i 1 —i 1 —i 1 —i
. 0 i 0 i Baa(—1)Ea(—1) 0 1 0 1| _ 4
0 0 0 0 ’ 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0

Poiché N(A#) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U=4 -2 =2,

una base di V5" ha 2 elementi.

X1 . .
. Ty — i+ x3—txy = 0
X = x2 e NAF)=NU) —
xi To + T4 = 0
Quindi
—h
v =N =L | mkec

k
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ed una sua base ¢

Siano W e () : M2(C) x M2(C) — C come nell’esercizio . Si trovi il comple-
mento ortogonale W+ di W in My (C) rispetto al prodotto interno (-|").

Il complemento ortogonale di W in M3(C) &

Wt ={veM(Q)|av)=0 YweW}

Dal momento che

/10y (1 2\ (0o 1
Vi=lo 0o/7Y27 o 0o/)'V3 7 l0 142

¢ un insieme di generatori di W, allora

Wt ={v e My(C)|(v4]v) =0 peri=1,2,3}.

Se v = (‘“ "2> € M,(C),

as Qg4

10 - _ _ _
(V1|V) :(<0 0>|(a1 02)):1,a1+0.a2+0.a3+0.a4:

a3 Qa4
=1l-a1+0-a2+0-a3+0-a4=

:al

:(<(1) 2()Z> | (al a2>):1.a1 +2i-ay+0-a3+0-as =

~—

(v2 |v az a4

=1l-a1—2t-a2+0-a3+0-a4 =

= ai; — 2ia2

0 1 a1 a = - = —
(valv) (<0 1+2@')|(a; az>)Ooa1+1oa2+00a3+1+21~a4

:0'(114’1'(124’0'0;34’(1*27;)-CL4:

=as + (1 —2i)ay
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Dunque

wt = {(al a2> € MQ((C)’CM = a1 — 2iaz = az + (1 — 2i)as = 0} =
as Q4

= {<Z; Zi) S Mz((C)‘(Ll =Qag = a4 = O} =

(€ Yhes)

21
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = 516 sul sottospazio
10
1 81 71
1 0 -1
U= < 01’ —i|’ | — >
0 1 1
di C3.
Troviamo una base ortonormale di U.
Poniamo
) 81 74
|1 10 -1
W1 = 0 9 W2 = — ) W3 = —i
0 1 1

i 8 T
1 0 =1 E21(=1)E1(—1)
A:(Wl Wao W3): O _ i
0 1 1
1 8 7 1 8 7
0 -8 —8| PeCDEa@FC: [ 1 1
“lo —i i 00o0|=Y
0 1 1 00 0

Poiché U ha come colonne dominanti la 1% e la 2%, allora una base di C(A) = U &
{Wl; Wz}.
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Applichiamo ora 'algoritmo di Gram-Schmidt a

i 81
Vi =Wy = L Vo = Wg = 0
1=W1 = [five=Wwa2=
0 1
per trovare una base ortogonale di U.
i
u =vy = 1
1=V1i= 1
0
up|v2
uz = Va2 — (q2U1, u #0 = 012:( [va)
(u1fuy)

(uplve) =u1" vy = (—z 1 0 0)
(uijug) =uy; "y = (fz 1 0 O)
8
— (2 = 5 =4
Uz = V2 — Uy =
= Vg — 4111 =
8i i 44
0 1 —4
ol I el IV el
1 0 1
i 43
Dunque ¢ u; = é ;Ug = :z & una base ortogonale di U.
0 1

Costruiamo base ortonormale di U normalizzando la base ortogonale {uj;uz}, ossia

dividendo ciascun suo elemento per la sua norma euclidea.
Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :
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laall2 = /(uaur) = v2

4i
. . —4
uzlle = V(uzluz) = [(—4i —4 @ 1) [=v16+16+1+1=+34
1
Allora
i 44
u; uz 1 |1 1 —4
B={uy =——u=—"}=<{(— P — i
= e ™ Juala? =) va (0 VB | i
0 1
¢ una base ortonormale di U.
21
La proiezione ortogonale di v = gf sulU e
10
Py(v) = (ur*[v)ur” + (uz”|v)uz”
dove
2i
* * *6
(ur*lv) = (") v = % (-i 1 0 0) i | =
10
= (-2 —6) = %
2i
. " . . —6
(u2*lv) = (ux*)flv = \/% (—4i —4 i 1) gi | =
10
= \/%(—41'21' — 4(—6) +i8i + 10) = /34
Quindi
i 44
1 —4
_ 4 * / x 4 1 / 1 _
PU(V) = —ﬁul + 34112 = _ﬁﬁ 0 + 34ﬁ —i =
0 1
7 47 27
1 —4 —6
=2 0 T —i ]| =
0 1 1
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@ Siano W e (") : M2(C)x M3(C) — C come nell’esercizio . Si calcoli la proiezione

ortogonale Py (v) di
1 1
V= (2@‘ 3\/3> € M, (C)

su W rispetto al prodotto interno (-|).

Nell’esercizio abbiamo trovato che

L (1 Oy . (0 i\ ., (0 0
u1_007u2_00au3_01%1

¢ una base ortonormale di W (rispetto al prodotto interno (*|') ed alla norma da esso
indotta su My (C)).

. . 1 i .
La proiezione ortogonale di v = (22, 3\/5) suW e

Py (v) = (ur*|v)ur™ + (u2*|v)uz® + (ug*|v)us”

dove

=1-140-i4+0-214+40-3v/5=1

i) =8 (L si5)-

=0-147-i+0-2i+0-3v5 =

=0-1—4-i+0-24+0-3v5=—-i2=1

) = (o 152)1 (5 g05))=

+2i _
12 .35 =

=0-140-i4+0-2i +

:O~1+0~i+0~2i+1\_/§i-3\/5::3(1—22')
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Py (v) =w* +ug* +3(1 - 2i)ug” =

1 0), (0 i
0

:<(1)

1

V5
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Svolgimento degli Esercizi per casa 10

1 1 =2 9

[1]SiaA=|i -1 -2 0

-1 —z 2 0

(a) Si trovino una decomposizione QgRo-non-normalizzata ed una decomposizione
QR-normalizzata per A.

(b) Si calcoli la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A) di A.

(a) Poniamo

1 1 -2 94
Vi = ) s Vo = -1 y Vg = -2 s Vg = 0
-1 —1 2 0

e applichiamo l'algoritmo di Gram-Schimdt a {vi,va,vs,va}.

Otterremo 4 vettori, uy, ug, ug, uy. Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in
tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di Gauss U di A: le eventuali
colonne libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

Lo =2 90\ pyma-y (LG 2 9
A= i —1 =2¢ 0 _ 00 0 9]—
-1 — 2 0 00 0 9

Ea(—94)Ex(1/9) 1 ¢ =2 %
_ 00 0 1]=U0
00 0 O

Poiche U ha come colonne libere la 2% e la 3%, applicando I’algoritmo di Gram-
Schimdt a {vi,va,vs,va} otterremo ug = 0 = us.

1
u; =V = )
-1
up|v
uz = v — Qq2Uy, u #0 = 0112:( 1lv2)
(u1fuy)
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Uz = V2 — Qj12U1 =

:Vg—iulz
1 1
= -1 —1 ) :O:LI2

ug = vz — (rp3uy — QrpzUua,

Uz = vz — Qp3u; — QiggUz =

:V3—|—21,I1=
—2 1
=|-2t]+2| ¢ | =|0=us3
2 -1

Ugq = Vg4 — (rjqu1 — QrggU2 — (r34U3,

(uﬂvz) = ulHV2 = (]. —1 —1)
=i+i+i=3i
(111‘111) = ll]_Hll]_ = (1 —1 —1)

—1+1+1=3

— [n=9=1

=-2-2-2=-6
— | =—6/3=-2]

w0 —

— |1 =9i/3=3i

w0 —
w0 =
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91 1 67
u4:V4—3iU1: 0 — 3 ) = 3 = Uy
0 —1 31
Poniamo

1 0 0 62
Qo = (111 uz usg 114) =7 00 3
-1 0 0 3¢
1 Q12 (13 (14 1 (3 -2
R, — 0 1 3 (24 o 0 1 0 0
° 1o 0 1 amu| |00 1 0
0 0 0 1 0 0 O 1

A = QyRp ¢ una decomposizione QyRp-non-normalizzata per A.

Sia Q la matrice che si ottiene dalla matrice Qgq, ottenuta al punto (I71),
togliendo tutte le (eventuali) colonne nulle di Q. In questo caso Qg ha due colonne
nulle, la 2% e la 3%, quindi

1 67
Ql = (111 ll4) = 7 3
-1 %

Sia Rq la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (IT), togliendo le
righe di Rg che corrispondono alle colonne che sono state tolte da Qg per ottenere Q;.
In questo caso, poiche per ottenere Q, sono state tolte da Qg la 2% e la 3% colonna,
allora per ottenere R; si toglie da Ry la 2% e la 3% riga. Dunque

1 i -2 3
RP‘Q 0 0 1)

Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma euclidea

delle colonne di Q; (ossia delle colonne non nulle di Q,), e calcoliamo D™
Poiche

aillz =/ (wafus) = V3,

67
lugll = v/(ualua) = Vualug = |(=6i 3 —3i) | 3 | =
3%

=36 +9+9 =54,
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allora

Quindi

Poniamo

1 6 -
1 62 1 N
L 9 VERET
—1 . 1 - 3
Q=Q,D " = 7 3. <\6§ \/1574>: ﬁll @
-1 3 -5 vl
R DR+ — V3 0 1 i =2 3\ _ (V3 V3i —2v3 3V3i
— = o vea)\oo o 1) " \o o 0 NGY

Allora A=QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A.

(b) La matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C(A) di A &

1 6
B
3 Vb4 1 1, _1
_ H _ 7{ 3 3 3 3 _
P =QQ" = V3l A 7£i i iz -
-1 3., V54 V54 V54
V3 /54
1, 36 1;, 18, 1, 18
3t5 —3t Tt 51t 3t 5
2 0 0
— | 1; _ 18, 1., 9 _1l,_ 9 — 1 _
= | 3%~ 51t 3153 si—s10 | =3 |0 1 ¢
0 ¢+ 1
1, 18 1., 9 1,9
—3 7t 351 3t + 53¢ 3ts51

Siano 0 #v € R™, a € R ed A(a) = (v av). Si trovino:

(a) una decomposizione QquRg-non-normalizzata per A («a);

(b) una decomposizione QR-normalizzata per A(a);

(¢) la matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C'(A(«)) di A(a).

(a) Poniamo vi; = v e vo = av e applichiamo l'algoritmo di Gram-Schimdt a
{V]_,Vz}.
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u; =V =V

Uz = vz — (22U,

_ (mlva) _ (vlev) _ (vl
wF0 = 0= (g T oy — Y

Ug =Vg —appug =av—av=_0

Poniamo Qg = (111 112) = (V 0) ed Ro = (() a112> - (O ?) ’

A =QyRo = (v 0) (é (f) ¢ una decomposizione QgRo-non-normalizzata per

A.

(b) Sia Q, la matrice che si ottiene dalla matrice Qq, ottenuta al punto (I7),
togliendo tutte le (eventuali) colonne nulle di Qg. In questo caso Qg ha un’unica
colonna nulla, la 2%, quindi Q; = v. Sia Ry la matrice che si ottiene dalla matrice
Ry, ottenuta al punto (I7), togliendo le righe di Rg che corrispondono alle colonne
che sono state tolte da Qg per ottenere Q. In questo caso, poiche per ottenere Q4
¢ stata tolta da Qg la 2% colonna, allora per ottenere R; si toglie da Rg la 2¢ riga.
Dunque Ry = (1 a). Q si ottiene da Q; normalizzando v, per cui Q = 7 ed

lIvll2
R =|[[v[:R1 = (V]2 afvl)
v

A=QR=

™G (IIvllz  eflvll2) & una decomposizione QR-normalizzata per A.

(¢) La matrice di proiezione sullo spazio delle colonne C(A(«)) di A(«) &

v ( v )H_ v vH v vH vvH vvH
[v]l2 [vilz [[v]e

P =QQ"

vl vl vz IvIE T vEY

Si trovi I'equazione della retta che meglio approssima i cinque punti di R:
Pi(—-2,-1), P(-1,-1), P3(0,0), P4(1,2), Ps(2,1).

Cerchiamo ’equazione della retta che approssima a minimi quadrati i cinque punti.
Siano

2
1 = 2 x7] Y1
1 xy a3 xh Y2
A= . e y=| .
1 2 n
IN TN TN YN
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dove

N=5 ¢ il numero dei punti P; da approssimare,
n=1 ¢ il grado del polinomio con cui si vuol fare 'approssimazione
(rendendo minima la somma dei quadrati degli errori)

(x4, y:) sono le coordinate del punto P;, pert=1,...,N.

Nel nostro caso

1 -2 -1
1 -1 -1
A=1]1 0 e y=120
1 1 2
1 2 1

Dopo aver calcolato

calcoliamo

1 -2
1 -1

amHA (1 1 1 11 (5 0

B=4A A<—2 10 1 2> L0 (0 10>e
1 1
1 2
-1

101 011 1|t 1

_ AH _

b=4A y_<—2 -1 0 1 2) g _<7>
1

Poiche B e non singolare, il sistema

Bz=b ( nell’incognita z = <§O> )
1

( ossia il sistema delle equazioni normali A Az = Afy
associato al sistema Az =1y ),

ha un’unica soluzione. Facendo una E.G. sulla matrice aumentata del sistema otteni-
amo:

(5 0 | 1 E2(15)E1(3) 1 0 | 1
Eiv=Cwl) — H
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Il sistema Bz=b ¢ equivalente al sistema Uz=d, che ha come unica soluzione

- () (1)

e la retta che approssima ai minimi quadrati i cinque punti ha equazione:
Yy =2yt z2nx =

7

=

Si trovi 'equazione della parabola che meglio approssima i quattro punti di R?:

Pi(-2,1), P(—1,1), P3(0,0), Py(1,1).

Cerchiamo 1’equazione della parabola che approssima a minimi quadrati i quattro
punti. Siano

2
1 = x% ! Y1
1 zo x5 Ty Ya
A= ) e y=| .
2
1 a2y 2% TN YN
dove
N=4 ¢ il numero dei punti P; da approssimare,
n=2 ¢ il grado del polinomio con cui si vuol fare 'approssimazione

(rendendo minima la somma dei quadrati degli errori)

(i, yi) sono le coordinate del punto P;, pert=1,..., N.

Nel nostro caso

1 -2 4 1
1 -1 1 1
A=l1 0 o] ¢ Y7o
1 1 1 1
Dopo aver calcolato
1 1 11
Af=|-2 -1 0 1],
4 1 01

188



calcoliamo

1 1 11 1:?‘11 4 -2 6
B=A"A=|-2 -1 0 1 L o ol=1-2 6 =8fe
4 1 0 1 111 6 -8 18
1 1 1 1 1 3
b=Afy=1-2 -1 0 1 ol =1-2
4 1 01 6
1
Poiche
gli x; sono tutti distinti, peri=1,...,4
= 1k(A)=n+1=3
N=4>3=24+1=n+1,
allora

rk(A") =rk(A) =1k(B) =n+1=3,

per cui B ¢ non singolare. Quindi il sistema

20
Bz=b ( nell’incognita z = | 21 )

z2
( ossia il sistema delle equazioni normali A” Az = Ay
associato al sistema Az =y ),

ha un’unica soluzione. Facendo una E.G. sulla matrice aumentata del sistema otteni-
amo:

4 -2 6 | 3 Fi -2 6 -8 | -2
(B | b): -2 6 -8 | -2 —_— 4 -2 6 | 3 |—=
6 -8 18 | 6 6 -8 18 | 6
E31(—6)E21 (—4)E1(—3) I =3 4 |1 Es2(—10)Ex (%)
0 10 -10 | -1
0 10 -6 | O
1 —3 4 | 1 Es(i) 1 —3 4 | 1
=10 1 -1 | 4| —— [0 1 -1 | -%]=(U | 4
0 0 4 | 1 0 0 1 %

Il sistema Bz=Db ¢ equivalente al sistema Uz=d, che & una forma compatta per
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zo0— 321 +4z0 =1

1
Z1 — 29 = —10
_1
Z9 = 1
Con la sostituzione all’indietro otteniamo
1
Z9 = 1
PO o L _ 11 _ 3
1 = 27 10 - 147 10 - 20
20 = 3z —42+1 = 3- (%) —4. (i) +1 = 2%

Z0 % 1 9
ZO = Z]. = % = 270 . 3
z9 % 5

e la parabola che approssima ai minimi quadrati i quattro punti ha equazione:

Y :zo—|—zlz+22x2:

= & (94324 522).

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

2—2 1 0 i 1 1+714 81;1
A= 2 14+i 3], B=|-11 2 |, C=

R . . 1 11 0

Lt 1 1 0 1434

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono piu
zeri. In questo caso conviene svilupparlo ripetto alla 1¢ riga oppure alla 3% colonna.
Facciamolo in entrambi i modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:

Det(A) = (2 —i)(—1)+!Det (1“1” ‘I’>+(_1)1+2Det <3 i’>:

2—i)(1+i-3)—(2-3)=(2—i)(—2+1i) —2+3i =

—44+20+2—i?—24+3i=-5+T7i

Rispetto alla 3* colonna:
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2—1 1 2—1 1
_ a(_1)2+3 _1)3+3
Det(A) =3(—1)*"Det ( ; 1) + (—=1)*"*Det ( 9 1 z> =

=-32—-i—i)+[2-9)(1+1i)—2]=
=-32-2)+2—-i+2—*—-2=
=—6+60+2—-1+2i+1-2=-5+T1

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1% colonna:

v 1 141 1 9
Det [-1 1 2 | =i(—1)""'Det ( > +
i i1 01

reneve (1) wicpe (1) -
=i(1—20) + [L—i(1+i)]+i2— (144)] =
=i—2+1—i—i®+2—i—i’=
=i+24+1—i+14+2i—i+1=

=5+

Infine sviluppiamo Det(C) ad esempio rispetto alla 3 riga:

> 1 s L1
DetC = Det 111 0 =(=13"Det [1 2 1 +

110 144 10 T+

01 1 01 1
S-D¥Det [2 2 1 | 4 (—13Det (2 1 1

10 1+i 11 144

Sviluppiamo il primo addendo rispetto alla 2% colonna, mentre il secondo ed il terzo
addendo rispetto alla 1 riga.
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1 1 1 1
— (_1)1+2 _1)2+2 —
= (—=1)"“Det (1 1 z) +2(—1)*"*Det <1 1 Z> =

= —(4i-D+20+i-1)=—i+2i=i

1 1 1
Det {1 2 1
1 0 142

2 1 2 2
— (_1)1+2 _1)1+3 —
= (—=1)""“Det (1 1 z) + (=1)*"°Det (1 O) =

= —204i)—1]+(0—-2)=—(2+2i—1)—2=-1-2—2=—-3—2i

01 ! 2 1 2 1
Det|2 1 1 |=(-1)'"Det ) 4+ (=1)3Det =
. 1 1+ 11
1 1 144

= R4 -1+2-1=—2+2i-1)+1=-1-2+1=-2i

Quindi
Det(C)=¢—(—3—-2i) —2i =i+ 3+ 21 — 21 =3 +1.
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Svolgimento degli Esercizi per casa 11

2 0 0 1
Sia Ala) = 2 ail 8 1 , dove a eR.
0 2 Ja—1 1

Si dica per quali « € R si ha che A(«) & non singolare (sugg.: si calcoli il determinante
Det(A(a)) di A(a)).

2 0 0 1
0 « 0 1
(1) Det(A(a)) = Det 4 a—1 0 1=
0 2 3 —1 1
2 0 1
=(-1)*"Ba—-1)Det [0 «a 1] =
4 a—1 1

=—Ba-1) {(—1)1+12Det (aa— . }) +(=1)"*3Det <2 ag )
= —Ba-1) [2(a Cat1) - 404} = —2(3a - 1)(1 - 2a)

Poiche A(«) ¢ non singolare se e solo se Det(A(«)) # 0, dal punto (1) otteniamo che

A(w) & non singolare <« —-2(3a—-1)(1-2a)#0 <<= a#

DN | =

1
37

Sia A una matrice quadrata non singolare e sia P la matrice di proiezione sullo
spazio delle colonne C'(A) di A. Si provi che Det(P) € {0,1} (N.B.: Da A non
singolare segue che P=I, per cui, in particolare, Det(P) = 1)

Se A = QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A, allora P = QQ*. Essendo
P = P?, si ha Det(P) =Det(P?) = (Det(P))?, per cui Det(P) € {0,1}.

’N.B. A non singolare = P=1 = Det(P)=1. ‘

Infatti da A non singolare segue
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rk(A) = ordine di A
ed essendo
tk(A) =1k(Q) e (ordine di A) = ( ordine di Q)
allora

rk(Q) = ordine di Q,

per cui anche Q ¢ non singolare. Quindi, dal momento che Q¥ & un’inversa sinistra di
Q (perche Q a colonne ortonormali equivale a QH Q = 1), si conclude che QH € anche
inversa destra (& linversa) di Q. Dunque

P=QQ" =1,
e, in particolare,

Det(P) = 1.

Sia A una matrice quadrata di ordine n tale che

AAT =1, e det(A)#1.
Si calcoli il determinante det(7 - A) della matrice 7 - A.

Da I, = AA” segue det(I,) =det(AA”), da cui, essendo
det(I,)=1"=1 e
det(AAT) = det(A)det(AT) = det(A)det(A) = det(A)?,

si ricava che det(A) € {—1,1}. Quindi, poiche det(A) # 1 per ipotesi, si ottiene:

det(A) = —1.

Ne segue che

det(7- A) = det((7-I,) - A) = det(7 - I,)det(A) = 7" - det(A) = 7" - (—1) = —T7".

194



. 0 -2
SlaA:<2i OZ>.

Si calcolino:
— gli autovalori di A,
— le loro molteplicita algebriche e
— le loro molteplicita geometriche.

Il polinomio caratteristico di A e:

—x —21

pa(z) = Det(A — zI3) = Det (22. .

> = (—2)% — (=2i)-2i = 2% + 4i* =
=22 — 4.

Gli autovalori di A sono gli zeri del polinomio carattaristico pa(z) di A, ossia le
soluzioni dell’equazione pa (z) = 0. Dal momento che le soluzioni dell’equazione

z2—4=0
sono —2 e 2, gli autovalori di A sono:

/\12—2 e )\2:2.

Siano my ed my le molteplicita algebriche e d; e ds le molteplicita geometriche di A\q
e Ao rispettivamente. Da

pa(z) =2 —4=(z4+2)(x —2) = (z — \)™ (z — A)™
otteniamo:
mi=1 e mo=1.

Infine, da 1 < d; < m; =1 per ¢ = 1, 2, otteniamo:

-2 0 2
SaA=|0 -8 0
20 0 —6

Si calcolino:
— gli autovalori di A,
— le loro molteplicita algebriche e
— le loro molteplicita geometriche.
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Il polinomio caratteristico di A e:

—2—-x 0 23
pa(xz) = Det(A — zI3) = Det 0 88—z 0 =
2 0 —6—x

— 1y —ape (T )=
(8= o)l(-2 - )(~6 - x) — 4i%) =

= (-8 —2)(12+ 6z +2z + 22 +4) =

= (-8 —x)(z%* + 8z + 16) =

= (-8 —a)(z +4)%

Gli autovalori di A sono gli zeri del polinomio caratteristico pa(z) di A, ossia le
soluzioni dell’equazione pa () = 0. Dal momento che le soluzioni dell’equazione

(-8 —z)(z+4)*=0
sono —8 e —4, gli autovalori di A sono:

)\1:—8 e )\2:—4.

Siano m ed mo le molteplicita algebriche e d; e do le molteplicita geometriche di A\q
e )\ rispettivamente. Da

pa(e) = (=8 —x)(~4 —2)* = (\ — 2)™ (A2 — 2)™
otteniamo:
mi=1 e mo=2.
Infine, da 1 < d; < m; =1 per i = 1, 2, otteniamo:
di=1 e 1<dy<2.
dy = dim(Ea()s)) = dim(Ea(—4)) = dim(N(A + 413)) =
= [numero delle colonne di (A + 41I3)] — [rk(A + 41I3)] =

=3 — [tk(A + 4I5)].
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Da una E.G. su

A 4414

per cui

e quindi

A +4I3  otteniamo:
2 0 2
=10 -4 0
2c 0 =2
Ex(—1) L0
E— 0 1
0 0
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Svolgimento degli Esercizi per casa 12

Si trovino basi degli autospazi delle matrici considerate negli esercizi 4 e 5 degli
“Esercizi per casa 117.

Le matrici considerate negli esercizi 4 e 5 degli “Esercizi per casa 11”sono:

) -2 0 2
A(;. _02’> e B=[0o -8 o],
2t 0 —6
ed abbiamo calcolato:
matrice | autovalori molteplicita geometriche
A )\1:—26)\2:2 d1=d2:1
B M=-8el=-4|d =dy=

In particolare, ciascuno degli autospazi Fa (A;) ed Eg(\;) per i = 1,2 ha dimensione
1, per cui una sua base ha un unico elemento.

Ea(M) = Ea(~2) = N(A +2I) = N (22@ _222) )

_9; E21(—2i)E1(3) _;
Dauna E.G.su A +2I, : (222 ;Z) —2> ((1) OZ> , segue

racn=x((3 F)-NG - (ke
e quindi { G) } & una base di Ea(\) = Ba(-2).
Ea(\s) = BEa(2) = N(A — 2L,) = N( (522 _221> )

9 _9; B21(—2i)E1(—3) ;
Da una E.G.su A —2I, : (222 _221> ’ <é é) , segue
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@ =5 32)) =¥ o) ={(G") brech

e quindi { (_11> } ¢ una base di Fa(\2) = Ea(2).

6 0 2¢
EB(Al)_EB(—S)_N(B+813)—N((0 0 0))
0 2

Da una E.G.su B+ 8I3

6
0
9

segue che

020\ pu2e (L0
0 0] ——— |0 o0
0 2 0 0

B

&

o3}

\

[0¢)

S—

Il

2

—~
N
Moo
o O O
o o Y
~
~—
I

2

—
~
S O =
o O O
O)—‘o‘l’_‘
~
~—
Il

=
N
o O
~__—
>=

m

@!

—

0

e quindi { (1) } ¢ una base di Eg(\1) = Eg(—38).
0

2 0 2
EB()\Q):EB(—4):N(B+413):N( (o. 4 0))

Da una E.G.su B +4I3

2 0 2 Ea(-20Ei(h) (10 i\ mey (100
0o 4 0| —— |0 -4 0] — [0 1
2 0 -2 0 0 0 00
segue che
2 0 2 10 i —ih
Ea(-9)=N([0 -4 o |)=n({o 1 0o))={{ 0 lhec},
2 0 -2 00 0 h

—1

e quindi { ( 0 ) } & una base di Eg()e) = En(—4).
1
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-1 0 3
Sia A(a)=[1 a -1, doveacC.
7 0 =5

(a) Per ogni « € C si calcolino gli autovalori di A(«) e le loro molteplicita algebriche
e geometriche.

(b) Siano A = A(2) e B = A(—8) le matrici che si ottengono ponendo o = 2 ed
« = —8 rispettivamente. Si trovino basi degli autospazi di A e di B.

(a) Gli autovalori di A(«) sono gli zeri del suo polinomio caratteristico. Il polinomio
caratteristico di A(a) &:

Pa(a)(®) = Det(A(a) —al3) =

= Det 1 a—x -1 =
7 0 —5—=x

—(—1)2+2(a—x)Det(_17_”” 3 >—

—5—=x
= (a—2)[(-1—=z)(-5—z) —21] =
=(a—z)b+br+ax+2*—-21)=

= (a — x)(z? + 6z — 16).

L’equazione @ — x = 0 ha un’unica souzione: «.

L’equazione z2 + 6z — 16 = 0 ha due soluzioni distinte: —8 e 2.

Quindi otteniamo:

Per finire di rispondere alla domanda (a) resta da calcolare:

dy = dim(Ea()(As)) = dim(Ea (2)) e

dy = dim(Ea(_g)(\)) = dim(Eg(-8)).

dove

A=A(2) e B=A(-8).
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matrice autovalori | molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(a) A =8 my =1 di =
Oég{—g,Q} )\2—2 mo = d2—1
)\3 =« ms 1 d3 =1
A:A(Q) )\1:—8 m1—1 d1:1
Ag =2 mo = 2 1<dy <2
B=A(-8) | \y =-8 myp = 2 1<d; <2
A2 =2 m2 1 do =1
-3 0 3
EA(Z):N(A—Zlg):N< 1 0 -1 )
7 0 -7
Da una E.G.su A —2I3
=3 0 3\ BumEaCnE-yH (L0 -1
1 0 -1 0 0 0],
7T 0 -7 0 0 O

segue che

d2 = dlm(EA(Q)) = dlm(N(A — 213) =

= [(numero di colonne di A — 2I3) —rk(A —2I3)]=3—-1=2.

Da una E.G. su

ESESEN
oo o
|
—_

7 0 3
EB(—8):N(B+813):N< 10 -1 )
7 0 3
B+ 8l
E31(—=7)E21(—T)E12 Lo -1 E32(—10)E2(1—10) 10 -1
0 0 10 e — o0 11,
0 0 10 0 0 O
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segue che
d, = dim(Eg(—8)) = dim(N (B + 8I3) =
= [(numero di colonne di B 4 813) — rk(B +8I3)] =3 —-2=1.

(b) Al Punto (a) abbiamo visto che la matrice A = A(2) ha autovalori Ay = —8 e
A2 = 2 con molteplicita geometriche d; =1 e dy = 2.

7T 0 3
EA(—S):N(A+813):N( 1 10 -1 )
T 0 3
Da una E.G.su A + 813
7003\ maemEacnmG) (10 2N mgy (102
1 10 -1 010 -2] — [0 1 —1],
7T 0 3 0 0 0 0 0 O
segue che
70 3 1o 3 —3h
Ea(-8)=nN([1 10 —1])=n(fo 1 =2])={[ n ||pec],
7T 0 3 0 0 O h
_3
7
e { z } ¢ una base di Ex(—38).
1
Al punto (@) abbiamo visto che
-3 0 3 1 0 -1
EA(Q):N( 1 0 -1 ):N( 00 0 )
7T 0 -7 00 O
per cui
k 0 1
Ea(2) { h ‘h,kec} e { 1]: (o } & una base di Ea (2).
k 0 1
Al punto (a) abbiamo anche visto che la matrice B = A(—8) ha autovalori Ay = —8 e

A2 = 2 con molteplicita geometriche d; =1 e dy = 1.
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-3 0 3
EB(Z):N(B—213):N( 1 —10 -1 )
70 -7

Dauna E.G.su B —2I3

-3 0 3 Es1(—7)E21(—1)E1(—% 1 0 -1 E2(—15) L0 -1

1 -10 -1 —-10 O — 01 0

7 0o -7 0 0 0 0 0 O
segue che

EB<2>:N((§ o f’;))zw(é ! 31)):{(6;) hecl,

e{(

Al punto (a) abbiamo visto che

=)

) } ¢ una base di Eg(2).

per cui

0

Eg(-8) = { (/EL) ‘h € (C} e { ((1)) } ¢ una base di Eg(—8).

Sia A(J) una matrice quadrata con polinomio caratteristico uguale a

PAs) = —((ES — 2:03 +x+0— 3)

(a) Per quali ¢ € C si ha che A(J) € non singolare ?

(b) Sia A = A(3) la matrice che si ottiene ponendo d = 3. Per quali o € C si ha che
A — oI & non singolare ?

(a) A(0) ¢ non singolare <= Det(A(4)) # 0.
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Poiche

Det(A(9)) = ( termine noto di pA((;)((E)> =—(6-3)
allora

A()) & non singolare <— —0+3#0 < §#3.

(b) Si ha:

A — oI ¢ non singolare <= N(A —ol) = {0} < FEa(a)={0} =
< « ¢ Spec(A).
Calcoliamo gli autovalori di A. Il polinomio caratteristico di A é:
pa(r) =—(2° —223+2) = —x(z?t - 222+ 1) =
=—x(2?>-1)?2=—2(z - 1%z +1)>=
I suoi zeri sono (gli autovalori di A):
A1 =0 (con my =1),
A2 =1 (con my = 2),
Az = —1 (con mgz = 2).

Dunque Spec(A)= {-1,0,1} e
A — ol & non singolare <— a ¢ {-1,0,1}.

1

o
2

Sia  A(a) =

o
2

oI

0
1 0], doveacecC.
@

S LR

(a) Per quali @ € C si ha che 3 & un autovalore di A(«) ?

(b) Per quali a € C la matrice A(a) ha due autovaori uguali ? In questi casi dire se
A(a) € o non & diagonalizzabile.
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(a) Il polinomio caratteristico di A(«) &

Pa(e) () = Det(A(a) —zly) =

S+1l-x g 0
= Det S S+l—ua 0 =
0 0 a—x
g-ﬁ-l—l‘ o
_ 3+3 (o 2 2 -
SCEE L CAr R

(g -2 (5)]-

:(a—x)(%—i—l—x—%) %—}—l—x—&—%):

(N]]e]

=(a—z)(1-2)(a+1-2).

Gi autovalori di A(a) sono gli zeri del polinomio caratteristico pa(a)(z), ossia le
soluzioni dell’equazione:

(a—x)1—z)(a+1—2)=0,

cioe 1, v ed a+ 1.

Dunque

3 & autovalore di A(a) <= «a=3 oppure a+1=3
<~ «a=3 oppure «a=2.

(b) Dai conti svolti in (a), otteniamo che

A(a) ha due autovalori uguali <= «=1 oppure a+1=1

<~ «a=1 oppure a=0.

Studiamo i casi « = 1 ed o = 0. Abbiamo:

Dal momento che una matrice & diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha
le due molteplicita, algebrica e geometrica, uguali tra loro, abbiamo:
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matrice | autovalori | molteplicita algebriche | molteplicita geometriche

A(].) )\1:1 m1:2 1§d1§2
)\2:2 TTL221 d2:].

A(O) )\1 0 ml—l d1 1
Ao 1 mo = 2 1<dy <2

A(1) ¢ diagonalizzabile <= di =dim(Ea()(1)) =m =2
A(0) e diagonalizzabile <= dy = dim(Ea(0)(1)) =m2 = 2.
di =dim(Ea1)(1)) = dim(N(A(1) - I3) =
= [numero di colonne di A(1) — Is] —rk(A(1) —I3) =
3 k(A(1) — Ty
dy = dim(Ea (1)) = dim(N(A(0) - Ts) =
= [numero di colonne di A(0) —Is] — rk(A(0) — Is) =
3 rk(A(0) — Ty)

Da una E.G. su A(1) —Is:

% é 0 % % 0 E21(—3)E1(2) 110
Al)-1I3= 5 5 0)]-Is=15 35 O _ 0O 0 0],
0 0 1 0 0 O 0 0 0

per cui tk(A(1) — I3) =1, e quindi

dy = dim(Eaqy(1)) =3 -1 =2.

In conclusione, A(1) e diagonalizzabile.

Da una E.G. su A(0) —Is:
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0 0 Ei(-1)E13 0 01

o o] — = [0 o o],
0 0 00
per cui rk(A(0) —I3) =1, e quindi

dg = dim(EA(O)(l)) =3-1=2.

In conclusione, anche A(0) ¢ diagonalizzabile.

Si dica se le matrici considerate negli esercizi 4 e 5 degli “Esercizi per casa 11”sono
diagonalizzabili oppure no.

Le matrici considerate negli esercizi 4 e 5 degli “Esercizi per casa 11”sono:

ed abbiamo calcolato:

matrice | autovalori | molteplicita algebriche | molteplicita geometriche

A )\1:—2 m1:1 d1=1
)\2:2 m2:1 d2:1
B )\1:78 m1:1 d1:1
)\2:74 m2:2 d2:].

Ogni autovalore di A ha molteplicita algebrica e geometrica uguali (A ha autovalori
distinti, per cui ogni suo autovalore ha molteplicita algebrica uguale ad 1 e conseguente-
mente, essendo

1 < molteplicita geometrica < molteplicita algebrica (= 1)

anche molteplicitd geometrica uguale ad 1).

Dunque A e diagonalizzabile.
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La matrice B ha un autovalore (I’autovalore Ay = —4) in cui la molteplicita algebrica
(mg = 2) & diversa dalla molteplicita geometrica (d2 = 1).

Dunque B non ¢ diagonalizzabile.

@ Sia A(«) la matrice considerata nell’esercizio 2. Per quegli o € C per cui A(«a) &
diagonalizzabile, si trovi una diagonalizzazione di A(«).

-1 0 3
La matrice considerata nell’esercizio 2 ¢ A(a) = | 1 a —-1], dove a € C,ed
7 0 =5
abbiamo calcolato:
matrice autovalori | molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(Ot) )\1 =-8 mi = 1 dl =1
ag{—8,2} )\2:2 mo = d2:1
)\3 = msz = 1 d3 =1
A:A(2) )\1——8 m1—1 d1—1
)\2 =2 mo = 2 d2 2
B = A(—S) )\1 = -8 mq 2 d1 =1
)\2 =2 mao 1 da 1
Solo per @ = —8 la matrice A(a) = A(—8) = B ha un autovalore (A; = —8) con

molteplicita algebrica (my = 2) diversa dalla molteplicitd geometrica (d; = 1). Quindi

A(a) & diagonalizzabile <= o # —8.

Troviamo una diagonalizzazione per A («) per ogni o # —8.

’ caso « ¢ {—8,2} :‘

7 0 3
Ep(0) (M) = Ea(a)(—8) = N(A(a) +8I3) = N( 1 a+8 -1 )
7 0 3

Da una E.G.su A(a)+ 8I3
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7 0 3 Es1(=7)E21(-1)E1(3) 1 0 %
1 a+8 -1 0 a+8 -7 |-
70 3 o 0 0
3
a#—8:  E2(gis) 10 ?10
01 T 7(a+8) | o
0 0 0
segue che
70 3 1o 3
EA(a)(*8) :N( 1 a+8 -1 ):N( 01 _7(528) ):
7 0 3 0 0
_3
107hh
h
_3
7
e quindi {Vl = ﬁ } ¢ una base di Fa(q)(A1) = Ea(a)(—8)-
1
-3 0 3
EA<a>(/\2)ZEA<a>(2):N(A(O‘)_QI3):N< Loa=2 -1 )
7 0 -7
Da una E.G.su  A(a) —2I3
-3 0 3 Es1(=7)E21(—1)E1 —%) 1 0 -1
7 0 7 0 0 0
a#2:  Ea(zi3) 10 -1
o1 0],
0 0 O
segue che
-3 0 3 1 0 -1 h
Eaw@=N([1 a2 —1])=~([o 1 o])={[o]]ncc}
7 0 —7 0 0 O h

1
e quindi {V2 =10 } ¢ una base di Fa(q)(X2) = Ea(a)(2).
1
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—1—a 0 3
Ea(a)(A3) = Ea(a)(@) = N(A(a) — al3) = N( ( ; 8 5_1 ) )

Dauna E.G.su A(a) —als

—l-a 0 3 Eq2 1 0 -1 E31(=7)E21(140)
1 0 -1 — —1—a O 3 —_—
7 0 —-5—a 7 0 -5—-«a

1 0 -1 a#2:  Ezz(—2+a)BEx(515) 10 -1
o 0 2-a 0.0 11,
00 2—a 00 0

segue che

“1-a 0 3 10
Baw(a) =N( ; 8 5—1 ) =n( 8 8 1) =
—J —

-{ (12) ]hec},

0
e quindi {Vg =11 } ¢ una base di Fa(q)(A3) = Ea(a)(a).
0

Dunque se a ¢ {—8,2}, una diagonalizzazione di A(«a) &:

AMO00 -8 0 0
Dia)=(0 X 0|=[0 2 0] ed
0 0 X 0 0 «

Posto A = A(2), nell’Esercizio 2 abbiamo visto che
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3
7

{vl = % }é una base di Ea(\1) = Ea(—8) e
1
1 0

{wl =(0];we= |1 }é una base di Ea(X2) = Ea(2).
1 0

Dunque se o = 2, una diagonalizzazione di A = A(2) &:

A =SDS™ ! con

A1 0 0 -8 0 0
D=0 X 0]|= 2 0 ed
0 0 X 0 0 2
-210
S = (V1 W1 W2) = % 0 1
1 10
N.B.: Per ogni o # —8, una diagonalizzazione di A(a) &:
A(a) =S(a)D(a)S(a)™!  con
-8 0 0 2 10
D@)=|0 2 0] ed S(a)=|ram 0 1
0 0 « 1 1 0
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Svolgimento degli Esercizi per casa 13

[1] Sia A(a):<a£2i O‘J(;m), dove a € C.

Per quali a € C si ha che di A(a) ¢ una matrice unitariamente triangolarizzabile in
M5 (R) (ossia ¢ tale che esistano una matrice T triangolare reale ed una matrice U
ortogonale reale per cui A(a)=UTU”) ?

Per il teorema di Schur, A(a) ¢ una matrice unitariamente triangolarizzabile in M2 (R)
se e solo se soddisfa le due seguenti condizioni:

° A(Oé) S MQ(R),

ee gli autovalori di A(«) sono numeri reali.
e A(a) e Ma(R) <<= a+2i€R <= esiste a € R tale che a = a — 2i.
Supponiamo quindi @ = a — 2i, ossia che la matrice A(«a) sia uguale alla matrice
B(a) = <2 g) dipendente dal parametro reale a.
Imponiamo adesso che gli autovalori di A(a) = B(a) siano numeri reali.
Gli autovalori di B(a) sono gli zeri del polinomio

a —x

PB(a)(7) = det(B(a) — zIy) = det( (x ¢ ) ) — (—2)? —a® = a? — &,

ossia a e —a. Dal momento che a € R, anche —a € R, per cui concludiamo che

A(a) & triangolarizzabile in M3(R) <= esiste a € R tale che a = a — 2i.

Sia  A(a) = (f é) . doveaceC.

a) Per quali o € C si ha che di A(«) ¢ unitariamente diagonalizzabile ?

b) Per quali o € C si ha che di A(«) & diagonalizzabile ?

¢) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo o = 2. Si trovi una diagonaliz-
azione unitaria A = UDUX per A.

d) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo a = 2. Posto 23 = (2 +14)3% e
o = (2 —1)3% si scriva A3 in funzione di 21 e 2.

A~ N~~~

N
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(a) A(a) & unitariamente diagonalizzabile <= A(«) ¢ normale <=

— A()A(0)? = A(a) A(a).

Calcoliamo A (a)?

Calcoliamo ora A(a)A(a)? ed A(a) A(a):

s =5 0) (% 5)-
i a
4+l 2i+da ) —2i +ia
T \2i—ai 14+aa ) \2i—-ai 1+a* )’
serae = (5 3) (0 0)-
o'
. 441 2t —ia\ 5 21 — i«
T\ 2+ l+aa) \-2it+a@ 1+]a?)"

Imponendo 'uguaglianza A(a)A (o) = A(a)? A(a) otteniamo:

Al@)A(0)f = A(0)fA(a) = 2itia=2i—ia <<= ata=4

Scrivendo « in forma algebrica:

a=a+1ib con a,beR,

abbiamo che & = a — @b per cui

at+a=(a+ib)+(a—ib)=2a=4 <= a=2 < a=2+ib conbeR.
In conclusione,

A(a) & unitariamente diagonalizzabile <= o =2+ ib con b € R.
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(b) Poiche A(«) & una matrice 2 x 2 non scalare, allora A(«a) ¢ diagonalizzabile se
e solo se ha i (due) autovalori distinti (perche solo in tal caso ciascun suo autovalore
ha molteplicita algebrica e geometrica uguali).

11 polinomio caratteristico di A(«) &:

Pa(a)(@) = Det(A(a) — aIz) = Det (2 -t ‘ ) =

i a—z
=2-2)(a—1z)—i®=

=20 —ar—2z+2’+1=

=22 - (a+2)x+ 2+ 1).

Quindi gli autovalori di A(«) sono:

A\ = at+2+y/(a+2)?—4(2a+1) 442+ Fdtda—-8a—4 _ a+2+vVa’—da e
- 2 - 2 - 2

Ay = at2-y/(a+2)?—4Q2atl) _ o42-va?fdtda8a—4 _ at2-Va? da
- 2 - 2 = 2 .

Quindi

M#AN <= Va2 —4a#0 < o’ —4a#0 < a¢{0,4},

e concludiamo che

A(a) e diagonalizzabile <— «a ¢ {0,4},

() Sia A = A(2) = (f :

nalizzabile (perché 2 = 24 ib con b = 0 € R). I suoi autovalori (calcolati in (b))
sono:

Abbiamo visto in (a) che A & unitariamente diago-

_ 2424VA=8 _ 4+yv/—4 _ 442 _ .
AL = 2 =y =5 =241

_ 24248 _ 4—/—4 _ 4-2i _ o _ .
)\2 = 2 = 2 =5 = 2 1.

con molteplicita algebriche e geometriche uguali a
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Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

Ea(M)=FEa(2+1i) = N(A - (2+1)Iy).
Dauna E.G.su A — (2419l

— ; E21(—4)E1 (i) _
A—(2+i)12=<.@ Z.) e, (1 1),

7 —1

segue che

Ea(M) = Ba(2+1) = N( ((1) 01> )={ (Z) hec},
e quindi {vl - G) } & una base di Ea(\) = Ea (2 + ).

N.B.: Poiché ha un unico elemento, {v;} & gi& una base ortogonale di Fa(2+1). Per
ottenere una base ortonormale di Ea (2 + 4), “normalizziamo”vy.

[ville = Vvillvy = /(1 1) G) VIt l=2

per cui
1
- (3))
[vill2 7
¢ una base ortonormale di Ea (A1) = Ea(2+ ).

Ea(X2) = Ea(2—1i) = N(A - (2-19)ls).
Dauna E.G.su A —(2—-19)I,

) i i E21(—4)E1(—1) 1 1
—2-iLh=(. | —/—m—
A-(2-i)L (Z Z) (0 O),

segue che

Ea(\) = Ea(2—1) = N( ((1) é)) ={ (_hh> ‘h ec},

e quindi {vz = (11) } ¢ una base di Ea(A2) = Ea(2 —1).
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N.B.: Poiche¢ ha un unico elemento, {va} € gia una base ortogonale di Ea (2 —1). Per
ottenere una base ortonormale di Ea (2 — i), “normalizziamo”va.

||v2|2mmmﬁ

{Feals = <_f ) j

¢ una base ortonormale di Fa(\2) = FEa(2 —0).

per cui

Dunque se o = 2, una diagonalizzazione unitaria di A = A(2) é:

A =UDU? con
/A 0\ (240 0
D‘(o /\2>_<0 2—2') ed
1 1
U= (iuvfm 7\|v;\|2) = (“15 Yﬁ) :
V2

(d) Al punto (c) abbiamo visto che A = A(2)

I
7 N\
)
N~
=
o
o
=
o
=7
Q
(0]
@]
=
&,
55
N
Q
.
o
=
)

unitaria

. I
A =UDU? con D:(zgl 20.> ed U:(@ iﬁ)
-t V2 V2

Allora
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A300 (UDUH)300 UDSOOUH —
1 1 1
(2 2 (T ) (3
i LS AN
a1 =1\ (2 0\ (1 1\_
2\1 1 0 z)\-1 1)
1
2 22 1 1

1 (721t 22 21— 22
2 21— 29 21+ 29 )

Sk
S—
I

-2 21 0
Sia A(a)=12i 2+a 0|, doveacR.
0 0 o

(a) Per quali @ € R si ha che di A(a) & unitariamente diagonalizzabile ?

(b) Per quali « € R si ha che di A(«) ¢ diagonalizzabile ?

(c) Sia A = A(—4) la matrice che si ottiene ponendo o = —4. Si trovi una diagonal-
izzazione unitaria A = UDU¥ per A.

(a) A(a) & unitariamente diagonalizzabile <= A(«) ¢ normale <=

< A(a)A(0) = A(a)PA(a).

Calcoliamo A (a), tenendo conto del fatto che da a € R segue @ = a:

-2 2 0 -2 =2t 0
A" =12 2+a 0)=|-2 24+a O
0 0 «@ 0 0 «a

Calcoliamo ora A(a)A(a)? ed A(a)?A(a):
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-2 27 0 -2 -2t 0
AA@Y =2 24a 0|[-2 2+a 0] =
0 0 o 0 0 o}
3 81 + 2icx 0
=| -8 —2ia 4+ (2+a)* 0],
0 0 a?
-2 =2t 0 -2 2 0
Al)fA(@) =[-2i 2+a 0 2i 24a 0f=
0 0 o) 0 0 a
—8i1 — 2icx 0
= 81+21a 4+ (2+a)? 0
0 o?
Imponendo I'uguaglianza A (o)A (a)? = A(a)? A(a) otteniamo:

A()A()" = A(@)A(a) <= 8i+2a=-8 —2ia <+ a=-4

(b) A(a) & diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha le due molteplicita,
algebrica e geometrica, uguali tra loro. Calcoliamo gli autovalori di A(a) e le loro
molteplicita.

11 polinomio caratteristico di A(«) é:

—2—-x 2 0
PA(a) () = Det(A(a) — 2I3) = Det 2 24a—-2z O =
3t 0 a—z

= (~1)33(a — z)Det (_221._ t 5 +20f_ x) -
=(a—a)[(-2-2)2+a 1)~ 4% =
= (a—x)(—4—20—2a —ax+ 2z + a2 +4) =

2

= (a—z)(2* — az — 2a).

Qundi gli autovalori di A(«) sono:
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Dal momento che

M=X <= 2a0=a+Va?2+8x = a=+vVa?+8a +— a=0,
M=) < 2a0=a—-—Va?2+8a — a=-—-Va*+8a <— a=0,

Ae=X3 <= Va?+8a=0 < ac{0,-8},

abbiamo:
matrice autovalori molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(a) M=« myp =1 di=1
a @ {0,—8} | Ny = atvartBe |y, = dy =1
/\3 = a—varTea (;2+8a ms = 1 d3 =1
A(O) A =0 mi1 =3 1<d; <3
A(—S) )\1 =-8 my = 1 dl =1
Ao = —4 Mo = 1<dy <2
Dunque:

o se a ¢ {0, —8} la matrice A(«) ¢ diagonalizzabile.

ee A(0) sarebbe diagonalizzabile solo se fosse di =dim(Ex (0)(0)) = m3 = 3.

N.B.: Se fosse dim(E4(0)(0)) = 3 sarebbe Ea(9)(0) = C?, e quindi A(0) = O.

-2 21 0
Dunque, essendo A(0) = | 2¢ 2 0] # O, A(0) non ¢ diagonalizzabile.
0O 0 O

e e e A(-8) ¢ diagonalizzabile <= dy = dim(Ea_g)(—4)) =ma =2
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= [numero di colonne di A(—8) + 4I3] — rk(A(—8) +4I3) =
=3 —rk(A(-8) + 4I3)

Da una E.G. su A(—8) + 4I5:

-2 2 0 2 2 0 Ea1(~20)B1(})
A)+2Is=|2 —6 0 |+4I3=(2 -2 0 -
0 0 =8 0 0 -4
1 ) 0 Ez(—%)Ez?, 1 1 0
—- {0 O _ 0o 0 1},
0 0 —4 0 0 O

per cui rk(A(—8) + 4I3) = 2, e quindi

dg = dim(EA(,g)(—él)) =3-2=1.
Dunque A(—8) non ¢ diagonalizzabile.

In conclusione abbiamo:

A(a) ¢ diagonalizzabile < « ¢ {0,—8}.

-2 21 0
(¢) Abbiamo visto in (a) che A = A(—4)= 1| 2¢ —2 0 | & unitariamente diago-
0 0 —4

nalizzabile. I suoi autovalori (calcolati in (b)) sono:

)\1104174

Ay = atvaZi8a _ —AtV(=4)2+8(=4) _ —44/=16 _ —444i
= 2 = = 2 = 72

- =242,

_ a—va?18a _ —4—V(=PH8(—4) _ —4—/T06 _ —4—4i _ _o o
)\3 - 2 - 2 - 2 — 2 — 2 22,

ciascuno con molteplicita algebrica e geometrica uguali ad 1.

Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

Ea(M) = Ea(—4) = N(A +4I3).
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Da una E.G.su A +4I3

2 2 0 Ex(3)Ea1(~20)Ex (L) La 0
A+dl,= (20 2 o 01 0],
0 0 O 0 0 O
segue che
1 4 0 0
Ea(\) = Ea(-0) =N( [0 1 o] )={{o0 ‘he@},
0 0 O h
0
e quindi {wl =10 } ¢ una base di Fa(\) = Ea(—4).
1

N.B.: Poiché ha un unico elemento, {w1} & gia una base ortogonale di Ea(—4).
Inoltre, essendo ||w1|l2 = 1, non occorre “normalizzare”wy: {wq} & gid una base
ortonormale di Fa(—4).

Ea(A2) = Ea(—2+2i) = N(A + (2 — 2i)Ly).
Da una E.G.su A+ (2—2i)I;

—22 22 O Eg(74+i)E23E21(—2i)E1(%i) 1 —1 O
Ar(2-20,=|20 -2 o0 0o 1],
0 0 —2-2 0 0 0
segue che
1 -1 0 h
EA()\Q):EA(—2+22‘):N( 0 0 1 ):{ h ‘he(C},
0 0 0 0
1
e quindi {W2 - |1 } ¢ una base di Ea(\2) = Ea(—2 + 21).
0

N.B.: Poiché ha un unico elemento, {wa} ¢ gia una base ortogonale di Ea(—2 + 2i).
Per ottenere una base ortonormale di Fa (—2 + 2i), “normalizziamo” wa.

1
Iwalls = VwaAws = [(1 1 0)[1] =viti=V2
0

per cui
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1
- (2))
Iwall2 | V2
¢ una base ortonormale di Ea(\2) = Ea(—2 + 27).

Ea(M\3) = Ea(—2—2i) = N(A + (24 29)I3).
Da una E.G.su A+ (24 2i)I3

20 21 0 Ez(f%i)Estm(f%)El(f%i) 1 1 0
A+@+20)I3= (2 2 0 00 1],
0 0 —-2+2 0 0 O
segue che
1 1 0 —h
EA(/\3):EA(—2—21'):N( 00 1 ):{ h hecc},
0 0 O 0
-1
e quindi {W3 =1 } & una base di Ea(\3) = Ea(—2 — 2i).
0

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {ws} ¢ gia una base ortogonale di Ea(—2 — 2i).
Per ottenere una base ortonormale di Fa(—2 — 2i), “normalizziamo” wg.

Iwslls = VwsHws = [(-1 1 0)[ 1 |=viFi=v2
0

per cui

1

(e (&)}
w32 v

¢ una base ortonormale di Fa(\3) = Fa(—2 — 2i).

Dunque se a@ = —4, una diagonalizzazione unitaria di A = A(—4) é&:
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A0 0 —4 0 0
D=0 X 0]=10 -242¢ 0 ed
0 0 A3 0 0 —2—-2
R P
U= (Wl Twalz ||wfn2) =Y %
1 0 0
0 0 =3
Sia  A(a) = 0 -3 0 |, doveace¢un numero reale non positivo.
-3t 0 0

(a) Per quali o numeri reali non positivi si ha che di A(«) & unitariamente diagonal-
izzabile ?

(b) Per quali @ numeri reali non positivi si ha che di A(«) & diagonalizzabile ?

(c) Sia A = A(—1) la matrice che si ottiene ponendo o = —1. Si trovi una diagonal-
izzazione unitaria A = UDU¥ per A.

(a) A(«) & unitariamente diagonalizzabile <= A(«) ¢ normale <=

< A()A(0)? = A(a) A(a).

Calcoliamo A (a)¥, tenendo conto del fatto che da a € R segue @ = a:

0 0 =3ia 0 0 3i«
A= 0 =3 0 |=(0 -3 0
—3i 0 0 3 0 0

Calcoliamo ora A(a)A(a)? ed A(a)?A(a):
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A(a)A(a)H = 0 -3 0 0 -3 =
-3 0 0 3t 0 0
0 0 3ix 0 0 -3
A(a)HA(a) =0 -3 0 0 -3 0 =

9 0 0
=lo 9 o |,
0 0 9a2

Imponendo l'uguaglianza A (a)A(a)? = A(a)? A(a), e tenendo conto che o & non
positivo, otteniamo:

Al@)A()? =A()PAa) = a’=1 <= a=-1

(b) A(«) & diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha le due molteplicita,
algebrica e geometrica, uguali tra loro. Calcoliamo gli autovalori di A(a) e le loro
molteplicita.

11 polinomio caratteristico di A(a) &:

—x 0 —3i
PA() () =Det(A(a) —2I3) =Det | 0 -3-2 0 |=
-3t 0 —x

- (1)2+2(3x)Det< N _3i) -

=3t —=x
= (=3 —2)(2% — 9%a) =
= (=3 —2)(2% + 90).
Quindi gli autovalori di A(«) sono (& € R con o < 0):
AM=-3, h=VvV-9a=3/-a e A3=—-V-9a=-3V-a.

Dal momento che a ¢ un numero reale non positivo, allora
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matrice autovalori molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(a) )\1 = 73 my = 1 dl =1
Oég{07—].} )\2:3\/—7a mo = d2:1
)\3:—3\/3 m3:1 d3:1
A(O) )\1 =-3 my = 1 d1 =1
A =0 mo = 2 1<dy <2
A(-1) A =-3 m; =2 1<dy <2
)\2 =3 mo 1 d2 =

Quindi se a ¢ {0, —1} allora A(«) & diagonalizzabile.

Anche A = A(—1) ¢ diagonalizzabile: abbiamo visto in (a) che & addirittura unitaria-
mente diagonalizzabile (quindi ¢ vero, e non occorre verificarlo, che d; = dim(E4 (—1)(—3)) =
mi = 2)

Inoltre:
A(0) ¢ diagonalizzabile <= dy = dim(£4()(0)) = ma = 2.
dy = dim(Ea(0)(0)) = dim(N(A(0)) =

= [numero di colonne di A(0)] —rk(A(0)) =

— 3 - tk(A(0))
Da una E.G. su A(0):
0 0 =3 E2(51)E1(—3)E2 010
A0 =[0 -3 o 00 1],
0 0 0 0 0 O

per cui tk(A(0)) = 2, e quindi

(]2 = dlm(EA(Q)(O)) =3-2=1.

Dunque A(0) non ¢ diagonalizzabile.
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In conclusione (essendo o reale non positivo):

A(a) ¢ diagonalizzabile <= «a€Rcona<0.

0 0 -3
(¢) Abbiamo visto in (a) che A =A(-1)=|0 -3 0 | & unitariamente diago-
3t 0 0

Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

EA(Al) = EA(—3) = N(A + 313)
Da una E.G.su A + 3I3

—3i Ba1(—30) B (1)

segue che

~
o

e quindi {vl =(0];ve=1]1 } & una base di Ea (A1) = Ea(—3).
1 0

N.B.: In questo caso non occorre applicare 'algoritmo di G.S. a {vy;va}: viflve =0,

per cui

{v1;v2} & gid una base ortogonale di Ex(—3)
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Per ottenere una base ortonormale di Fa(—3), “normalizziamo”v; e va.

1
vl = Vviflvi= |(—=i 0 1)[0| =vIF1=+2
1
0
[val2 = /vaflva= |(0 1 0)[1]=vi=1
0
per cui
L.
{vin = Sl;vzzl}
vl 1 [[vall2

[==]

V2
¢ una base ortonormale di Ea (A1) = Ea(—3).

Ea(X2) = EA(3) = N(A —3I3).
Da una E.G.su A — 3I3

-3 0 —31 Eg(fé)Em(fBi)El(f%) 1 0 =4
A-3I;=(0 -6 0 o1 0],
3 0 =3 0 0 O
segue che
1 0 ¢ —ih
EA(/\Q):EA(B):N( 01 0 ):{ 0 ‘he(c},
0 00 h

e quindi {Wl =10 } ¢ una base di Ea(A2) = Ea(3).
1

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {w1} & gid una base ortogonale di Ea(3). Per
ottenere una base ortonormale di Ea (3), “normalizziamo” wy.

—i
Iwalla = Vwifwa = [(i 0 1)| 0| =vIitri=V2
1

per cui
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Pl =
Wil

¢ una base ortonormale di Ea(A2) = Ea(3).

S og)
——

Dunque se a@ = —1, una diagonalizzazione unitaria di A = A(—1) &:

A =UDU? con

M 00 -3 0 0
D=(0 x o]={0 -3 0] ed
0 0 X 0 0 3
. . . %z 0 —%2
U=(®n mE ) = 0 L0
i)

229



