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Corso di ALGEBRA LINEARE (A), SEF - SGI
Programma a.a. 2001/02

04/03.1 Matrici. Esempi: diagonali e scalari. Moltiplicazione di una matrice per
uno scalare e sue proprieta.

04/03.2 Addizione di matrici e sue proprieta. Prodotto di matrici righe per colonne
e sue proprieta.

05/03.1 Matrici non singolari. Trasposte e H-trasposte e loro proprieta. Matrici
simmetriche, hermitiane, anti-simmetriche, anti-hermitiane.

05/03.2 Parte hermitiana e parte anti-hermitiana di una matrice quadrata. De-
composizione a blocchi. Applicazioni al prodotto.

06/03.1 Matrici elementari e loro inverse. Operazioni elementari sulle righe di una
matrice.

06/03.2 Eliminazione di Gauss senza scambi di righe.

12/03.1 Eliminazione di Gauss con scambi di righe. Forma ridotta di Gauss di una
matrice. Colonne dominanti e colonne libere.

12/03.2 Scrittura matriciale di un sistema lineare. Risoluzione di un sistema lineare
(con una o infinite soluzioni), sistemi lineari senza soluzione.

13/03.1 Esercizi tipo 1 e 2.

13/03.2 Inverse destre, sinistre e bilatere. Criteri per I'esistenza. Inverse di matrici
2 x 2.

14/03.1 Esercizi tipo 3 e 4.

14/03.2 Matrici triangolari. Decomposizione A = LU, determinazione di L.
18/03.1 Decomposizione A = PTLU.

18/03.2 Esercizi tipo 5 e 6.

20/03.1 Spazi vettoriali reali e complessi. Esempi.

20/03.2 Sottospazi di uno spazio vettoriale. Esempi. I sottospazi fondamentali di
una matrice.

21/03.1 Insiemi di generatori. Insiemi linearmente indipendenti. Lemma della
scrematura.

21/03.2 Esercizi tipo 7 e 8.
25/03.1 Esercizi teorici 1 e 2.
25/03.2 Lemma del rimpiazzo. Esistenza ed equipotenza delle basi.

26/03.1 Caratterizzazioni delle basi. Basi degli spazi delle righe e delle colonne di
una matrice in forma ridotta di Gauss.

26/03.2 Basi di C(A) e di R(A). Rango di una matrice.
27/03.1 Esercizio tipo 9.
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27/03.2 Proprieta’ del rango di una matrice. Decomposizioni a rango pieno. Co-
ordinate di un vettore rispetto ad una base ordinata.

08/04.1 Mappa delle coordinate e sue proprieta’. Matrice di passaggio tra due basi
ordinate. Trasformazioni lineari. Spazio nullo e spazio immagine.

08/04.2 1l caso della moltiplicazione per una matrice. Teorema nullita’+rango.
Matrice associata ad una trasformazione lineare.

09/04.1 Esercizi tipo 10, 11, 12.

09/04.2 Come cambia la matrice associata ad una trasformazione lineare quando
si cambiano le basi.

10/04.1 Esercizio tipo 13.
Interpretazione geometrica di R? ed R3. Regola del parallelogramma.
10/04.2 Norme su spazi vettoriali. Le norme ||'|[1,]]|||2 € |||

15/04.1 Rotazioni in R? ed angoli tra vettori di R2. Prodotti scalari e norme
indotte.

15/04.2 Diseguaglianza di Schwarz per i prodotti scalari. Esercizio tipo 14.

16/04.1 Intorni dell’origine in R? rispetto alle norme ||*||1,||'||2 € ||'||cc- Esercizi
tipo 15 e 16.

16/04.2 Angolo tra vettori. Ortogonalita’. Ortogonalita’ di vettori non nulli im-
plica indipendenza. Proiezione ortogonale su di una retta. Proiezione ortogonale su un
sottospazio.

17/04.1 Proprieta’ della proiezione ortogonale del piano su di una retta. Comple-
mento ortogonale di un sottospazio. Complementarieta’ dei sottospazi fondamentali di
una matrice (senza dimostrazione).

17/04.2 Algoritmo di Gram-Schmidt (senza dimostrazione). Esercizio tipo 17.

22/04.1 Matrice di proiezione su di un sottospazio di C™. Decomposizioni QoRo-
non-normalizzata e () R-normalizzata per una matrice.

22/04.2 Esercizi tipo 18 e 19.
23/04.1 Determinanti. Esempi.
23/04.2 Esercizio tipo 20 (1° modo). Esercizio teorico 3.

24/04.1 Proprieta del determinante. Polinomio caratteristico, autovalori e loro
molteplicita algebriche. Esercizi tipo 21 e 22.

24/04.2 Determinante di una matrice triangolare. Esercizio teorico 4.
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LEZIONE 1

Matrici ed esempi

Def. 1. Una matrice mxn ad elementi reali (risp. ad elementi complessi)
¢ una tabella di numeri reali (risp. complessi) disposti in m righe ed n colonne.

Una matrice ad elementi reali (risp. complessi) & detta anche una matrice reale
(risp. complessa).

Le matrici vengono indicate con lettere maiuscole.

2 T+ -3 T 2
Esempio 1. SianoA:(i \ég _13>,B: 1—1 1 ,C=19 6 4],
0 3 1 -1 5

2
D=(8 1li)ed E=| 3 |. A ¢ una matrice 2 x 3 ad elementi reali (oppure: A & una
5
matrice 2 x 3 reale), B ¢ una matrice 3 X 2 complessa, C' ¢ una matrice 3 x 3 reale, D &
una matrice 1 X 2 complessa ed E ¢ una matrice 3 x 1 reale.
N.B. Si pud scrivere indifferentemente A = L V5 -3 ,oppure A = L V5 -3 ,
4 2 1 4 2 1
1 V5 -3
oppure A = 4 9 K

Lal%rigadi Ae (1 /5 —3),la2%rigadi Ae (4 2 1),1a 1% colonnadi A &

(i)’ la 2% colonna di A & (?), la 3% colonna di A & (_13>

Def. 2. Data una matrice m x n reale (risp. complessa) A, il numero che si trova
nella i-esima riga e nella j-esima colonna di A, dove 1 <i<mel < j <mn, sidice
lelemento di posto (i,5) di A. Esso viene di solito indicato con il simbolo a;;. Si
scrive allora:

a11 a12 e Q1n—1 Q1n
a21 a22 . a2n—1 A2n
A= ,
m—11 Am—-12 --- Am—-1n—1 Qm—1n
Am1 Am2 cee Amn—1 Amn

oppure, in forma compatta, A = [ai;li=1,.. ,m:j=1,...n (anche: A = [a;;], m x n).

Quindi se A e B sono le matrici dell’Esempio 1, a11 = 1, a1 = V5, ecc., bay = 1,
b3o = 3, ecc..
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Def. 3. Due matrici A = [a;;], m X n, e B = [b;], 7 X t, sono uguali se
m=r
n=t
ajj =b;jperognil <i<m,1<j<n

ossia se hanno uguale numero di righe, uguale numero di colonne, e gli elementi cor-
rispondenti uguali.

Def. 4. Si chiama matrice nulla m x n la matrice m X n ogni cui elemento &
0. Il simbolo usato per indicarla & Q,,x, (oppure @ quando dal contesto si pué dedurre
quante righe e quante colonne ha).

Def. 5. Una matrice con una sola riga ed n colonne si dice vettore riga con n
componenti.

Ad esempio la matrice D dell’Esempio 1 ¢ un vettore riga con 2 componenti.

Def. 6. Una matrice con una sola colonna ed m righe si dice vettore colonna
con m componenti.

Ad esempio la matrice E dell’Esempio 1 € un vettore colonna con 3 componenti.

N.B. Per indicare i vettori colonna si preferiscono usare lettere in carattere corsivo
minuscolo con un segno sotto: e piuttosto che E.

Def. 7. Una matrice in cui il numero delle righe ¢ uguale al numero delle colonne
si dice quadrata. Se A & una matrice quadrata, il numero delle righe di A (che & uguale
al numero delle colonne di A) si chiama ’ordine di A.

Ad esempio la matrice C dell’Esempio 1 ¢ una matrice quadrata di ordine 3.

Notazioni. L’insieme delle matrici reali m X n si indica con il simbolo M,y (R),
I'insieme delle matrici complesse m x n si indica con il simbolo M,,,, (C).

N.B. Si usano

— il simbolo R,, (risp. C,) al posto del simbolo My, (R) (risp. M1,(C)),

— il simbolo R™ (risp. C™) al posto del simbolo M1 (R) (risp. M,,1(C)),

—il simbolo M,,(R) (risp. M,,(C)) al posto del simbolo M, (R (risp. Mpm(C)).

Quindi se A, B, C, D ed FE sono le matrici dell’Esempio 1, allora A € Ma3(R),
B € M35(C), C € M3(R), D € Cy ed E € R3.

Def. 8. Sia A = [a;;] una matrice m x n. Gli elementi a;; si chiamano elementi
diagonali di A.

Ad esempio, se A, B e C sono le matrici dell’Esempio 1, gli elementi diagonali di A
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sono 1 e 2, gli elementi diagonali di B sono 2 e 1, gli elementi diagonali di C' sono —3,
6 e b.

Def. 9. Una matrice quadrata A = [a,;] si dice diagonale se a;; = 0 per ogni
(i,4) con i # j (ossia se gli elementi di A che non sono diagonali sono tutti nulli).

70 3 00 3 00
Esempio 2. A = (0 i)’ B=|01 0|,C=10 0 0] sono matrici
0 0 2 0 0 2
70 0 3 10
diagonali, mentre D = . ed FE=10 1 0 | non sono matrici diagonali.
(0 ! O> 00 2

Def. 10. Una matrice diagonale si dice scalare se i suoi elementi diagonali sono

tra loro uguali.

Esempio 3. A= (g 2) € una matrice scalare, mentre B = ((1) 2),

71 7 0 0 .. .
C—(O 7>eD—(O 7 O) non sono matrici scalari.

Def. 11. Sichiama matrice identica di ordine m la matrice scalare m x m i cui
elementi diagonali sono tutti uguali ad 1. Il simbolo usato per indicarla ¢ I,,, (oppure I
quando dal contesto si pué dedurre il suo numero di righe e di colonne).

La sua colonna i-esima, quando 1 < ¢ < m, ¢ indicata con il simbolo e;.

Dunque g, ¢ il vettore colonna con m componenti: ¢, =| 1 | « i

Prodotto di una matrice per uno scalare

Def. 12. Siano A = [a;;] una matrice complessa (risp. reale) m x n ed a un
numero complesso (risp. reale).
a viene chiamato scalare.

Sia B = [b;;] la matrice m x n definita da

bij =oa;; perognii=1,....m;j=1,...,n,
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ossia la matrice che si ottiene da A moltiplicando ciascun elemento di A per lo scalare
a. Allora B si chiama il prodotto della matrice A per lo scalare a.

B viene indicata con il simbolo o/ A.

Esempio 4. Se B la matrice considerata nell’Esempio 1, allora

2 T+4i A+9)2  (L+0)(7T+9)
Q+)B=01+d)|1-i 1 |={(a+da—9 @+ |=
0 3 (1+4)0 (1+1)3
242t T4+Ti+i—1 2+27 64 8¢
=1 12— 141 = 2 141
0 3431 0 3+ 31

Si definisce cosi su M, (C) (risp. su My, (R)) un’operazione di moltiplicazione
di matrici per scalari

C X Myn(C) = My (C)  (risp. R X Mpn(R) — My, (R))
(o, A) — aA.

Proprieta della moltiplicazione di matrici per scalari

(1) a(BA) = (afB)A per ogni scalare « e 5 ed ogni matrice A,
(2) 1A = A per ogni matrice A.

Dimostrazione. Sia A = [a;;] una matrice m X n.
Si ponga B := (A e si indichi con b;; 'elemento di posto (i, j) di B (per cui B = [b;;]).
Si ponga C := aB e si indichi con ¢;; 'elemento di posto (4, j) di C' (per cui C = [¢;5]).

Si ponga infine D := () A e si indichi con d;; I'elemento di posto (i,7) di D (per
cui D = [d”])

Si noti che B e D sono m X n essendolo A, e che C' ¢ m x n essendolo B.
Perogni1<i<mel<j<nsiha
cij = abij = a(faiy) = (aB)ai; = dij
quindi C' = D ossia aB = D. Poiche¢ B = A e D = (af3)A si ottiene (1).

Per provare (2) si ponga E = 1A e si indichi con e;; 'elemento di posto (7,5) di E
(per cui E = [e;;]). E & m x n essendolo A.

Per ogni1 <i<mel<j<msiha ey =1a; = a;;, quindi E = A, ossia 14 = A.
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LEZIONE 2

Somma di due matrici m x n

Def. 1. Siano A = [a;5] e B = [b;;| due matrici (reali o complesse) ENTRAMBE
m x n. Sia C = [¢;;] la matrice m x n definita da

cij =ai; +by; perognii=1,....m;j=1,...,n,

(ossia la matrice i cui elementi si ottengono sommando gli elementi corrispondenti di A
e B). La matrice C si chiama la somma delle matrici A e B. Per indicare C' si usa
il simbolo A + B.

. . (1 2 1 (0 ¢ 3
Esempio 1. SlanoA—<0 3 1>eB—<1 1 2>.A110ra

A—|—B:(1+O 2414 z—|—3>:(1 2+1 3—|—z>.

0+1 3+1 142 1 4 3

N.B. NON ESISTE la somma di due matrici che non abbiano lo stesso numero di
righe oppure che non abbiano lo stesso numero di colonne.

Si definisce cosisu M, (C) (risp. su Mpn(R)) un’operazione di addizione di
matrici

My (C) X My (C) — My () (risp. Mypn (R) X Myny(R) — My (R))
(A,B) — A+ B.

Proprieta dell’addizione di matrici

Per ogni A, B,C € My, (C) (risp. Mpmn(R)) ed ogni o, 8 € C (risp. R) si ha:
(1) associativita: A+ (B+C) = (A+ B) +C;

(2) commutativita: A+ B = B + A;

(3) elemento neutro: A+ 0 = A(= 0+ A);

(4) matrice opposta: se si indica con —A la matrice (—1)A, si ha A+ (—A) =0
(la matrice —A si chiama ’opposta della matrice A;

(5) a(A+ B) = aA + aB;
(6) (a+ pB)A = aA + BA.

Le proprietd (5) e (6) sono proprieta ditributive che “collegano”’l’addizione di
matrici con la moltiplicazione per scalari.

Dimostrazione. Siano A = [a;j], B = [b;j] € C = [¢;5]. Per ogni 1 <i < m e
1<j5<nsiha:
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(1) Do+ (bij + Cij) = (aij + bij) + ¢ij; (2) oaq+ bij = bij + aij;
(3) : Qi + 0= Qi = 0 + Q453 (4) : Qi + (—aij) = Qj5 — Q45 = O;
(5) 1 ala; + bij) = aa; + abyj; 6):  (a+ pfai; = aai; + Paij.

Notazione. Per indicare la somma di A con ’opposta di B si scrive A — B, al posto
di A+ (—B).

Def. 2. SianoA=(a; ay ... ap)eB= . un vettore riga ed un vettore
bn,
colonna con lo stesso numero di componenti, n. Si chiama prodotto del vettore riga
con n componenti A ed il vettore colonna con n componenti B il numero

b1

ba
(a1 as ... an) . =a1b1+a2b2+---+anbn: Z a1b1
: 1<i<n

bn
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N.B.
— Quando si vuole metter in evidenza che i numeri sono matrici 1 x 1, si scrive

[a1b1 + a2ba + - - - 4+ apby] al posto di a1by + agba + - - - + apby,.

— Nel caso di vettori riga si preferisce scrivere (a1 as ... ay ) piuttosto che
(a11 ai2 ... ain), ed analogamente per i vettori colonna.
-2
Esempio 1. (3 ¢ 2)[ 20 | =3x(-2)+ix2i+2x6=—-6—-2+12=4.
6
Def. 3. Siano A = [a;;] una matrice m X n e B = [b;;] una matrice n x 7.
Il prodotto delle due matrici, A e B, di cui la prima, A, ha un numero di
colonne uguale al numero delle righe della seconda, B ¢ la matrice C' = [¢;5],

mXr,ove

ba
j
cij=(an a2 ... n) . = ;1015 + aiabo; + -+ ainbn; = E aixbr;,
: 1<k<n
bn;j

ossia la matrice m x r il cui elemento di posto (7, j) € il prodotto della i-esima riga
di A e la j-esima colonna di B. Per indicare C' si usa il simbolo AB.

Esempio 2. Siano A = 213 eB=|-1 -2 4 1 |.Allora AB =
6 0 1
0o 1 0 -2
C = [c;5] ¢ la matrice 2 x 4 ove
1
cn=(2 1 3)[ 1] =2x141x(-1)+3x0=2-140=1,
0
3
ci2=(2 1 3)| 2] =2%x3+1x(-2)+3x1=6—-2+3=7,
1
0
ci3=(2 1 3)[ 4] =2x0+1x44+3x0=0+4+0=4,
0
2
cu=(2 1 3)| 1 | =2x2+41x1+3x(-2)=4+1-6=—1,
-2
1
c21=(6 0 1) -1 ]=6x14+0x(-1)+1x0=6+0+0=6,
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3

ca2=(6 0 1) 2] =6x34+0x(-2)+1x1=18+0+1=19,
1
0

023:(6 0 1) 4 =6X0+0X4+1X020+0+0:O7
0
2

cos=(6 0 1) 1 | =6x24+0x1+1x(-2)=12+0—2= 10,
-2

. 1 7 4 -1
0551&6’—(6 19 0 10).

N.B. II prodotto AB di due matrici A e B ESISTE SOLO SE IL NUMERO
DELLE COLONNE DI A E° UGUALE AL NUMERO DELLE RIGHE DI
B.

Si definisce cosiun’operazione di moltiplicazione di matrici

M (C) X My (C) = My (C) - (risp. Mpn (R) X My (R) — M,,,-(R))
(A, B) — AB.

Proprieta della moltiplicazione di matrici

(1) associativita: A(BC) = (AB)C, se A, B e C sono matrici tali che tutte le
moltiplicazioni scritte siano possibili;

(2) distributivita rispetto alla somma:

A(B+C)=AB + AC, se A, B e C sono matrici tali che tutti i prodotti e tutte le
somme scritte siano possibili, e

(B+C)A=BA+ CA, se A, B e C sono matrici tali che tutti i prodotti e tutte le
somme scritte siano possibili;

(3) a(AB) = (0¢A)B = A(aB), se A e B sono matrici tali che il prodotto AB esista
ed a ¢ uno scalare;

(4) I,,A = A = AI, per ogni matrice A, m X n;

(5) OpxmA = QOxn € AOpxk = Opxr per ogni matrice A, m X n, ed ogni numero
naturale k.

N.B.

— la moltiplicazione di matrici NON gode della proprieta commutativa: date due
matrici A, m xn, e B, r X t,

(1) se esiste AB (ossia se r = n) non ¢ detto che esista BA (perché BA esista occorre
che m =1t).
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(2) Se sia AB che BA esistono, ossiase A ¢ m xn, e Beénxm,allora AB&mxm
e BA &¢ n xn. Se m # n, senz’altro AB # BA.

(3) Se anche A e B sono entrambe m x m, per cui AB e BA entrambe esistono ed
entrambe sono m x m, non ¢ egualmente detto che AB e BA siano uguali. Ad esempio:

(535G D-GD29)-GD(E3)

— Per la moltiplicazione di matrici NON vale la legge di cancellazione per il
prodotto: esistono matrici A e B, con A # Q # B e AB = 0. Ad esempio:

(95 5)=(00).

Esercizio. Per ognia € Rsia S, = als = (8 2) . Si provi:

(1) SaA = AS, per ogni A € M>(R).

(2) Se B € M3(R) & tale che BA = AB per ogni A € M3(R), allora B = S, per un
opportuno a € R.
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Svolgimento.

(1) Sia A € M3(R). Allora
SeA = (alr)A = a(I,A) = aA = a(Al,).

Poiche per la proprieta (3) della moltiplicazione di matrici si ha che a(Al,) = A(al,),
si conclude che S, A = AS,.
(2) Sia B= (i Z) € M(R) tale che

(%) BA =AB perogni A€ MR).

. . . L 1 Co
In particolare prendendo in (*) come matrice A la matrice A = ( 0 8), si ottiene:

(0)=Ca)Ga)=(o o) (e )= n)

Se ne deduce che b = ¢ = 0, ossia che la matrice B deve essere una matrice diagonale:

a O
B_Od'

Tenendo conto del fatto che B = ( O) e prendendo in (*) come matrice A la

a
0 d

matrice A* = (i i) si ottiene:

-GG D)-0)6 -0

Se ne deduce che d = a, e quindi che

a O
po (2 0)-s.

Nell’esercizio si € provato che le matrici reali 2x2 che commutano con ogni
matrice reale 2x2 sono esattamente le matrici reali scalari di ordine 2.

Allo stesso modo si puo vedere che le matrici complesse 2 X 2 che commutano con
ogni matrice complessa 2 X 2 sono esattamente le matrici complesse scalari di ordine 2.

In generale ¢ possibile provare: le matrici reali (risp. complesse) mxm che
commutano con ogni matrice reale (risp. complessa) mxm sono esattamente
le matrici reali (risp. complesse) scalari di ordine m.

Def. 4. Sia A una matrice quadrata. Si definisce la potenza n-esima di A, dove
n > 1 & un numero naturale, nel seguente modo:

AV = A, AZ= AAY, A3 = AA% ... A" = AA"D
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Si pone poi A% = 1.

Come per le potenze dei numeri, si ha la seguente proprieta delle potenze: per
ogni coppia di numeri naturali m ed n ed ogni matrice quadrata A si ha

ATAT = AT = AT AT

Def. 5. Una matrice A si dice non singolare (o anche invertibile), se esiste una
matrice B tale che AB = I = BA. Vedremo che se una tale B esiste, allora ¢ unica.
Essa si chiama I’inversa di A e si indica con il simbolo A~*.

Proposizione. Se A e B sono due matrici non singolari tali che esista AB, allora
anche il prodotto AB & una matrice non singolare e (AB)~! = B~1A~L.

In generale se Ay, Ao, ..., A._1, A, sono matrici non singolari tali che esista il prodotto
Ay Ay ... A1 A, allora anche il prodotto A As...A,._1 A, & non singolare e si ha

(A1Ag. . A, A E=ATTA AT AT

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione supponendo che il prodotto abbia solo
due fattori. Osserviamo innanzitutto che se A e B sono matrici non singolari tali che
esista AB, allora A, B, A~' e B~! sono tutte matrici m x m per un opportuno m.

Si ha poi:
(AB)B'A™' = A(BB™H)A ! = ATA™ = AA7 =11,
(B'A™YAB)=B 'Y (A'A)B=B"'IB=B"'B=1.

La dimostrazione del risultato quando il numero dei fattori nel prodotto e r € analoga.
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LEZIONE 3

Trasposte, coniugate, H-trasposte

Def. 1. Data una matrice A = [a;;], m x n, si chiama trasposta di A la matrice
n x m B = [b;;] definita da:

bijzaﬂ perognilgigm,lgjgn.

La matrice B si indica con il simbolo AT

. (4 3 -2 o N
Esempio 1. Se A= ( 1 2-5 0 >, allora la trasposta di A ¢
4q 1
AT = 3 2-5i
-2 0

Def. 2. Data una matrice A = [a;;], m X n, si chiama coniugata di A la matrice
m x n B = [b;;] definita da:

blvj:mj perognilﬁiﬁm,lﬁjgn,

ove se z = a + ib & un numero complesso espresso in forma algebrica (cioé a e b sono
numeri reali), Z = a — ¢b ¢ il suo coniugato. La matrice B si indica con il simbolo A.

—2 . N
95 0 >, allora la coniugata di A ¢

Z_Ii 3 =2\ (-4 3 -2
“\T 2-5 0/) \ 1 245 0 )"

Def. 3. Data una matrice A = [a;;], m X n, si chiama H-trasposta di A la matrice
n x m B = [b;;] definita da:

bijzﬁji perogni 1 <i<m,1<j5<n.

La matrice B si indica con il simbolo A,

Si noti che per ottenere la H-trasposta di A si puo procedere indifferentemente in
uno dei due seguenti modi:

— o si calcola prima la trasposta di A e di quest’ultima si calcola poi la coniugata
(ossia A = AT),

— oppure si calcola prima la coniugata di A e di quest’ultima si calcola poi la trasposta
(ossia AT = (A)T).
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. (4 3 -2 o N
Esempio 3. Se A= ( 1 2-5 0 >, allora la H-trasposta di A ¢
s 4 1 —4i 1
AP =AT =3 2-5i|=( 3 2+5i]|,
—2 0 -2 0
ma anche
_ _ T T —41 1
o _ 1 4 3 —2 (4 3 -2 _ .
AT =(4) _(T 7-5 0) “\1 2es 0) 7|2 2%

Proprieta delle coniugate

Siano A e B matrici per cui siano possibili le operazioni indicate, e sia « uno scalare.
Allora si ha:

(1) A= 4
(2)(A+B)=4+B, ¢ (A-B) =A-B;
(3) aA = a4,

(4) AB = AB.

Le proprieta delle coniugate seguono dalla definizione di coniugata di una matrice, e
dalle definizioni di prodotto di una matrice per uno scalare e di prodotto di due matrici.
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Proprieta delle trasposte e delle H-trasposte

Siano A e B matrici per cui siano possibili le operazioni indicate, e sia « uno scalare.
Allora si ha:

1): (AT =4 (AH>H A

2): (A+BT =A"4+B7 (A+B)H = A" 4 BH,
(A-BYT =AT - BT,  (A+B)Y = A" 4 BT,

3): (ad)T =aA” (aA)H =aAf,

(4): (AB)T =BT AT (AB) = BH AH,

Dimostrazione Per provare (1),(2) e (3) basta applicare le definizioni di trasposta,
di H-trasposta, di somma di matrici e di prodotto di matrici per scalari.

Per provare la prima uguaglianza di (4), supponiamo che A = [a;;] sia m x n e
B = [b;;] sian x r, e poniamo AB = C = [¢;;] e BT AT = D = [d;j]. Poiche¢ BT ¢ r x n
ed AT & n x m, allora D & r x m, come CT. L’elemento di posto (4,5) di D & il prodotto
della j-esima riga di BT per la j-esima colonna di A”. Poiche la i-esima riga di BT ¢ la
i-esima colonna di B pensata come vettore riga, e la j-esima colonna di AT ¢ la j-esima

Cle
. . ;2
riga di A pensata come vettore colonna, allora dij = (b1 bai ... bps) J =

ajn

b1

biiaj = b = b ] -
151 = a;101; = (ajl aj2 ... ajn) = Cyjj-
1<i<n 1<i<n .
bni

Dalla definizione di trasposta (di C) si ottiene la prima uguaglianza di (4).
Per la seconda, si noti che la definizione di H-trasposta, la proprieta (4) delle coniu-
gate e la proprieta (AB)T = BT AT che abbiamo gia dimostrato implicano:

(AB) =AB) = (A B =B A" = BH Al

Definizioni 4,5,6,7 Una matrice A si dice:
— simmetrica se coincide con la sua trasposta (ossia se A = AT);
— hermitiana se coincide con la sua H-trasposta (ossia se A = A);

— anti-simmetrica se coincide con I'opposta della sua trasposta (ossia se A = —A7T,
oppure, ed ¢ lo stesso, se AT = —A);

— anti-hermitiana se coincide con 1'opposta della sua H-trasposta (ossia se A =
—AH oppure, ed ¢ lo stesso, se A7 = —A).
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Sinoti che se A & simmetrica, o hermitiana, o anti-simmetrica, o infine anti-hermitiana,
allora A ¢ quadrata.

Esempio 4. Siano

(3 2 (3 2+ (0 2 (0 2+
a=(58) 2= %0) e=(%0) (L )

Allora A & simmetrica, B ¢ hermitiana, C' ¢ anti-simmetrica e D & anti-hermitiana.

Dalla proprieta (4) della trasposta e della H-trasposta segue che

— la somma di due matrici simmetriche ¢ una matrice simmetrica;

— la somma di due matrici hermitiane ¢ una matrice hermitiana;

— la somma di due matrici anti-simmetriche ¢ una matrice anti-simmetrica;

— la somma di due matrici anti-hermitiane ¢ una matrice anti-hermitiana.

. 11 2 1 . . 3 3
Esempio 5. A= 1 0)¢ B = 1 2) sono simmetriche, ma AB = (2 1)
non e simmetrica. Dunque il prodotto di due matrici simmetriche pué essere

una matrice non simmetrica.

Esempio 6. A = (—11 8) e B = (—21 ;) sono hermitiane, ma AB =

3 3 N .. . . . . s

( % 1 non ¢ hermitiana. Dunque il prodotto di due matrici hermitiane
—21

puod essere una matrice non hermitiana.

Esempio 7. A= 0 1 ¢ anti-simmetrica, ma A2 = AA = ( 0 1) non e

-1 0 -1 0
anti-simmetrica. Dunque il prodotto di due matrici anti-simmetriche pué essere
una matrice non anti-simmetrica.

Esempio 8. A = (z é) e B = (8 ?) sono anti-hermitiane, ma AB =

0 0
puod essere una matrice non anti-hermitiana.

-1 N . " . . . . . .
(O > non é anti-hermitiana. Dunque il prodotto di due matrici anti-hermitiane

Esercizio: (Decomposizione di una matrice quadrata nella parte hermi-
tiana ed anti-hermitiana)

Sia A una matrice quadrata mxm. Allora esistono B = 2(A+A")e C = 1(A—A™).

Si provi che:
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—B ¢ hermitiana,
— C ¢é antihermitiana,
-A=B+C,
—se D ed E sono due matrici tali che
D ¢ hermitiana

F ¢ anti-hermitiana
D+E=A

allora D = 1(A+ A#) ed E = (A — Af).

Ossia: ogni matrice quadrata A si pud scrivere in un modo unico come
somma di una matrice hermitiana, %(A—i—AH), ed una matrice anti-hermitiana,
%(A-AH ).

1(A+ AM) si chiama la parte hermitiana di A e £(A — AH) si chiama la parte
anti-hermitiana di A.
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Svolgimento:

Poiche A & m x m, anche A” & m x m, per cui esistono sia A + AH che A — A,
entrambe m x m, e dunque esistono anche B = (A + Af) e C = $(A — AM). Allora,
poiche B e C sono entrambe m x m, esiste B + C, ed e:

_1 my Lo oyt tym Ly e
B+C_2(A+A )+2(A A )_2A+2A +2A 2A = A.
La matrice B ¢ hermitiana:
H 1 H\\H 1 mH _ L, m H\H L o
B :(§(A+A ) :§(A+A) :5(14 +(A") ):5(14 +A)=B.

La matrice C' ¢ anti-hermitiana:

1 1 1 1
O = (5(A =AM = S(A= AT = S(A" — (AT)) = 5 (4" - 4) = —C.

Abbiamo quindi visto per ogni matrice quadrata A esistono una matrice hermitiana,

1(A+ Af), ed una matrice antihermitiana 1(A — Af) tali che A sia la loro somma.

Vogliamo ora provare che se A ¢ una matrice quadrata e D ed E sono matrici tali

che N ..
D ¢ hermitiana

F ¢ anti-hermitiana
D+E=A

allora D = 2(A+ Af) ed E = (A — AH).

Poniamo B = 1(A+ A¥) e C = (A — AH). Poich¢ abbiamo visto che A = B+ C
e stiamo supponendo che A = D + E, allora

(%) B+C=D+E.

Da (*) segue che anche (B + C)? = (D + E)H.

Poiché abbiamo visto che B¥ = B e CH = —(C, allora
(B+O)Yf =B 4+ c =p-C.
Poiche stiamo supponendo che D¥ = D ed Ef = —F allora
(D+E =D" +E¥ =D - E.
Quindi da (B 4+ C) = (D 4 E)" segue
(%) B-C=D-F.

Sommando membro a membro (*) e (**) otteniamo 2B = 2D, da cui, moltiplicando
entrambi i membri dell'uguaglianza per 1, D = B = (4 + Af).

Sottraendo membro a membro (*) e (**) otteniamo —2C = —2F, da cui, moltipli-
cando entrambi i membri dell’'uguaglianza per —3, E = C = (4 — Af).
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Abbiamo quindi provato che data una matrice quadrata A, esistono un’unica ma-
trice hermitiana B ed un’unica matrice anti-hermitiana C' tali che A = B + C (inoltre
B=1(A+A") e C=1(A- Al)).

. _(1+i 6i g 7 (1+i 4\ [1—i 4
Esempio 9. Se A = 4 2>,alloraA =A —( i §>_(—6i 2),

per cui la parte hermitiana di A &

1 1
§(A+AH)= —(

1+i4+1—14 6i+4>_( 1 2+3i>
2 3

4 —6i 242 ) \2-3i 2
e la parte anti-hermitiana di A &

1 my L [(14i—1+4i 6i—4\ ([ i  —2+3
§(A_A)_2( 4+ 6i 2—2>_(2+3i 0 )

Quanto detto generalizza cié che gia sappiamo per i numeri, ossia le matrici 1 x 1.
Sappiamo infatti che per ogni numero complesso z esistono e sono unici due numeri reali
a e b tali che z = a + ib (tale espressione si chiama la forma algebrica di z).

Ogni numero reale ¢ &€ una matrice 1x1 hermitiana:

Ogni numero immaginario puro ib (ove b &€ un numero reale) & una matrice
1x1 anti-hermitiana:

(ib) = ()T =ib=17 b= (—i)b= —(ib).

Quindi la forma algebrica di z, ossia l’espressione z = a + ib con a e b numeri reali, e
I'espressione della matrice 1 X 1 z come somma di una matrice hermitiana, a, ed una
matrice anti-hermitiana, ib.

Un calcolo diretto mostra che a e b sono proprio la parte hermitiana e la parte
=z

anti-hermitiana di z: poiche z# = 2T = a — ib, allora

1 1 1 1
§(z+zH): §(a+ib+a—ib):a e §(Z—ZH)= §(a+ib—a+ib):ib.

LEZIONE 4
Matrici a blocchi

Def. 1. Data una matrice A si chiama sottomatrice di A ogni matrice che si
ottiene da A sopprimendo alcune righe ed alcune colonne di A.
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4 3 -2 9 0
Esempiol. SeA=|1 5 0 4 2], allora
6 7 2 8 0
. . 4 -2 9 0
B:(é?g?)),cz(‘g‘;g)epz1o42
6 2 8 0

sono tre sottomatrici di A: B si ottiene da A sopprimendo la 1 riga e la 4* colonna, C' si
ottiene da A sopprimendo la 2 riga, la 3% e la 5% colonna, D si ottiene da sopprimendo
solo la 2% colonna.

Ripartire una matrice A in blocchi significa tracciare delle linee orizzontali
(lunghe tanto quanto lo & la matrice) e delle righe verticali (alte tanto quanto lo &
la matrice): i blocchi della ripartizione effettuata sono le sottomatrici di A che le linee
tracciate delimitano.

4 3 -2 9 0
Esempio 2. SeA= |1 5 0 4 2| ¢&lamatrice considerata nell’Esempio
6 7 2 8 0
4 3 | -2 | 9 0
1, allora A = i 5_Z l E l i 2) ¢ una ripartizione di A in blocchi. I
6 7 | 2 | 8 0

blocchi di questa ripartizione sono:

4i 3 -2 9 0
AAll:(lZ 5Z>, A12:(0>; A13:(4 2))
A21:(6 7)a A22:(2), A23=(8 0).
Per indicare che A & stata ripartita nei blocchi A1, Aqs, A13, Aoy, Ao, ed Ass si scrive

A= (All A12 A13>
A21 A22 A23 .

Le notazioni scelte suggeriscono che quando si ripartisce una matrice A in blocchi, si
pud pensare ad A come ad una matrice i cui elementi sono i blocchi della ripartizione
effettuata.

Quando una matrice ¢ ripartita in blocchi si dice che ¢ una matrice a blocchi.

Prodotto di una matrice a blocchi per uno scalare

A A ... A
. A21 A22 RN AQT . .
Siano A = . . . una matrice a blocchi ed o uno scalare. Allora
Ay Ay .. Ay
O[All O[Alg . O[Alr
O[Agl aAQQ e O[AQT
al = .

O[Atl O[Atg NN O[An-
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Esempio 3. Se A = A A A ¢ la matrice a blocchi considerata
Ay Ay Az
I . _ . _ L —iAll —iAlg —iAlg c s
nell’Esempio 2, ed o = —1, allora A = —iA = (—iA21 Ay —idns ) Poiche
. 4 -=3i . 2 . -9 0
—iA; = (—i 5 > , —iAjp = ( 0 > , (—i)Az = (—4i —2i> ,
(—i)Ag1 = (—6i —Ti), (—i)Ax=(-2i), (—i)A=(-8 0),

4 =3 2¢ -9 0
allora A= | —i 5 0 —4i -2

-6 -7t —-2¢ -8 0

Somma di due matrici a blocchi

A A ... A Bi1 Bio B
Siano A = e B= due matrici
Aml AmQ v Amn Brl Br2 v Brs
a blocchi.
Se
m=r
n=s=s

esiste Aj; + Bij perogni 1 <i<m,1<j<n

(l'ultima condizione ¢ verificata se e solo se A;; ha lo stesso numero di righe e lo
stesso numero di colonne di B;;, per ogni 1 <i <m,1 < j <n), allora

A+ B A+ Bis ... Ain+ Bin
A+B=

Aml + Bml Am2 + Bm2 Amn + an

. o All A12 _ Bll 312 } .. .
Esempio 4. Se A = ( Ayt Ao e B= By Doy sono le matrici a blocchi
con blocchi

1 1 2
An = (3 _1>5A12=Bu= (1>,321=(2 4), A2 =(0), B2 =(3),
Bi1 = 02x2 e Az = O1 42, allora

1 1 4
ALDB— A+ Bu A+ Bz _ (An 2A12> _
Az1 + Bar Agz + Baa By Baa

Prodotto di due matrici a blocchi
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A A ... A Bi1 Bia ... Bis
Siano A = el e B = ... due matrici
Aml Am2 s Amn Brl Br2 v Brs
a blocchi.
Cll 012 . Cls

Se r = n allora AB = C ¢ la matrice a blocchi C' = con

Cnl CnZ . CTLS

Cij = AiBi1j + AiaBoj + -+ -+ AinBnj = Z AirBuj
1<k<n

A CONDIZIONE CHE TUTTE LE OPERAZIONI SCRITTE SIANO
DEFINITE.

Esempio 5. Se A ¢ la matrice 4 x 2 a blocchi A = (AH A12> con A1 =
Az Ap
B Bu)

IQ,A12 = 2[2,1421 = 3[2,1422 = 4[2, e B ¢ la matrice 4 x 2 a blocchi B =
Ba1 Baa

con Bll = Blg = BQl = BQQ = (;) allora AB = (ﬁ;i ﬁ;z) (g;i g;z) =

_ A1 Bii 4+ Ai12Ba1 A11Bia + A12Bao _ ( 12Bi1+2Boy I1o2Bio+213Bay | _
Ag1Bi1 + A2 Bo1 A1 Bia + A2aBao 319 B11 + 412821 313B1a + 413 B2

3 | 3

_ (3B 3B _ E _| ﬁ
7Bi1 7Bn 7 | 7
14 | 14

Applicazione del prodotto a blocchi al prodotto di due matrici

(1) Ripartizione della seconda matrice in colonne.
Siano A e B due matrici tali che esista il loro prodotto AB (quindi se A ¢ una matrice
m x n allora B & una matrice n X r).

Ripartiamo B in blocchi prendendo come blocchi le sue colonne:
BZ(Bll 312 BlT):(bl b2 br)

dove By; = b; ¢ la j-esima colonna di B per ogni 1 < j <r.
Si pué allora calcolare il prodotto AB pensando A come ad un unico blocco, e si

ottiene

AB=A(Bi1 Biz ... Bi)=A(b, by ... b)=(Ab, Ab, ... Ab).
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Per ogni 1 < j < r, Abj € un vettore colonna con m componenti, ed e la j-esima

colonna di AB.

(2) Ripartizione della prima matrice in righe.
Come in (1), siano A e B due matrici tali che esista il loro prodotto AB (quindi se

A & una matrice m x n allora B ¢ una matrice n X r).

Ripartiamo A in blocchi prendendo come blocchi le sue righe:

T
A i%
Agi rs
A = . =
Aml ffl

dove Ay; = rl & la i-esima riga di A per ogni 1 <i < m.
T un vettore riga con n componenti, ossia una matrice

Si noti che indicando con r;
1 x n, stiamo indicando con r; un vettore colonna con n componenti, ossia una matrice

n x 1.
Si pué allora calcolare il prodotto AB pensando B come ad un unico blocco, e si
ottiene
An ri rI'B
Az Zg ng
AB = ) B= . | B=
A1 rh B

Per ogni 1 <4 < m, r7 B & un vettore riga con 7 componenti, ed ¢ la i-esima riga di

AB.

(3) Il prodotto di una matrice per un vettore colonna.

U1

U2
Siano A una matricemxnev = un vettore colonna con n componenti. Allora

Un

esiste Av e pud essere calcolato come prodotto a blocchi, pensando A ripartita nei suoi
a,, ) e v ripartito nei suoi blocchi riga (quindi v ha

blocchi colonna A = (a; ay
n blocchi riga, ciascuno dei quali € una matrice 1 x 1, ossia un numero v;):
U1
U2
Ab=(a; ay ... a,) =010y + V289 + . .. + Vna,.

Un

In particolare Ae; = i-esima colonna di A (e; ¢ la i-esima colonna di I,).

(4) 11 prodotto di vettore riga per una matrice.
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Siano B una matrice n x r e w’ = (w; ws ... w,) un vettore riga con n com-
ponenti. Allora esiste w? B e pué essere calcolato come prodotto a blocchi, pensando
st
T
. . . . . 52 T . . . . .
B ripartita nei suoi blocchi riga B = ) e w" ripartito nei suoi blocchi colonna
T

2n
(quindi w” ha n blocchi riga, ciascuno dei quali & una matrice 1 x 1, ossia un numero

’LUj)I

st
3
T = T T T
w'B= (w1 wy ... wy) . =wys] +wa2s; + ...+ wys, .
sk

In particolare el B = i-esima riga di B ( ¢; & la i-esima colonna di 1,,).

Siano A una matrice m X n e B una matrice n x r.
Da (1) e (3) si ricava che la j-esima colonna di AB & byja; + baja, + ...+ byja, ove
. boj | .
ay, 09, .. .a, sono le colonne di A e ) ¢ la j-esima colonna di B.

bn;j

Da (2) e (4) si ricava che la i-esima riga di AB ¢ ai157 + asesd + ...+ ammsl ove

st sl .. .sI sonolerighedi Be (a;; ap ... ai) e lai-esima riga di A.

(5) Ripartizione della prima matrice in colonne e della seconda in righe.

Siano A e B due matrici tali che esista il loro prodotto AB (quindi se A ¢ una matrice
m x n allora B & una matrice n X r).

Ripartiamo A in blocchi prendendo come blocchi le sue colonne:

A=(a; a ... a,),
e B prendendo come blocchi le sue righe:
B= |
T
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Allora AB pu6 essere calcolato come prodotto a blocchi:

T T T
AB=(g; a9 ... a,) . =a;8] + 985 +...+a,s,.

Si noti che ciascun addendo a,s? & una matrice m x 7.

LEZIONE 5
Matrici elementari e loro inverse

Si fissi m un numero naturale.
Per ogni 1 < 4,5 < m con i # j siano
— E;;(c) (ove ¢ & uno scalare ) la matrice m x m con tutti gli elementi diagonali uguali
ad 1, 'elemento di posto (i, j) uguale a ¢ ed ogni altro elemento nullo.
1 sek=r
In simboli: E;j(c) = [ex,] dove ex = ¢ ¢ se (k,7) = (i, ])

0 altrimenti

— .

Si noti che Ej;;(c) ¢ la matrice che si ottiene da I,, sommando alla i-esima riga di I,,,
la j-esima riga di I,,, moltiplicata per c.

— se ¢c#£0, E;(c) la matrice m x m diagonale con tutti gli elementi diagonali uguali
ad 1 tranne quell di posto (i,4), uguale a c. In simboli: E;(c) = [eg,] dove
1 sek=r=#i
epr =2 C sek=r=1

0 altrimenti
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1 O
= Ei(c)

1

Si noti E;(c) ¢ la matrice che si ottiene da I,,, moltiplicando la i-esima riga di I,,, per

— E;; la matrice m x m che si ottiene da I,,, scambiando la i-esima con la j-esima
1 sek=r¢{ij}

1 se (k,r)=(i,7)

1 se (k,7)=(4,9)

0 altrimenti

riga. In simboli: E;; = [e,] dove ex, =
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i J
! !
1
1

71— 0 1

: oo = E;j;
J— 1 ... 0

1
1

N.B. In genere si deduce dal contesto quante quante righe (e quindi quante colonne,
dal momento che si tratta di matrici quadrate) hanno le matrici elementari.

Def. 1. Si chiama matrice elementare ogni matrice del tipo E;;(c), oppure del
tipo E;(c), o infine del tipo Ej;.

Un calcolo diretto mostra che
—se F;;(c) € m x m, allora per ogni 1 <¢,7 <m con i # j si ha:
Eij(c)Eij(—c) = I = Eij(—c)Eyj(c).

Quindi E;;(c) ¢ non singolare e E;;(c)™! = E;;(—c).

—se Ei(c) em xm e c#0, allora per ogni 1 < ¢ < m si ha:

Quindi E;(c) & non singolare e E;(c)™! = E;(1).

C

—se F;; ¢ m x m, allora per ogni 1 <¢,7 < m con ¢ # j si ha:
EijEij = Im

. . N . -1 _ )
Quindi F;; ¢ non singolare e EU = Ejj.
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Operazioni elementari sulle righe di una matrice m x n

Sia A una matrice m X n.

— F;;(c)A ¢ la matrice che si ottiene da A sommando alla i-esima riga di A la j-esima
riga di A moltiplicata per lo scalare c.

Quindi se A = [agr], Eij(c)A ha tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle
corrispondenti righe di A, ed ha come i-esima riga

(aﬂ +caj1 a2+ caje ... Gip T+ cajn) .

— E;(c)A & la matrice che si ottiene da A moltiplicando la i-esima riga di A per lo
scalare ¢ (¢ # 0).

Quindi se A = [akr], E;i(c)A ha tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle cor-
rispondenti righe di A, ed ha come i-esima riga

(caﬂ CQ;2 . cam) .

— E;; A ¢ la matrice che si ottiene da A scambiando la i-esima riga di A con la j-esima.

Quindi se A = [ag,], E;; A ha tutte le righe diverse dalla i-esima e dalla j-esima uguali
alle corrispondenti righe di A, ed ha come i-esima e come j-esima riga rispettivamente:

(ajl a2 ... ajn) e (0,1'1 ;2 am).

Def. 2. Si chiamano operazioni elementari sulle righe di A le tre seguenti
operazioni:

— sommare ad una riga un’altra riga di A moltiplicata per uno scalare,
— moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo,
— scambiare due righe di A.

Ciascuna di esse corrisponde alla premoltiplicazione di A per un’opportuna matrice
elementare.

Eliminazione di Gauss senza scambi di righe

Sia A una matrice m x n, con A # Q,,xn-

Tustriamo ora un algoritmo che consiste in un insieme di operazioni sulle righe di A
e che viene chiamato un’eliminazione di Gauss senza scambi di righe su A.

L’obiettivo di tale algoritmo & costruire a partire da A una matrice m x n U con

— le prime k-righe non nulle e le rimanenti m — k righe nulle (dove &k ¢ un opportuno
numero compreso tra 1 ed m che dipende da A),
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— gli elementi non nulli disposti come sopra ad una scala che scende da sinistra a
destra, a partire dalla prima riga fino alla k-esima riga, ogni cui gradino ¢ “alto” una
riga ed ¢ “lungo”una o piu colonne (la scala ha quindi &k gradini),

— gli elementi alla base di ciascun gradino di questa scala uguali ad 1,

ossia una matrice del tipo:

dove gli elementi al di sotto della scalinata sono tutti nulli, e gli eventuali elementi
non nulli si trovano al di sopra della scalinata (in questo disegno la scala ha 3 gradini).

Le operazioni lecite in questo algoritmo sono solo di due tipi:
— sommare ad una riga di A un’altra riga di A moltiplicata per un scalare,
— moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo.

L’applicazione di questo algoritmo facilita la soluzione di alcuni problemi, come ad
esempio la risoluzione dei sistemi lineari.

Esistono matrici per cui questo algoritmo fallisce, ossia per le quali questo
algoritmo non porta alla costruzione di U.

Per tali matrici introdurremo nella prossima lezione un algoritmo piu ricco (in cui &
lecita anche la terza operazione elementare sulle righe di A).

Esempio 1. Per A = (1) i) I'eliminazione di Gauss senza scambi di righe

fallisce: non e possibile, utilizzando le due operazioni lecite, arrivare ad una matrice del

. 1 = 1 = 0 1
tlpOU—(O 1>,0ppureU—(0 O),oppureU—(0 O)'

Supponiamo che la prima riga di A non sia nulla

(per le matrici non nulle con la prima riga nulla I’eliminazione di Gauss senza scambi
di righe fallisce).

1° Passaggio. L’obiettivo del 1° passaggio e trasformare la j;-esima colonna nella
prima colonna di I,,, (il numero j; & definito nel seguente punto (1)).

(1) Percorrendo la prima riga di A da sinistra a destra, sia aij, il primo elemento
non nullo (quindi se jl > lalloraaj; =a;2=...= atj,—1 = Oe atj, 75 O; il pifl delle
volte, perd, j1 = 1, ossia a1 # 0).

a1, € detto il pivot della 1¢ riga.
Se ayj, # 1,
moltiplichiamo la prima riga di A per al_jll,

ottenendo cosi una matrice m x n Ay = [a};] che ha tutte le righe uguali a quelle di
A, tranne la prima, i cui elementi sono gli elementi della prima riga di A moltiplicati



32L.GEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2001/02, GEMMA PARMEGGIANI

per al_jll, ossia divisi per ayj,. In particolare aj; =ajy, =...=aj; _;=0eaj; =1

Poiche 'operazione che abbiamo fatto corrisponde a premoltiplicare A per la matrice
elementare Fy(a;;'), m x m, scriviamo:
J1

By

(2) Percorriamo la colonna ji-esima dall’alto in basso, e tenendo in considerazione
solo gli elementi a;;, che siano diversi da 0, per ciascun a;;, # 0 che troviamo, partendo
da i = 2 e arrivando fino a i = m,

sommiamo alla riga i-esima di A; la prima riga di A; moltiplicata per —a;;,,
(per ogni i =2,...,m tale che q;;, #0).

Otteniamo cosi una matrice B = [b;;] in cui la ji-esima colonna ¢ la prima colonna
di I,.

Poiche le operazioni che abbiamo fatto corrispondono a premoltiplicare A; per il
prodotto di matrici elementari

Emi(=amj,) Em—1,1(=am-1,) - - - E31(—asj, ) Ea1(—az;, ),

scriviamo:
A, Emi(—amj; ) Em—1,1(—am—1,j;)..-E31(—asj, ) E21(—azj,) B
3 6 —6 -3 15
. . |25 -5 -1 10
Esempio 2. Sia A = 1 3 -3 9 11
05 -5 7 6

Poiche a1 # 0, allora j; = 1. L’operazione richiesta al punto (1) ¢ moltiplicare la

prima riga di A per a;; = % La matrice A; che si ottiene ha come prima riga

(38 % F B)=(12 21 5),
e le altre righe uguali alle righe di B, quindi
12 -2 -1 5

2 5 =5 —1 10
A=y 3 3 2 1
05 =5 7 6
ajy 1
Consideriamo la prima (qui j; = 1) colonna di Aj, Zfl = ?
31
ay, 0

Le operazioni richieste al punto (2) sono:

— poiché al; = 2 # 0, sommare alla seconda riga di A; la prima riga di A; moltiplicata
per _0'31 = _25
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— poiché a%; =1 # 0, sommare alla terza riga di A; la prima riga di A; moltiplicata
per —a3; = —1.

Non occorrono altre operazioni, poiche aj; = 0.

La matrice B che si ottiene ha come seconda riga
(2 5 =5 -1 10)+(-2)(1 2 -2 -1 5)=(0 1 -1 1 0),
ha come terza riga
(r 3 -3 2 1H)+(-1H(1 2 -2 -1 5)=(0 1 -1 3 6),

ed ha la prima e la quarta riga uguali rispettivamente alla prima e alla quarta riga di
Ayl

Quindi
1 2 -2 -1 5
01 -1 1 O
B= 01 -1 3 6
0 5 -5 7 6

Supponiamo che la matrice A da cui siamo partiti sia tale che, dopo aver
effettuato sulle sue righe le operazioni descritte nel 1° passaggio, si ottenga
una matrice B in cui se j; > 1 allora le prime j; — 1 colonne sono nulle, ed
inoltre o tutte le righe diverse dalla prima sono nulle, oppure la seconda riga
€ non nulla

(per le matrici in cui questa situazione non si presenta, ’eliminazione di Gauss senza
scambi di righe fallisce).

Se tutte le righe di B diverse dalla prima sono nulle, ’algoritmo si ferma
a B (ossia B & la U cercata).

Altrimenti la seconda riga di B € non nulla e si procede.

2° Passaggio. L’obiettivo del 2° passaggio ¢ trasformare la js-esima colonna in
*

1
: of . . :
una colonna del tipo | (j [ (il numero j» ¢ definito nel seguente punto (1)).
0
(1) Percorrendo la seconda riga di B da sinistra a destra, sia by, il primo elemento
non nullo (quindi b21 = b22 =...= b2’j2_1 =0e b2j2 75 O)

baj, € detto il pivot della 2¢ riga.
Se b2j2 75 1,

moltiplichiamo la seconda riga di B per b,

2527

ottenendo cosi una matrice m x n By = [b};] che ha tutte le righe uguali a quelle di
B, tranne la seconda, i cui elementi sono gli elementi della seconda riga di B moltiplicati
per bQ_le, ossia divisi per bgj,. In particolare b3; = b3, =...=b3,; ,=0eb5; =1.



3.GEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2001/02, GEMMA PARMEGGIANI

Poiche 'operazione che abbiamo fatto corrisponde a premoltiplicare B per la matrice
elementare Fo(by 1), m x m, scriviamo:
25270 ’

—1
Bl g,

(2) Percorriamo la colonna js-esima dall’alto in basso, e tenendo in considerazione
solo gli elementi b;;, che siano diversi da 0, per ciascun b;;, # 0 che troviamo, partendo
da i = 3 e arrivando fino a i = m,

sommiamo alla riga i-esima di B; la seconda riga di B; moltiplicata per
—bij,, (per ogni ¢ =3,...,m tale che b;;, # 0).

S O~ %

Otteniamo cosi una matrice C' = [¢;;] in cui la jp-esima colonna & del tipo:

come ci eravamo prefissati.

Poiche le operazioni che abbiamo fatto corrispondono a premoltiplicare B; per il
prodotto di matrici elementari

Ema(—bmjs ) Em—1,2(=bm—14,) - - . E32(—b3;, ),
scriviamo:

Erm2(=bmjy)Em—1,2(=bm—1,j5)..- E32(—=b3j,)

By C.

Esempio 3. Riprendiamo la matrice B ottenuta alla fine dell’Esempio 2:

1 2 -2 -1 5
01 -1 1 0
B= 01 -1 3 6
05 -5 7 6

Poiche bay # 0, allora jo = 2, ma poiche by = 1 non ¢ richiesta alcuna operazione al
punto (1), per cui By = B.

12 2

Consideriamo la seconda (qui j2 = 2) colonna di By, 232 = i
32

by 5

Le operazioni richieste al punto (2) sono:

— poiché b3, = 1 # 0, sommare alla terza riga di B; la seconda riga di By moltiplicata
per —b3, = —1,

— poiché b}, =5 # 0, sommare alla quarta riga di B; la seconda riga di By moltipli-
cata per —b}; = —5.
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La matrice C' che si ottiene ha come terza riga
(01 -1 3 6)+(-1)(0 1 -1 1 0)=(0 0 0 2 6),
ha come quarta riga
(05 =5 7 6)+(=5)(0 1 -1 1 0)=(0 0 0 2 6),

ed ha la prima e la seconda riga uguali rispettivamente alla prima e alla srconda riga di
B.

Quindi
1 2 -2 -1 5
01 -1 1 O
C= 00 0 2 6
00 0 2 6

Supponiamo che la matrice A da cui siamo partiti sia tale che, dopo aver
effettuato sulle sue righe le operazioni descritte nel 2° passaggio, si ottenga

una matrice C in cui se js > j; + 1 allora TUTTE le colonne comprese tra la
*

j1 + l-esima e la j; — 1-esima sono del tipo , ed inoltre o tutte le righe

0
0
0
0
diverse dalle prime due sono nulle, oppure la terza riga € non nulla

(per le matrici in cui questa situazione non si presenta, ’eliminazione di Gauss senza
scambi di righe fallisce)

Se tutte le righe di C diverse dalle prime due sono nulle, ’algoritmo si
ferma a C (ossia C & la U cercata).

Altrimenti la terza riga di C' & non nulla e si procede.
39, 49, .., k-esimo Passaggio.

Si itera il procedimento illustrato nei primi due passaggi. L’obiettivo del passaggio
*

= %

i~esimo, se 1 < ¢ < k, e di trasformare la colonna j;-esima in una colonna del tipo

dove il numero 1 sta nella riga i-esima.
Se la matrice A da cui parte ¢ tale che

— dopo aver effettuato il passaggio i-esimo si ottiene che TUTTE le colonne comprese
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*

tra la j;—1 4+ l-esima e la j; — l-esima (se ce ne sono ) sono del tipo , (dove il =

*
0
0
pit basso sta nella riga ¢ — 1-esima) ed inoltre o tutte le righe diverse dalle prime ¢ sono
nulle, oppure la ¢ + 1-esima riga € non nulla

(per le matrici in cui questa situazione non si presenta, l’algoritmo di Gauss senza
scambi di righe fallisce),

allora I’algoritmo si ferma (ottenendo U) quando si raggiunge una riga nulla, oppure,
se non si raggiunge mai una riga nulla, quando si raggiunge ’'ultima riga.

Esempio 4. Riprendiamo la matrice C ottenuta alla fine dell’Esempio 3, e mostri-
amo il procedimento per C.

Poiche la terza riga di C' e non nulla, I'algoritmo non si ferma a C.
Il primo elemento non nullo della terza riga di C' e ds4, quindi j3 = 4.

Si chiama C; la matrice che si ottiene da C moltiplicando la terza riga di C per
i = 1. Dunque

1 2 -2 -1 5
01 -1 1 o0
“=loo0o 0o 1 3
0 0 O 2 6
Per “sistemare”la js-esima colonna di C4, ossia per ottenere a partire da C; una
*
matrice con la terza colonna del tipo T , basta sommare alla quarta riga di C; la
0
terza riga di C'; moltiplicata per —2. Si ottiene
1 2 -2 -1 5
01 -1 1 0
D= 0 0 O 1 3
0 0 O 0 0

Poiche la quarta riga di D e nulla, 'algoritmo si ferma a D, ossia U = D.

Per riassumere il procedimento si scrive:

36 -6 -3 15 L 2 -2 -1 5
A— 2 5 -5 -1 10 Es1(—1)E21(—2)E1(3) 01 -1 1 0 -
1 3 -3 2 11 01 -1 3 6
0 5 -5 7 6 0 5 =5 7 6
1 2 -2 -1 5 1 2 -2 -1 5
E42(—5)E32(—1) 0 1 -1 1 0 E43(—2)Es(3) 0 1 -1 1 0 —U
0 0 O 2 6 0 0 O 1 3
0 0 O 2 6 0 0 O 0 0
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LEZIONE 6
Eliminazione di Gauss con scambi di righe

Sia A # O una matrice m x n. Abbiamo illustrato nella Lezione 5 un algoritmo che
ha come obiettivo quello di costruire a partire da A una matrice U, m X n, che abbia il
seguente aspetto

eseguendo sulle righe di A un insieme di operazioni del tipo:

— sommare ad una riga un’altra riga di A moltiplicata per uno scalare,
— moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo.

Def. 1. Una matrice che sia

— o nulla, oppure

— abbia ’aspetto di U

si dice una matrice in forma ridotta di Gauss.

Abbiamo anche visto nell’Esempio 1 della lezione precedente che I’ eliminazione di
Gauss senza scambi di righe fallisce per certe matrici. Vediamolo con un altro esempio.

0 0 4 3
0 2 1 1

Volendo applicare ’eliminazione di Gauss senza scambi di righe ad A, si ottiene che
poiche il primo elemento non nullo nella prima riga di A ¢ a13, allora j; = 3. Ma poiche
non e vero che tutte le colonne prima della j;-esima, ossia prima della terza, sono nulle
(la seconda non lo &), allora I’eliminazione di Gauss senza scambi di righe applicata ad
A non porta ad una matrice in forma ridotta di Gauss.

Esempio 1. Sia A = (

Analogamente applicando ’eliminazione di Gauss senza scambi di righe a

2 4 2 6
B = 1 otteniamo
2 2 )
2 4 2 6
1 2 1 8
1 2 2 4

Es1(—1)E21 (—1)E1(3)

1 2 1 3
0 0 0 5
0 011

In questo caso jo = 4. Poiche nelle righe seguenti alla seconda ci sono elementi
non nulli che stanno in colonne precedenti alla js-esima, allora anche in questo caso
I'eliminazione di Gauss senza scambi di righe applicata ad B non porta ad una matrice
in forma ridotta di Gauss.
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Introduciamo allora un altro algoritmo, che chiamiamo eliminazione di Gauss
con scambi di righe (o pitd semplicemente eliminazione di Gauss), che differisce da
quello descritto nella Lezione 5 soltanto nel fatto che tutte le volte che ¢ necessario si
possa fare anche uno scambio di righe, ossia un algoritmo in cui ¢ lecita anche la terza
operazione elementare sulle righe della matrice.

In questo modo si pué arrivare ad una matrice in forma ridotta di Gauss a partire
da qualunque matrice A # Q.

Def. 2. Una matrice in forma ridotta di Gauss che si ottenga a partire da una
matrice A applicandovi ’eliminazione di Gauss con o senza scambi di righe si dice una
forma ridotta di Gauss per la matrice A.

Si dice poi che la matrice nulla m x n € una forma ridotta di Gauss di sé
stessa.

0 0 4 3
0 2 11

L’operazione da fare & scambiare la 1* con la 2% riga. Poiche ci6 corrispone a pre-
moltiplicare A per la matrice elementare 2 x 2 Eo, si scrive:

(0 0 4 3 E1a « (0 2 1 1
A_(O 2 1 1) A_(O 0 4 3)'
quindi si procede con ’algoritmo su A*. Quello che si ottiene é:
A 0 0 4 3 E1a 0 2 1 1 Ei(3)
T\N0 2 11 0 0 4 3
1
0

(01 3 3 Ex () 0
00 4 3 0

ed U ¢ una forma ridotta di Gauss per A.

Esempio 2. Sia A = ( > la prima matrice considerata nell’Esempio 1.

= o=

~—
I
S

N[SEENTE

2 4 2 6
SiaB= |1 2 1 8 | laseconda matrice considerata nell’Esempio 1. Un’eliminazione
1 2 2 4

di Gauss su B e:

s5_(1 21 S LEITE NN R B

1 2 2 4 00 1 1

1 2 1 3 ) 12 13\

_Fs o001 1 Bs(5) 001 1]|=0.
000 5 00 0 1

Sia C' = . In questo caso si pu6 scegliere:

N WO
= w O
N W N
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00 2 3 3 3 ) 111
c=[3 3 3|22 (0 0 2 B (2) B (5) 00 2| P,
9 4 2 9 4 2 02 0
111 ) 111 ) 111
o2 0) =22 (o1 0] 22 |01 0] =0
00 2 00 2 00 1

oppure
00 2 9 4 2 9 1
Eo1(—3)E1(%
c=[3 3 3] -2 .[3 3 3 2 (C3F () 0 -3 0| —
9 4 2 00 2 0 0 2
1 2 1 1 2 1
_1 1
205 g1 o 20 01 0]|=0,
00 2 00 1

Entrambe U; ed Us sono forme ridotte di Gauss per C.

N.B. U;j ed U; sono due matrici diverse, ma entrambe sono forme ridotte di Gauss
per la stessa matrice C'. Quindi non c’e’ in generale un’unica forma ridotta di Gauss per

una madtrice.

Def. 3. Sia U una matrice m X n in forma ridotta di Gauss, e siano k le sue righe
non nulle (quindi le prime k righe di U sono non nulle e le ultime m — k righe di U
sono non nulle). Allora U ha esattamente k colonne che corrispondono all’inizio di ogni

gradino:

— la jj-esima, che e la prima colonna di I,,,

— la jo-esima, che ¢ del tipo (x 1 0 0 ... O)T ,
—la js-esima, che ¢ del tipo (x * 1 0 ... O)T ,
~ la jg-esima, che & del tipo (* = * 1 ... 0)7,

— la jix-esima, che & un vettore riga con m componenti del tipo

(... % 0 ... 0)F

1
T
k

inoltre
— tutte le eventuali colonne comprese tra la j; + l-esima e la jo — 1-esima sono del
. T
tipo(x 0 0 0 ... 0),
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— tutte le eventuali colonne comprese tra la j; + l-esima e la j3 — 1-esima sono del
tipo(+ = 0 0 ... 0)",

— tutte le eventuali colonne comprese tra la jz + l-esima e la j4 — 1-esima sono del
tipo(x * % 0 ... 0)7,

— tutte le eventuali colonne comprese tra la ji_1 4+ 1-esima e la j; — 1-esima sono del
tipo (* ... % 0 ... 0)7 (il numero di & k — 1).

Le colonne ji-esima, ja-esima, js-esima, ..., jy-esima si chiamano le colonne domi-
nanti della matrice in forma ridotta di Gauss U. Le altre colonne di U si chiamano
le colonne libere della matrice in forma ridotta di Gauss U.

Esempio 3. Siano A, B e C le matrici considerate nell’Esempio 2 e siano U ed U
le forme ridotte di Gauss trovate per A e B rispettivamente, ed inoltre Uy ed Us le due
forme ridotte di Gauss trovate per C.

— colonne dominanti di U: la 2% e la 3%; colonne libere di U: la 1% e la 4%;
— colonne dominanti di U: la 1%, la 3% e la 4%; unica colonna libera di U: la 2%

— Uy ed Uy hanno tutte le colonne dominanti e nessuna colonna libera.

Def. 4. Una matrice U, m x n si dice in forma ridotta di Gauss-Jordan se

U ¢ in forma ridotta di Gauss e, se u;, Uy, ... u; sono le colonne dominanti di U allora
Uy =€, Uy =2Ey, ... Up=Ey,
dove ¢4, €5, ..., ¢ sono le prime k colonne di I,,.

Come ottenere una forma ridotta di Gauss-Jordan di una matrice

2 4 2 6
Esempio 4. Si trovi una forma ridotta di Gauss-Jordanper B= |1 2 1 8
1 2 2 4

1. Troviamo una forma ridotta di Gauss per B, ad esempio, come abbiamo gia

} 1 2 1 3
calcolato nell’Esempio 2, U= [0 0 1 1
0 0 01

2. Partendo da U procediamo “a ritroso ”nel seguente modo:

E13(—=3)E23(—1) E12(—-1)

o O =
S O N
O~ =
—_ = W
o O =
S O N
O = =
—_ o O
o O =
S O N
o = O
_ o O

I

<

V' & una forma ridotta di Gauss-Jordan per B.
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LEZIONE 7

Sistemi lineari
Scrittura matriciale di un sistema lineare

Def. 1. Un sistema di m equazioni ed n incognite x1, za, . ..x,, si dice lineare se
tutte le m equazioni sono di 19 grado.

Esempio 1.

21 +x9 +4x3 =1 o 201 + o +4x3 =1
T + 3x2 +x3 = —6 3x9 = —6
sono due sistemi lineari, ciascuno con due equazioni e tre incognite; mentre

2x1—|—x%—|—4x3:1 201 + 2o +4x3 =1
T + 3x2 +x3 = —6 3roxz = —6

sono entrambi due sistemi non lineari.

Def. 2. Dato un sistema lineare di m equazioni ed n incognite

a1121 + a1222 + ... + a1pxn = by
(+) a2121 + a22%2 + . .. + a2y = b

Am1T1 + QmaTo + ...+ Gy Tn = by

ail ai2 NN QAin
. a21 a22 T a2n . . . . . .
la matrice m xn A = ) . . ) si chiama la matrice dei coefficienti
Am1 Am2 oo Qmn
b1
. . b2 . .
del sistema lineare, ed il vettore colonna con m componenti b = . si chiama il
bm,
vettore dei termini noti del sistema.
Si chiama inoltre matrice aumentata del sistema la matrice B = (A4 | b).
Dunque B & una matrice m x (n + 1).
Ty
x2 . .
Ponendo z = . (z si chiama il vettore delle n incognite x1,xs,...,2,), €

Tn
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calcolando il prodotto righe per colonne della matrice A ed il vettore x si ottiene

ann a2 ... QGip 1 a1121 + a1222 + ... + a1, Tn
az1 a2 ... Q2p T2 211 + @222 + ... + a2n,Tn
Am1  Gm2 - Gmn T am1Z1 + Am222 + ...+ Gmndn

per cui Az = b & una scrittura compatta del sistema lineare (x), che viene detta scrittura
matriciale del sistema lineare (*).

Esempio 2.

La scrittura matriciale del primo sistema lineare considerato nell’Esempio 1 ¢ Ax = b,
2 1 4

13 1 > ed il vettore dei termini noti

ove la matrice dei coefficienti ¢ la matrice A = (
.. 1
¢ il vettore b = 6 )

La scrittura matriciale del secondo sistema lineare considerato nell’Esempio 1 ¢ Az =
2 1 4

0 3 O) ed il vettore dei termini

b, ove la matrice dei coefficienti ¢ la matrice A = (

noti & uguale a quello del primo sistema lineare.

Def. 3. Un vettore colonna con n componenti v si dice una soluzione del
sistema lineare Az = b, ove A ¢ m X n (e b ha m componenti), se Av = b.

Dato un sistema lineare Az = b, pué accadere che esso non abbia soluzioni; se invece
ce ne ha, allora risolvere il sistema significa trovare tutte le sue soluzioni.

Def. 4. Due sistemi lineari
(%) Az =1 e (%) Az =1

si dicono equivalenti se
— o entrambi non hanno soluzioni,
— oppure le soluzioni dell’uno sono esattamente tutte e sole le soluzioni dell’altro.

Proposizione.  Siano (x) Az = b un sistema lineare, ed F una matrice non
singolare tale che esista F'A. Allora il sistema lineare (xx) F Az = Fb & equivalente
al sistema ().

Dimostrazione.

Sia v una soluzione di (x). Allora Av = b. Premoltiplicando ambo i membri
dell’uguaglianza per F si ottiene F'Av = F'b, ossia v & una soluzione di (*x).

Sia w una soluzione di (xx). Allora FAw = Fb. Premoltiplicando ambo i membri
dell'uguaglianza per F~! (che esiste essendo F' non singolare) si ottiene F~!FAw =
F~1Fb. Ma F7'FAw = Aw e F7'Fb = b, quindi Aw = b, ossia w & una soluzione di
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Applicazione dell’eliminazione di Gauss CON O SENZA SCAMBI DI
RIGHE alla risoluzione di sistemi lineari

Sia (*x)Az = b un sistema lineare di m equazioni in n incognite (ossia A & m X n.)

Sia (U | d) una formaridotta di Gauss della matrice aumentata (A | b).Sia F
il prodotto delle matrici elementari di tipo E;;(c), E;(c) con ¢ # 0, ed eventualmente E;;
(nel caso che per costruire (U | d) sia necessario effettuare degli scambi di righe su
(A | b)) che corrispondono alle operazioni elementari fatte sulle righe di (A | b)
per ottenere (U | d).

Allora

— F' & non singolare, per che F' & un prodotto di matrici elementari, ogni matrice
elementare ¢ non singolare e il prodotto di matrici non singolari ¢ una matrice non
singolare, e

~-F(A | b)=(U | d).Facendo il prodotto a blocchi si ottiene
F(A | b)=(FA | Fb).

Abbiamo visto che essendo F non singolare (x)Axz = b & equivalente a F'Az = F'b, ossia
a (xx)Uz = d.

Poiche (xx*) & pid semplice da risolvere, discutiamo (#x*) al posto di ().

d ¢ dominante.

In questo caso 1'ultima equazione di (x*) ¢ 0 = 1, che non ha soluzioni. Dunque (**)
non ha soluzioni.

d & libera.

Sia k il numero delle righe non nulle di U (e quindi anche di (U | d), essendo d
libera) e siano ji, j2,. .., jk le k colonne dominanti di U (e quindi anche di (U | d)
essendo d libera).

1%Sottocaso: | d ¢ libera e k = n,

ossia tutte le colonne di U sono dominanti.

Allora (xx) ¢ del tipo

T1 FUI2T2 +UI3T3 + .. F UL 1 Tp—1 + UInTn = d1
To +U3T3 4. ..+ U2 1Tn—1 + U2pTp = d2
T3+ .. F U 1Tn—1 + U3 T = d3

()

Tp_1+ Up—1,nTn = dn—l
Ty =dy

Si osservi che

— le operazioni fatte nel 1° passaggio dell’eliminazione di Gauss (cio¢ un even-
tuale scambio e la “sistemazione ”della ji-esima colonna ) portano all’eliminazione
dell’incognita x;, dalle equazioni sotto alla prima,
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—le operazioni fatte nel 2° passaggio dell’eliminazione di Gauss portano all’eliminazione
dell’incognita x;, dalle equazioni sotto alla seconda,

— le operazioni fatte nel 3° passaggio dell’eliminazione di Gauss portano all’eliminazione
dell’incognita x;, dalle equazioni sotto alla terza,

— e cosi via.
Il procedimento che illustriamo ora si chiama sostituzione all’indietro.

1) Si ricava il valore di z,, dall’ultima equazione, e lo sostituisce in tutte le altre
equazioni.

2) Dalla penultima equazione si ricava il valore di x,_; e lo si sotituisce in tutte le
altre equazioni.

3) Dalla terzultima equazione si ricava il valore di x,,_2 e lo si sotituisce in tutte le
altre equazioni.

— e cosi via, procedendo a ritroso.

Si ottiene:
Ty = dp,

Tn—-1 = dn—l - un—l,ndn

ry = dl - ulndn - ul,n—l(dn—l - un—l,ndn) -

per cui (**) ha una ed una sola soluzione, che ¢ il vettore colonna

dl - ulndn - ul,n—l(dn—l - un—l,ndn) e

S
I

dn—l - un—l,ndn
dn,

20Sottocaso: | d ¢ libera e k < n,
ossia U ha n — k > 0 colonne libere.

In tal caso si prendono come parametri le n — k variabili corrispondenti alle colonne
libere di U e con la sostituzione all’indietro si ricavano tutte le altre in funzione di questi
parametri. Allora (**) ha co”~* soluzioni.

Riassumendo
(*) ha soluzioni se e solo se d ¢ libera.
(*) ha un’unica soluzione se d ¢ libera e tutte le colonne di U sono dominanti.

(*) ha infinite soluzioni se d & libera ed U ha qualche colonna libera.

Esempio 3. Sia (x)Az = b il sistema lineare in cui la matrice aumentata
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4 -8 4] 0
(A ] b)y=(1 -1 0 | 3 |.Dunquesiha
1 -1 1] 5
4r1 — 8xo +4x3 =0
(*) $1—$2=3
] — T2 +2x3=2>5
Facciamo un’eliminazione di Gausssu (A | b):
4 -8 4] 0 P 2 1 | 0
(A | by=[1 -1 0 | 3| LuECORE® (o ¢ 5 | 3]
1 -1 1] 5 0 1 0 | 5
- —2 1 | 0
0 1 -1 ] 3]=(U [ d
0 0 1 | 2

per cui il sistema (*) & equivalente al sistema

T —2x9 +23=0
(%) To — T3 =3
$3:2

Che i due sistemi siano equivalenti poteva essere intuibile: le operazioni fatte sulle
righe di (A | b) nell’eliminazione di Gauss senza scambi corrispondono a moltipli-
cazioni delle equazioni del sistema (*) per numeri non nulli, e a somme di equazioni con
altre moltiplicate per numeri non nulli.

Poiche d & libera, (**) ha soluzioni.

Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, (*x) ha esattamente una soluzione.
Con la sostituzione all’indietro otteniamo:

T3 = 2,

ro=x3+3=2+3=25,

$1=2$2—$3=2X5—2=8.

8
Quindi (%) ha un’unica soluzione che ¢ il vettore | 5
2
Esempio 4. Sia (x)Az = b il sistema lineare in cui la matrice aumentata
2 2 4| 0
(A ] b)=|1 1 3 | —1].Dunquesiha
33 7 1] 0

2x1 + 229+ 423 =0
(%) 1+ 22+ 3x3=—-1 .
3x1 4+ 3x24+ Txs =0
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Facciamo un’eliminazione di Gausssu (A | b):
2 2 4 | 0 o 112 0
(A | »l1 13 <1 E31(—3)E21(—1)E1(3) 001 | —1|—
337 1] 0 001 ] 0
1121 0
00 1| ] =(U | a)
000 | 1

per cui il sistema (*) & equivalente al sistema

1+ 2o+ 223 =0
(%) r3=—1
0=1

Poiche d ¢ dominante, (**) non ha soluzioni.

Infatti 'ultima equazione di (*#) non ha soluzioni. Quindi anche (*), non ha soluzioni.

Esempio 5. Sia (x)Az = b il sistema lineare in cui la matrice aumentata (A | b)
¢ la matrice considerata nella Lezione 5. Quindi
3x1 + 6x9 — 623 — 314 = 15
2x1 + 5x9 — bxrg — x4 = 10
T1 4+ 3x9 — 3x3 +2x4 =11
5x9 — bxz + Tx4 =6

(%)

Nella Lezione 5 abbiamo fatto un’eliminazione di Gauss senza scambi di righe su

12 -2 -1 | 5

. {01 -1 1 | o0

(A | b), ottenendo la matrice (U | d)= 00 0 1 | 3
00 0 0 | 0

Dunque

T+ 2x9 — 223 — x4 =5

To— 23+ x4 =0
(**) x4:3
0=0

¢ equivalente a (x).

11 sistema che ora consideriamo consiste in realta di tre equazioni (0 = 0 pud essere
tralasciata).

Poiche d & libera, (**) ha soluzioni.

Poiche U ha esattamente una colonna libera, la 3%, (%) ha oo! soluzioni. Prendiamo
come parametro la variabile corrispondente alla unica colonna libera di U, ossia poniamo
x3 = h € C e con la sostituzione all’indietro ricaviamo x1, x2 e x4, in funzione di h.
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Dunque:
Tr3 = h,
T4 = 3,

0=29 —x3+ x4 =22 —h+ 3 per cui o = h — 3,
S5=ux1+4+2xs — 205 —24=21+2%x(h—3)—2h—3 =1 —9 per cui 1 = 14.
Allora ogni vettore del tipo

14
h—3 . . . . . Do
L , al variare di h € C & soluzione di (). Si scrive:
3
14
h—3 e Do
L |h € C } & l'insieme delle soluzioni di (x).
3

Esempio 6. Sia (x)Az = b il sistema lineare in cui la matrice aumentata &

13 21 2 | 4
(A | b)=(2 6 -4 2 5 | 10
13 -1 3 6 | 12
Quindi
T1 4+ 3T2 — 23 + x4 + 225 =4
(%) 2x1 + 629 — 4dx3 + 224 + S5 = 10 |
1+ 3x2 — 23 + 324 + 625 = 12
Un’eliminazione di Gauss su (A | b) necessita di scambi di righe:

13 21 2 | 4 ey (13 21 2] 4
(A | b)y=(2 6 —4 2 5 | 10 2 = 00 0 01 | 2

13 -1 3 6 | 12 00 1 2 4] 8
13 -2 12 | 4

— P oo 1 24 8= | d
00 0 01 | 2

(%) & equivalente al sistema che ha (U | d) come matrice aumentata, ossia
T1 + 310 — 223 + x4 + 225 =4
(%) T3+ 2x4 + 45 = 8

x5:2

Che i due sistemi siano equivalenti poteva essere intuibile: lo scambio di righe fatto
nell’eliminazione di Gauss su (A | b) corrisponde allo scambio di posizione di due
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equazioni, e le altre operazioni fatte sulle righe di (A | b) corrispondono, come abbi-
amo gia detto negli esempi precedenti, a moltiplicazioni di un’ equazione del sistema per
un numero non nullo e alla somma di un’equazione del sistema con un’altra moltiplicata
per un numero non nullo.

Poiche d & libera, (**) ha soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere (la 2¢ e la 4%), (xx) ha co? soluzioni.

Nella sostituzione all’indietro, si scelgono come parametri le variabili cor-
rispondenti alle colonne libere di U

Quindi, poiche le colonne libere di U sono la 2% e la 4%, si pone

To =h e T4 =k

e con la sostituzione all’indietro si ottiene
s = 2,
8 = x3+ 2x4 + 45 = x3 + 2k + 8 per cui x3 = —2k,

4=mx1 43202035+ x4 +225 =21 +3h—2%x (—2k)+k+4 =21 +3h+5k+4 per
cul 1 = —3h — k.

Dunque l'insieme delle soluzioni di (x) &

—3h — 5k
h
—2k | |nkecC
k
2
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LEZIONE 8

Inverse destre, sinistre e bilatere

Def. 1. Si dice che una matrice A, m x n, ha un’inversa destra se esiste una
matrice R, n X m, tale che AR = I,,,. In tal caso R si dice una inversa destra di A.

Def. 2. Si dice che una matrice A, m x n, ha un’inversa sinistra se esiste una
matrice L, n X m, tale che LA = I,,. In tal caso L si dice una inversa sinistra di A.

Esempio 1. Siano

11 -1 -5
A:12_1,B:00,C:13eD:10_1.
00 1 0 1

Da AB = I, = AC segue che sia B che C sono inverse destre di A.

Da AB = I, = DB segue che sia A che D sono inverse sinistre di B.

Eempio 2. La matrice (é) non ha un’inversa destra: per ogni scalare « e 3 si ha

B (5 £)es

Tra le matrici considerate nell’Esempio 1, B e C' non hanno un’inversa destra, mentre
A e D non hanno un’inversa sinistra.

Criterio per l’esistenza di una inversa destra e sua costruzione

Sia A una matrice m X n e sia k il numero di righe non nulle di una forma ridotta di
Gauss U per A (quindi k & anche il numero delle colonne dominanti di U).

Vogliamo provare che A ha un’inversa destra R se e solo se k=m, inoltre se
k = m vogliamo costruire R.

(1) Supponiamo che A abbia un’inversa destra R e proviamo che allora k = m.
Procediamo per assurdo, supponendo che esista R ma che k # m.

Essendo sempre k < m, allora da k # m si deduce k < m. Quindi 'ultima riga di U
& nulla.

Sia F una matrice non singolare tale che FA = U (F ¢ il prodotto delle matrici
elementari che corrispondono alle operazioni fatte sulle righe di A per ottenere U).
Allora

F = FI, = F(AR) = (FA)R
T

UR,

— |l
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e facendo il prodotto a blocchi di UR si ha che I'ultima riga di UR, ossia 'ultima
riga di F', & nulla.

Poiche F & non singolare esiste F~! tale che FF~! = I,,. Facendo il prodotto a
blocchi FF~!, dal fatto che F ha I'ultima riga nulla si deduce che anche 'ultima riga di
FF~1, ossia I'ultima riga di I,,,, ¢ nulla.

Questa contraddizione deriva dall’aver supposto k # m. Dunque si ha (1).

(2) Supponiamo che k = m e costruiamo una matrice R tale che AR = I,,,.

Sia (A | I, ) la matrice m x (n +m) che si ottiene affiancando ad A la matrice
identica I, = (e; ey ... €,). (A | I,) si chiama matrice pluriaumentata
del sistema. Siano (U | d; dy ... d,,) una sua forma ridotta di Gauss ed F

una matrice non singolare tale che

Poiche sempre ¢ k < n, da k = m si deduce che m < n. Inoltre k = m comporta che
tutte le colonne d,, d,,. .. d,,, sono libere, per cui tutti i sistemi

Uﬁzdm izla"'ama
hanno soluzione.

Per ogni ¢ = 1,...,m sia ¢; una soluzione di Uz = d,, (ossia U¢; = d,) e si ponga
R=(c ¢ - cm)-

Facendo il prodotto a blocchi

(U | d dy ... dp)=F(A | & e ... e,)=
=(FA | Fe, Fey, ... Fe,)
si ottiene che per ogni i = 1,...,m si ha che

e (U | d;) ¢ una forma ridotta di Gauss per (A | ¢;).

Quindi
Ac; = ¢, i=1,...,m
Facendo il prodotto a blocchi
AR=A(¢ ¢ ... ¢,)=(Ac Acy ... Ac,)=(e; e ... €,)=1In,

ossia R ¢ una inversa destra di A.

Criterio per D’esistenza di una inversa sinistra e sua costruzione



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2001/02, GEMMA PARMEGGIANI

Sia A una matrice m X n e sia k il numero di righe non nulle di una forma ridotta di
Gauss U per A (quindi k & anche il numero delle colonne dominanti di U).

Vogliamo provare che A ha un’inversa sinistra L se e solo se k=n, inoltre se
k = n vogliamo costruire L.

Abbiamo bisogno di un risultato che proveremo pii avanti:

Lemma. Il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss per AT &
uguale a k.

Osserviamo che LA = I,, se e solo se
ATLT = (LA =17 =1,

dunque L ¢ un’inversa sinistra di A se e solo se LT & un’inversa destra di A”.

Poiche¢ A & m x n, allora AT & n x m, ed AT ha un’inversa destra se e solo se il
numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss per A7 ¢ k. Per il Lemma
che abbiamo menzionato il numero delle righe non nulle dper una forma ridotta di Gauss
per AT & uguale a k (cioe al numero delle righe non nulle per una forma ridotta di Gauss
per A), quindi A ha un’inversa sinistra se e solo se k = n.

Se k = n, per costruire una inversa sinistra L di A si procede quindi nel seguente
modo:

— si pone B = AT,

— si costruisce una inversa destra R di B seguendo il metodo illustrato nel paragrafo
precedente (applicato a B),

— si pone L = RT.

Proposizione. Se A, m x n, ha sia un’inversa destra R che un’inversa sinistra L,
allora R = L.

Dimostrazione.

R = I,R (LAAR = L(AR) = LI, = L.
i

Dalla precedente Proposizione segue che se una matrice A ha un’inversa (bilatera),
allora tale inversa & unica.

Inoltre dalla precedente Proposizione, e segue che:

Corollario. Se A, m x n, ha sia un’inversa destra R che un’inversa sinistra L,
allora:

— |l

—m =n (ossia A & quadrata),
— A & non singolareed A~ = R = L.

Dimostrazione. Sia k il numero di righe non nulle di una forma ridotta di Gauss
per A.
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Poiche esiste R tale che AR = I,,, allora per si ha che kK = m.

Poiche esiste L tale che LA = I,,, allora per si ha che k = n.
Dunque m =ne AR=1,, = LA.
Dalla Proposizione precedente si ha che R = L, quindi AR = I,,, = RA.

Dunque A & non singolare ed A~ = R = L.

Def. 3. Una matrice che non ha un’inversa si dice singolare.
Ad esempio, tutte le matrici considerate negli esempi 1 e 2 sono singolari.

Nella Lezione 2 abbiamo visto anche che il prodotto di due matrici non singolari
€ una matrice non singolare, e la sua inversa ¢ il prodotto delle inverse dei
fattori in ordine scambiato (cio¢ (AB)~! = B~tA~1)

Proprieta delle matrici non singolari. Sia A una matrice non singolare. Allora:

(1) A~! & non singolare e (A~1)~! = 4;

(2) AT e A" sono non singolari, inoltre (A7) = (A71)T e (AH)~1 = (A~1)H.

Dimostrazione. Per definizione di A~! si ha che AA™' =1 = A~14, e quindi (1).

Per provare (2) ricordiamo che la trasposta (risp. la H-trasposta) di un prodotto ¢ il
prodotto delle trasposte (risp. le H-trasposte) in ordine scambiato. Quindi

AT(AT)T = (A7) = [T = I = IT = (AA™Y)T = (A1) AT,

ed analogamente A7 (A=N)H =T = (A=1)HAH,
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Inverse (bilatere)

Dal|lle segue che una matrice A ha un’inversa (bilatera) se e solose A ¢ nxn
e il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss per A & uguale ad n.

Se A & una matrice n X n per cui il numero delle righe non nulle di una forma ridotta
di Gauss € n, allora una forma ridotta di Gauss U per A ha tutte le colonne dominanti.
Quindi la forma di Gauss-Jordan per A ¢ [,,. Esiste quindi una matrice non singolare F'
(prodotto delle matrici elementari corrispondenti alle operazioni che si fanno sulle righe
di A per arrivare ad I,,) tale che

F(A | L)=F(A | & e .. e)=U | d do ... d,).
Seguendo il procedimento illustrato in , si ottiene che 'unica inversa destra di A ¢
R:(dl dQ dn)a

e poiche un’inversa di A ¢ in particolare un’inversa destra di A, allora A ha un’unica
inversa A~ ed &
-1 _
A= (dy dy .. dy).

Inverse di matrici 2 x 2

Cominciamo con il fare la seguente osservazione: sia A ua matrice m X n,

se A ha un’inversa destra R ed esiste una matrice B tale che BA=0, allora
B=0. Infatti:
B = BI, = B(AR) = (BA)R=0R = Q.

Si faccia molta attenzione a non confondere questo fatto con la la legge di cancel-
lazione per il prodotto, che, come abbiamo gia detto nelle prime lezioni, per il prodotto
di matrici NON vale.

. a b
Sia ora A = (c d

(D)5 ) (4 D))

si ottiene

> # O una matrice 2 x 2. Poiche

—se ad — bc # 0 allora A & non singolare e

1 d —b
At = ;
ad—bc(—c a)’

d

—C

sead—bc:O,postoB:( _ab> si ha che BA = Q.

Se fosse A non singolare, in particolare A avrebbe un’inversa destra R, quindi
dall’osservazione fatta all’inizio del paragrafo seguirebbe che B = Q.
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MaA:(i Z)#@implicacheancheBz(d _ab>7é@.

—C

Dunque A ¢ singolare.

LEZIONE 9
Decomposizioni A=LU ed A=PTLU

Def. 1. Una matrice quadrata si dice triangolare superiore (risp. triangolare
inferiore) se a;; = 0 per ogni (¢,7) con ¢ < j (risp. a;; = 0 per ogni (¢,7) con i > j )
(ossia A ¢ triangolare superiore se gli elementi di A che si trovano “sotto”agli elementi
diagonali di A sono nulli, ed A & triangolare inferiore se gli elementi di A che si trovano
“sopra”agli elementi diagonali di A sono nulli).

Una matrice che sia triangolare superiore oppure triangolare inferiore si dice trian-
golare.

Esempio 1. A= ( ¢ triangolare superiore, B = (2 O) e (C = (2 O)

1
0 2 1 1 1 0
sono triangolari inferiori. A, B e C sono triangolari.

Def. 2. Una matrice triangolare superiore (risp. triangolare inferiore) si dice uni-
triangolare superiore (rips. unitriangolare inferiore) se i suoi elementi diagonali
sono uguali ad 1.

Esempio 2. A= ( ! O) € unitriango-

1 3) & unitriangolare superiore, B = (1 1

0 1
lare inferiore.

DECOMPOSIZIONE A=LU

Sia A = [a,;] una matrice m x n tale che I'eliminazione di Gauss SENZA SCAMBI
DI RIGHE applicata ad A porti ad una forma ridotta di Gauss U per A.

Vogliamo provare che esiste una matrice triangolare inferiore non singolare L tale che
A = LU dove U ¢ una forma ridotta du Gauss per A.

Applicando I'algoritmo di Gauss senza scambi di righe ad A, chiamiamo:

B = [b;;] la matrice che si costruisce con le operazioni descritte nel 1° passaggio
dell’algorimo (quindi la j;-esima colonna di B ¢ la 1% colonna di I,,,),

C = [ci;] la matrice che si costruisce con le operazioni descritte nel 2° passaggio
dell’algorimo (quindi la j;-esima colonna di C' & la 1% colonna di I,,, e la jy-esima colonna
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*
1
s : 0
di C & un vettore colonna del tipo | ¢ | ,)
0
D = [d;;] la matrice che si costruisce con le operazioni descritte nel 3° passaggio
dell’algorimo (quindi la j;-esima colonna di D ¢ la 1% colonna di I,,, la jo-esima colonna
*
1
. . 0 . . . N
di D ¢ un vettore colonna del tipo [ ( | ela jz-esima colonna di D ¢ un vettore colonna
0
*
*
) 1
del tipo | ¢ | - )
0

e cosi via fino ad arrivare, dopo il k-esimo passaggio, ad U, una forma ridotta di
Gauss per A.

ALLORA A = LU, dove

U ¢ la forma ridotta di Gauss per A che abbiamo calcolato (in particolare U & una
matrice m x n, come A), ed

L & la matrice triangolare inferiore non singolare m x m. L si ottiene nel seguente
modo:

—la 1% colonna di L & la colonna ji-esima di A,

0
baja
a o | be . . -
~la2% colonnadi L ¢ | p,, [, ossiaeil vettore colonna che si ottiene dalla jp-esima

anjQ
colonna di B mettendo 0 al posto dell’elemento al primo posto,
0
0

C3j3
—la3®colonnadi Le | . 4, |- 0ssia e il vettore colonna che si ottiene dalla js3-esima

Cmij.
colonna di C' mettendo 0 al posto dell’elemento nei primi due posti,
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0
0
0
—la4®colonnadi L e | g, |, ossia¢ il vettore colonna che si ottiene dalla js-esima
dmj4 .
colonna di D mettendo 0 al posto dell’elemento nei primi tre posti,

e cosi via.

In questo modo si costruiscono le prime k colonne di L, dove k ¢ il numero di pas-
saggi effettuati per arrivare ad U. Se k < m, le rimanenti m — k colonne di L sono
rispettivamente:

—la k + 1-esima colonna di I,,,

—la k + 2-esima colonna di I,,,

— la m-esima (ossia 'ultima) colonna di I,.

3 6 —6
2 -1 1
Esempio 3. Sitrovi una decomposizione A = LU per lamatrice A = 1 5 =5
-2 —4 4
4 7 =7
Poiche
6 -6 1 2 2
o IR
A= 5 5 Es51(—4)E41(2)Es1(—1)E21(—2)E1(3) 0 i 3|
o o bl o
7 -7 0 |-1] 1
1 2 =2
00 0
00 0

0 00 0
2] [-5] 0 0 0
alloraL= | [1] [3] 1 0 0
[=2] [o] 0o 1 0
(4] [-1] 0 0 1

N.B. Siosservi che la L qui trovata non & 'unica matrice triangolare inferiore non
q
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0 00 0
00 0
singolare che risolva il nostro problema: ad esempio la matrice Ly = 1 0 O
0] 0 1 o0
00 77

¢ una matrice triangolare inferiore non singolare tale che LU = A.

Si pué peré dimostrare che le prime k colonne di L sono univocamente indi-
viduate (quindi nel caso in cui kK = m anche L ¢ unica).

Lemma. Sia

t11 0 0 . 0 0
to1 too 0 . 0 0
t31 t3o t33 . 0 0
T = ) ) ) ) ) )
th—11 th—12 th—13 ... tp—1n-1 O
tnl tn2 tnB cee tn,n tn,n

una matrice triangolare inferiore con gli elementi diagonali non nulli (ossia con t;; # 0
per ognii=1,...,n. Allora

T = Ei(t11)E21(t21)Es1(ta1) - . . Eni(tn1) Ea(ta2) Esa(ts2) - . .

s EnZ(th) cee En—l(tn—l,n—l)En,n—l(tn,n—l)En(tnn)-

N.B. Se in questo prodotto manca un fattore E;;(t;;) significa che E;;(t;;) = In,
ossia che t;; = 0; se in questo prodotto manca un fattore E;(t;;) significa che E;(t;;) = I,
ossia che t;; = 1.

Dimostriamolo per n = 3 (per n qualsiasi si pué fare una dimostrazione simile).
t1n O 0
Sia dunque T = | to1 too O una matrice 3 x 3 triangolare inferiore con t11,

t31 tz2 t33
tao, t3z # 0. Applichiamo ’algoritmo di Gauss senza scambi a T

t 0 0 _ 1 0 0
T = t;i too 0 ESl(_t31)E21(_t21)E1(t111) 0 too 0 —
131 t32 133 0 32 t33
1 0 0 _ 1 0 0
Ba(ta)Balte) [ g | _Bts) g o 2
0 0 t33 0 0 1

Quindi
Ig = Eg (tg_gl)Egg(—tgg)EQ (t2_21)E31 (_t31)E21(_t21)E1 (tl_ll)Ta
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da cul si ricava
T = (Es(tsy ) Esa(—ts2) Ea(tyy ) Esi(—ts1) Ear(—ta1) Er(t))) ' =

= E1(t1)) " Eai(—ta1) ' Esi(—ts1) ' Ea(tyy ) ' Esa(—ts2) ' Es(tsy ) =
= E1(t11)E21(t21)Es1(t31) Ea(to2) Esa(ts2) Es(tss).

Esempio 4.

6 0 O
Se A = F1(6)Fs51(7)E32(—4)FE5(4) ¢ una matrice 3 x 3alloraA=|[0 1 0 ];
7T —4 4
6 0 0 O
N . 0O 1 0 O
se B = F1(6)E31(7)F32(—4)F3(4) ¢ una matrice 4 x 4 allora B = T4 4 0
0O 0 0 1

Sia ora A una matrice m X n tale che I’eliminazione di Gauss senza scambi di righe
applicata ad A porti ad una forma ridotta di Gauss U per A.

Si ponga Aj = A, e siano A} = B, A5 =C, A5 = D, ..., A} = U, le matrici che si
ottengono al 1°,2°,39, ... k-esimo passaggio dell’eliminazione di Gauss.

Per ognir =1, ..., ksia F, il prodotto delle matrici elementari che si premoltiplicano
ad A’_; = [v;;] per ottenere A :
Fr = Em,r(_Um,jr)Em—l,r(_Um—l,jr)Em—Z,r(_'Um—Z,jr) <.

By p(=vr12,5.) Ergr r(—vrgn 5, ) Br (v ).

Allora

Al = FL AL = FLA,
Ap = B AT = [P A,
Ay = F3 AL = B3Ry A,

U=A; =FA} | = FyFo ... FsFyF A

Si ponga H = FyFj_1...F3F5Fy.
Dall’ultima uguaglianza si ricava che A = HU.
Poiche
H'=(FyFr_,.. F3FLF) ! =
=F PRy RN E =
= Eq(a1j,)E2(az;,) .- Em—1,1(am-1; ) Emi(amj, ) E2(b2j,) Es2(bsj,) - - -
o Er1,9(bm—1 5 ) Em2 (b, ) E3(c355) Eas(cajy) - -
e B 3(em—1,45) Ems(emjs ) Ea(dag,) Esa(dsjy) Em—1,4(dm—1,5,) Ema(dmg, ) - - -
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dal lemma precedente si ottiene che L = H~! & una matrice triangolare inferiore non
singolare (ed A = LU).

Proposizione. Se L e una matrice triangolare inferiore m x m non singolare ed U
¢ una matrice in forma ridotta di Gauss m x n, allora U ¢ una forma ridotta di Gauss
per la matrice A = LU e si pué costruire a partire da A senza fare scambi di righe su A.

Quindi una matrice A ammette una decomposizione A=LU se e solo se si
pud costruire una forma ridotta di Gauss U per A senza fare scambi di righe
su A.

DECOMPOSIZIONE A=P7LU

Sia ora A una matrice m x n tale che per ottenere una forma ridotta di Gauss U per
A sia necessario fare scambi di righe su A. Si applichi ’eliminazione di Gauss con scambi
di righe su A e sia Ry la matrice elementare corrispondente al primo scambio di righe che
si effettua, sia Ro la matrice elementare corrispondente all” eventuale secondo scambio
di righe che si effettua, R3 quella corrispondente al terzo, ..., R; quella corrispondente
all’ultimo (quindi ciascuna R, ¢ del tipo E;, ;. ).

Sia poi U la forma ridotta di Gauss per A che si ottiene.
Si ponga P= RlRl_l .. .R3R2R1.
Si pué dimostrare che

— Peliminazione di Gauss applicata alla matrice B = PA permette di costruire una
forma ridotta di Gauss W per B senza fare scambi di righe su B;

—la U che si era ottenuta da A facendo degli scambi sulle righe di A si pué ottenere
da B senza fare scambi di righe su B. Quindi PA = LW = LU, per un’opportuna
matrice triangolare inferiore non singolare L.

La matrice P, essendo un prodotto di matrici del tipo E;;, si ottiene dalla matrice
I,, permutandone alcune righe. Essa si chiama matrice di permutazione, ed ¢ tale
che P~ = pPT.

Quindi data una matrice qualunque A, m x n, esistono una matrice di permutazione
P ed una matrice triangolare inferiore non singolare L tali che A = PTLU dove U ¢ una
forma ridotta di Gauss per A.

N.B. 1 FE’ importante ricordare che I’ordine in cui si moltiplicano le matrici
R; & fondamentale (si veda I'Esempio 5).

N.B. 2 E’ anche importante ricordare che dall’eliminazione di Gauss fatta su A
si pud ottenere U e si possono ottenere le matrici elementari che permettono di costruire
P, ma non si ottiene L (si veda I'Esempio 5).

N.B. 3 La decomposizione A=P7LU non & unica (si veda 'Esempio 5).
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Esempio 5. Si trovi una decomposizione A = PTLU per la matrice

3 9 -6 0
-2 -6 4 -1
A=1 0 2 -4 0
1 7T 6 0
1 -4 10 -4

Applicando I'algoritmo di Gauss ad A si ottiene:

3 9 —6 0 1 3 -2 0
A= _02 _26 _44 _01 Es1(—1)Es1(—1)E21(2)E1 (%) 8 g _04 _01 L}
1 7 6 0 0 4 8 0
1 -4 10 -4 0o -7 12 -4
1 3 -2 0 1 3 -2 0
0O 2 -4 0 01 -2 0
Slo o 0 1 Es2(7)Eaz(—4)E2(3) 00 0 1 L}
0 4 8 0 0 0 16 0
0o -7 12 -4 0O 0 -2 -4
1 3 -2 0 1 3 =2 0 1 3 -2
01 -2 0 n 01 -2 0 0o 1 -2
~lo o0 16 o P®Fois) g 0 1 0 Pa@B(CD g o 1
0O 0 0 -1 0O 0 0 -1 0O 0 O
0O 0 -2 -4 O 0 0 -4 0O 0 O
Sia
1 0 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
01 0 0 O 0O 01 0 0 0O 01 0 O
P=RyRi=FE34FE>3=]10 0 0 1 0 01 00 O0Ol=1090010
0O 01 0 0 0O 0 0 1 0 01 0 0 O
0O 0 0 0 1 0O 0 0 0 1 0O 0 0 0 1
Allora
1 0 0 0 O 3 9 -6 0 3 9 —6 0
0O 01 0 O -2 -6 4 -1 0 2 —4 0
PA=10 0 0 1 O 0 2 -4 0 = 1 7 6 0
01 0 0 O 1 7 6 0 -2 -6 4 -1
0O 0 0 0 1 1 -4 10 -4 1 —4 10 -4

Applichiamo 'algoritmo di Gauss senza scambi di righe a PA. Otteniamo una de-
composizione LU per PA:

9 —6 0 1 3 -2 0

0] 2 -4 o 1 0 —4 0
PA— 6 0 Es51(—1)E41(2)Es1(—1)E1(3) 0 8 0 -

6 4 -1 o [o] o -

-4 10 —4 0 12 —4

o= O OO
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)

L
16

E53(2)Es(

)

E52(7) B3z (—4) Ea(

ed

—4

=] [

= PTLU dove

Dunque A

SI NOTI:

10000
00010
=10 100 0|#£P
00100
0000 1

1 0 0 0O 1 00 00
0 01 0O 01 00O
01 00O 0 0010
000 1 o0 0 01 0O
0 00 01 0 0 0 01

e che facendo un’eliminazione di Gauss su H A si ottiene:

Ey3E3y =

H =

—
OAU_I_AOA_T
©o <+ o
e T S
97a_u2A_1
31n/_,_01
(\

I
—
O_I_AOAUA_T
NeJ <f o
[ I
9a_u27A_1
3n/_~011
(\
—
oo oo —~
oo oo
coo - o
co—-oo
oo oo
(\

I

=

— O O OO

A

1
3

E51(=1)E31(2)E21(—1)E1(
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1 3 -2 0
Es2(T)Ea2(—2)Ea2(%) 8 (1) (2) _01
0 0 -8 0
0 0 26 —4

Dunque H A non ha una decomposizione LU.

Quindi, come osservato nel N.B. 1, ¢ fondamentale, per costruire P, ’ordine in cui si
moltiplicano le matrici corrispondenti agli scambi di righe effettuati (si parte dall’ultimo
procedendo a ritroso).

Dall’eliminazione di Gauss fatta su A si ottiene che

E54(4)E4(—1)E53(2)Eg(11—6)E34E52(7)E42(—4)E2(%)E23E51(—1)E41(—1)E21(2)E1(é)A = U.

Come sottolineato nel N.B. 2, la tentazione di intuire L direttamente da questa elimi-
nazione di Gauss ¢ fuorviante: posto

1 1 1

B = E54(4) Ea(—1)E53(2) Bs(15) Es2(7) Eaa(—4) E2(5) Es1(—1) Ear (-1) Bz (2) E1 (3)

il prodotto delle matrici elementari diverse da quelle corrispondenti agli scambi di righe,
si ha che BPA # U, e quindi PA # B~'U, ossia B~! non ¢ un buon candidato per L.

Mostriamo che esistono una forma ridotta di Gauss U per A, una matrice di
permutazione P ed una matrice triangolare inferiore non singolare L tali che

U+U, P+P, L+1L, ma A =PTLU = PTLU,
ossia, come osservato nel N.B. 3, la decomposizione A = PTLU non ¢ unica.

Facciamo una eliminazione di Gauss su A scegliendo degli scambi di riga diverse da
quelli scelti nell’eliminazione che abbiamo fatto precedentemente.

3 9 —6 0 1 3 -2 0
1 7 6 0 0 4 8 0
1 -4 10 —4 0 -7 12 -4
1 3 -2 0 1 3 -2 0
0 4 8 0 0O 1 2 0
1o 2 —4 o E52(7)Es2(—2)E2 (%) 00 -8 0 R
0 O 0 -1 O 0 0 -1
0o -7 12 -4 0 0 26 —4
1 3 -2 0 1 3 -2 0
0O 1 2 0 01 2 0
Es3(26)E3( 2 - _
3(26)E3(=g) 00 1 0 Es54(4)Ea(—1) 00 1 0
0O 0 0 -1 00 0 1
O 0 o0 -4 0O 0 0 O
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o —H O O O
OO - O O
SO o~ O
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Ry

<

o

wn

—
OOO_I_AA__L
NeJ <f o
[T
972a_uA_1

—4
6
10

—6
—4

10 0 00 3
000 10 -2
0 01 0O 0
01 0 0O 1
0 00 01 1

E51(=1)E41(2)E21(—1) E1(

PA =

S

=

2

™

L

o

]

g

=

B

S
—

—

OOO_A__.A
[N} <t o\l
I © ] <@

)

S oo —H O

M» - O OO

— O O OO

Es54(4)E4(—1)

5)

1

E53(26) Es(

PTLU con

Quindi A
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LEZIONE 10

Spazi vettoriali reali e complessi. Sottospazi di spazi vettoriali.

Sia K € {R,C}.
Def. 1. Uno spazio vettoriale su K ¢ un insieme non vuoto V tale che siano
definite due operazioni

VxV TV e KxV ——V

che verifichino le seguenti condizioni:

per ogni u, v,w € V (gli elementi di V' si chiamano vettori, e vengono indicati con
lettere sottolineate in carattere corsivo minuscolo),

e per ogni o, B € K (gli elementi di K si chiamano scalari e vengono indicati
con lettere dell’alfabeto greco oppure dell’alfabeto latino, scritte pure loro in carattere
corsivo minuscolo, ma non sottolineate) si ha

inoltre esiste un (unico) elemento di V' che viene indicato con il simbolo 0 (e viene
chiamato zero di V o I’elemento neutro di V) tale che

(7): v+0=2v (per ogni v € V),

ed anche per ogni v € V esiste un (unico) elemento w € V tale che v + w = 0. 1l
vettore w si chiama 1’opposto del vettore v e si indica con il simbolo —v. Dunque

[
I

(8): perogniv € V esiste —v €V tale che v + (—v)

Se K =R allora V si dice uno spazio vettoriale reale;
se K = C allora V si dice uno spazio vettoriale complesso.
N.B.

— Se w € V verifica la condizione

(%)

ossia se w ha le stesse funzioni di 0, allora w = 0 (in altre parole esiste un unico elemento
neutro in V). Infatti:

+w=yv (per ogni v € V),

IS4

o

[S
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—Siawv € V. Se z € V verifica la condizione

() v+2=0,
ossia se z ha le stesse funzioni di —v, allora z = —v (in altre parole ogni vettore v ha un
unico opposto). Infatti:
z z+0 2+ v+ (-v) (z+2v)+ (—v)

1 1 ) 1
0

=(@w+2)+(~v)

?
(x+) (2)

L’operazione + si chiama addizione tra gli elementi di V, ed associa ad ogni
coppia di vettori (v, u) la loro somma v + u.

L’operazione * si chiama moltiplicazione degli elementi di V per gli scalari,
ed associa ad ogni coppia (a, u), ove o & uno scalare e v & un vettore, il prodotto av.

Esempio 1. L’insieme M,,, (R) con l'operazione di addizione definita nella Lezione
2 e 'operazione di moltiplicazione per gli elementi di R definita nella Lezione 1 & uno
spazio vettoriale su R.

Analogamente, I'insieme M,,,, (C) con 'operazione di addizione definita nella Lezione
2 e l'operazione di moltiplicazione per gli elementi di C definita nella Lezione 1 & uno
spazio vettoriale su C.

In particolare 'insieme R™ dei vettori colonna con n componenti reali e 'insieme R,,
dei vettori riga con n componenti reali sono spazi vettoriali su R; 'insieme C" dei vettori
colonna con n componenti complesse e l'insieme C,, dei vettori riga con n componenti
complesse sono spazi vettoriali su C.

Proposizione.

(i) Ou =0 per ogni v € V;

(ii) (—a)v = —(aw) per ogni v € V ed ogni a € K;
(iii) 0 = 0 per ogni @ € K.

Dimostrazione.

Per dimostrare (¢): da

Ov

(0+0)v

?
®
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segue
0 = O0v+(-0v) = Ovu+0v+(-0v) = 0Ov+0 = Ov
1 T T
(8) (8) (7)
Per dimostrare (i¢): poiche si ha
0 = 0v = (a4 (—a)v = av+(—a)y,
1 T T
()] la+(-a)=0in K|
allora per 'unicita dell’opposto di aw si ha (—a)v = —aw, ossia (i7)
Per dimostrare (ii): da
a0 = «a0+0) = a0+a0
1 I
(©)
segue
0 = al+(—al) = a0+al+(—a0) = a0+0 = o0
1 T T
(8) (8) (7)
Def. 2.

Siano vy,v,, .

v, € V. Un vettore v € V si dice una combinazione
lineare dei vettori v,,v,,

.. U, €V, seesistono ai, as, ..., a, € K tali che

V=01V + a2V + ...+ apy,.

Gli scalari aq, as,

, ap si chiamano i coefficienti (o pesi) della combinazione
lineare.
5
Esempio 2. In V = R* il vettore v = —28 € una combinazione lineare dei
3
1 1 0
vettori v; = (1) , Vg = 8 , Uy = g , poiche
0 1 0
1 1 0 5
1 0 0 2
2u; +3uy, —4duy =2 0 +3 0 —4 9 g | =
0 1 0 3
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I coefficienti della combinazione sono 2,3 e —4.

Def. 3. Un sottoinsieme non vuoto W di V si dice un sottospazio (vettoriale)
di V se sono verificate le seguenti due condizioni:
(a): wy+wy, €W perogni wy,w, €W,
b): aweW perogniweW edogniackK.

Si noti che se W & un sottospazio di V, allora 0 eW.

Infatti:
— si fissi w € W (esiste almeno un w € W poiche per ipotesi W non & vuoto),

— per il punto (ii) della Proposizione e per (4) si ha che
(—Dw = -(lw) = ~w,
— essendo W un sottospazio di V, w € W e a = —1 € K per la condizione (b) si ha
che anche (—1)w € W.

— Dunque w e —w € W, ed essendo W un sottospazio di V per la condizione (a) si
ha (prendendo w; = w e wy = —w) che w —w € W.

— Ma per (8) w—w =0, quindi 0 € W.

Esempio 3. Per ogni spazio vettoriale V', {0} & un sottospazio di V', poiche 0+0 = 0
e a0 =0 per ogni o € K .

Def. 4. {0} si chiama il sottospazio nullo di V.

Esempio 4. Sia V = M, (C), e siano

Wi linsieme delle matrici complesse n x n diagonali,

Wy l'insieme delle matrici complesse n X n triangolari superiori,
Ws l'insieme delle matrici complesse n X n triangolari inferiori,
W, P’insieme delle matrici complesse n X n simmetriche.

Allora Wy, W, W5 e W, sono sottospazi di V.

Esempio 5. Sia V = M, (C), e siano
Z; l'insieme delle matrici complesse n X n unitriangolari superiori,

Z5 l'insieme delle matrici complesse n x n unitriangolari inferiori,
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Z3 I’insieme delle matrici complesse n X n hermitiane,
Z, P'insieme delle matrici complesse n X n antihermitiane.

Allora nessuno tra 21, Z5, Z3 e Z4 € un sottospazio di V.

a
Esempio 6. W = {| a | |a,b € R} ¢ un sottospazio di V = R3. Infatti:
b

(1) per ogni a by, az, ba € R esistono ag, bz € R tali che

a1 az as
aiq + as = as
b1 b b3

(si prende as = a; + ag e bg = by + by);

(2) per ogni a, b, « € R esistono a1,b; € R tali che

a aq
al a = al
b b1

(si prende a1 = aa e by = ab).

Proposizione. Un sottoinsieme non vuoto W di V' & un sottospazio di V se e solo
se e verificata la seguente condizione:

(%) 1wy + agw, € W per ogni wy,wy, € W ed ogni ay, an € K.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che W sia un sottospazio di V' (ossia che
siano verificate le condizioni (a) e (b)) e proviamo che allora vale ().

Siano wy,wy € Wed ay, as € K. Per (b), daw; € Wed a; € K segue che vyw, € W,
ed analogamente da wy € W ed ag € K segue che asw, € W.

Per (a) da ayw; € W ed asw, € W segue che anche ayw; + asw, € W, ossia (x).

Supponiamo ora che W sia un sottoinsieme non vuoto di V' che verifichi la condizione
(%), e proviamo che allora W & un sottospazio di V, ossia che sono verificate entrambe
le condizioni (a) e (b).

Siano w, e w, € W. Applicando () con a; = ag = 1 si ottiene
Wy +wy = 1&1 + 1&2 ew,

ossia (a).

Se poi w € W ed «a € K, applicando (%) con w; = w, a1 = a ed s = 0 si ottiene

(b).
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Si osservi che la condizione (*) & equivalente alla condizione
(#%) @rwy + @owy + ...+ aqw, €W per ogni wy,...,w, € W,ay,...,a, € K,

poiche () & (xx) con n = 2, e (xx) si ottiene da (x) iterandola.

(*x) si esprime dicendo che combinazioni lineari di elementi di W sono elementi di
W. Dunque:

Un sottoinsieme non vuoto W di uno spazio vettoriale V & un sottospazio
di V se e solo se ogni combinazione lineare di elementi di W & un elemento
di W.

Si dice anche che W & chiuso alle combinazioni lineari di suoi elementi.

In particolare, se S &€ un sottoinsieme di V, l'insieme delle combinazioni
lineari di elementi di S € un sottospazio vettoriale di V.

Def. 5 Se S ¢ un sottoinsieme di V, I'insieme delle combinazioni lineari di elementi
di S si chiama lo spazio generato da S, e si indica con il simbolo (S).

I sottospazi fondamentali di una matrice ‘

Sia A una matrice m X n reale (risp. complessa).

Siano ay,...,a, le colonne di A (quindi ciascun g;, per ¢ = 1,...,n, & un vettore
colonna con m componenti).

Siano rT,...,rl le righe di A (quindi ciascun 77, per i = 1,...,m, & un vettore riga
con n componenti, e dunque ciascun r,; € un vettore colonna con n componenti).

(1) L’insieme delle combinazioni lineari delle colonne di A ¢ un sottospazio di R™

(risp. di C™). Esso si chiama lo spazio delle colonne di A e si indica con il simbolo
C(A). Dunque

C(A) = {a1ay + azay + ...+ ang,lar, as,...,a, € R (risp. C)}.

(2) L’insieme delle combinazioni lineari dei vettori colonna r,, i = 1,...,m, che si
ottengono trasponendo le righe di A, & un sottospazio di R™ (risp. di C™). Esso si
chiama lo spazio delle righe di A e si indica con il simbolo R(A). Dunque

R(A) = {aar; + agrg + ...+ anr,|ar, az, ..., a, € R (risp. C)}.

(3) Un sistema lineare Az = b in cui b = 0 si chiama un sistema lineare omogeneo.

L’insieme di tutte le soluzioni del sistema omogeneo Az = 0 (ossia I'insieme di tutti i
vettori colonna con n componenti v tali che Av =0 € R™) & un sottospazio di R™ (risp.
C™). Esso si chiama lo spazio nullo di A e si indica con il simbolo N(A).
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(4) L’insieme di tutte le soluzioni del sistema omogeneo ATz = 0 (ossia 'insieme di
tutti i vettori colonna con m componenti w tali che ATw = 0 € R™) & un sottospazio
di R™ (risp. C™). Esso ¢ lo spazio nullo della trasposta di A, N(A”), e si chiama lo
spazio nullo sinistro di A. Poiche

(w'A)" =ATw=0

se e solose w! A = 0, allora lo spazio nullo sinistro di A coincide con 'insieme dei vettori
w € R™ (risp. C™) tali che w” A = 0.
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LEZIONE 11

Insiemi di generatori. Insiemi linearmente indipendenti e insiemi linear-
mente dipendenti.

Sia V' uno spazio vettoriale su K (K € {R,C}).

Def. 1. Un sottoinsieme S = {vy,v,,...,v,} di elementi di V si dice un insieme
di generatori di V se lo spazio vettoriale generato da S coincide con V (in simboli
(S) = V). Quindi S ¢ un insieme di generatori di V' se ogni elemento di V' & una
combinazione lineare di elementi di S, ossia se per ogni v € V esistono ay, as, ...,
o, € K tali che
V= 01V; + a2V + ...+ apu,.

Esempio 1. Siano ej,e,,...,¢, le colonne della matrice identica I,,. L’insieme
S ={e,€e9,...,€,} & un insieme di generatori di R”. Infatti un generico elemento di
ai
. a2 . .
R™ & del tipo ) con ai,as,...,a, € R, e per ogni ay,as,...,a, € Rsi ha:
27
al 1 0 0
az 0 1 0
. = aq . + aso . +...+a, . =a1ey + a8y + ...+ ane,.
an 0 0 1

Esempio 2. Siano V =R?ed S = {v; = (; Uy = (?)} S & un insieme

di generatori di V. Per dimostrarlo, ricordando che un generico elemento v & del tipo
a
ed oz € R tali che

a\ . 1 0\ _ aq
(5)-s-omromman(3) 1 (2) - ()

Poiche prendendo a1 = a e as = b—2a 'uguaglianza ¢ verificata (ossia a; ed asg esistono
qualunque siano a e b reali), allora S & un insieme di generatori di R?.

, per opportuni a,b € R, ci chiediamo se dati comunque a,b € R esistano «y

1 0 3
Esempio 3. SianoV=R3ed S={v; =2 ],5=[1],v3=1|2]} Snon
1 0 3
¢ un insieme di generatori di V. Per dimostrarlo, ricordando che un generico elemento v
a
edeltipov= | b |, per opportuni a, b, c € R, ci chiediamo se dati comunque a, b,c € R
c
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esistano a1, aso, ed az € R tali che

a 1 0 3 a1 + 3as
b | =v=010+asvytazvg=a1 | 2 |4+az | 1 |4+a3 | 2 | = | 201 + a2 + 2a3
c 1 0 3 a1 + 3as
5
In particolare a = a1 + 3z = ¢. Quindi un vettore v con a # ¢, ad esempiov = | 0 |,
1

non ¢ combinazione lineare degli elementi di S, per cui S non & un insieme di generatori
di V.

Def. 2.  Un sottoinsieme finito S = {v;,v,,...,v,,} di elementi di V si dice
linearmente indipendente (L.I.) se 'unica combinazione lineare nulla di elementi di
S ha tutti i coefficienti uguali a 0, ossia se imponendo la condizione

Q10 + vy + ...+ aqu, =0,

con oy, s, ...,a, € K, si deduce che oy = =...=a,, = 0.
Esempio 4. Siano e;,¢,,...,e le colonne della matrice identica I,,. L’insieme
p =1 =22y y=n
S = {e;,e9,...,€,} € un sottoinsieme linearmente indipendente (L.I.) di R™. Siano

infatti aq,q,. . .,a, € R tali che

1 0 0 (o751

0 1 0 Q2
0=oie) +aoey +...+ane, =01 o] |+ tan | | =

0 0 1 oy

Alloraoy =ag =...=a, = 0.

Esempio 5. L’insieme S dell’Esempio 2 ¢ linearmente indipendente (L.I.): da

0 . oy (L R
(0>_Q_a121+a222—al<2>+a2(1>_(2&1—!-(12)

segue o = ag = 0.

Def. 3.  Un sottoinsieme finito S = {v;,v,,...,v,,} di elementi di V si dice
linearmente dipendente (L.D.) se non ¢& linearmente indipendente, ossia se esistono
scalari aq, ao, . . ., a;, non tutti nulli tali che

Q10 + vy + ...+ o, = 0.

Esempio 6. L’insieme S dell’Esempio 3 ¢ linearmente dipendente (L.D.):
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3v; —4vy —v3 = 0.

Proposizione.
(1) Se S ={v}, allora S ¢ linearmente indipendente (L.I.) se e solo se v # 0.
)

(2) Sottoinsiemi non vuoti di insiemi linearmente indipendendenti (L.I.) sono lin-
earmente indipendenti (L.I.).

(3) Un sottoinsieme S con almeno due elementi & linearmente dipendente (L.D.) se
e solo se esiste un elemento di S che & combinazione lineare dei rimanenti elementi di S.

Dimostrazione

(1) Provare

(x) S={v} & LI <uv#0
equivale a provare
(#¢) non [S={v} & L.I.]<= non [v#0],
ossia
(x¢¢) S={v} & LD . < uv=0,
per cui proviamo ().

Se S = {v} L.D., allora esiste uno scalare o # 0 tale che av = 0. Moltiplicando
ambo i membri dell’'uguaglianza per a1 (che esiste essendo a # 0), si ottiene

—1

v=lv=atav=0a"'0=0.

Viceversa se v = 0, allora 1v = v = 0 & una combinazione lineare nulla degli elementi di
S con coefficienti non tutti nulli, ossia S € un insieme L.D.

(2) Siano S un insieme L.I. ed Sy un sottoinsieme non vuoto di S. Sia
Q10 + vy +...+any, =0

una combinazione lineare nulla di elementi di Sy (o; € K per ognii =1,...,n). Poiche
gli elementi di Sy sono elementi di S, allora

Q10 + vy +...tapy, =0

¢ una combinazione lineare nulla di elementi di S. Poiche S & un insieme L.I., allora
ay =as =...=a, =0. Dunque Sy ¢ L.L.
(3) Sia S = {vy,vy,...,0,}, n > 2, un insieme L.D.

Allora esistono aq, a, ..., a, non tutti nulli tali che

(%) o1yy + vy + ...+ any, = 0.
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Si fissi un «; # 0. Da () si ricava

AV, = =10y — Q20 — ... — &j1V; 1 — Qj4+1V;41 — - .. — Qpl,

1

e quindi, moltiplicando ambo i membri per a; = (che esiste essendo «; # 0)

—1 —1 —1 —1 —1
V; = —Q; U — o QQUg — ... —Q; G101 — Oy a¢+1yi+1 .y by,

Quindi esiste v; € S che € combinazione lineare dei rimanenti elementi di S.

Viceversa se v; € S = {v;,0,,...,0,} € combinazione lineare degli altri elementi di
S, allora esistono 81, ...,05;_1, Bit1,---,0n € K tali che

v, = 6121 + 6222 + ...+ 61—121_1 + 61‘+1Q¢+1 + ...+ ﬂnﬂn-
Da ci6 si ricava che
6121 + 6222 + ...+ 61‘—121'_1 —v; + 61‘+1Q¢+1 +...+ ﬂnﬂn =0

¢ una combinazione lineare nulla degli elementi di S con coefficienti non tutti nulli (il
coefficiente di v; ¢ —1). Quindi S ¢ un insieme L.D.

Esercizio.  Siano V uno spazio vettoriale, S = {v;,v,,...,v,,} un sottoinsieme
linearmente indipendente di V e v € V. Si supponga che S U {v} sia linearmente
dipendente. Allora v & combinazione lineare degli elementi di S (ossia v € (S)).

Svolgimento. Sia S = {vy,vy,...,v,}.

Poicheé S U {v} & linearmente dipendente, esistono scalari oy, ag, . .., ay, 8 non tutti
nulli tali che
(*) a1y +aouy + ..+ g, + By =0.

Se fosse § = 0, da (x) seguirebbe ajv; + agvy + ...+ anv,, = 0, e quindi, essendo S
linearmente indipendente, si avrebbe ay = as = ... = a,, = 0, mentre non tutti gli
scalari arq, s, . . ., a, B sono nulli.

Dunque 3 # 0 ed esiste 57 1.
Da (x) si deduce

v=—F"taw — B agw, —...— B lany,,

per cui v & combinazione lineare di vy, v,,...,v, (con coefficienti §; = —3 tay, §r =

_6_1025 ) On = _6—10[”).

LEZIONE 12

Lemma della scrematura.
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Sia V' uno spazio vettoriale su K (K € {R,C}).

Proposizione. Supponiamo che S = {v;,v,,...,v,} sia un insieme di generatori
di V e che v, € S sia combinazione lineare dei rimanenti elementi di S.

Allora S = S\ {v,} ¢ ancora un insieme di generatori di V.

Dimostrazione.

Dobbiamo provare che ogni v € V & combinazione lineare degli elementi di S’ =
{v1,99, - 01,211, --,0,}, ossia che

per ogni v € V esistono i, Y2, - - -, Vi—1, Vi+1s - - - » Yn € K, tali che
V=701 + Y2V + .o+ Yim1Yq F Vit1¥ip1 - Yy,

Sia dunque v € V.
Poiche S = {vy,v,...,v,} € un insieme di generatori di V,
esistono a1, as,...,a, € K, tali che

(%) v=a1v; + a2, + ...+ any,.

Poiche v; ¢ combinazione lineare degli elementi di " = {vy,..., 0, 1,9, 1,.--,0,}
esistono 81, ..., 05i_1, Bit1, ..., On € K tali che

(xx) v, =g+ ...+ Bic1v + B0 + -+ Bnv,.
Sostituendo (#x) in (*) si ottiene:
v=a1vy a1y g Fai(Bog o+ Bic1v g+ Biviv g e
et Bany,) i1t o, =

= (a1 4+aifr)vg 4.+ (i1 +ifim1)v; g + (g1 + @i Big1)v 1 + - - 4 (an + i)y,

Quindi basta prendere v; = o + a8 per ogni j # 1.

Lemma della scrematura. Siano V # {0} ed S = {v;,v,,...,v,} un insieme di
generatori di V. Allora esiste un sottoinsieme Sy contenuto in S che & sia linearmente
indipendente, sia un insieme di generatori di V.

Dimostrazione. Sia

g — S\ {0} se 0e€8
t= S se 0¢58
Poiche V # {0} e V = (S) allora S; # 0.

Per ogni v € S si ha 0 = Ov, ossia 0 & combinazione lineare degli elementi di S, quindi
per la Proposizione precedente si ha (S1) = (S).
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Sia S = {w;,wy,...,w,,} (m=n—1se0€ S, m=nse0¢S9).
Si ponga:
Al:{wl}a

e si noti che essendo w; # 0 si ha che A; & linearmente indipendente (L.L.);
A, — Ay se  AjU{w,} & linearmente dipendente (L.D.)
2T Ay U{w,} se A;U{w,} & linearmente indipendente (L.I.)
se  AyU{ws} &
se  AyU{ws} &

= Ay L.D.
3 Ag U {ws} L.I

Cosi procedendo, per ogni 1 < k < m, con si ponga
A1 U{w,} @

A, — Ap_1 se
k se A1 U{w,} &

L.D.
L.I

Ap1 U {Mk}

Per costruzione ciascun Ay ¢ L.1.

Inoltre per ogni k si ha

() (Ar) = (Ap—1 U {wg}).
Infatti se Ap—1 U {w;} & L.D., allora A = Aj_1 ed inoltre per Pesercizio in fondo alla
Lezione 11, essendo Ag_1 L.I., si ha w;, € (Ag_1), quindi

(Ak-1) =
;

?

se invece Ap_1 U{w,} & L.I., allora Ay, = Ax_1 U {w,} e quindi anche

(Ap-1 U {wy}) (Ar)

(Ar) = (Ap—1 U {wy })-

Se ne deduce:
(Am) = (Am—1 U{w, }) = (Am—2 U{w, 1, w,}) = ..

o= (AU W w0 ) = (W, Wy, W g w,,) = (S1) = (S) =V
ossia Sp = A,, € un insieme di generatori di V', ed & linearmente indipendente.

Def. 1. Un sottoinsieme di elementi di V' che sia
— sia un insieme di generatori di V,

— sia linearmente indipendente,
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si chiama una base di V.

Il Lemma della scrematura prova che ogni insieme di generatori di V contiene
una base di V.

Esempio 1. Si trovi una base B di R? contenuta nell’insieme di generatori di R?

et () m (2) = (e (2= () (2
st (= ()= (2) e (o (2

A =A{w, = (i>}

Ay U{wy} = {w;,w,} € un insieme L.D. (perché 5w; — wy = 0), allora Ay = A =
{w, ).

Ay U{ws} = {w;,ws} ¢ un insieme L.D. (perché 3w; —w; = 0), allora Az = Ay =
Ay = A{w,}.

Az U{w,} = {w;,w,} & un insieme L.I., perche

Q:aw1+ﬁﬂ4:a<}>+ﬁ(?>=(aiﬁ> = a=p0=0.

Allora Ay = A3 U{w,} = {w;,w,}.

Ay U{ws} = {w;,w,, ws} ¢ un insieme L.D. (perche 3w; — w, — wy; = 0), allora
As = Ag = {wy, wy}

B = As = {w;,w,} ¢ una base di R? contenuta in S.
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ESERCIZIO TIPO 1

Risolvere il sistema lineare Az = b dove

3 -3 9 6 6
A=[1 -1 7 4] e b=|4
1 -1 3 2 2

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 -3 9 6 | 6 B B i
(A | b)=|1 -1 7 4| 4 E31(—1)E21(-1)E1(3)
1 -1 3 2 | 2
1 -1 3 2 | 2 Bad) 1 -1 3 2 | 2
-0 0 4 2 | 2 1 0 0 1 3 | 3= 4
0 0 00 ] O 0 0 0 0 | O

Il sistema Az = b ¢ equivalente al sistema Uz = d che ¢ una forma compatta per

1

1 — To + 3x3+ 224 = 2
(%) go b lp, =1
3+ 5%4=3

Poiche d ¢ libera, Uz = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere, Uz = d ha 0o? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2¢
e la 4%) e con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xgzh
x4:k
1 1 1 1
x3=—§x4—|—§=—§k+§
xl=x2—3x3—2x4—|—2=h—3(—1k—|—1)—2k—|—2=h—l/€—|—l
2 2 2 2

L’insieme delle soluzioni del sistema Uz = d ( e quindi I'insieme delle soluzioni del
sistema Az =0 ) ¢
h—1ik+1

h
h,keC
—ik+1 |
k
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ESERCIZIO TIPO 2

1 o—1 0
Siano A(a) = (1) N 1_ i o | wme matrice 4 X 3 ad elementi complessi
—a—i —a?-1 0
oa—1
O[Q + 1 4 . . . .
e bla) = %, € C*. Per ogni « € C si dica se il sistema A(a)z = b(«) ammette
0

soluzioni, e quante.

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 a—1 0 | a—i
| o 1 0 | o®+1 Ba (at) By (—1)
(Ala) | bla)) = 1 a—i  a+i | 20¢
—a—i —a®’—-1 0 | 0
1 a=i 0 | a—i
0 1 0 | a2+1]|
0 0 0 | a2+1
1 -2 0 | —2i
19 CASO o= —i (B(—i) | c—i)y=|9 L 0O s una
¢ 0 0 0] 0
0 0 0] 0

forma ridotta di Gauss per ( A(—i) | b(—i)), quindi A(—i)z = b(—i) & equivalente a
B(—i)x = ¢(—1i) che & una forma compatta per

xr1 — ZiJCQ e
(*) { i) =0

Poiche ¢(—i) ¢ libera, B(—i)z = ¢(—4) ammette soluzioni.
Poich¢ B(—i) ha esattamente una colonna libera, B(—i)z = ¢(—i) ha oo soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(—i)
(la 3%) e con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

Tr3 = h
Xro = 0
xrp = ZiJCQ — 21 =21
L’insieme delle soluzioni del sistema B(—i)z = ¢(—i) ( e quindi 'insieme delle

soluzioni del sistema A(—i)z = b(—i) ) &

—21
0 |lheC
h
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a# i

1 a—i 0 | a—i
o 1 0 | a®+1 Ea(k)
(B(e) | cla)) = 0 0 a+i | a+i
0 0 0 | a?+1
1 a=i 0 | a—i 1 a=i 0 | a—i
0 1 0 | a®+1 Eu() 0 1 0 | a?2+1)|
“lo o 1 1 T o 0o 1 1 |70 dw)
0 0 0 | a?+1 0 0 0| a—i
100 | 0
ami (0 1 - (g R —
000 | 0
dotta di Gauss per (A(¢) | b(i)), quindi A(i)x = b(i) ¢ equivalente a C'(i)z = d(i)

che & una forma compatta per

x1:O
(*) xQZO
x3:1

Poiche d(i) ¢ libera, C(i)z = d(i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C(i) sono dominanti, C'(i)z = d(i) ammette un’unica
soluzione. L’unica soluzione di C(:)z = d(i) ( e quindi di A(i)xz = b(7) ) &

0
v=|0
1
1 a=i 0 | a-—i
2 E 1
ag (-} (C@l de)=[g o | TS
0 0 0| a—i
1 a=i 0 | a—i
2
8 é ; i N =(D@)] e()) e una formaridotta di Gauss per (A(a) | b))
0o 0 o0 | 1

Poiche e(«) ¢ dominante, D(«a)z
soluzioni.

e(a) (e quindi di A(a)z = b(«) ) non ammette
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ESERCIZIO TIPO 3

a 1l «o
Sia A(e)=|a 1 1|, doveaceC.
0 2 1

Per quegli o € C per cui A(a) & non singolare, si calcoli A(a)~L.

a1 a [ 1 0 0\ maE(d) ‘a;é():A(O)ésingolare
(A@) | I)=|a 1 1] 01 0
02 1] 00 1
1+ 1 | L oo . 1+ 1 | L oo
—(0o 0 1-a | -1 1 0| 2= 2 1 | 0 0 1]|—
02 1 | 0 01 00 1-a | -1 1 0
Ea(d) 1o 1 | & 00 BEs(i) ‘oz;él:A(l)ésingolare
01 5 | 0 0 3
00 1-a | -1 1 0
I 0 0 )
o1 L] 0o o §)E2
2 2
00 1| —L L 0
1 L1 L 0 0 -
Ei3(—1
-0 1 0 | 2(11—a) _2(11—a) % —
1 1
0 0 1 | —1= T 0
1 1 1
1L 2 0 s —1a O (o)
_ 0 1 | 1 _ 1 1 12{7 %
2(1—a) 2(1—a) 2
1 1
00 1] -7 1% O
100 | 204(11—04) 2;%?;041) _12%
—10 0 | 20-a) 20-a) 2 =(Iz | Al@™)
001 ] - = 0

1 —2a+1 -1+«

Se|a ¢ {0,1} Ala)™t = m o' —a all — a)

—2a 2 0
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Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (2 1 O)

1 0 3

Un’inversa destra di A & una matrice 3 x 2 R taleche se R=(¢; | ¢ ), allora
¢, ¢ soluzione di (1) Az =¢, = (é) e

N . . 0
¢y € soluzione di (2) Az = ¢, = 1)
Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(21010 B (~1)E(§) 1 3 0] 3 0
(A|12)_(103|01> (o—§3|—§1_’
Ex(-2) 1 3 0 [ 3 0Y)_
(0 1 —6 | 1 -9 _(U | bl QZ)

(1) & equivalente a (1’) Uz = b, che & una forma compatta per

1 1
$1+§$2 =3
$2—6$3=1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U
(la 3%) e con la sostituzione all’indietro otteniamo

Tr3 = h
r9 =6x3+1=6h+1
1 1 1 1

xl———x2—|—2 5(6h+1)+§=—3h

L’insieme delle soluzioni di (1)
—3h
6h + 1]|heC

(2) & equivalente a (2") Uz = b, che & una forma compatta per

x1—|—%x2 =0
$2—6$3=—2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U
(la 3*) e con la sostituzione all’indietro otteniamo
Tr3 = k
$2=6$3—2=6k‘—2
1

1
7= gy = 3 (6k—2) = ~3k+1
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L’insieme delle soluzioni di (2) ¢

—3k+1

6k—2 ||keC
k

-3h -3k+1

Per ogni h,k € C, R(h,k)= [ 6h+1 6k—2 | ¢ un’inversa destra di A.
h k
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ESERCIZIO TIPO 5

« 3a 2c —2a
0 0 a?+9 a?+9
Sia A(a) = 2 6 4 -3+« |,dove a e C.
1 3 1 —6 — 3
a+1l 3a+3 2a+1 -1

Per ogni a ¢ {0, 3i, —3i} trovare una decomposizione A(a) = L(a)U(ex), scrivendo
anche L(«) come prodotto di matrici elementari.

[a] 3a 2a —2a
[0] 0  a’+9 a%+9
Ale) = 6 4 3+a

3 1 —6-3a | Ba(-a-DEa(-DEa(-2)E(%) |a#0
a+1l| 3a+3 2a+1 -1
1 3 2 -2
00 [&®+9| a®+9

—lo o o] a+1
0 0 -1 —3a—4 Es2(1) Eaz (1) B2 (55)
00 [-1 2041
1 3 2 -2
00 1 1

-0 00 a+1 |=B)
00 0 —3a—3
000 2a+2

1°CASO| « # —1 (nonche « # 0, 3¢, —3i)

(1) 8 ? ; 1 3 2 -2
0O 0 1 1
Bla)=|0 0 0 000 1 |=U
0 0 0 |—-30v—3 Es3(—2a—2)E43(3a+3)Es () 0 0 0 O
00 0 2042 000 0
Posto H(«) =
1 1
= FErs3(—2a—2)E43(3a+3)E Eso(1)E4o(1)Eo(———— ) Es1(—a—1)E41(—1)E31(—2)E1(—
53(—20—2) E43(3a+3) 3(a+1) 52(1) Faa(1) 2(a2+9) 51(—a—1)Ey1(—1)E31(—-2) 1(0)

si ha che H(a)A(a) = U(a), e quindi A(a) = H(a) 71U ().
Si pu6 prendere come L(a) la matrice H ()1, ossia
H(a)™! = (Es3(—2a — 2)Ess(3a 4 3) E3(57) Es2(1) Eao (1) B2 5ot ) Esa (—a — 1)
En(-1)E3i(=2)Ei(5) " =
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= E1(2) ' E31(=2)  En (1) Esi(—a—1) " Ba(52hy) T Baa(1) T Esa (1) T Es () 7!
Eus(3a +3) 1 Esy(—2a —2) L =

= E\(a)E31(2)Eai (1) Esi(a + 1) Ea(a® + 9) Esa(—1) Esa(—1)Es(a + 1) Ess(—3a — 3)
Es3(2a+2) =

0 0 00
[0] |a%+9 0 00
= [0] at+1] 0 0[=L(a)
—1] [-3a-3] 1 0
la+1] [-1] [2a+2] 0 1
a=-1
13 2 -2
001 1
B(-1)=10 0 0 0 |=U(-1)
000 0
000 0

B2 (1) Bz (1) Ba( 1) B (1 — 1) Bar (1) By (~2) By(=5) A(-1) = U(~1)

Si pué prendere come L(—1) la matrice

(Fs2(1)Baa(1) Bal ) B (1 = D) Eus (—1) Br (~2) By (=) =

= FE1(—1)FE31(2)E41(1)E51(0)E2(10) Ego(—1)Es2(—1) =

[-1] 0o o0 o0 0
[0] [10] 0 0 o
=1 [2] 1 0 0|=L(-1)
1] [-1] 0 1 0
0] [-1] 0 0 1

Nell’Esercizio Tipo 5, se a € {0, 37, —3i} non & possibile trovare una forma
ridotta di Gauss di A(«) senza fare scambi di righe, quindi A(ov) NON ha una decom-
posizione L(a)U(«).
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ESERCIZIO TIPO 6

PTLU.

. Si trovi una decomposizione A

<t — ™ A

N O O

O — N O

o — O O

Sia A

ON © A S—
—_ o Mmoo i
-

]

— o oo g
=

( —
L

(3] [}

— <

ﬁE g

< M AN —~ o~ <N
[\l O~ O N AN~
o N O — - OO
o oo Voo o

—

S oo

o — O O

— O O O

oo H O

)

1
3

|

— ™M < AN

Es(

S © AN -

=)
Il
/

~[=ls]=] T T T

(
Il
SO O~
oo - O
— O O O
o~ O O
(
/
[esiieniNenii |

oo H O

— O O O

|

Ey3FEq2

P =

oN H O

=l B ) 5] ==

~
<t — ™M A

N O~

O~ MmO

— o o O
(

3)

Ea3(—1)Es(

1
1
4
2

o afa]—]
— — O O

— O O O

LU, A=PTLU.

PA=

oo O
— O O O
o O - O

o~ oo
~_
Il
&

A

s o[
= [=[=]=]
=l=]=]=]

e PA NON ha una decomposizione LU.

|

SO O

— O O O

oo H O

o — O O

Eiols3 =
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ESERCIZIO TIPO 7

1 2 1

. 0 1 1
Siano v; = 3 =] B=]|,
-1 0 1

Sidicase S = {vy,v,,v3} C R* & linearmente dipendente o linearmente indipendente.

Siano «, 3,0 € R tali che

1 2 1 a+2646
B B 0 1 1| _ B+
0=av; + vy +0v; =« 3 +05 4 +9 1] | 3a+48+4
1 0 1 —a+9

a+28+5=0
Allora (1) F+o6=0 Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumen-
3a+48+86=0
—a+0
tata del sistema lineare (1) (v, 3,0, sono le incognite del sistema) si ottiene

1 2110 1 2 1 10
0 1 1 1] 0 0 1 1 10 _
3 4 1 | 0 E41(1)E31(—3) 0 -2 -2 ‘ 0
-1 0 1 | 0 0o 2 2 |0
12110
01 1] 0
E42(—2)E32(2) 000 | 0) ( | _)
00 0] O
N . N ] a+28+5=0
Dunque (1) ¢ equivalente ad (1) { B+6=0
Scegliendo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna non domi-
d=nh
nante di U (la 3%), con la sostituzione all’indietro si ottiene ¢ 8= —0 = —h
a=-28-6=-2(—h)—h=h
h
Il sistema (1) ha ool soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme —h | lheR
h
Prendendo ad esempio h = 1siottitnea=d=1e3=—-1ev; —v,+2v3 =0.

Quindi {vy,v,,v5} & linearmente dipendente.
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ESERCIZIO TIPO 8

1 2 1 0 0
SiaS={y,=(1],05=12],05=10],vu=|1 |,u5=(0]}
0 0 1 -1 1

(1) Si provi che S & un insieme di generatori di R3.

(2) Si trovi una base di R? contenuta in S.

(1) Per provare che S & un insieme di generatori di R® occorre provare che per ogni
a

b | € R? esistono oy, e, a3, ag, o5 € R tali che

c
a
b | = a1y + vy + azug + auyy + asvs =
c
1 2 1 0 0 a1 + 2as + ag
= |1 | +ax|2])4+a3| 0| +ay 1 +a5| 0| =1 a1 +2a2+ ay
0 0 1 -1 1 a3 — g4 + as

ossia se il sistema lineare
ar+2as+a3=a
(*) a1+ 200 +ag4 =0
a3 — oy +oas=c

nelle incognite a, as, a3, aig, a5 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

121 0 0 a 12 1 0 0] a

120 1 0| b|]——s|f00 -1 1 0] b-a]-—

001 -111] ¢/ B=ED 00 1 -1 1| ¢
121 0 0 | a

— (o001 10| a-b |=U | 4d).

Baa(=DE:(=1) \0 0 0 0 1 | ¢c+b—a

Poiche deé libera qualunque siano a,b, ¢ € R, allora (x) ha soluzione qualunque siano
a,b,c € R, per cui S & un insieme di generatori di R3.
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(2) Applichiamo il “Lemma della scrematura”.
— Poicheé v; # 0, allora {v;} & linearmente indipendente (L.I.).
Teniamo v; .

— Poiche v, = 2v,, allora {v;,v,} & linearmente dipendente (L.D.), quindi (v;,v,) =
(v1)-

Buttiamo via v,.

— {v;,v3} @ linearmente indipendente (L.I.):

1 1 a+
0 1 3

Quindi (vy,vs) > (vy).
Teniamo v;.

—{vq,v3,v4} & linearmente dipendente (L.D.):
1, V3,04

1 1 0 a+ a+p=0
0=oav,+fvs+éva=a | 1 |+8 | 0 |+5 | 1 =| a+d = () a+d=0
0 1 -1 B—-96 B—-6=0

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (*) si ottiene:
11 0 | 0 11 0 | 0 11 0 ] 0

1o 1 |o)]——sf0 -1 1 |]O0]———sf0o1 -1 0],

01 -1 ] o) B=ntD \o 1 —1 | 0/ FCDEED N\ g 0 0 | 0

. N . / o+ 6 - 0 1 . PR .
per cui (x) ¢ equivalente a (x) B—5=0 che ha oco' soluzioni, in particolare una

soluzione non nulla.
Quindi (v;,v3,v4) = (v, v3).
Buttiamo via vy.

—{v,,v5,v:} & linearmente indipendente (L.I.):
1, Y3, U5

1 1 0 a+f
0=av,+pPvg+ovs =a |1 |+8|0]|4+5| 0| = Q = a=#=6=0.
0 1 1 B+

Quindi (vy,v3,v5) > (vq,v3)-

Dunque R?® = (S8) = (v;,v5,05) e poiche {v;,vs,v5} ¢ linearmente indipendente,
allora {v;,vs,v5} ¢ una base di R3.



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2001/02, GEMMA PARMEGGIANI

ESERCIZIO TIPO 9

1 0 o 4
. 1 a+2 20+ 2 4
Sia A, = 9 0 02 420 — 4 0?44 , dove aeC.
0 a+2 a®’+a—-2 a?’+a—4
Per ogni « € C si dica qual ¢ rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base
Do di R(Ay).

1 0 o 4
A — 1 a+2 200+ 2 4 .
“ 12 0 a?+4+2a—4 a?+4
0 a+2 a?4a—-2 a?+a—14
1 0 o 4
E31(—2)E21(—1) 0 a+2 a+2 0 - B
0 0 a?—4 a?—4 e
0 a+2 a’+a—-2 ®+a—14
1°CASO a# =2
1 0 o 4
B — 0 a+2 a+2 0 .
10 0 a?—4 a?—4
0 a+2 a’+a—-2 a?+a—14
1 0 o 4
Ep(-a=2)Ex(g7) [ 0 1 1 0 —C
0 0 a®>—14 a?—4 e
0 0 a2—4 a?+a—-4
1°Sottocaso | o # —2,2
1 0 o 4 1 0 o 4
01 1 0 Bu(—a®+0B:(z=) [0 1 1 0
Co = 0 0 a®>—14 a?—4 0 0 1 1 = Da
0 0 a>—4 a’4+a—-4 00 0 «
1°Sotto — sottocaso ‘ a#£-2,20
1 0 o 4 1 0 o 4
01 1 0 BEy(%) 01 1 0} _
Da=1¢ 0 1 1 00 1 1| Ve
0 0 0 « 0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
Tk(AOZ) 4? DOZ_{ a ) 1 7(1 ) 0 }
4 0 1 1
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1 0 « 4
B — 1 a+2 200+ 2 4 }
R 2 I 0 | a?+2a -4 | a+4
0 a+2 a?+a—2 a?+a—4

2°Sotto — sottocaso ‘ a=0

1 0 0 4
0 1 1 0
Do=1g g1 1|7
0 0 0 O
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 2 2
Tk(AO):3a DOZ{ 0 ) 1 ) 1 } BOZ{ ) ) 0 ’ —4 }
4 0 1 0 2 -2
a=2
1 0 2 4 1 0 2 4
[0 1 10 E3(3)Es4 01 1 0 _
“=10 00 0 000 1]
0 0 0 2 0 0 0O
1 0 0 1 0 4
0 1 0 1 4 4
Tk(AQ)_3a DQ_{ 2 ) 1 ) 0 } 62_{ 2 ) 0 ) 8 }
4 0 1 0 4 2
2°CASO a=—2
1 0 -2 4 1 0 -2 4
0 0 O 0 B2 (%) E2a 0 0 0 1
= _— =
B2 00 0 O 00 0 0 U-a
0o 0 0 -2 0 0 0 O
1 0 1 4
0 0 1 4
Tk(A—Q) = Za D—Q - { —9 ) 0 } B—Q = { 2 ) 8 }
4 1 0 -2
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ESERCIZIO TIPO 10

Sia W il sottospazio di R* generato da

1 1 0 1 1
0 1 1 0 1
S:{le 0 322: 0 723: 0 724: 1 325: _1 }
2 0 —2 0 2
Si trovi una base B di W con B C S.
11 0 1 1
A= (’U v v v v ) _ 0 1 1 0 1 E4(-2)
— X1 2 23 24 Z5) 0 0 0 1 -1
2 0 =2 0 2
1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
. 0 1 1 0 1 E42(2) 01 1 0 1 E43(2)
0 0 0 1 -1 O 00 1 -1
0o -2 -2 -2 0 0O 00 -2 2
11 0 1 1
01 1 0 1
“looo1 —1]7Y
0O 00 0 O

Una base B di C(A) = (S) = W ¢ linsieme che ha come elementi le colonne di A
corrispondenti alle colonne dominanti di U.

Poiche le colonne dominanti di U sono la 1%, la 2 e la 4%, allora B = {vy, vy, v, }.
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ESERCIZIO TIPO 11

Si trovi una base dello spazio nullo N(A) della matrice A = (; i ; (1)>

A 1 2 10 B (—2) 1 21 0\ _ U
“\2 4 31 00 1 1/
U & una forma ridotta di Gauss per A. Per il teorema “nullita + rango”si ha

( dim N(A) = numero delle colonne di A - rk(A)) =4 —2=2.

Poiche N(A) = N(U) = {z € C*|Uz = 0}, allora

x1
T2 1+ 22+ 23=0
= N(A
L T3 € ( )<:>{ r3+ x4 =0
T4

Scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la
4%) con la sostituzione all’indietro si ottiene

xgzh
x4:k
r3=—T4 =—k

T = —2x9 —x3 = —2h — (—k‘) =-2h+k

Quindi
—2h+k
h
—k
k

N(A) = N(U) = { I,k € C}

e chiamando v, ’elemento di N(A) che si ottiene ponendo h = 1 e k = 0, e v, I’elemento
di N(A) che si ottiene ponendo h =0 e k = 1, si ha che una base di N(A) &

—2 1

1
{Ql = 0 yUg = 1 }
0
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ESERCIZIO TIPO 12

Si consideri la trasformazione lineare f : C2 — C? definita da
ao
[ ap+ta2
f({a])= (2ao—|—a1> '
az
Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

1 2 1

s=ifo)i ) Ln ) e )

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo e

1 2 1
A= (%(f((?))) CMf((é))) CD(f(( 01>))>

Poiche
1
2 2
o) = (3) 1) ().
i i
CLQZI a0:2
CL1=O a; =
CL2—1 CLQ—O
1
0
i o)) (5)-
—1 2
1
a0:1
CL1=O
CL2=—1
allora

a=(eot(3) e((3) ent(3))

Piuttosto che calcolare separatamente C’D((§>), CD((§>) e C’D((g>), calcoliamo

Cp( (Z ) per un generico vettore

o (2 2 0
tre diversi vettori (2>, (5>, (2>

a o .
p ) € C?, e specializziamo la formula ottenuta ai
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oo(3)=(2) 1 (5)=a(3)+o( )
ea((5)=(5) 1 (275)-(0)

at+f=a {az(a—!—b)/?
B =(a—0)

ossia « e (3 sono tali che { a—B=b per cui

- (40

Poiche

allora

Quindi

Dunque

Q
o}
—~
7N
NI\
"
S—
|
7N
o N
"
Q
o}
—~
7N
[ 30 \G)
"
S—
Il
7N
e
[\S][98)
"

a=2 a=2
b=2 b=5
0 1
ol - ()
1
a=0
b=2

e quindi
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ESERCIZIO TIPO 13
. 2 I 1
Sia A =

2

0 -3 -1

> la matrice associata ad una trasformazione lineare
2

f: C3 — C? rispetto alle basi ordinate
1 2 1 1 1
B={{0]:[L];] 0]} e D={<1>;(_1>}
1 0 —1

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f
rispetto alle basi ordinate

1 0 0 1 0
B/:{ 0 y 1 y 0 } e D/:{Q1:(0>;Q2:(1>}
0 0 1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo &
A =87tAP

dove S ¢ la matrice di passaggio da D’ a D, e P ¢ la matrice di passaggio da B’ a B.

Nell’esercizio precedente abbiamo visto che

(i )= ()

quindi
1 1
5= (Cpler) Cole))= (1 %)
2 2
¢ 1 1 1 1 1
. - 11
- (f )= )06 4)
DM\ 1) ha
Calcoliamo
1 0 0
P=|Cp(|0|) Cs(|1]) Cs({0])
0 0 1
1 0 0
Per farlo, piuttosto che calcolare separatamente Cg(| 0 |),Cs(| 1 |) e Cs(]| 0 ]),
0 0 1
a a
calcoliamo Ci( | b |) per un generico vettore | b | € C3, e specializziamo la formula
c c
1 0 0
ottenuta ai tre diversi vettori | O |, | 1 |, | 0 |. Poiche
0 0 1
a o a 1 2 1
Ceg(lo])=1|2p | =a|l0|+p[1]+6] O
c 1) 1 0 -1
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-0 (2

ossia «, B e d sono tali che

a+260+d=a a+d=a—2b a=(a—2b+c)/2
B="0 = B=0b = B=0b

allora

a—-d=c a—d=c d=(a—2b—c)/2
, per cui
a (a—2b+¢)/2
Ce(|l b |)= b
c (a—2b—c¢)/2
Dunque
1 41 1
2 2
P = (0 1 0 )
P
e quindi
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ESERCIZIO TIPO 14
Si verifichi che ¢ :R? — R>o definita da ¢ ( ZO >) =lap+a1|+]ag—ai| &
1

una norma.

6@ =o((g ))=10+0l+jo -0 0.

Sia v = (ZO > Poiche ¢(v) > 0, per provare che
1

vl = $(v) >0

basta provare che

#0 = p(v) # 0,

IS4

ossia basta provare che
p(v) =0 = v=0.

0
ag —t |a0+a1|_0 —t a0+a1_0 —t a,O:al:O —t
V= lag —ai| =0 ag—a1 =0

a1 aarl

olan) = ola (20 ) = o( 200 )) = laao + aau] + aaa — 2| =

= |allag + a1] + |allag — a1| = [a|(|ao + a1| + |ao — a1]) = |a|p(v).

. _ [ @0 _ bo
Slanog—(m)ew_(bl).

oe-+) = o[ 1200 ) = 1(an+ 80) + (a + )| + [ + o) — (a1 + b)) =

= |(a0+a1) + (bo —|—b1)| + |(a0 —al) + (bo —b1)| <
< lao + a1| + [bo + b1| + |ao — a1| + [bo — b1| = ¢ (v) + d(w).

IS4

S
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ESERCIZIO TIPO 15

Si verifichi che (-, ):C2x C? — C definita da

X1 Y1 — —
, = + 2
((x2> (y2>) T1Y1 xT2Y2

¢ un prodotto scalare.

. _ [ x1 _ (N
Slanog—(x2>eg—(y2>.

?
(y,z) = (z,y)
(y,z) = 121 +2r2 = 1T+ 20T = (2,Y).

Sianog:(m),y:(yl),é:(Zl>,w=(wl>ea,6€@
X2 = Y2 22 w2

o (az+fzy) =alz,y) +B(zy)

oo (z,ay+ fw) = alz,y) + Az, w)

o (ax+ fz,y) = (ax1 + Bz1)y1 + 2(aws + B2z2)y2 =

(a7 + Bz)y1 + 2(@@2 + BR)ys =

=a(T1y1 + 2T2y2) + B(Z1y1 + 2723y) =
(

(z, oy + Pw) = Tr(ay: + fwr) + 2Tz(ay2 + Pws) =
= aT1y1 + BT1wr + 2aT3ys + 267wy =
= a(T1y1 + 2T2y2) + B(Trwr + 2Taws) =
= a(z,y) + Bz, w).

o (0,0)Z0
oo £=(2>7§Q =  (z,2) €RY,
e (0,0) = 0+2x0 = 0

oo (z,2) = Ty +2Texs = |v1]> +2lz2)?
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Essendo z # 0, si ha che z1 # 0 oppure x5 # 0, per cui |21|* € RE, oppure |z2]? € RE,.
Quindi
|z1| + 2|72|* € RE,.
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ESERCIZIO TIPO 16

Siano z = (Z) ed S={z€R? | [lz—z|loc <1}. Siprovi che esistono z,,z; € S
tali che
llzoll2 < lzll2 < [lzyll2  per ogniz € S,

e si calcolino ||zy|2 € |]z4]|2-

s = A (21>GR2 | max {|z =5, [z2—4} <1 } =
2
= A (21>GR2 | —1<21-5<1 e —1<z2-4<1 }=
2
= { (") er? | 4<21<6 e 3<22<5 }
)

il> € S allora ||z]|o = /|z1]? + |z2]? > V424 3% = 5, e poiche
2

4 4 4
(3)esei(3) =5 atomz = (3) lizl =5,

Inoltre se z = (?) € S allora ||z||2 = v/|71]? + |22]2 < V62 + 52 = /61, e poiche
2

(8 e (8) 1= Vo atorn 2y = () (e sl = v

Quindi se z =
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ESERCIZIO TIPO 17

Si trovi una base ortonormale di

1 7 0 0
0 1 -1 0 4
= < .
V < Z ? 0 ? _1 ? 0 > C
0 -1 1 7
Troviamo una base By di V.
Poniamo
1 ) 0
0 1 -1
M1 = Z ) MZ - 0 ) MB = _1 ) 2
0 -1 1

= O O O

e costruiamo la matrice A = (w; w, ws w, ), ossia una matrice tale che C(A4) = V.

1 4 0 0 1 2 0 O
A— 0 1 -1 0 0O 1 -1 0
i 0 -10 Es1(—1) 0 1 —-10 Ei2(1)E32(-1)
0 -1 1 =1 0 -1 1 =1
1 7 0 0 1 % 0 O
. 01 -1 0 01 -1 0 —U
Esa 0 0 0 = E3(—i) 0O 0 0 1
0 0 0 O 0 0 0 O

Dunque By = {w;,w,,w,} ¢ una base di C(A) =V.

o oo

O O = .

= O O O

Troviamo una base ortogonale By di V: poniamo v; = w;, vy = Wy € U3 = Wy, €

applichiamo ’algoritmo di Gram-Schmidt a {v;, v,, v}
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1
0
Uy =0 = i
0
(ﬂlaQQ)
Uy = Uy — Q12Uy, u #0 = app=
’ ’ e ! (uy,uy)
)
(Ula%):Q{IQQ:(l 0 — 0) (1) =3
-1
1
(up,u) =uf'u; =(1 0 —i 0) ? =2
0
- algzi/2
Uy = Uy — (X12U1 =
)
222—521: |
) 1 %
_ 1 _i 0] _ 1
o 21i) | 3
-1 0 -1
Uz = Uz — (13U — 23Uy,
Uq 75 0 — 13 = (21,23)
(ﬂlagl)
0
(we) =ufluy=(1 0 =i 0)[(|=0
)
—t 13 =
(us, v3)
UQ#O — g3 =
(U’ZaU’Q)
0
i 0 .
(up,v5) =wg'vg = (5 1 5 —1)| | =i
)
AN
(22;22)—745{@2:(_% 1 % -1) 1 =3
2
-1
2.
— (1232—51
Uz = Uz — 13U; — 23Uy =
21
0 N -1
o), 2112
10 50 3 | i
) —1 31
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BQ - {QlaﬂQaQB}a dOVe

1 7 —1
0 1| 2 1 2

Uy = i y Uy = 3 1 y Uz = g i 5
0 —2 31

€ una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V, normalizzando gli elementi di Bs.

g |12 = V/(wy, ) = V2
lluglo = v/(ug, u) = /5/2

1
1 . ) 1 2 15
lualls = /) = g = | F(1 2 s [ 2] =Y
3
B = {15 Tl T 1+ dove
1 7 —1
vw 1[0 u, 1 [ 2 ug 1 [ 2
[l R P A Y R e A WA
— 7

¢ una base ortonormale di V.
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ESERCIZIO TIPO 18

1 1
Si calcolino la matrice di proiezione su V.= (| i | ,| 1 |) < C? e la proiezione
0 0
2
ortogonalediv= | 3 | suV.
7
Troviamo una base ortonormale di V.
1 1
Stanov; = [ i | evy=|1|. Allora V = (v;,v,). Poiche
0 0
1 1 1 1 1 1
A=(v; »w)=[(¢ 1| —— [0 1-i| — |0 1| =T,
0 0) P20 \o o ) BGts) \0o 0

allora dim (V') = dim(C(A)) = rk(A) = 2, quindi {v;,v,} ¢ una base di V.

Applichiamo I’algoritmo di Gram-Schmidt a {v,, v,} per trovare una base ortogonale
diV.

1
Uy =0 = {
0
Uy = Vg — Q12U , u #0 = 0412:(21’22)
- - (ulvgl)
1
(u,v5) =ullv, = (1 —i 0)1]|=1—-i
¥
1
(w,uy) =uj'u; = (1 —i 0) (Z =2
0

Uy = Uy — Q12U] =
1—14

- 2
AR AR e
i l==11-—1

Uy =
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1 1414

g =11 |,u= % 1—14 |} & una base ortogonale di V.
0

|2 = v/ (wy,uy) = V2

1 . . .
gl = v/t ) = \Jullwy = | (1= 1+i 0)[1-i | =5vAi=1

1 1414

El — 1 - Eg — 1 pY - :
=== 1 === 1-3 ¢ una base ortonormale di V.
{HElHQ V2 0 lugllz T2 0 h

Calcoliamo una matrice ) che abbia come colonne gli elementi della base ortonor-
male di V trovata al punto 1.

v 7O\ g (V2 1+

=1 =2 0\ _ i — _ . .

Q= (||21||2 IIEQIIQ) v 17 =3 Z\/§ 1—1
0 0 0 0

P = QQ", dove Q ¢ la matrice trovata al punto 2, & la matrice di proiezione di
C? su V. Dunque

V2 1+ . 40 0 10 0

1 _ 1
P=QQ"=7|ivV2 1-i (1\/_§ 11;/.5 8):1 04 0]=(010
0 0 ! ! 000 00 0

2
La proiezione ortogonalediv = | 3 | suV & Pv, dove P ¢ la matrice & la matrice
7

di proiezione di C3 su V (trovata al punto 3). Dunque la proiezione ortogonale di v su
Ve
1 0 0 2 2
Pv={(0 1 0 31=13
0 0 O 7 0
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ESERCIZIO TIPO 19

Si trovino una decomposizione ()9 Rp-non-normalizzata ed una decomposizione Q R-
normalizzata per la matrice

Poniamo

1 -5 3 -3
Ql = 0 ) QQ = 0 ) QB = 1 ) 24 = _5
-1 5 —1 —1

e applichiamo 'algoritmo di Gram-Schimdt a {v,, v,, v, 4}

Otterremo 4 vettori, u,, u,, u3,u,. Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in
tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di Gauss U di A: le eventuali
colonne libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

A={o0 o 1 5|20 1o o 1 5| =D
1 5 -1 -1 0 0 2 -4
I AW 5 3 -3

S R 0 0 1 —5|=U
0 0 0 6 0 0 0 1

Poiché U ha come unica colonna libera la 2%, allora applicando 1’algoritmo di Gram-
Schimdt a {v,, vy, v5,v4} otterremo uy, = 0.
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1
U =9 = 0
-1
Uy, v
Uy = Uy — Q12Uy, u #0 = 04122@
(ﬂlvﬂl)
)
)
1
(ulaul)—ululz(l 0 —1) 0 =2
-1
= |a=-10/2=—5]
Ug = Vg — (12U =
=Up + 5y =
-5 1
= 0 ]4+5] 0 | ={0=u,
-1
Uz = VU3 — 13Uy — 23U,
u #0 = 04132(21’23)
(g, uy)
3
(u,v3) =ulloy=(1 0 1) 1 | =4
-1

Uz = Uz — 13U — 23Uy =

=u3— 2y =
3 1 1
—1 —1 1




ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2001/02, GEMMA PARMEGGIAN9

Uy = Uy — 14Uy — 24Uy — (X34Ug,

Uy = Uy — 14Uy — 24Uy = —(34U3 =
=uy+u +3uy =

-3 1 1 1
= -5+ 0 | +3[1]|=||-2]=uy
-1 -1 1 1
Poniamo
Qo= (u uy Us uy) =
1 a2 a3 aus
o 0 1 Q23 Qg4 |
Fo=149 o 1 sy |
0 O 0 1

= Jou=-2/2=-1|
wy=0 =

u3 #0 = 0434—(23’24)

(ug,us)

(uz,05) =ug'v, = (1 1 1)

(usaus)—ﬂgﬂg_(l 1 1)

— [ =-9/3=-3]

0 1 1
0 1 -2
01 1
-5 2 -1
1 0 0
0 1 -3
0 0 1

A = QoRy ¢ una decomposizione Qg Rg-non-normalizzata per A.

Sia Q1 la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto (2), togliendo
tutte le (eventuali) colonne nulle di Q. In questo caso Qo ha un’unica colonna nulla, la

2% quindi

Q1= (1

Us

uy) = 0

Sia R; la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (2), togliendo le
righe di Ry che corrispondono alle colonne che sono state tolte da @)y per ottenere Q1.
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In questo caso, poiche per ottenere (), ¢ stata tolta da Qo la 2% colonna, allora per
ottenere R; si toglie da Ry la 2% riga. Dunque

1 -5 2 -1
Ri=(0 0 1 -3
0 0 0 1

Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma euclidea delle
colonne di Q; (ossia delle colonne non nulle di Qg), e calcoliamo D~L.

Poiche
||Ql||2 =V (ﬂlaﬂl) = \/57
||QB||2 =V (QBvQB) = \/gv

1
lwllz = V0w, w) = Vuiu, = [ (1 -2 1)(_2 =6,
1
allora,
|2y ]]2 0 0 V2 0 0
D= 0 lullz 0 = o v3 o0
0 0 [luyll2 0 0 6
Quindi )
73 ? 0
-1 1
0 0 I
Poniamo
L 0 o0 I B
1 1 1 i VW
—1
Q=Q:D'=(0 1 -2 0 % 0 |=] 0 & -2
-1 1 1 o o0 L S s I
V6 V2 V3 V6
V2 00 1 -5 2 -1 V2 —5v2 23 2
R=DR, = 0 V3 0 0O 0 1 -3]|= 0 0 V3 —3V3
0 0 v6/\0 0 0 1 0 0 0 V6

Allora A = QR ¢ una decomposizione ) R-normalizzata di A.
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ESERCIZIO TIPO 20

S N
o O =

1
Si caleoli il determinante della matrice A = | 2
1

Si pué il determinante di A sviluppandolo rispetto alla 1% riga di A,
oppure rispetto alla 2% riga di A, oppure rispetto alla 3 riga di A; si pud pero calcolarlo
anche sviluppandolo rispetto alla 1% colonna di A, oppure rispetto alla 2% colonna di
A, od infine rispetto alla 3% colonna di A. Qualunque scelta si faccia tra queste sei, si
ottiene lo stesso risultato.

(1) Scegliendo di svilupparlo rispetto alla 3% colonna (in questo caso ¢ la scelta pit
conveniente, poiché la 3* colonna di A ha molti zeri) si ha:

Det(A) = (=1)'3 x 1 x Det (f ?) =2i—4.

(2) Scegliendo di svilupparlo, ad esempio, rispetto alla 2¢ riga si ha:

0 1 0
=-2x(—i)+4x(-1)=2i—4.

Det(A) = (=1)**! x 2 x Det (f 1) 4 (=1)?*2 x 4 x Det (1 1) _

Si pud il determinante di A facendo un’eliminazione di Gauss su A.

1 21 P 1 2 1
A=|2 4 0 D) [ g g Pm
1 i 0 0 i-2 -1
1 2 1 e 1 2 1
Es(—1)Ea(+Ls
—(o0 i-2 -1 DB 01 -1/(i-2)|=U
0 0 -2 00 1

Quindi U = FA dove F = E3(—3)Ea(-L5)E23E31(—1)Ea1(—2).
Poiche A = F~IU, allora

Det(A) = Det(F~'U) = (DetF~1)(DetU) = (DetF) ™" =

= ((DetEg(—%)) X (DetEa( ! 2)) x (DetEa3) x (DetEzy(—1)) x (DetEy (—2)) ! =

17—

1
— 2)) x (DetEa3) x 1 x 1)~ =

= ((DetEs(—%)) x (DetEx(
11

5 X (—1) P =2(i—2) =2i — 4.
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ESERCIZIO TIPO 21 (dal 4° appello 1995/96, prof. Salce)

Sia a € C\ {0}. Per ogni n € N, n > 1, sia A,, = [a;;] la matrice n x n definita da:

a se li—j] <1
0 altrimenti

(a) Si provi che per ogni n > 3 si ha

DetA,, = aDetA,,_1 — a’DetA,,_o.

(b) Si dica per quali valori di n < 7 la matrice A,, & singolare.

(a)
a a
a a a
a a a (0)
a a a
A, = :
a a a
(0) a a a
a a a
a a

Sviluppiamo DetA,, rispetto alla 1% colonna di A,,.
Poiche
1. la matrice che si ottiene da A, sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna ¢ A,,_1,

2. la matrice che si ottiene da A, sopprimendo la 2% riga e la 1% colonna ¢ la
matrice (n — 1) x (n — 1)

a | 0 0 0 0
— | - — — —
a |
Bn—l = 0 | 5
0 | An—2
o
0 |

allora,
DetA,, = (—1)' ™ aDetA, 1 + (—=1)*taDetB, | =

= aDetA,_1 — aDetB,,_1.

Sviluppando DetB,,_1 rispetto alla 1% riga di B,,_1 si ottiene
DetB,, 1 = (=1)* " aDetA, 5 = aDetA,, .

Quindi DetA,, = aDetA,_1 — a’DetA,_».
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(0)
A =(a) = DetA; =a#0 => Aj non sing.

A2:(Z Z) = Detdy=d?>—ad?>=0 = Ay sing.

n=3: DetAs =aDetAs —a?DetA; = —a®>#0 = Az non sing.

n=4: DetAy; =aDetAsz —a’DetA; = —a* #0 = A, non sing.

n=>5: DetAs = aDetA; — a’DetAs =0 S As sing.

n==6: DetAs =aDetAs —a?DetA; =a%#0 = Ag non sing.
[

n="7: DetA; =aDetAs — a’DetAs =a” #0 A7 non sing.

Quindi se n < 7, A, ¢ singolare per n = 2, 5.
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ESERCIZIO TEORICO 1

Si provi che le colonne dominanti di una matrice in forma ridotta di Gauss diversa
dalla matrice nulla sono linearmente indipendenti.

Sia U # O una matrice m x n in forma ridotta di Gauss. Siano w; ,u;,, ..., u;, le

sue colonne dominanti. Ciascuna di esse € un vettore colonna con m componenti, inoltre

1
0 1
0
uj, = 0 | e la prima colonna di I, uj, ¢ del tipo | O
0 0
0 0
0 0
*
*
*
......... uj, , edeltipo | 1| «—k—2
0
0
0
*
*
*
w. . edel tipo | * u, € del tipo | *
Jk—1 -Jk
1] «—k—-1 *
0 1] «k
0 0
Siano ag, ag, ..., ak_9, @g_1, @k, degli scalari tali che

(o) aiuy +asuy, +.. +ag_ou;, , +ag_1u;  +agy;, =0.
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Allora
0 1 *
0 0 1
0 0 0
Ol=a1 |0 |4+as| O |+...+ar—o| 1 |+tar_1| *x|+ar]| x| =
0 0 0 0 1 *
0 0 0 0 0 1 ag | «— k
0 0 0 0 0 0 0
Quindi o = 0. Sostituendo oy = 0 in (e) si ricava
(00) onuy, +aguy, +.. .+ oap—ouy, , + a1y, =0
Allora
0 1 * *
0 0 1 *
0 0 0 *
Ol=a1 |0l +as | O | +...4aro2| 1| 4+ar_q ]| *x]|= * .
0 0 0 0 1 a1 | «— k-1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Quindi anche a1 = 0. Sostituendo ax_1 =0 in (ee) si ricava
(e0e) iy, + ooy, + ..t ag_ou,, = 0.
Allora
0 1 *
0 0 1
0 0 0
Ol=a1 |0l +as | O | +...4aro|l 1| =] ap_s — k-2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Quindi ag_o = 0. Cosi procedendo si ottiene che ap = a1 =ap_o=...=ay =a; =

0, ossia le colonne dominanti di U, u; ,u

=910 =927 °

.+» U, , sono linearmente indipendenti.
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ESERCIZIO TEORICO 2

Si provi che le righe non nulle di una matrice in forma ridotta di Gauss diversa dalla
matrice nulla sono linearmente indipendenti.

Sia U # O una matrice m x n in forma ridotta di Gauss. Siano r¥, 7L, ... rT le sue
righe non nulle. Ciascuna di esse € un vettore riga con n componenti, inoltre

rT & del tipo

J1
i
[0 0 1 = * *
rl & del tipo
Jo
i
[0 0 1 =« *
...,rE & del tipo
Jk
i
0 ... ... ... ... ... ...0 1 =«
Siano a1, as, ..., ak—_1, ok, degli scalari tali che

o) air! +aorl + . +aprf =07
1 2 k

Allora _
J1
!

ap [0 0 1 = * |+

az [0 0 1 = *]+

(63X [0 0 1 * ]:

[0 0 a1 * ]

¢ il vettore riga nullo (con n componenti). Quindi a; = 0 e sostivendo a3 = 0 in(e) si
ottiene
(o0) aorl +.. . +ayrl =0T

Allora

J2
i
1 x coe
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¢ il vettore riga nullo (con n componenti). Quindi @z = 0 e sostivendo ag = 0 in (ee) si
ottiene
(e0e) agfg—k...—kakff:QT.

Cosi procedendo si ottiene che a; = g = a3 = ... = ag_1 = ap = 0, ossia le righe
e di U, rT oL T g li te indipendenti
non nulle di U, ry,r3,...,r;, sono linearmente indipendenti.
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ESERCIZIO TEORICO 3

Siano V, W e Z spazi vettoriali su K (K = Ro K = C). Siano f : V — W e
g : W — Z due trasformazioni lineari. Sia go f : V' — Z definita da (go f)(v) = g(f(v))
per ogniv € V.

(1) Si provi che g o f & una trasformazione lineare.
(2) Si provi che N(f) C N(go f).

(3) Siaora W =V = Z e dim(V) = n. Si indichi con f? la trasformazione lineare
f o f, e per ogni numero intero positivo k con f**! la trasformazione lineare f o f*.

Si provi che esiste un numero intero m < n + 2 tale che N(f™) = N(f™*+1).

(1)

IPOTESL f:V — W e g: W — Z trasformazioni lineari

TESIL: go f : V — Z & una trasformazione lineare.
DIMOSTRAZIONE: Poiche f & una trasformazione lineare, allora
(i) f(vy +v2) = f(uy) + f(vs) per ogni vy, vy €V

(#1) f(aw) = af(v) per ogniv € V ed ogni a € K.

Poiche g ¢ una trasformazione lineare, allora

(1) 9wy +wy) = g(w;) + g(w,) per ogni wy, wy € W

(#1)" g(aw) = ag(w) per ogni w € W ed ogni « € K.

Dobbiamo provare:

(1) (go f)(vy +uz) = (g0 f)(vy) + (g0 f)(vy) per ogni vy, v, €V
(I1) (g o f)(oaw) = a(go f)(v) per ogniv € V ed ogni o € K.

(I): Siano vy,v, € V.

(go vy +uy) ? 9(f(uy +vy)) T 9(f(vy) + f(uy)) =
0
T 9(f(v1)) +9(f(v2)) T (g0 f)(w1) + (g0 f)vs)
(7) con
m =)«
(IT): Sianov e Ved a € K.
(go f)law) = g(flaw)) = glaf(v)) =
T i

def. di go f (47)



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2001/02, GEMMA PARMEGGIAN9

= ag(f(v)) = a(go f)(v)
1 7

1)" con ;
w= f(v) def. digo f

veN(/f) = flw) =0 = 9(f(w)) = 9(0)

T 1
e 4N

Quindi

(90 f)(@) - @) = g -

I T
‘g trasf. lineare ‘

da cui, per definizione di N(go f), si ottiene che v € N(g o f).

(=]

(3) Applicando ripetutamente (2) con g = f si ottiene
(o) N(HSNUHCSN(U)C--SN(FHC...
Per ogni intero k, si ha che N(f*) & un sottospazio di V. Da (e) segue in particolare
() N()SN(P)SN(P) S CN(f") SN SNV
dove n = dim(V'). Se fosse
N(f) < N(f*) < N(f7) < < N(f") <N < N,
si avrebbe
(e00) dim(N(f)) < dim(N(f?)) < dim(N(f*)) <--- < dim(N(f"*)) < dim(N(f"*?)).
Poiche dim(U) < dim(V) = n per ogni sottospazio U di V', per ogni intero k < n + 2
si ha che dim(N(f*)) ¢ un numero minore od uguale ad n. (e e e) sarebbe quindi una

successione strettamente crescente di n 4+ 2 numeri minori od uguali ad n, e una tale
successione non esiste.

L’assurdo deriva dall’aver supposto che in (ee) la catena dei sottospazi N(f*) di V,
per k < n+ 2, sia strettamente crescente.

Allora esiste un intero m < n + 2 tale che N(f™) = N(f™+!).
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ESERCIZIO TEORICO 4
Sia P una matrice complessa n x n tale che P? = P. Si provi che C" = C(P)®& N(P).

Ricordiamo innanzitutto che
N(P)={zeC" | Pz=0},
e che C(P) ¢ lo spazio generato dalle colonne di P, per cuise P =(a; ay ... a,),

si ha
C(P)={oa; + a2ay + ...+ ana, | o1,00,...,a, € C}.

Poiche
a1 a1
(%) 9
aay F ooty + .t ana, =(a; a ... a,)| . | =P ;
o o
allora
aq
Qa2
cPpP)={P| . a1, Qg,...,0n €C={Pu | uweC"}.
77

Per la definizione di @, dobbiamo provare i due seguenti fatti:
(a) C* = C(P)+ N(P),
(b) C(P)NN(P) ={0}.

(a) Poiche C(P) < C™ed N(P) <C" (P &n xmn) allora C(P)+ N(P) < C".

Cié che occorre provare € l'inclusione C* < C(P) + N(P). Per farlo, occorre provare
che dato comunque v € C" si ha che v € C(P) + N(P), ossia esistono v; € C(P) e
vy € N(P) tali che v = v + v,.

Sia dunque v € C™.
Poiche P = P? allora Pv = P?v = P(Pu), da cui segue

0= Py~ P(Pv) = P(v— Pv).

Dunque (v — Pv) € N(P). Poniamo v — Pv = v,. Poiché v = Pv + v, e poiche
Pv € C(P), poniamo v; = Pv. Abbiamo trovato v; € C(P) e v, € N(P) tali che
V=v; + U,

Questo conclude la dimostrazione di (a).

(b) Per provare che C(P) N N(P) = {0}, proviamo che se w € C(P) N N(P) allora
= Q.

w

Sia dunque w € C(P) N N(P).
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Poiche w € C(P), allora esistono ay, as, ..., a, € C tali che
(5] (65}
(%) (D)
w=o1a; + ety + ... Fana, =(a; a ... a,)| . | =P . |,
o o

(3}
Qa2

ossia esiste v € C" tale che (si prende v = )

an
Poiche w € N(P), allora .
Quindi
Py = P?y = P(Pv) = Pw = 0
I T i
pP=P? Pv=w w € N(P)

per cui w = Pv = 0.
Questo conclude la dimostrazione di (b).

N.B. Sappiamo che se A ¢ una matrice n x m qualunque, allora in C™ si ha che
C(A)*+ = N(AH), e quindi in particolare C" = C'(A) @ N(AH).

In questo esercizio abbiamo due ipotesi sulla matrice A (che qui si chiama P):
1. & quadrata (ossia m = n),

2. coincide con il suo quadrato: P2 = P (le matrici che coincidono con il proprio
quadrato si chiamano idempotenti).

Ma non ¢& possibile dedurre da C* = C(P) @ N(PH) (che & cié che sappiamo in

- .. . S . . 2 2
generale) la tesi di questo esercizio. Si consideri ad esempio la matrice P = (_1 1 > .

P & quadrata e

2 2 En1(1)E1(3) 11
= —_— =
r=(24) (b o) ="

segue che

N(P):N(U):{(x1> ec® | x1+x2:0}:{<_hh>|heC};

T2

_ _ 1 _1
pH:(g _1) Bt (-2)Bi(3) (é 2>:U1

e da
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segue che

N(PH) = N(U7) :{(2) € | - %xzz()}:{(h}/f) IheC).
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ESERCIZIO TEORICO 5
Sia A una matrice complessa m x n. Si provi che N(AAH) = N(AH).

Osserviamo innanzitutto che A” & una matrice complessa n x m e che AA® & una
matrice complessa m X m.

Ricordiamo che
NATy={zeC™ | Aflzg=0eC"} e
N(AAH) ={zeC™ | AARz =0 € Cc"}.
Poiche

z € N(AH) = Ay =0 =
i i
def. di premoltipl.
N(AH) per A
= AA"z=A0=0 = z € N(AAH)
I
def. di
N(AAH)
allora N(AH) C N(AAH).
Viceversa
z € N(AAH) = AARz =0 =
I I
def. di premoltipl.
N(AAH) per zff

— 0=z"0=2"A4"z = (A"z)" (A" z) = ||A" 2|3,
da cui segue che ||AHz||s = 0. Dalla proprieta (1) delle norme (in questo caso di || ||2)
si deduce che Afx = 0, ossia, per definizione di N(A), che z € N(AH).
Dunque anche N(AAH) C N(AH), e per I'inclusione precedentemente provata si ha
che N(AAT) = N(AH).
N.B. A potrebbe non avere inversa sinistra, quindi non si pué premoltiplicare
AAH gz = 0 per un’inversa sinistra di A, che potrebbe non esistere, per ottenere A%z = 0.

@ Sia A una matrice m X n. Si supponga che esista una inversa destra R di A
tale che RA sia hermitiana.

Si provi che allora R = A7 (AAH)~L

IPOTESI: A m x n, esiste R tale che AR =1 ed RA = (RA).
TESL R = AH(AAH)~1

DIMOSTRAZIONE:

Occorre innanzitutto provare che AA* & non singolare (ossia che esiste (AAH)~1).
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Poiche
(AATY(RHM R) = A(AM RH)R = A(RA)" R - ARAR = I
1 T
(RA)" = RA
allora AAf ha un’inversa destra (R¥ R & un’inversa destra di AAM).
Quindi rk(AA®) = numero delle righe di AA# = numero delle righe di A = m.
Poiche AA® & m x m e rk(AA®) = m, allora AA” & non singolare, ossia esiste
(AAH)=L ed inoltre (AAH)~1 = RER.
Quindi
AH(AAH) L - AHRHR — (RAHR - RAR =
i T T
(AATY~t = RHR (RA)H = RA AR =1
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ESERCITAZIONI* 1

Testi
. 1-2i 5 C(1+4i 0 2 [ —18i —1+49i —i
Sl"mOA_( 0 i)’B_( 3 -2 i)’c_( 0o -1 1)
1 i
eD=11 —11|.S8icalcoli (AB —iC)D + 2A.
2 0
2-3i 1+ 3+ 5i
[2] Siano A = 0 i |, B=(2 1+i), C= 6
1—i 1 2—2i
(THi 2430
¢ D_(B—Zi 0 >

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la
H-trasposta.
(b) Si calcoli (A#C +iBT)B + (1+ 3i)DH.

a b

Si trovino tutte le matrici reali simmetriche 2 x 2 A = ( b c) tali che A2 = 1.

Si risolva il sistema lineare Az = b dove

2 4 2 =2 6
3 6 0 —6 3
A= 1 2 2 0 b= )
1 21 -1 3

Si risolva il sistema lineare dipendente dal parametro reale o A(a)z = b(a) dove

2 2 2 2
1 a+1 a+1 e bla) = a—+1
1 « « o
0 2 200 a?+1

Ala) =
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ESERCITAZIONTI* 2

Testi
. 2 1) .. -
Siano A = 1) Si calcoli A7,

1 a+2 ao+3
[2]sia A(@)=[-1 o0 -1 |, dovea€cR.
1 0 a+4

Per quegli o € R per cui A(a) & non singolare, si calcoli A(a)~t.
Si provi che una matrice che abbia un’inversa destra hermitiana € non singolare.

Si provi che una matrice quadrata che abbia un’unica inversa destra € non singo-
lare.

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (_11 i 1) .

a+l o?4+a —-a?>—-a
@ Sia  A(a) = 3 %o —2a+2 |, dovea€eR.
20 2a%24+1 —-2a%2+«

Per quegli @ € R per cui @ possibile, si trovi una decom|osizione A(«) = L(a)U(«),
scrivendo anche L(«) come prodotto di matrici elementari.

. Si trovi una decomposizione A = PTLU.

[7]Sia A =

O N =N
w
o
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ESERCITAZIONI* 3
Testi

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

1 3 -1

(1) {Ql =12],m=|2 yUs = 2 }v
1 1 1
1 2 0

2) {wy=(1]w=10],w3=1{3]}
1 1 0

Sia V' uno spazio vettoriale reale (risp. complesso) e sia S = {vy,v5,05} un
sottoinsieme linearmente indipendente di V.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' e linearmente indipendente:

(1) S ={v; +vg,01 + 3,01 +vy +03},
(2)  S2={vy +vs, v + 2v3, v, — 203}

Sia W Tl’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche.

(a) Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale delle matrici
2 x 2 reali.

(b)SiaB:{Blz(é 8),32:(? é),BB:(g ?)}

Si provi che B & una base di W.
(c) Sia

st (3 2) = (3 D) (1 D)oty en= (2 1)

Si provi che § € un insieme di generatori di W.

(d) Si trovi una base di W contenuta in S.

1 1 141 1
SiprovicheS:{glz il,uu=(1],035=1—d|,uu=1—2¢ |} non
i 1 i 0

¢ un insieme di generatori di C3.
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ESERCITAZIONI* 4

Testi
1 —a? 1 1
[1]Sia Au=(1 7 2 a+1], doveacC.
2 —2a%2 2 a+2
(a) Per ogni « € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C'(A,) ed una
base D, di R(A4).
(b) Sia A = Ag la matrice che si ottiene ponendo a = 0. Si trovi una base dello
spazio nullo N(A4) di A.

1 2 0 3 1
0 0 0 0 0
. . . . . . 4 _
Sia V il sottospazio di R* generato da S = { et bl el o }
2 4 1 7 1
Si calcoli la dimensione di V' e si trovi una base di V' contenuta in S.
1 1 0 0 2
Siano w, = 2 Wy = 0 Wo = 1 w, = 0 Z, = 1
21 0 y 22 _1 y X3 0 y X4 0 y &1 0 )
0 0 1 2 1
2 1 1
-1 0 0
éQ = 0 ) ég = 3 ) §4 = 0
1 0 1

(a) Si provi che B = {w;;wy; wa;wy} e B = {z;; 29; 25; 24} sono due basi ordinate
di R%.
(b) Si scriva la matrice di passaggio da B’ a B.
. . 2 . a b o a—+ b
Sia f : M(C) — R? definita da f((c d)) = (a+c> .
(a) Si provi che f & una trasformazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B = { ((1) (1)> ;

1 1 0 1 0 0 1 1 . . T .
(1 O>’<0 1>,(0 1)}673—{<2>,(_1>}budomlmoecodomlmorlbpettl—

vamente.
Sia A = ((1) ; 8) la matrice associata ad una trasformazione lineare f : R —
1 1 0
R? rispetto alle basi ordinate B={v; = | 1 | ;o= 0 |;03=(1 |} eD={w, =
1 0
(_11 Wy = (1) } su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’
1 1 0
associata ad f rispetto alle basi ordinate B/ ={vj = 0 | ;05 = —1 |;05=|(0 |}

0 0 1
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1 . L .
eD ={w) = (1> JwWh = (?)} su dominio e codominio rispettivamente.
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ESERCITAZIONI* 5

Testi
a

Si verifichi che ¢ : C* — R definitada ¢([ b |)=la—b|+]a—c|+|b+c|e
c

una norma.
SiaV:{(Z> | a€C}.

(a) Si provi che V & un sottospazio vettoriale di C2.

b

(b) Si verifichi che (-,7) : V x V — C definito da ((Z) , (b

scalare.

>) = 3ab ¢ un prodotto

Sia V' uno spazio vettoriale su C e sia (*,) : V x V — C un prodotto scalare su
V. Per quali a € C la funzione

()a:VxV—=C
definita da
(v, w)o = a(v,w) perogni vweV
¢ un prodotto scalare 7

Sia V l'insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. V' ¢ uno spazio vettoriale su
Re
(;):VxV->R

/ /
(i 215 Ep-osvmwe

¢ un prodotto scalare su V.

definita da

. o (1 12
(a) Si determini ’angolo « tra A = (1/\/5 0 > e Ip.
1 1

(b) SiaW = <(1 O>> < V. Si determini W+ in V.

Sianog: (g) ed S={zeR? | |lz—z|1 <3}

Si provi che esiste y € S tale che ||z||oc < ||y||co Per ogni z € S e si calcoli ||y]|oo-
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ESERCITAZIONI* 6
Testi
Si trovi una base ortonormale di

1
i

V:< 1 Y
i

O = O =
— O = O
~
VAN
@
=

2
0
® v=(| ', h=c
2
1 1 1 0
| -1 0 1 .
(C) V - < 1) ’ i ’ 1 ’ 0 > < C .
1 -1 0 1
1 1 2
Si calcolino la matrice di proiezione su V.= (| i |,| =1 |, 0|)<C3ela
0 0 1
0
proiezione ortogonale div= [ 0 | su V.
1

Si trovino una decomposizione (gRp-non-normalizzata ed una decomposizione
() R-normalizzata della matrice

1+ 2 3
A=1[4i -1 20 -1
2 2t 1 2

Siano 0 # v € R™ ed a € R. Si trovino una decomposizione QyRg-non-
normalizzata ed una decomposizione @ R-normalizzata della matrice A, = (v av).
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ESERCITAZIONI* 7
Testi
Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

i 1o Ui I
A=| 2 1+i 3|, B=[i 2 1], 0=
7 1 1 1 1 Ll 0
2 1 2 1
5 0 =z
Per quali z € C la matrice A(z) = | Z 2 1 | ha determinante 1 ?
z 1 1

Sia a € R. Per ogni n € N sia A,, = [a;;] la matrice n X n definita da:

se 1=17
se 1=1lej>2

Qi = , _
I se i>2ej=1

S = = Q

altrimenti

(i) Si provi per induzione su n che se n > 2 allora DetA, = a" — (n — 1)a"~?
(suggerimento: si sviluppi DetA,, rispetto all’ultima riga di A,,).

(#4) Sia a # 0. Per quali valori di a si ha che A,, & singolare ?

Per ciascuna delle seguenti matrici si calcolino il polinomio caratteristico, gli
autovalori e le loro molteplicita (algebriche):

2 40 3 3 0 8 5 1 -1
A=(0 3 0|, B=| 0 3 2], C=[1 5 -1

0 1 3 -2 -2 11 1 1 3
a | b
- = - =

SiaA: | una matrice n X n a blocchi dove a € C, b€ C" e
0 | B
|

B ¢ una matrice (n — 1) x (n — 1) complessa. Si provi che:

(i) se X4 e Xp denotano rispettivamente l'insieme degli autovalori di A e I'insieme
degli autovalori di B, allora si ha X4 = {a} U Xp;

(7) per ogni m € N, a™ & un autovalore di A™.



