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LEZIONE 1

Matrici ed esempi

Def. 1. Una matrice mxn ad elementi reali (risp. ad elementi complessi) ¢ una
tabella di numeri reali (risp. complessi) disposti in m righe ed n colonne.

Una matrice ad elementi reali (risp. complessi) ¢ detta anche una matrice reale (risp.
complessa).

Le matrici vengono indicate con lettere maiuscole.

2 T+ -3 7T 2
Esempio 1. Siano A = (i \ég _13>,B: 1—1 1 ,C = 9 6 4],
0 3 1 -1 5
2
D=(8 1li)ed E=| 3 |. A& una matrice 2 x 3 ad elementi reali (oppure: A & una matrice
)

2 x 3 reale), B & una matrice 3 x 2 complessa, C' ¢ una matrice 3 x 3 reale, D ¢ una matrice 1 x 2
complessa ed F/ ¢ una matrice 3 x 1 reale.

N.B. Si pué scrivere indifferentemente A = (i \ég _13> , oppure A = [i \ég _13],

1 V5 -3
oppureA_4 9 B

Lal®rigadiAe (1 /5 —3),la2%rigadi Ae (4 2 1),1a1“colonnadiAé(i>,1a

2% colonna di A & (?), la 3% colonna di A & (_13>

Def. 2. Data una matrice m x n reale (risp. complessa) A, il numero che si trova nella
i-esima riga e nella j-esima colonna di A, dove 1 < i <m el < j < n, sidice 'elemento di
posto (i,7) di A. Esso viene di solito indicato con il simbolo a;;. Si scrive allora:

a11 a12 . Q1n—1 Q1n
a21 a22 e a2n—1 Q2
A= ,
Um—11 Am—-12 --- Am—-1n—1 Qm—1n
Am1 Am2 cee Amn—1 Amn

oppure, in forma compatta, A = [ai;]i=1,.. m:j=1,...n (anche: A = [a;;], m x n).

Quindi se A e B sono le matrici dell’Esempio 1, a11 = 1, a12 = V5, ecc., bay = 1, bgy = 3,
ecc..
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Def. 3. Due matrici A = [a;;], m X n, e B = [b;], 7 X t, sono uguali se
m=r
n=t
ajj =b;jperognil <i<m,1<j<n

ossia se hanno uguale numero di righe, uguale numero di colonne, e gli elementi corrispondenti
uguali.

Def. 4. Si chiama matrice nulla m x n la matrice m x n ogni cui elemento ¢ 0. Il simbolo
usato per indicarla & @y, x, (oppure O quando dal contesto si pué dedurre quante righe e quante
colonne ha).

Def. 5. Una matrice con una sola riga ed n colonne si dice vettore riga con n compo-
nenti.

Ad esempio la matrice D dell’Esempio 1 ¢ un vettore riga con 2 componenti.

Def. 6. Una matrice con una sola colonna ed m righe si dice vettore colonna con m
componenti.

Ad esempio la matrice E dell’Esempio 1 € un vettore colonna con 3 componenti.

N.B. Per indicare i vettori colonna si preferiscono usare lettere in carattere corsivo minuscolo
con un segno sotto: e piuttosto che F.

Def. 7. Una matrice in cui il numero delle righe & uguale al numero delle colonne si dice
quadrata. Se A ¢ una matrice quadrata, il numero delle righe di A (che ¢ uguale al numero
delle colonne di A) si chiama ’ordine di A.

Ad esempio la matrice C dell’Esempio 1 ¢ una matrice quadrata di ordine 3.

Notazioni. L’insieme delle matrici reali m x n si indica con il simbolo M,,, (R), I'insieme
delle matrici complesse m x n si indica con il simbolo M, (C).

N.B. Si usano

e il simbolo R, (risp. C,,) al posto del simbolo My, (R) (risp. M;,(C)),

e il simbolo R™ (risp. C™) al posto del simbolo M,,,; (R) (risp. M,,1(C)),

e il simbolo M,,,(R) (risp. My, (C)) al posto del simbolo M, (R)  (risp. Mymm(C)).

Quindi se A, B, C, D ed E sono le matrici dell’Esempio 1, allora A € Ma3(R), B € M35(C),
C € M3(R), DeCyed E € R3.

Def. 8. Sia A = [a;;] una matrice m x n. Gli elementi a;; si chiamano elementi diagonali
di A.

Ad esempio, se A, B e C sono le matrici dell’Esempio 1, gli elementi diagonali di A sono 1 e
2, gli elementi diagonali di B sono 2 e 1, gli elementi diagonali di C' sono —3, 6 e 5.
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Def. 9. Una matrice quadrata A = [a;;] si dice diagonale se a;; = 0 per ogni (4, j) con
1 # j (ossia se gli elementi di A che non sono diagonali sono tutti nulli).

70 30
Esempio 2. A:( ,>,B: 0 1
0 1 0 0

0 3 00
0], C=10 0 0] sono matrici diagonali,
2 0 0 2

70 0 310
mentre D = . ed FE=10 1 0 | non sono matrici diagonali.
0 2 0 00 2

Def. 10. Una matrice diagonale si dice scalare se i suoi elementi diagonali sono tra loro
uguali.

Esempio 3. A= (g g) € una matrice scalare, mentre B = ((1) 2),
7 1 7 0 0 .. .
C = (0 7) eD = (0 7 O) non sono matrici scalari.
Def. 11. Si chiama matrice identica di ordine m la matrice scalare m x m 1 cui

elementi diagonali sono tutti uguali ad 1. Il simbolo usato per indicarla & I,,, (oppure I quando
dal contesto si pué dedurre il suo numero di righe e di colonne).

La sua colonna ¢-esima, quando 1 < ¢ < m, ¢ indicata con il simbolo ¢;.

0
0
Dunque g, ¢ il vettore colonna con m componenti: ¢; =| 1 | «¢
0
0
Prodotto di una matrice per uno scalare
Def. 12. Siano A = [a;;] una matrice complessa (risp. reale) m X n ed o un numero

complesso (risp. reale).
« viene chiamato scalare.

Sia B = [b;;] la matrice m x n definita da

bij =aa;; perogniti=1,....m;j=1,...,n,
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ossia la matrice che si ottiene da A moltiplicando ciascun elemento di A per lo scalare a. Allora
B si chiama il prodotto della matrice A per lo scalare «.

B viene indicata con il simbolo o/ A.

Esempio 4. Se B la matrice considerata nell’Esempio 1, allora

2 T4 L+9)2 1+ (7 +9)
Q+)B=01+i)|1-i 1 |=|a+da—9 @q+ri1 |=
0 3 (1414)0 (1+1)3
242t T4+Ti+i—1 2+27 64 8¢
=1 12— 1414 = 2 141
0 34 3i 0 34+ 3

Si definisce cosi su My, (C) (risp. su M, (R)) un’operazione di moltiplicazione di
matrici per scalari

C X Mypn(C) = My (C)  (risp. R X My (R) — My, (R))
(o, A) — aA.

Proprieta della moltiplicazione di matrici per scalari

(1) a(BA) = (afB)A per ogni scalare « e 5 ed ogni matrice A,

(2) 1A = A per ogni matrice A.

Dimostrazione. Sia A = [a;;] una matrice m x n.

Si ponga B := A e si indichi con b;; I'elemento di posto (,7) di B (per cui B = [b;;]).
Si ponga C' := aB e si indichi con ¢;; 'elemento di posto (z,7) di C (per cui C = [¢;5]).

Si ponga infine D := (af)A e si indichi con d;; l'elemento di posto (¢,7) di D (per cui
D = [dy;]).

Si noti che B e D sono m X n essendolo A, e che C' ¢ m x n essendolo B.

Perogni1<i<mel<j<nsiha
cij = abij = a(faij) = (aB)aij = dij
quindi C' = D ossia aB = D. Poiche¢ B = A e D = (af3)A si ottiene (1).

Per provare (2) si ponga E = 1A e si indichi con e;; I’elemento di posto (¢,7) di E (per cui
E =le;5]). E ¢ m x n essendolo A.

Per ogni1 <i<mel<j<msihae;=1a;; = a;;, quindi E = A, ossia 14 = A.
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LEZIONE 2

Somma di due matrici m x n

Def. 1. Siano A = [a;j] e B = [b;;] due matrici (reali o complesse) ENTRAMBE m x n.
Sia C' = [¢;5] la matrice m x n definita da

cij =a;5 +b;; perognii=1,.... m;j=1,...,n,

(ossia la matrice i cui elementi si ottengono sommando gli elementi corrispondenti di A e B). La
matrice C si chiama la somma delle matrici A e B. Per indicare C si usa il simbolo A4 + B.

. . (1 2 4 (0 ¢ 3
Esempio 1. SlanoA—<0 3 1>eB—<1 1 2>.A110ra

(140 240 i+3\ (1 24i 3+i
A+B_(o+1 3+1 1+2>_<1 13 )

N.B. NON ESISTE la somma di due matrici che non abbiano lo stesso numero di righe
oppure che non abbiano lo stesso numero di colonne.

Si definisce cosi su M, (C) (risp. su M, (R)) un’operazione di addizione di matrici

M (C) X My (C) = My (C)  (risp. - Mpn (R) X Myppn (R) — Mn (R))

(A,B) — A+ B.

Proprieta dell’addizione di matrici

Per ogni A, B,C € My, (C) (risp. Mpn(R)) ed ogni o, 8 € C (risp. R) si ha:
(1) associativita: A+ (B+C) = (A+ B) +C;

(2) commutativita: A+ B = B + A;

(3) elemento neutro: A+ 0 = A(= 0+ A);

(4) matrice opposta: se si indica con —A la matrice (—1)A4, si ha A+ (—A4) = O (la
matrice —A si chiama ’opposta della matrice A;

(5) a(A+ B) = aA + aB;
(6) (a+ pB)A = aA + BA.

Le proprieta (5) e (6) sono proprieta ditributive che “collegano”l’addizione di matrici con
la moltiplicazione per scalari.

Dimostrazione. Siano A = [a;;], B = [b;;] e C = [c;j]. Perogni1 <i<mel<j<msi
ha:
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(1) oaq+ (bij + Cij) = (aij + bij) + Cij; (2) oaq+ bl'j = bij + a;j;
(3) : Qi + 0= Qi = 0 + Q453 (4) : Qi + (—aij) = Qj5 — Q45 = O;
(5) 1 alai; + bij) = aa; + abyy; (6): (a+Pai; = aai; + Pai;.

Notazione. Per indicare la somma di A con l'opposta di B si scrive A — B, al posto di
A+ (—B).

by

ba
Def. 2. Siano A = (a1 ay ... a,)e B = . un vettore riga ed un vettore

bn,
colonna con lo stesso numero di componenti, n. Si chiama prodotto del vettore riga con n
componenti A ed il vettore colonna con n componenti B il numero

b1
b2

(a1 a2 ... an)| . =aiby +azbs + - -+ apb, = Z a;qb;.
b: 1<i<n

N.B.

e Quando si vuole metter in evidenza che i numeri sono matrici 1 x 1, si scrive

[a1b1 + a2ba + - - - + apby] al posto di a1by + agba + - - - + apby,.

e Nel caso di vettori riga si preferisce scrivere (a1 as ... ay) piuttosto che
(a11 a1z ... ain), ed analogamente per i vettori colonna.
—2
Esempio 2. (3 ¢ 2)[ 20 | =3x(-2)+ix2i+2x6=—-6—-2+12=4.
6

Def. 3. Siano A = [a,;] una matrice m xn e B = [b;;] una matrice n xr. Il prodotto delle
due matrici, A e B, di cui la prima, A, ha un numero di colonne uguale al numero
delle righe della seconda, B, ¢ la matrice C' = [¢;;], m x r , ove

ba;
J
cij=(ain a2 ... amn)| . = ai1bij + aiobaj + - + Qinbnj = E ikbr;.,
. 1<k<n
bn;

ossia la matrice m x r il cui elemento di posto (i, j) ¢ il prodotto della i-esima riga di A e la j-esima
colonna di B. Per indicare C si usa il simbolo AB.

Typeset by ApS-TEX



8 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI

2 1 3

E io 3. Si A=
sempio iano (6 0 1

1 3 0 2
) eB=|-1 —2 4 1 |.Allora AB = C = [¢;;] ¢ la matrice
0 1 0 -2

2 X 4 ove

1
ca1=(2 1 3) (_1) =2x14+1x(-1)+3x0=2-140=1,
0

3

ci2=(2 1 3)| 2] =2x3+1x(-2)+3x1=6-2+3=7,
1
0

ciz3=(2 1 3)[4]|=2x0+1%x4+3x0=0+4+0=4,
0
2

cia=(2 1 3) 1 |=2x2+1x14+3x(-2)=4+1-6=-1,
-2
1

e21=(6 0 1) -1 =6x1+0x(-1)+1x0=6+0+0=6,
0
3

c20=(6 0 1) -2 ]| =6x3+0x(-2)+1x1=18+0+1=19,
1

0
co3=(6 0 1) (4) =6x0+0x4+1x0=0+0+0=0,
0

-2

. (1 7 4 -1
osmaC-(G 19 0 10).

2
c2a=(6 0 1) ( 1 ) =6x24+0x1+1x(-2)=1240-2=10,

N.B. 1l prodotto AB di due matrici A e B ESISTE SOLO SE IL NUMERO DELLE
COLONNE DI A E° UGUALE AL NUMERO DELLE RIGHE DI B.

Si definisce cosi un’operazione di moltiplicazione di matrici
M (C) X My (C) = My (C)  (risp. Mpn (R) X My (R) — My, (R))

(A, B) — AB.

Proprieta della moltiplicazione di matrici

Typeset by ApS-TEX
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(1) associativita: A(BC) = (AB)C, se A, B e C sono matrici tali che tutte le moltipli-
cazioni scritte siano possibili;

(2) distributivita rispetto alla somma:

A(B+C) = AB+ AC, se A, B e C sono matrici tali che tutti i prodotti e tutte le somme
scritte siano possibili, e

(B+ C)A=BA+ CA, se A, B e C sono matrici tali che tutti i prodotti e tutte le somme
scritte siano possibili;

(3) a(AB) = (0¢A)B = A(aB), se A e B sono matrici tali che il prodotto AB esista ed « &
uno scalare;

(4) I,A= A = AI, per ogni matrice A, m X n;

(5) OpxmA = Orxpn € AO,xk = O, xk per ogni matrice A, m X n, ed ogni numero naturale
k.

N.B.

e la moltiplicazione di matrici NON gode della proprieta commutativa: date due matrici
A, mxn,e B, rxt,

(1) se esiste AB (ossia se r = n) non & detto che esista BA (perche BA esista occorre che
m=t).

(2) Se sia AB che BA esistono, ossiase Aeé mxn,e Bénxm,allora ABémxme BA¢
n X n. Se m # n, senz’altro AB # BA.

(3) Se anche A e B sono entrambe m X m, per cui AB e BA entrambe esistono ed entrambe
sono m X m, non ¢ egualmente detto che AB e BA siano uguali. Ad esempio:

(556G D)-CD20)-G)(E3)

e  Per la moltiplicazione di matrici NON vale la legge di cancellazione per il prodotto:
esistono matrici A e B, con A # Q # B e AB = Q. Ad esempio:

(5 5)=(00).

Esercizio. Per ognia € Rsia S, = als = (8 2) . Si provi:

(1) SaA = AS, per ogni A € M>(R).

(2) Se B € M>(R) ¢ tale che BA = AB per ogni A € M3(R), allora B =S, per un opportuno
acR.

Typeset by ApS-TEX
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Svolgimento.

(1) Sia A € M>(R). Allora
SaA = (al2)A = a(l2A) = aA = a(Al).

Poiche per la proprieta (3) della moltiplicazione di matrici si ha che a(Al,) = A(alz), si conclude che
SaA=AS,.

(2) SiaB= (a Z) € M>(R) tale che
c

(%) BA=AB perogni A€ M(R).

1
0

(¢ o)=(ea)a)=(a)(zd)-( )

Se ne deduce che b = ¢ = 0, ossia che la matrice B deve essere una matrice diagonale: B = (g 2) .

In particolare prendendo in (*) come matrice A la matrice A= < 8) , si ottiene:

a 0

Tenendo conto del fatto che B = (0 d

L1 si ottiene:
1 1

) e prendendo in (*) come matrice A la matrice A* =

G a)=( )0 )=G DG D=0

Se ne deduce che d = a, e quindi che

Nell’esercizio si € provato che le matrici reali 2x2 che commutano con ogni matrice
reale 2x2 sono esattamente le matrici reali scalari di ordine 2.

Allo stesso modo si puo vedere che le matrici complesse 2 x 2 che commutano con ogni matrice
complessa 2 X 2 sono esattamente le matrici complesse scalari di ordine 2.

In generale ¢ possibile provare: le matrici reali (risp. complesse) mxm che commutano
con ogni matrice reale (risp. complessa) mxm sono esattamente le matrici reali (risp.
complesse) scalari di ordine m.

Def. 4. Sia A una matrice quadrata. Si definisce la potenza n-esima di A, doven > 1 ¢
un numero naturale, nel seguente modo:
A’ =1, Al = A, A% = AA', A3 =AA% ... A" =AA"L

Typeset by ApS-TEX
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Come per le potenze dei numeri, si ha la seguente proprieta delle potenze: per ogni coppia
di numeri naturali m ed n ed ogni matrice quadrata A si ha

ATAT = AT = AP AT

Def. 5. Una matrice A si dice non singolare (o anche invertibile), se esiste una matrice
B tale che AB = I = BA. Vedremo che se una tale B esiste, allora ¢ unica. Essa si chiama
I’inversa di A e si indica con il simbolo 471,

Osservazione. Se A ¢ non singolare allora sia A che A~! sono quadrate.

Proposizione. Se A e B sono due matrici non singolari tali che esista AB, allora anche il
prodotto AB & una matrice non singolare e (AB)~! = B~1A~1.

In generale se Ay, As, ..., Ar_1, A, sono matrici non singolari tali che esista il prodotto
A1 Ay ... A1 A, allora anche il prodotto A As...A,._1 A, & non singolare e si ha

(A1Ag. . A A)E=ATTATE AT AT

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione supponendo che il prodotto abbia solo due
fattori. Osserviamo innanzitutto che se A e B sono matrici non singolari tali che esista AB,
allora A, B, A~' e B~! sono tutte matrici m x m per un opportuno m.

Si ha poi:
(AB)B™'A™' = A(BB™)A ' = ATA™' = AA7 =1,

(B'A™Y(AB) =B Y (A'A)B=B"'IB=B"'B=1.

La dimostrazione del risultato quando il numero dei fattori nel prodotto e r € analoga.
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LEZIONE 3

Trasposte, coniugate, H-trasposte

Def. 1. Data una matrice A = [a;;], m x n, si chiama trasposta di A la matrice n x m
B = [b;j] definita da:
bijzaji perognilgigm,lgjgn.

La matrice B si indica con il simbolo AT

Esempio 1. Se A = (4Z 3 —2 >, allora la trasposta di Ae AT = 3 2—5i

1 2-5: 0

Def. 2. Data una matrice A = [a;;], m X n, si chiama coniugata di A la matrice m x n
B = [b;j] definita da:
bijzﬁij perognil <i<m,1<j5<n,

ove se z = a + b & un numero complesso espresso in forma algebrica (cioé a e b sono numeri
reali), Z = a — ib ¢ il suo coniugato. La matrice B si indica con il simbolo A.

43 3 —2
1 2-5: 0

Z_Ii 3 =2\ _ (-4 3 -2
“\T 2-5 0 ) 1 2+5 0 )"

Def. 3. Data una matrice A = [a;;], m X n, si chiama H-trasposta di A la matrice n x m
B = [b;j] definita da:

Esempio 2. Se A= ( >, allora la coniugata di A ¢

bijzaﬂ perognilgigm,lgjgn.

La matrice B si indica con il simbolo A,

Si noti che per ottenere la H-trasposta di A si puo procedere indifferentemente in uno dei due
seguenti modi:

e 0 si calcola prima la trasposta di A e di quest’ultima si calcola poi la coniugata (ossia
AP = AT),

e oppure si calcola prima la coniugata di A e di quest’ultima si calcola poi la trasposta
(ossia AT = (A)T).

. (4 3 -2 o N
Esempio 3. Se A= ( 1 2-5 0 >, allora la H-trasposta di A ¢
s 41 —4i 1
AT =AT = 3 2-5i|=| 3 245 |,
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ma anche

Proprieta delle coniugate: Siano A e B matrici per cui siano possibili le operazioni indi-
cate, e sia a uno scalare. Allora si ha:

(1) A= 4

(2)(A+B)=A4+B, e (A-B)=4-B;
(3) ad = a4;

(4) AB = AB.

Le proprieta delle coniugate seguono dalla definizione di coniugata di una matrice, e dalle
definizioni di prodotto di una matrice per uno scalare e di prodotto di due matrici.

Proprieta delle trasposte e delle H-trasposte: Siano A e B matrici per cui siano possibili
le operazioni indicate, e sia « uno scalare. Allora si ha:

1): (AT =4 (AT = 4;

2): (A+B)T=AT+B";, (A+B)" =A" + BH,
(A-B)T = AT — BT, (A-B) = AH _ BH,

3): (aA)T = AT, () =aAH,

(4): (AB)T =BT AT, (AB) = BH AH,

Typeset by ApS-TEX
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Dimostrazione. Per provare (1),(2) e (3) basta applicare le definizioni di trasposta, di H-trasposta, di
somma di matrici e di prodotto di matrici per scalari.

Per provare la prima uguaglianza di (4), supponiamo che A = [a;;] siam X n e B = [b;j] sian X r, e
poniamo AB = C = [¢;;] e BTAT = D = [d;;]. Poiche¢ BT & r x n ed AT & n x m, allora D & r X m, come
CT. L’elemento di posto (i,3) di D & il prodotto della i-esima riga di BT per la j-esima colonna di AT.
Poiche la i-esima, riga di BT ¢ la i-esima colonna di B pensata come vettore riga, e la j-esima colonna di

aj1
N oo . . a;
AT ¢ la j-esima riga di A pensata come vettore colonna, allora dij = ( b1i bai ... bni ) 2| =
Ajn
b1;
Z Z ba;
= blia]-l = a]-lbli = <CL]'1 a;2 N a]-n) v = Cjj.
1<i<n 1<i<n s
bni

Dalla definizione di trasposta (di C) si ottiene la prima uguaglianza di (4).

Per la seconda, si noti che la definizione di H-trasposta, la proprieta (4) delle coniugate e la proprieta
(AB)T = BT AT che abbiamo gia dimostrato implicano:

(AB)H =(AB) =(A BT =B" 4" = BHa".

Definizioni 4,5,6,7 Una matrice A si dice:
e simmetrica se coincide con la sua trasposta (ossia se A = AT);

e hermitiana se coincide con la sua H-trasposta (ossia se A = AH);

e anti-simmetrica se coincide con I'opposta della sua trasposta (ossia se A = —A7T,
oppure, ed ¢ lo stesso, se AT = —A);

e anti-hermitiana se coincide con 1'opposta della sua H-trasposta (ossia se A = —AH
oppure, ed & lo stesso, se A7 = —A).

Si noti che se A ¢ simmetrica, o hermitiana, o anti-simmetrica, o infine anti-hermitiana, allora A
¢ quadrata.

Typeset by ApS-TEX
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Esempio 4. Siano

A= 3 2 . B= 3' 241 o= 0o 2 D= 0 ' 241 )
2 0 2—1 0 -2 0 —241 0
Allora A ¢ simmetrica, B ¢ hermitiana, C' & anti-simmetrica e D ¢ anti-hermitiana.

Dalla proprieta (4) della trasposta e della H-trasposta segue che

e la somma di due matrici simmetriche &€ una matrice simmetrica;

e la somma di due matrici hermitiane &€ una matrice hermitiana;

e la somma di due matrici anti-simmetriche &€ una matrice anti-simmetrica;

e la somma di due matrici anti-hermitiane &€ una matrice anti-hermitiana.

Esempio 5. A= (1 é) eB = (? ;) sono simmetriche, ma AB = (2 i’) non & simmetrica.

Dunque il prodotto di due matrici simmetriche pud essere una matrice non simmetrica.

Esempio 6. A= 1, ¢ e B= 2, ‘ sono hermitiane, ma AB = 3 . 3i non ¢ hermi-
— 0 -1 2 -2 1

tiana. Dunque il prodotto di due matrici hermitiane pud essere una matrice non hermitiana.

0 1 0 1
-1 0 -1 0
Dunque il prodotto di due matrici anti-simmetriche pué essere una matrice non anti-simmetrica.

Esempio 7. A= ( ) ¢ anti-simmetrica, ma A2 = AA = ( ) non & anti-simmetrica.

Esempio 8. A = <Z Z) e B = (0 0) sono anti-hermitiane, ma AB = (0 _1> non &
i 0 0 0 0

anti-hermitiana. Dunque il prodotto di due matrici anti-hermitiane pué essere una matrice non
anti-hermitiana.

Esercizio: (Decomposizione di una matrice quadrata nella parte hermitiana ed anti-
hermitiana) Sia A una matrice quadrata m X m. Allora esistono

1 1
B:5m+A% eC:EM_A%.

Si provi che: e B & hermitiana,
e (' & antihermitiana,
e A=B+C,
D & hermitiana
e se D ed FE sono due matrici tali che E & anti-hermitiana

D+E=A
1 1
allora D:E(A—&-AH) ed E:E(A—AH).

Ossia: ogni matrice quadrata A si pud scrivere in un modo unico come somma di una
matrice hermitiana, %(A+AH), ed una matrice anti-hermitiana, %(A-AH).

%(A—&-AH) si chiama la parte hermitiana di A e %(A—AH) si chiama la parte anti-hermitiana
di A.
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Svolgimento. Poiche A & m x m, anche AH & m x m, per cui esistono sia A+ A che A— A"  entrambe

m X m, e dunque esistono anche B = %(A + ATy e C = %(A — AM). Allora, poiche B e C sono entrambe
m X m, esiste B+ C, ed é:

1 1 1 1 1 1
B+C=-(A+A0) 1 —(A—AF)=ZA4+ A2  ZA— ZAH = A
+ 2( + )+2( ) 2 +2 +2 2
La matrice B ¢ hermitiana:
H 1 a1 mvE _ 1 H H\H 1w
BH = (S(A+ AF)H = S(A+ AT = Z(aH 4 (AF)H) = Z(A" + 4) = B.
La matrice C ¢ anti-hermitiana:
H 1 g _ L e _ 1. .m0 H\H 1 m
CH = (5(A— ATH = Z(A— AT — ~(AH — (AH)H) = ~(a¥ — 4) = —C.

Abbiamo quindi visto per ogni matrice quadrata A esistono una matrice hermitiana, %(A +AH), ed una
matrice antihermitiana %(A — AH) tali che A sia la loro somma.

Vogliamo ora provare che se A & una matrice quadrata e D ed E sono matrici tali che

D & hermitiana
FE ¢ anti-hermitiana
D+E=A

allora D = 1(A+ AH) ed E = (A — AH).
Poniamo B = %(A +AHY e C = %(A — Af). Poiché abbiamo visto che A = B + C e stiamo

supponendo che A = D + E, allora

Da (*) segue che anche (B + C)# = (D + E)!.

Poiche abbiamo visto che B = B e CH = —(, allora
B+ =BH ycH =B-C.
Poiche stiamo supponendo che DH = D ed E¥ = —F, allora
(D+EY =pDH +EH =D _E.
Quindi da (B + C)¥ = (D 4+ E)H segue
() B-C=D-E.
Sommando membro a membro (*) e (**) otteniamo 2B = 2D, da cui, moltiplicando entrambi i
membri dell’uguaglianza per %, D=B= %(A + AH).

Sottraendo membro a membro (*) e (**) otteniamo —2C = —2F, da cui, moltiplicando entrambi i
membri dell’uguaglianza per —%, E=C= %(A — AH).

Abbiamo quindi provato che data una matrice quadrata A, esistono un’unica matrice hermitiana B
ed un’unica matrice anti-hermitiana C tali che A = B 4 C (inoltre B = %(A +ATy e C = %(A — AfY).

Typeset by ApS-TEX



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI 17

- _{1+4+i 61 g_—7_ (1443 4\ _(1—-i 4 .
Esempio 9. SeA—< 4 2),alloraA =A —< 5 5)_(—61' 2),percu11aparte

hermitiana di A &

Logpamy= L(1+it1—i 6i4d) _( 1 2430
2 2 4-6i 2+2 2-3 2 )’

e la parte anti-hermitiana di A &

l(A_AH):l T4+i—14i 6i—4) _ i -2+ 3i
2 2 4+ 61 2-2 2+ 3i 0 '

Quanto detto generalizza ci6 che gia sappiamo per i numeri, ossia le matrici 1 x 1. Sappiamo
infatti che per ogni numero complesso z esistono e sono unici due numeri reali a e b tali che
z = a + ib (tale espressione si chiama la forma algebrica di z).

Ogni numero reale ¢ &€ una matrice 1x1 hermitiana:

H:CLT:

a a=a.

Ogni numero immaginario puro ib (ove b & un numero reale) & una matrice 1x1

anti-hermitiana: o _
(i) = ()T =ib=1 b= (—i)b= —(ib).

Quindi la forma algebrica di z, ossia ’espressione z = a+ib con a e b numeri reali, & ’espressione
della matrice 1 X 1 z come somma di una matrice hermitiana, a, ed una matrice anti-hermitiana,
ib.

Un calcolo diretto mostra che a e b sono proprio la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana
di z: poiche 2z = 2T = Z = a — ib, allora

1 1 1 1
§(z+zH): §(a+ib+a—ib):a e §(Z—ZH)= §(a+ib—a+ib):ib.

Typeset by ApS-TEX
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LEZIONE 4
Matrici a blocchi

Def. 1. Data una matrice A si chiama sottomatrice di A ogni matrice che si ottiene da A
sopprimendo alcune righe ed alcune colonne di A.

4 3 -2 9 0
Esempiol. SeA= |1 5 0 4 2], allora
6 7 2 8 0

. . 45 -2 9 0
s (b es (i) oo (V0
6 2 8 0

sono tre sottomatrici di A: B si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 4* colonna, C' si ottiene da A
sopprimendo la 2¢ riga, la 3% e la 5% colonna, D si ottiene da sopprimendo solo la 2¢ colonna.

Ripartire una matrice A in blocchi significa tracciare delle linee orizzontali (lunghe tanto
quanto lo & la matrice) e delle righe verticali (alte tanto quanto lo & la matrice): i blocchi della
ripartizione effettuata sono le sottomatrici di A che le linee tracciate delimitano.

4 3 -2 9 0
Esempio 2. Se A = ( 1 5 0 4 2) ¢ la matrice considerata nell’Esempio 1, allora A =
6 7 2 8 0
4 3 | -2 ] 9 0
1 50 | 0 | 4 2. . .. C . o . .
¢ una ripartizione di A in blocchi. I blocchi di questa ripartizione sono:
6 7 | 2 | 8 0)

41 3 -2 9 0
u=(Y 2) ae=(7) a=(79)

A =(6 7), Ax=(2), Ax=(8 0).

Per indicare che A ¢ stata ripartita nei blocchi A1, A12, A13, A21, Az, ed Asg si scrive

A:<A11 A1 A13).
A21 Aga Ass

Le notazioni scelte suggeriscono che quando si ripartisce una matrice A in blocchi, si pué
pensare ad A come ad una matrice i cui elementi sono i blocchi della ripartizione effettuata.

Quando una matrice ¢ ripartita in blocchi si dice che ¢ una matrice a blocchi.

Typeset by ApMS-TEX
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Prodotto di una matrice a blocchi per uno scalare

A A ... An
. Agr Asp ... Agp ) )
Siano A = . . . . una matrice a blocchi ed o uno scalare. Allora
Ay Ay ... Ag
O[All O[Alg . O[Alr
O[Agl O[AQQ . QAQT
aA = . . .

O[Atl O[Atz NN O[Atr

Esempio 3. Se A = <A11 A1z A13> ¢ la matrice a blocchi considerata nell’Esempio 2, ed a = —1,
A1 Az Agg

. —iA —iA —1Aq: .
llora aA = —iA = ‘1 12 13 ) . Poiche
allora « K3 <—iA21 —iAQQ —ZA23 oiche

(4 -3 (2 (-9 o0
—ZA11—<_Z. 5 )7 ZA12—(0)7 (Z)A13—<_4Z. —2i>’

(—i)Ao1 = (—6i —7i), (—9)Azx=(-2i), (—i)As=(—-8 0),

4 =3 25 -9 0)

allora A = ( —1 5 0 —41 =23
—6i —T7i —2i -8 0

Somma di due matrici a blocchi

Siano A = el eB = el due matrici a blocchi.
Aml Am2 « o Amn BT’l BT’Z « o BT’S
Se
m=r
n=s

esiste A;j + Bjj perogni 1 <i<m,1<j<mn

(l'ultima condizione ¢ verificata se e solo se A;; ha lo stesso numero di righe e lo stesso numero

di colonne di B;;, per ogni 1 <i<m,1< j <n), allora

A+ B A+ B ... Ain+Bin

A+ B =
Aml +Bm1 Am2+Bm2 Amn"'an

Typeset by ApMS-TEX
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Esempio 4. Se A = <A11 A12) e B= (BH B12> sono le matrici a blocchi con blocchi
Ag1 Aoo Ba1 Baa

A = <é _11) ,A12 = B12 = <f) ,Ba1=1(2 4),A22 =(0),B22 =(3),

B11 = 02x2 e A21 = Q1x2, allora

1 1 4
A+B:(A11+B11 A12+Bl2):(A11 2A12): 3 -1 2.
Ag1 + B21 Agz + Bao Bo1  Bao 9

Prodotto di due matrici a blocchi

A A ... A Bi1 Bia ... Bis
Siano A = el eB = el due matrici a blocchi.
Aml Am2 v Amn Brl Br2 v Brs
Se r = n allora AB = C ¢ la matrice a blocchi C = R, con
Cimi Cha ... Cuos

Cij = AnBij + Ai2Baj + -+ AinBypj = Z Aik Bl

1<k<n

A CONDIZIONE CHE TUTTE LE OPERAZIONI SCRITTE SIANO
DEFINITE.

A1 Az
A21 A2z

B B 1
Bi B;z) con By = Bia = Ba; = By = (2)

Esempio 5. Se A & la matrice 4 X 2 a blocchi A = ( ) con A1y = I3,A12 = 213,A21 =

312,A90 = 415, e B ¢ la matrice 4 X 2 a blocchi B = (

A1 A12> (Bu 312)
allora AB = =
<A21 A2z B2y Baa

_ <A11B11 + A12B21 A1 Big + A12322> _ ( InBi1 +2I5B21 I2B12 + 212By ) _
A21B11 + A22B21  A21B12 + A2 Baa 312B11 + 412821 312B12 + 412 B2

3 | 3

(2 2mn) 819
7B11 TB11 7 | 7
14 | 14
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Applicazione del prodotto a blocchi al prodotto di due matrici

(1) Ripartizione della seconda matrice in colonne.

Siano A e B due matrici tali che esista il loro prodotto AB (quindi se A & una matrice m xn
allora B & una matrice n x r).

Ripartiamo B in blocchi prendendo come blocchi le sue colonne:
BZ(Bll 312 BlT):(bl QQ br)

dove Byj = b; ¢ la j-esima colonna di B per ogni 1 < j <.

Si pué allora calcolare il prodotto AB pensando A come ad un unico blocco, e si ottiene

AB=A(By Biz ... Bi)=A(b, by ... b)=(Ab, Ab, ... Ab.).

Per ogni 1 < j <, Abj € un vettore colonna con m componenti, ed & la j-esima colonna di
AB.

|| |
|| |
A Ll = Ll
|| |
|| |

T 1 T T T
by by b Aby Ab

=T =T

(2) Ripartizione della prima matrice in righe.

Come in (1), siano A e B due matrici tali che esista il loro prodotto AB (quindi se A & una
matrice m x n allora B & una matrice n X r).

Ripartiamo A in blocchi prendendo come blocchi le sue righe:

T
A i%
Ao rs
A = =
Aml ffl

dove Aj; = rl ¢ la i-esima riga di A per ogni 1 < i < m.

Si noti che indicando con r! un vettore riga con n componenti, ossia una matrice 1 x n
2 ) bl

stiamo indicando con r; un vettore colonna con n componenti, ossia una matrice n x 1.

Si pué allora calcolare il prodotto AB pensando B come ad un unico blocco, e si ottiene

A i{ E{B

A rT rI'B
aB=| P |B=|"|B=|"

Aml f% EZIB
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Per ogni 1 <4 <m, 7 B & un vettore riga con 7 componenti, ed & la i-esima riga di AB.

z? — — E{B

z%“ s — Z%B
B -

T = — r,B

(3) Il prodotto di una matrice per un vettore colonna.

U1

V2
Siano A una matrice m Xn e v = .| un vettore colonna con n componenti. Allora esiste

Un
Av e pud essere calcolato come prodotto a blocchi, pensando A ripartita nei suoi blocchi colonna
A=(a, a, ... a,)ewvripartito nei suoi blocchi riga (quindi v ha n blocchi riga, ciascuno
dei quali & una matrice 1 x 1, ossia un numero v;):

U1
V2
Ab=(a; ay ... a,) : =010y + V289 + ... + Una,.
Un
S (PR _ _ _
IR S :
| | : = v . |ty . [+t vn
R .
T 7 T T T T

a [43)

IS}

‘ N.B. In particolare Ae; = i-esima colonna di A (e; € la i-esima colonna di I,,). ‘

(4) Il prodotto di vettore riga per una matrice.

Siano B una matrice n x r e w” = (w; ws ... w,) un vettore riga con n componenti.
Allora esiste w” B e }[)ué essere calcolato come prodotto a blocchi, pensando B ripartita nei suoi
5
T

S2
blocchi riga B = | . | e w” ripartito nei suoi blocchi colonna (quindi w” ha n blocchi colonna,
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ciascuno dei quali € una matrice 1 x 1, ossia un numero wy):

T
S
21
T
52
T = T T T
w B= (w1 ws wp) | .| =wisy +waesy + ...+ WS,
sT
T
S P
R I
T T T
[wi] w2 |wn, ] = wl‘ $1 ‘—|—w2‘ S5 ‘—|—...—|—wn Sh
|« ST

N.B. In particolare ¢/ B = i -esima riga di B (¢; & la i-esima colonna di I,).

Siano A una matrice m X n e B una matrice n X r.

Da (3) si ricava che la j-esima colonna di AB &

(AB)QJ- A(ng) ? Abj ? bija, + bajas, + ...+ byja,
propr. assoc. 3 3
blj
. baj | .
dove a4, as, - . .a, sono le colonne di A e b, = . ¢ la j-esima colonna di B.
bn;j
Da (4) si ricava che la j-esima riga di AB ¢
el (AB) (el A)B n ri B n ansi + aisy + ...+ Qins;,
propr. assoc. 4 4

dove sT, s, ... sT sono lerighe di Ber! = (a;; ain ain ) ¢ la i-esima riga di A.

(5) Ripartizione della prima matrice in colonne e della seconda in righe.
Siano A e B due matrici tali che esista il loro prodotto AB (quindi se A & una matrice m xn
allora B & una matrice n x r).

Ripartiamo A in blocchi prendendo come blocchi le sue colonne:

A=(a; a a, ),
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e B prendendo come blocchi le sue righe:

Allora AB pu6 essere calcolato come prodotto a blocchi:

st
3
AB=(a; ay ... a,)| . | =ais] +ass5 +...+a,s,.

Sn

N - b - -

| | =

| | = st sy

| |

| | I PR ) )

T 7 T T T

a; Qo [£0%

as

Si noti che ciascun addendo a;s!

4

¢ una matrice m x r.

IS}
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ESERCIZIO TIPO 1

Definizione Sia A una matrice quadrata. Un numero ) si dice un autovalore di A se esiste

un vettore v # 0 tale che Av = Av (N.B. v # 0!). In tal caso v si dice un autovettore di A
relativo all’autovalore .

a | "
ESERCIZIO Siano A = | una matrice complessa n X n ripartita in
0 | D
|
blocchi
aecC, 0,beC"™ ' (percuib’ €C,_ 1), De M, (C).
Si provi:

1. a & un autovalore di A.

2. Se A possiede un autovalore A # a e

v = eC"”, ovezxeC eweC' 1

[S

¢ un autovettore di A relativo all’autovalore A, allora A ¢ anche un autovalore di D e w ¢ un
autovettore di D relativo a A (dunque v ¢ un vettore colonna con n componenti, ripartito in due
blocchi, dei quali quello superiore ¢ un numero, e quello inferiore ¢ w).

1. Per provare che a € un autovalore di A dobbiamo trovare un vettore z # 0 tale che Az = az.

a
Osserviamo che la prima colonna di A ¢ il vettore o , ossia, per definizione di prodotto
0
1
per uno scalare, il vettore a o = ag,, ove ¢, ¢ la prima colonna della matrice identica I,,.
0

Ricordiamo (il N.B. del punto (3) nella Lezione 4) che la i-esima colonna di A & Ae;, e quindi,
in particolare, la prima colonna di A ¢ Ae,.

Dunque Ae; = ae;, e poiche e; # 0, si pud prendere z = ¢;.

2. Poiche v ¢ un autovettore di A relativo a A allora

v#0 e Av=)v
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Calcolando i prodotti Av e Av a blocchi si ottiene:

a | b T az + bl w ax + b w
AQ = | = = y
0 | D w 0z + Dw Dw
|
T A\x
Av= A = ;
w A\w

per cui dall’uguaglianza Av = Av ricaviamo

(I) azx+b"w=\x
(II) Dw = \w.

A eun autovaloredi D e

11 : s i i
(II) comporta w & un autovettore di D relativo a A

Supponiamo per assurdo w = 0.

Allora bYw = bT0 =0 e da (I) ricaviamo ax = A\x — 0 = \x.

Inoltre w = 0 implica v = =

Poiche v # 0, allora = # 0, per cui esiste z~!. Moltiplicando ambo i membri dell’'uguaglianza
ar = Az per ' otteniamo a = \, mentre per ipotesi A # a.

La contraddizione deriva dall’aver supposto w = 0. Dunque w # 0, ossia A ¢ un autovalore
di D e w ¢ un autovettore di D relativo a A.
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LEZIONE 5

Operazioni elementari sulle righe di una matrice

Sia A una matrice m X n.

Def. 1. Si chiamano operazioni elementari sulle righe di A le tre seguenti operazioni:
e sommare ad una riga un’altra riga di A moltiplicata per uno scalare,
e moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo,

e scambiare due righe di A.

Notazioni

e Sia B la matrice che si ottiene da A sommando alla i-esima riga di A la j-esima riga di A
moltiplicata per lo scalare ¢, ossia sia B = [by,]| la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima
uguali alle corrispondenti righe di A = [ak,], e con i-esima riga il vettore riga

(b“ bia ... bm):(a¢1+caj1 ai2 + caje ... am—|—cajn).

Per indicare che B & la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare
”sommare alla i-esima riga la j-esima riga moltiplicata per lo scalare ¢”, scriviamo:

Eij(c)

A B.

e Sia B la matrice che si ottiene da A moltiplicando la i-esima riga di A per lo scalare ¢ (¢ # 0),
ossia sia B = [by,] la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima uguali alle corrispondenti
righe di A = [ag,], ed con i-esima riga il vettore riga

(bﬂ b¢2 bm)z(caﬂ CQ;2 cam).

Per indicare che B & la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo 'operazione elementare
”moltiplicare la i-esima riga per lo scalare (non nullo) ¢”, scriviamo:

E;(c)

A B.

e Sia B la matrice che si ottiene da A scambiando la i-esima riga di A con la j-esima, ossia
sia B = [by,] la matrice con tutte le righe diverse dalla i-esima e dalla j-esima uguali alle
corrispondenti righe di A, e con i-esima e j-esima riga rispettivamente:

(b“ b¢2 bm)z(aﬂ an ajn),

(bjl bjz bjn):(a“ a;2 am).
Per indicare che B & la matrice ottenuta dalla matrice A eseguendo l'operazione elementare

”scambiare la i-esima riga con la j-esima riga”, scriviamo:

Ei]‘

A———— B.
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N.B. I simboli E;;(c), E;(c) e E;; rappresentano in realtd opportune matrici, dette matrici
elementari. Abbiamo scelto, con abuso di notazione, di indicare le operazioni elementari sulle
righe di una matrice con gli stessi simboli con cui vengono indicate le matrici elementari poiche,
come si vedra in un corso superiore, vi ¢ tra esse una stretta connessione.

Eliminazione di Gauss senza scambi di righe

Sia A una matrice m x n, con A # Q. xn-

Tlustriamo ora un algoritmo che consiste in un insieme di operazioni sulle righe di A e che
viene chiamato un’eliminazione di Gauss senza scambi di righe su A.

L’obiettivo di tale algoritmo & costruire a partire da A una matrice m x n U con

— le prime k-righe non nulle e le rimanenti m — k righe nulle (dove k & un opportuno numero
compreso tra 1 ed m che dipende da A),

— gli elementi non nulli disposti come sopra ad una scala che scende da sinistra a destra, a
partire dalla prima riga fino alla k-esima riga, ogni cui gradino ¢ “alto”’una riga ed & “lungo”una
o piud colonne (la scala ha quindi k gradini),

— gli elementi alla base di ciascun gradino di questa scala uguali ad 1,

ossia una matrice del tipo:

dove gli elementi al di sotto della scalinata sono tutti nulli, e gli eventuali elementi non nulli
si trovano al di sopra della scalinata (in questo disegno la scala ha 3 gradini).

Le operazioni lecite in questo algoritmo sono solo di due tipi:
— sommare ad una riga di A una riga di A che la precede moltiplicata per un scalare,
— moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo.

Esistono matrici per cui questo algoritmo fallisce, ossia per le quali questo algo-
ritmo non porta alla costruzione di U.

Esempio 1. Per A = (0 1) I'eliminazione di Gauss senza scambi di righe fallisce: non

11

¢ possibile, utilizzando le due operazioni lecite, arrivare ad una matrice del tipo U = ((1) T) ,
1 = 0 1
oppureU—(0 O>,0ppureU—(0 O)'

Per tali matrici introdurremo nella prossima lezione un algoritmo pit ricco (in cui ¢ lecita
anche la terza operazione elementare sulle righe di A).
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Applicazioni. L’algoritmo descritto in questa lezione e la sua generalizzazione esposta
nella successiva, hanno diverse applicazioni.

In questo corso verranno utilizzati per la risoluzione di sistemi lineari, per il calcolo del rango
di una matrice e di basi di spazi delle righe e delle colonne.

In un corso successivo, verranno utilizzati per il calcolo di decomposizioni A = PTLU, e per
quello di ”decomposizioni a rango pieno”.

Supponiamo che la prima riga di A non sia nulla

(per le matrici non nulle con la prima riga nulla I’eliminazione di Gauss senza scambi di righe
fallisce).

1° Passaggio. L’obiettivo del 1° passaggio & trasformare la ji-esima colonna nella prima
colonna di I, (il numero j; & definito nel seguente punto (1)).

(1) Percorrendo la prima riga di A da sinistra a destra, sia a1, il primo elemento non nullo
(quindi se jl >1lalloraai; =aia=...= ai,j,—1 = Oe aij, 75 O; il pifl delle volte, peré, jl = 1,
ossia a1 # 0).

a1, € detto il pivot della 1¢ riga.

Se 15, 75 1,

moltiplichiamo la prima riga di A per al_jll,

ottenendo cosf una matrice m x n Ay = [aj;] che ha tutte le righe uguali a quelle di A, tranne
la prima, i cui elementi sono gli elementi della prima riga di A moltiplicati per al_jll, ossia divisi

3 * — * — — * — * —
per aij,. In particolare aj; =aj, =...=aj; _;=0eaj; =1

Scriviamo:

Biag)
1-

(2) Percorriamo la colonna ji-esima dall’alto in basso, e tenendo in considerazione solo gli
elementi a;;, che siano diversi da 0, per ciascun a;j, # 0 che troviamo, partendo da i = 2 e
arrivando fino a i = m,

sommiamo alla riga i-esima di A4; la prima riga di A; moltiplicata per —a;;,, (per
ogni i =2,...,m tale che a;;, #0).

Otteniamo cosi una matrice B = [b;;] in cui la ji-esima colonna ¢ la prima colonna di I,,.
Scriviamo:

Emi(—amj; ) Em—1,1(—@m—1,5;)...E31(—azj, ) E21(—azj,)

Ay B.

3 6 —6 -3 15

. . |2 5 =5 -1 10
Esempio 2. Sia A = 1 3 -3 92 11
05 -5 7 6

Poiche a1 # 0, allora j; = 1. L’operazione richiesta al punto (1) & moltiplicare la prima riga
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di A per ajy' = 1. La matrice A che si ottiene ha come prima riga

(

wlw

6 6 =3 Ly_(1 2 —2 1 35),

e le altre righe uguali alle righe di B, quindi

1 2 -2 -1 5
2 5 =5 -1 10
A=y 5 3 9 1
0O 5 =5 7 6
ajy 1
Consideriamo la prima (qui j; = 1) colonna di Aj, Zfl = ?
31
ay, 0

Le operazioni richieste al punto (2) sono:

— poiché a3; = 2 # 0, sommare alla seconda riga di A; la prima riga di A; moltiplicata per
_0’31 = _25

— poiché a3; = 1 # 0, sommare alla terza riga di A; la prima riga di A; moltiplicata per
—a3; = —1.

Non occorrono altre operazioni, poiche aj; = 0.

La matrice B che si ottiene ha come seconda riga
(2 5 =5 -1 10)+(-2)(1 2 -2 -1 5)=(0 1 -1 1 0),
ha come terza riga
(1 3 -3 2 1H)+(-1H(1 2 -2 -1 5)=(0 1 -1 3 6),

ed ha la prima e la quarta riga uguali rispettivamente alla prima e alla quarta riga di A;.
Quindi

1 2 -2 -1 5
01 -1 1 0
B= 01 -1 3 6
05 =5 7 6

Supponiamo che la matrice A da cui siamo partiti sia tale che, dopo aver effettuato
sulle sue righe le operazioni descritte nel 1° passaggio, si ottenga una matrice B in
cui se j; > 1 allora le prime j; — 1 colonne sono nulle, ed inoltre o tutte le righe
diverse dalla prima sono nulle, oppure la seconda riga € non nulla

(per le matrici in cui questa situazione non si presenta, ’eliminazione di Gauss senza scambi
di righe fallisce).

Se tutte le righe di B diverse dalla prima sono nulle, ’algoritmo si ferma a B
(ossia B & la U cercata).

Altrimenti la seconda riga di B € non nulla e si procede.
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2° Passaggio. L’obiettivo del 2° passaggio e trasformare la j;-esima colonna in una colonna
*

del tipo (il numero j3 & definito nel seguente punto (1)).

1
0
0
0

(1) Percorrendo la seconda riga di B da sinistra a destra, sia bsj, il primo elemento non nullo
(quindi b21 = b22 =...= b2’j2_1 =0e b2j2 75 O)

baj, € detto il pivot della 2¢ riga.

Se b2j2 75 1,

moltiplichiamo la seconda riga di B per b}

2527

ottenendo cosi una matrice m x n By = [bj;] che ha tutte le righe uguali a quelle di B, tranne
la seconda, i cui elementi sono gli elementi della seconda riga di B moltiplicati per 62_;2, ossia
divisi per bgj,. In particolare b3; = b3, =...=b3, ,=0eb5; =1.

Scriviamo:

Bz (b3h)
1-

(2) Percorriamo la colonna jo-esima dall’alto in basso, e tenendo in considerazione solo gli
elementi b;;, che siano diversi da 0, per ciascun b;;, # 0 che troviamo, partendo da i = 3 e
arrivando fino a i = m,

sommiamo alla riga i-esima di B; la seconda riga di By moltiplicata per —b;;,, (per
ogni i = 3,...,m tale che b;;, #0).

S O~ %

Otteniamo cosi una matrice C' = [¢;;] in cui la jp-esima colonna & del tipo: , come ci

eravamo prefissati. Scriviamo:

Erm2(=bmjy ) Em—1,2(=bm—1,j5)..- E32(—b3j,)

B C.

Esempio 3. Riprendiamo la matrice B ottenuta alla fine dell’Esempio 2:

1 2 2 -1 5
01 -1 1 0
B=1l0o1 -1 3 ¢
05 -5 7 6

Poiche bagy # 0, allora jo = 2, ma poiche bss = 1 non é richiesta alcuna operazione al punto
(1), per cui By = B.
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12 2

Consideriamo la seconda (qui j2 = 2) colonna di By, 232 = i
32

bl 5

Le operazioni richieste al punto (2) sono:
— poiché b3; = 1 # 0, sommare alla terza riga di By la seconda riga di B; moltiplicata per
—b3 = —1,
— poiché b}; =5 # 0, sommare alla quarta riga di B; la seconda riga di B; moltiplicata per
—b;, = —b.
La matrice C' che si ottiene ha come terza riga
(01 -1 3 6)+(-1)(0 1 -1 1 0)=(0 0 0 2 6),
ha come quarta riga
(05 =5 7 6)+(-5(0 1 -1 1 0)=(0 0 0 2 6),
ed ha la prima e la seconda riga uguali rispettivamente alla prima e alla srconda riga di Bj.
Quindi

1 2 -2 -1 5
01 -1 1 0
C=lo0 0o 2 ¢
00 0 2 6

Supponiamo che la matrice A da cui siamo partiti sia tale che, dopo aver effettuato
sulle sue righe le operazioni descritte nel 2° passaggio, si ottenga una matrice C in

cui se js > j1+1 allora TUTTE le colonne comprese tra la j; +1-esima e la j, —1-esima
*

sono del tipo , ed inoltre o tutte le righe diverse dalle prime due sono nulle,

0
0
0
0
oppure la terza riga & non nulla

(per le matrici in cui questa situazione non si presenta, ’eliminazione di Gauss senza scambi
di righe fallisce)

Se tutte le righe di C' diverse dalle prime due sono nulle, I’algoritmo si ferma a
C (ossia C & la U cercata).

Altrimenti la terza riga di C' & non nulla e si procede.
39, 49, .., k-esimo Passaggio.

Si itera il procedimento illustrato nei primi due passaggi. L’obiettivo del passaggio i-esimo,
*

se 1 <i <k, e di trasformare la colonna j;-esima in una colonna del tipo , dove il numero

(an iy
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1 sta nella riga i-esima.
Se la matrice A da cui parte ¢ tale che

— dopo aver effettuato il passaggio i-esimo si ottiene che TUTTE le colonne comprese tra la
*

ji—1+ l-esima e la j; — 1-esima (se ce ne sono ) sono del tipo , (dove il  pid basso sta nella

*
0
0
riga ¢ — l-esima) ed inoltre o tutte le righe diverse dalle prime 4 sono nulle, oppure la i 4 1-esima
riga € non nulla

(per le matrici in cui questa situazione non si presenta, 1’algoritmo di Gauss senza scambi di
righe fallisce),

allora l’algoritmo si ferma (ottenendo U) quando si raggiunge una riga nulla, oppure, se non
si raggiunge mai una riga nulla, quando si raggiunge ['ultima riga.

Esempio 4. Riprendiamo la matrice C' ottenuta alla fine dell’Esempio 3, e mostriamo il
procedimento per C.

Poiche la terza riga di C' € non nulla, I'algoritmo non si ferma a C.
Il primo elemento non nullo della terza riga di C' e ds4, quindi j3 = 4.

Si chiama C; la matrice che si ottiene da C moltiplicando la terza riga di C' per 0541 = %
Dunque

1 2 -2 -1 5
01 -1 1 0
“=1o00 0 1 3
0 0 O 2 6
Per “sistemare”la js-esima colonna di Cy, ossia per ottenere a partire da C; una matrice
*
con la terza colonna del tipo T , basta sommare alla quarta riga di C; la terza riga di C;
0
moltiplicata per —2. Si ottiene
1 2 -2 -1 5
01 -1 1 0
D= 0 0 O 1 3
00 0 0 O

Poiche la quarta riga di D e nulla, 'algoritmo si ferma a D, ossia U = D.

Per riassumere il procedimento si scrive:

3 6 -6 -3 15 1 2 -2 -1 5

A= 2 5 -5 -1 10 Es1(—1)E21(—2)E1(3) 0 1 -1 1 0 -
1 3 -3 2 11 01 -1 3 6
0 5 -5 7 6 0 5 =5 7 6
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1 2 -2 -1 5 1 2 -2 -1 5

E42(—5)E32(—1) 0 1 -1 1 0 E43(—2)Es(3) 0 1 -1 1 0 —U
0 0 O 2 6 0 0 O 1 3 '
0 0 O 2 6 0 0 O 0 0
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LEZIONE 6
Eliminazione di Gauss con scambi di righe

Sia A # O una matrice m x n. Abbiamo illustrato nella Lezione 5 un algoritmo che ha come
obiettivo quello di costruire a partire da A una matrice U, m X n, che abbia il seguente aspetto

|l R

eseguendo sulle righe di A un insieme di operazioni del tipo:

— sommare ad una riga di A una riga che la precede moltiplicata per uno scalare,
— moltiplicare una riga di A per uno scalare non nullo.

Def. 1. Una matrice che sia

— o nulla, oppure

— abbia ’aspetto di U,

si dice una matrice in forma ridotta di Gauss.

Abbiamo anche visto nell’Esempio 1 della lezione precedente che I’ eliminazione di Gauss
senza scambi di righe fallisce per certe matrici. Vediamolo con un altro esempio.

0 0 4 3
0 2 11

Volendo applicare I’eliminazione di Gauss senza scambi di righe ad A, si ottiene che poiche il
primo elemento non nullo nella prima riga di A & a3, allora j; = 3. Ma poiche non & vero che
tutte le colonne prima della ji-esima, ossia prima della terza, sono nulle (la seconda non lo @),
allora I'eliminazione di Gauss senza scambi di righe applicata ad A non porta ad una matrice in
forma ridotta di Gauss.

Esempio 1. Sia A = (

Analogamente applicando ’eliminazione di Gauss senza scambi di righe a

B E31(=1)Ea1(-1)E1(3)

2 4 2 6
B=1|1 2 1 8|, otteniamo
1 4
2
1
1

NN

1 3
0 5
11

O O N

1
0
0

N~ N
= 00 O

In questo caso js = 4. Poiche nelle righe seguenti alla seconda ci sono elementi non nulli che
stanno in colonne precedenti alla js-esima, allora anche in questo caso 1’eliminazione di Gauss
senza scambi di righe applicata ad B non porta ad una matrice in forma ridotta di Gauss.

Introduciamo allora un altro algoritmo, che chiamiamo eliminazione di Gauss con scambi
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di righe (o pit semplicemente eliminazione di Gauss), che differisce da quello descritto nella
Lezione 5 soltanto nel fatto che tutte le volte che € necessario si possa fare anche uno scambio
di righe, ossia un algoritmo in cui e lecita anche la terza operazione elementare sulle righe della
matrice.

In questo modo si pué arrivare ad una matrice in forma ridotta di Gauss a partire da qualunque
matrice A # Q.

Def. 2. Una matrice in forma ridotta di Gauss che si ottenga a partire da una matrice A
applicandovi ’eliminazione di Gauss con o senza scambi di righe si dice una forma ridotta di
Gauss per la matrice A.

Si dice poi che la matrice nulla m x n &€ una forma ridotta di Gauss di sé stessa.

0 0 4 3
0 2 11

L’operazione da fare & scambiare la 1* con la 2¢ riga:

(0 0 4 3 E1a « (0 2 1 1
A= (0 2 1 1 > AT = (0 0 4 3> ’
quindi si procede con ’algoritmo su A*. Quello che si ottiene é:

A_(0 0 4 3\ _ms 02 1 1\ E®)
“\o 2 11 "\o o0 4 3 ’

Esempio 2. Sia A = ( > la prima matrice considerata nell’Esempio 1.

IS

o1 L 1 B> (%) 01 & &
2 2 R 2 1) —
- (o 0 4 3) 001 8)7Y
ed U ¢ una forma ridotta di Gauss per A.
2 4 2 6
SiaB=|1 2 1 8 | laseconda matrice considerata nell’Esempio 1. Un’eliminazione di
1 2 2 4

Gauss su B eé:

2
Sia C' = 3 |. In questo caso si puo scegliere:
2

N WO
= w O
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00 2 3 3 3 ) 111
c=(3 3 3] 22 (0 0 2 P (2) B (5) 00 2| —Z=
9 4 2 9 4 2 02 0
111 ) 111 ) 111
o 20| —2% (o1 0] 2% (01 0]=0vy
00 2 00 2 00 1

oppure
00 2 9 4 2 ) 1 2 1
c=(3 3 3|2 .[3 3 3 a1 (3B (5) 0 -3 0| —
9 4 2 00 2 0 0 2
B 1 2 1 ) 1 2 1
PEI o1 o) 25 (01 0=t
00 2 00 1

Entrambe U; ed Us sono forme ridotte di Gauss per C.

N.B. U; ed Us sono due matrici diverse, ma entrambe sono forme ridotte di Gauss per la
stessa matrice C. Quindi non c’e’ in generale un’unica forma ridotta di Gauss per una matrice.

Def. 3. Sia U una matrice m x n in forma ridotta di Gauss, e siano k le sue righe non nulle
(quindi le prime k righe di U sono non nulle e le ultime m — k righe di U sono nulle). Allora U
ha esattamente k colonne che corrispondono all’inizio di ogni gradino:

— la jj-esima, che e la prima colonna di I,,,

— la jo-esima, che ¢ del tipo (x 1 0 0 ... O)T ,
- la js-esima, che ¢ del tipo (x * 1 0 ... O)T ,
—la js-esima, che ¢ del tipo (* * * 1 ... O)T ,

— la jix-esima, che & un vettore riga con m componenti del tipo

0 ... 07

(x ... % 1

1
k
inoltre

— tutte le eventuali colonne comprese tra la j; + l-esima e la jo — l-esima sono del tipo
(» 00 0 ... 0)",
— tutte le eventuali colonne comprese tra la jo + l-esima e la j3 — l-esima sono del tipo
T
(« «x 0 0 ... 0),

— tutte le eventuali colonne comprese tra la j3 + l-esima e la j; — l-esima sono del tipo
T
(x x x 0 ... 0),
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— tutte le eventuali colonne comprese tra la jp_; + l-esima e la j; — l-esima sono del tipo
(+ ... % 0 ... 0)" (il numero di x & k — 1).

Le colonne ji-esima, jo-esima, js-esima, ..., jg-esima si chiamano le colonne dominanti
della matrice in forma ridotta di Gauss U. Le altre colonne di U si chiamano le colonne
libere della matrice in forma ridotta di Gauss U.

Esempio 3. Siano A4, B e C' le matrici considerate nell’Esempio 2 e siano U ed U le forme
ridotte di Gauss trovate per A e B rispettivamente, ed inoltre U; ed Us le due forme ridotte di
Gauss trovate per C.

— colonne dominanti di U: la 2% e la 3%; colonne libere di U: la 1¢ e la 4%;
— colonne dominanti di U: la 1%, la 3% e la 4%; unica colonna libera di U: la 2%

— Uy ed Uy hanno tutte le colonne dominanti e nessuna colonna libera.

E’ possibile provare che se U & una forma ridotta di Gauss per A

allora esiste una matrice non singolare F tale che U = F A.

Osservazione. Il numero delle colonne dominanti di una matrice in forma ridotta di Gauss
U ¢ uguale al numero delle sue righe non nulle.

Def. 4. Una matrice U, m X n si dice in forma ridotta di Gauss-Jordan se U ¢ in

forma ridotta di Gauss e, se uy, s, ... u; sono le colonne dominanti di U allora
Uy =€y, Uy =2E€y, ... Up=ECE,
dove ¢e;, €5, .. .,€, sono le prime k colonne di I,,.

Come ottenere una forma ridotta di Gauss-Jordan di una matrice

2 4 2 6
Esempio 4. Si trovi una forma ridotta di Gauss-Jordan per B= |1 2 1 8
1 2 2 4

1. Troviamo una forma ridotta di Gauss per B, ad esempio, come abbiamo gia calcolato

} 1 21 3
nel’Esempio2, U=10 0 1 1
0 0 01

In questa prima parte del procedimento, come sappiamo, ¢ lecita 1’operazione elementare
E;;(c) solo quando i > j.
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2. Partendo da U procediamo “a ritroso ”nel seguente modo:

E13(—=3)E23(—1) E12(-1)

13 10
11 10
0 1 0 1

o O =
S O N
o O =
S O N

V' & una forma ridotta di Gauss-Jordan per B.

O O N
o = O
_ o O
Il
<

Dunque in questa seconda parte del procedimento stiamo permettendo anche 1’operazione

elementare E;;(c) quando i < j.
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ESERCIZIO TIPO 2
—a -1 1 1

Sia Ay=| -3a 2o —a 3], doveaeR.
0 « a 0

Per ogni « € R si trovi una forma ridotta di Gauss U, per A, e si dica quali sono le colonne
dominanti e quali sono le colonne libere di U,,.

a#0

—a -1 1 1 1 1/a —1/a -1/«
Au=| 30 22 —a 3| EIECYD g 9043 -3 0 |-
0 « a 0 0 « « 0
1 1/ —1/a -1/« 1 1/ -1/ -1/«
EL> 0 o o 0 E32(—2a—-3)E2(1/a) 0 1 1 0
0 2443 —a-3 0 0 0 -3+2) 0

1 —1/2 1/2 1/2
1° sottocaso del 1% caso a=—2 B_o=1|0 1 1 0 =U_q
0 0 0 0

Le colonne dominanti di U_5 sono la 1% e la 2%, quelle libere la 3% e la 4°.

2°  sottocaso del 1° caso‘ a#0 e a# -2

1 1/a —lja -1
B, T [ /1a 1/a o/a = U,
0 0 1 0

Le colonne dominanti di U, (per a # 0, —2) sono la 1%, la 2% e la 3%; I'unica libera & la 4.

a=0

0 -1 1 1
Ao=10 0 0 3
0 0 00

01 -1 —
00 0 3
00 0 O

Ei(-1) Ey(1/3)

0
0
0

o O =
o
[

Il
S

Le colonne dominanti di Uy sono la 2% e la 4%, quelle libere la 1* e la 3°.

B,
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ESERCITAZIONI* 1

. 18 0 1—i 3
SiamoAz(l“;ZZ fi>,B: 1-9i ~1),c=| 0o -2 eD:(l. 1 2).

Si calcoli —2A + D(C'A +iB).

2-3i 1+i 3+ 5i . .
[2]sian0 A= o i |, B=(2 1+i), o= 6 | bp=(.TL 23,
. . 3-2 0
1—1 1 2—2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.
(b) Si calcoli (AHC +iBT)B + (1 + 3i)DH.

1 -1 AB=0
Sia A= . Si trovino tutte le matricireali 2x2 B = | © ¥ ) tali che .
0 O z t
BA=0
0" | -1
Sia A = | , dove 0 ¢ il vettore colonna con n — 1 componenti
In—l | v

uguali a 0 e v ¢ il vettore colonna con n — 1 componenti uguali a —1 (quindi A ha tutte le
componenti dell’ultima colonna uguali a —1). Sia B una matrice n X n in cui la prima colonna
ha tutte le componenti uguali a —1. Si provi che la matrice AB ha 1 come autovalore, ed e; come
autovettore ad esso relativo. (Suggerimento: si suddivida B a blocchi mettendo in evidenza la
sua ultima riga e la sua prima colonna e si calcoli il prodotto AB a blocchi).

2 -2 4 0 2 4
Siano A= |3 -3 10 8 |eB=|[1 2|. Sitrovino forme ridotte di Gauss per
2 =2 2 -4 1 3
Ae B.
7 0 —i i
@ Sia Ay=|1 o?+4 0 « |, dovea € C. Perogni a € C si trovi una forma

1 o?24+4 0 2«
ridotta di Gauss U, per A, e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne
libere di U,.



42 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI

Svolgimento ESERCITAZIONTI* 1

—1

18¢ 0 1—4¢ 3
.SlanoA (1+ZZ 0,>,B: -1-9 -1],C= 0 —9 eD:(l, L2

Si calcoli —2A + D(C'A +iB).

_ 142 0 _(—-2—-4i 0
_ZA__Q( 5 —i>_( —10 2i>

1—i 3 L2 0 (1—i)(1+2)+3x5 (1—14)x0+3x (—i)
cCA=| 0 -2 ( i _Z.): x (14+2i)—2x5 0x0—2x (—i) =
2 =i (14+2i)—ix5 2x0—1x(—1)
1—44+2i4+24+15 -3¢ 18+1 —3
= —10 21 = —10 21
24+ 41— 51 -1 2—7 -1
181 0 —18 0
iB=¢| -1-9% —-1]=19—-% —i
7 1 -1 7
18 +1 1 —37
CA+iB = —10 —1—3 7
2—1 1—¢ —1+4=2

D(CA+iB):(_1i ! 0 _
l—z —1—|—z

(1 xi4+1lx(-1—i)+2x(1—19) (=3) +1xi+2x (=144 \ _
—iXxi—1x(=1—4)+0x (1—1) —z><( i) —1xi+0x(-1+14) )

(i—1—-i4+2-20 —3i+i—2+4+2\ (1—-20 =2
- 14+1+14 -3 —1 T\ 247 —-3—1

, -2-4i 0 1-2 =2 -1-6i -2
—2A+D(C’A+2B)—( ~10 2,->+(2+i —3—i>_(—8+i —3+i>
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23 1+i 3+ 5i . .
[2]Siano A=| o0 i |, B=(2 1+i), ¢c=( 6 |. p=([Ti 2430,
. . 3-2 0
1—1 1 2—2i

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.

(b) Si calcoli (A#C +iBT)B + (1+ 3i)DH.

. 2.3 0 1-i _ 2+8 1-1 " 243 0 14i
At = L+i 1 A= 0 —1i A = 1 i 1
(3 1 1—|—Z 1 1 (3
2 _ 2
T _ _ . H _
BT = (1+i> B= (2 1-i) B (1_i>
B 3 - 5i
CT= (3+5i 6 2—2i) C= 6 CH= (3-5 6 2+2i)
242
T+i 3-2 — T—i 2-3 T—i 342
T _ _ H __
bt = (2+3i 0 > b= (3+2i 0 > b= (2—3i 0 >

(AHC +iBT)B + (1 +3i)D" =

3 — i . .
(2430 0 14 (2 . L T—i 3420 _
_((1—1' —i1 ) ) o +Z(1+i>)(2 1_”””32)(2—31' 0 >_

(24 30)(3 — 5i) + (1 +14)(2 + 20) 2 . (14+30)(7—4) (L+30)B+20)\ _
(( (1—4)(3 — 5i) — 6i + 2+ 2i >+(i(1+i)>)(2 1_”+((1+3i)(2—3z') 0 >_

_(64+99—-100+15+2+ 21 +2¢— 2 2 y(2 1—i)+ T+2li—i4+3 3+99+2i—-6)
N 3—-31—51—-5—-61+2+2¢ -1+ 2+6i—-31+9 0 B

(2143 2 (104200 —3+11i\
_(( —12i >+(—1+i>)(2 1_Z)+(11+3i 0 >_

([ 21+5i (104200 —3+110)
_(—1—111')(2 1_Z)+(11+3i 0 >_

221 +51) (21 +5i)(1 — 1) 104200 —3+ 114
:(2(—1—11i) (—1—11i)(1—i)>+(11+3i 0 >:
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(424100 21+5t—21i+5 104+20: -3+ 11¢
T\ —2-22F —1-1li+i—11 114 3¢ 0

424107 26 — 162 10420¢ —3+11¢\ (524 30¢ 23— 54
—2—-227 —12-10¢ 114 3¢ 0 S\ 9-19 —12-—-10¢

AB =0

SiaA = -l . Si trovino tutte le matricireali 2x2 B = ( © ¥ ) tali che .
0 O z t BA—0

Sia B = (i y) una matrice reale 2 x 2. Poiche

w=(3 )05 )
ne(E )6 - )

r—2=0 z==x
la condizione AB = Q equivale a , ossia a
y—t=20 t=1y

8

z=0
e la condizione BA = O equivale a .
z=0

Dunque le matrici 2 x 2 reali B tali che AB = O = BA sono tutte e sole le matrici del tipo

_ (0 vy
B_(O y)’ dove yeR
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o7 -1

|
Sia A = | , dove 0 ¢ il vettore colonna con n — 1 componenti
In—l | v
|

uguali a 0 e v ¢ il vettore colonna con n — 1 componenti uguali a —1 (quindi A ha tutte le
componenti dell’ultima colonna uguali a —1). Sia B una matrice n X n in cui la prima colonna
ha tutte le componenti uguali a —1. Si provi che la matrice AB ha 1 come autovalore, ed ¢; come
autovettore ad esso relativo. (Suggerimento: si suddivida B a blocchi mettendo in evidenza la
sua ultima riga e la sua prima colonna e si calcoli il prodotto AB a blocchi).

Seguendo il suggerimento, suddividiamo la matrice B a blocchi mettendo in evidenza la sua
ultima riga e la sua prima colonna:

|

v

B= |
_ | _ _ _

|

1 QT

Vogliamo innanzitutto vedere che con tale suddivisione & possibile calcolare il prodotto AB
a blocchi. Poiché entrambe A e B sono matrici con 2 righe di blocchi e 2 colonne di blocchi,
allora, se il prodotto a blocchi di A per B si pué fare, anche AB avra 2 righe di blocchi e 2
colonne di blocchi:

X Y

Z T

|

I
AB=|- - - — -

|

I
Il problema e dunque verificare:
1. seesiste 07w 4 (—1)(—1), e in tal caso porlo al posto di X;
2. seesiste 07D + (—1)b”, e in tal caso porlo al posto di Y
3. seesiste I,_1v+ (—1)v, e in tal caso porlo al posto di Z;
4. se esiste I,_1D + vb”, e in tal caso porlo al posto di T

inoltre, perche X,Y,Z T siano effettivamente blocchi di una ripartizione di AB, occorre
verificare che:

5. il numero delle righe di 07 v+ (—1)(—1) sia uguale al numero delle righe di 07 D+ (—1)b",
v

il numero delle righe di I,,_1v 4+ (—1)v sia uguale al numero delle righe di I,,_1D + ob”,
—1)(—1) sia uguale al numero delle colonne di I,,_1v +
(-1

8

9

6.
7. il numero delle colonne di 07v + (
Jv

il numero delle colonne di 07 D+(—1) bT sia uguale al numero delle colonne di I, _; D+v be.

Poiche 07 e b € Ch1,veC" Del, 1 €M, 1(C), —1¢& un numero, allora si ha:
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a)  0%Tv+ (=1)(—1) esiste ed & un numero (ossia 1 x 1),
) 07D 4 (—1)bT esiste ed & 1 x (n — 1),

¢) In_jv+(—lvesisteed e (n—1)x1,

d) I,_1D +vb" esiste ed & (n — 1) x (n —1).

Dunque il prodotto a blocchi si pud fare e si ottiene:

=

0" | -1 |
— - - = v D
AB = | | =
Iy | v - - = =
| -1 | "
07w+ (=1)(-1) | 0"D + (—1)b"
P | p—
Inwv+(-lyv | I,_1D + vb
|
I -b"
= |
0 | D+ vb"
|

Come nel’ESERCIZIO TIPO 1, poiche¢ ABe; = 1% colonna di AB = ¢, = le;, allora 1l ¢ un
autovalore di AB ed e; ¢ un autovettore di AB relativo all’autovalore 1.
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2 -2 4 0 2 4
Siano A= [3 -3 10 8 |eB= {1 2. Sitrovino forme ridotte di Gauss per
2 -2 2 —4 13

e B

Facendo un’eliminazione di Gauss su A si ottiene:

2 -2 4 0 . 1 -1 2 0
A=13 -3 10 38 31(—2)E21(—=3)E1(1/2) 0 0 4 ) _
2 —2 2 —4 0 0 -2 —4
E32(2)Es(1/4) 1 —12°0
0O 0 1 2|=U,
0O 0 0 O

ed U; ¢ una forma ridotta di Gauss per A.

Le colonne dominanti di U; sono la 1% e la 3%, le colonne libere la 2% e la 4.

Facendo un’eliminazione di Gauss su B si ottiene:

2 4 Es1(—1)Ea1 (—1)Eq(1/2) L2 E L2
B=|(1 2 2 0 0] —=-101|=0
1 3 0 1 00
ed U; € una forma ridotta di Gauss per B.
Entrambe le colonne di Us sono dominanti.
i 0 —i i
@ Sia Ay=|1 o?+4 0 « |, dovea € C. Perogni a € C si trovi una forma

1 o?24+4 0 2«
ridotta di Gauss U, per A, e si dica quali sono le colonne dominanti e quali sono le colonne
libere di U,.

Facciamo un’eliminazione di Gauss su Ag:

7 0 —7 o Ean (—1) Ea (—1) Bx (=) 1 0 -1 «
Ao=11 a2+4 0 3 2 ! 0 a2+4 1 0| =8B,
1 o244 0 2a 0 a?>+4 1

1°CASO| a?+4 +#0 ossia a # 2i ed o # —2i.
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1 0 -1 « E: (—a2—4)E( 1 ) 1 0 -1 «
Ba=|0 o244 1 0 2 ST 0 1 1/(@®+4) 0|=cC.
0 o244 1 « 0 0 0 o

1° sottocaso del 1° caso‘ a#2i, a#-2i, a#0
1 0 -1 o Es(1/) 10 -1 o
Co=10 1 1/(a®>+4) 0 2 0 1 1/(a®4+4) 0] =U,
0 0 0 o 0 0 0 1

U, ¢ una forma ridotta di Gauss per A,, le colonne dominanti sono la 1%, la 2% e la 4%, I'unica
colonna libera ¢ la 3¢.

10 -1 0
2°  sottocaso del 1% caso a=20 Co=10 1 1/4 0] =0y ¢ una forma
00 0 O

ridotta di Gauss per Ag, le colonne dominanti sono la 1% e la 2%, quelle libere la 3% e la 4.

2°CASO| a?+4 =0 ossia o = 2i oppure o = —24i.

1 0 -1 « 1 0 -1 « 1 0 -1 «
B,=[0 0 1 o0 Esa(71) 00 1 0 Es(lje) (a20) 00 1 0]|=0,
00 1 a 00 0 a 00 0 1

U, ¢ una forma ridotta di Gauss per A,, le colonne dominanti sono la 1%, la 3% e la 4%, I'unica
colonna libera ¢ la 2¢.
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LEZIONE 7

Sistemi lineari
Scrittura matriciale di un sistema lineare

Def. 1. Un sistema di m equazioni ed n incognite 1, xs,...x,, si dice lineare se tutte le
m equazioni sono di 19 grado.
Esempio 1.

2x1 + xo + 43 =1 201 + a0+ 43 =1
1+ 3x2+2x3 = —6 3x9 = -6

sono due sistemi lineari, ciascuno con due equazioni e tre incognite; mentre

2x1—|—x%—|—4x3 =1 201+ a2+ 423 =1
1+ 3x2+2x3 = —6 3213 = -6

sono entrambi due sistemi non lineari.

Def. 2. Dato un sistema lineare di m equazioni ed n incognite

a11r1 + apts + ...+ ainx, = by
a21T1 + a22To + ...+ asnx, = bo

(+) . ,

Am1T1 + 22 + ...+ G Ty = bm

ail a2 NN QAin
. a21 a22 T a2n . . . . . .
la matrice m x n A = si chiama la matrice dei coefficienti del
am1 am?2 s Qmn,
b1
. . b2 . .
sistema lineare, ed il vettore colonna con m componenti b = . si chiama il vettore dei
bm,
termini noti del sistema.
Si chiama inoltre matrice aumentata del sistema la matrice B= (A | b). Dunque B
¢ una matrice m x (n + 1).
Ty
x2 . .
Ponendo z = | . | (z sichiama il vettore delle n incognite 1,2, ..., x,), e calcolando

L
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il prodotto righe per colonne della matrice A ed il vettore z si ottiene

ann a2 ... QGip 1 a1121 + a1222 + ...+ a1nTh
az1 Qz2 ... Q2p T2 a21x1 + a22x2 + ... + a2 Ty
Ami  Qm2 - Gmn Tn Am1T1 + Gm2Z2 + ...+ Gmndn

per cui Az = b ¢ una scrittura compatta del sistema lineare (x), che viene detta scrittura
matriciale del sistema lineare (*).

Esempio 2.

La scrittura matriciale del primo sistema lineare considerato nell’Esempio 1 ¢ Az = b, ove la
2 1 4

1 3 1) ed il vettore dei termini noti ¢ il vettore

matrice dei coefficienti ¢ la matrice A = (

(1)

La scrittura matriciale del secondo sistema lineare considerato nell’Esempio 1 ¢ Az = b, ove
2 1 4

0 3 O) ed il vettore dei termini noti & uguale a

la matrice dei coefficienti ¢ la matrice A = (

quello del primo sistema lineare.

Def. 3. Un vettore colonna con n componenti v si dice una soluzione del sistema
lineare Az = b, ove A & m x n (e b ha m componenti), se Av = b.

Dato un sistema lineare Az = b, pud accadere che esso non abbia soluzioni; se invece ce ne
) )
ha, allora risolvere il sistema significa trovare tutte le sue soluzioni.

Def. 4. Due sistemi lineari

IS

(*) Az =1b e (%) Az =

si dicono equivalenti se
— o entrambi non hanno soluzioni,
— oppure le soluzioni dell’uno sono esattamente tutte e sole le soluzioni dell’altro.

Proposizione. Siano (x) Az = b un sistema lineare, ed F una matrice non singolare
tale che esista F'A. Allora il sistema lineare (xx) F Az = F'b ¢ equivalente al sistema (x).

Dimostrazione.

Sia v una soluzione di (x). Allora Av = b. Premoltiplicando ambo i membri dell’uguaglianza
per F si ottiene FAv = F'b, ossia v ¢ una soluzione di ().

Sia w una soluzione di (*x). Allora FAw = Fb. Premoltiplicando ambo i membri dell’uguaglianza
per F~1 (che esiste essendo F non singolare) si ottiene F~'FAw = F~1Fb. Ma F~'FAw = Aw
e F71Fb =1, quindi Aw = b, ossia w & una soluzione di (x).

Applicazione dell’eliminazione di Gauss CON O SENZA SCAMBI DI RIGHE
alla risoluzione di sistemi lineari
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Sia (x)Az = b un sistema lineare di m equazioni in n incognite (ossia A & m X n.)
Sia (U | d) una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata (A | b). Per il N.B.
della Lezione 6, esiste una matrice non singolare F' tale che
F(A | b)=(U | 4d).
Facendo il prodotto a blocchi si ottiene
F(A | b)=(FA | Fb),

quindi FA=U e Fb=d.
Abbiamo visto che essendo F' non singolare, il sistema (x)Az = b & equivalente al sistema
FAz = Fb, ossia a (xx)Uz =d

Che i due sistemi siano equivalenti poteva essere intuibile: le operazioni elementari che si
fanno sulle righe della matrice (A | b) per ottenere la matrice (U | d) corrispondono a

e sommare un’ equazione del sistema con un’altra moltiplicata per uno scalare ¢ (quando si
effettua un’operazione del tipo E;;(c)),

e moltiplicare un’ equazione del sistema per uno scalare ¢ # 0 (quando si effettua un’operazione
del tipo F;(c)),

o scambiare di posto due equazioni (quando si effettua un’operazione del tipo Ej;).

Poiche (xx*) & pid semplice da risolvere, discutiamo (#x) al posto di ().

d ¢ dominante.

In questo caso I'ultima equazione di (xx) ¢ 0 = 1, che non ha soluzioni. Dunque (**) non
ha soluzioni.

d & libera.

Sia k il numero delle righe non nulle di U (e quindi anche di (U | d), essendo d libera)

e siano w; ,u;,,...,u; le k colonne dominanti di U (e quindi anche di (U | d) essendo d

libera).
déliberaekz:n,
ossia tutte le colonne di U sono dominanti.
In particolare j1 =1, jo =2, j3 =3,...,Jk = jn = n.
Allora (xx) ¢ del tipo

T1+ U122 + U13T3 + ... + UL n—1Tn—1 + U1nTn =d
T2 + U233+ ... + U2 n—1Tn—1 + U2pTn =ds
T3+ ...+ U R—1Tn—1+ U3nTn =d3
()
Tp_1+ Un—1,nTn = dn—l

T =d,
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Si osservi che

— le operazioni fatte nel 1° passaggio dell’eliminazione di Gauss (cio¢ un eventuale scambio e
la “sistemazione ”della ji-esima colonna, ossia la prima ) portano all’eliminazione dell’incognita
x;, = 71 dalle equazioni sotto alla prima,

— le operazioni fatte nel 2° passaggio dell’eliminazione di Gauss portano all’eliminazione
dell’incognita x;, = x, dalle equazioni sotto alla seconda,

— le operazioni fatte nel 3° passaggio dell’eliminazione di Gauss portano all’eliminazione
dell’incognita x;, = x3 dalle equazioni sotto alla terza,

— e cosi via.
Il procedimento che illustriamo ora si chiama sostituzione all’indietro.
1) Si ricava il valore di x,, dall’ultima equazione, e lo sostituisce in tutte le altre equazioni.

2) Dalla penultima equazione si ricava il valore di z,—1 e lo si sotituisce in tutte le altre
equazioni.

3) Dalla terzultima equazione si ricava il valore di x,_2 e lo si sotituisce in tutte le altre
equazioni.

— e cosi via, procedendo a ritroso.

Si ottiene:

xn:dn

Tn—-1 = dn—l - un—l,ndn

r1 = dl - ulndn - ul,n—l(dn—l - un—l,ndn) -

per cui (**) ha una ed una sola soluzione, che ¢ il vettore colonna

dl - ulndn - ul,n—l(dn—l - un—l,ndn) e

dn—l - un—l,ndn
dn,

29Sottocaso: | d ¢ libera e k < n,

ossia U ha n — k > 0 colonne libere.

In tal caso si prendono come parametri le n — k variabili corrispondenti alle colonne libere
di U e con la sostituzione all’indietro si ricavano tutte le altre in funzione di questi parametri.
Allora (**) ha co™* soluzioni.
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Riassumendo
(*) ha soluzioni se e solo se d ¢ libera.
(%) ha un’unica soluzione se d ¢ libera e tutte le colonne di U sono dominanti.

(*) ha infinite soluzioni se d & libera ed U ha qualche colonna libera.

Esempio 3. Sia (x)Az = b il sistema lineare in cui la matrice aumentata (A | b) =
4 -8 4| 0

1 =1 0 | 3 |.Dunquesiha

1 -11 1] 5

4r1 — 8xg +4x3 =0
(*) $1—$2=3

Ty —Xo+T3=25

Facciamo un’eliminazione di Gausssu (A | b):
4 -8 4] 0 I 1 =2 1 | 0
(A | b)=|1 -1 0 | 3| BuCVBn@® (o 4 | 3]
1 -1 1] 5 0 1 0 |5
- —2 1 | 0
0 1 -1 [ 3])=(U [ d
0 0 1 | 2

per cui il sistema (*) & equivalente al sistema

1 —2x2+x3 =0
(%) To—1T3 =3 .
I3 =2

Che i due sistemi siano equivalenti poteva essere intuibile: le operazioni fatte sulle righe
di (A | b) nell’eliminazione di Gauss senza scambi corrispondono a moltiplicazioni delle
equazioni del sistema (*) per numeri non nulli, e a somme di equazioni con altre moltiplicate per
numeri non nulli.

Poiche d & libera, (**) ha soluzioni.

Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, (*x) ha esattamente una soluzione.
Con la sostituzione all’indietro otteniamo:

z3 = 2,

ro=x3+3=2+3=25,

$1=2$2—$3=2X5—2=8.

Quindi (%) ha un’unica soluzione che ¢ il vettore | 5
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Esempio 4. Sia (x)Az = b il sistema lineare in cui la matrice aumentata (A | b) =
| 0
| —1].Dunque si ha

[S
2
1
3 0

W~ N
~N W

21+ 229 + 423 =0
(%) 1+ 22+ 3x3=—-1 .
3x1 4+ 3x24+ Txs =0

Facciamo un’eliminazione di Gausssu (A | b):
2 2 4 | 0 o 112 0
A4 | »l1 13 = E31(—3)E21(-1)E1(3) 00 1 | -1]—
3371 0 001 ] 0
pan (L1210
= 001 | -1]=(U | d)
000 | 1

per cui il sistema (*) & equivalente al sistema

T+ To + 273 =0
(%) r3 =-—1.
0 =1
Poicheé d ¢ dominante, (**) non ha soluzioni.

Infatti ultima equazione di (%%) non ha soluzioni. Quindi anche (*), non ha soluzioni.

Esempio 5. Sia (x)Az = b il sistema lineare in cui la matrice aumentata (A | b) ¢ la
matrice considerata nella Lezione 5. Quindi

3x1 + 6x9 — 623 — 314 = 15
2x1 + b5xo — bxrg — x4 = 10

(*) T1 4+ 3x9 — 3x3 + 224 =11
5x9 — bz + Tx4 =6
Nella Lezione 5 abbiamo fatto un’eliminazione di Gauss senza scambi di righe su (A | b),
12 -2 -1 | 5
. o1 -1 1 |o
ottenendo la matrice (U | d) = 00 0 1 | 3
00 0 0 | 0
Dunque
1+ 29 —2x3—x4 =D
() ro—x3+x4 =0
T4 =
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¢ equivalente a (x).

Il sistema che ora consideriamo consiste in realta di tre equazioni (0 = 0 pud essere tralasci-
ata).

Poiche d & libera, (**) ha soluzioni.

Poiche U ha esattamente una colonna libera, la 3%, (%) ha oo’ soluzioni. Prendiamo come

parametro la variabile corrispondente alla unica colonna libera di U, ossia poniamo z3 = h € C
e con la sostituzione all’indietro ricaviamo x1, T3 € x4, in funzione di h.

Dunque:
Tr3 = h,
Ty = 3,

0=29 —x3+ x4 =22 —h+ 3 per cui zo = h — 3,
S5=ux1 42w — 205 —24=21+2%x (h—3)—2h—3 =1 — 9 per cui 1 = 14.
Allora ogni vettore del tipo

14
h; , al variare di h € C & soluzione di (*). Si scrive:
3
14
h—3 T T
h |h € C } & l'insieme delle soluzioni di (x).
3

Esempio 6. Sia (x)Az = b il sistema lineare in cui la matrice aumentata &

13 21 2 | 4
(A | b)=[2 6 -4 2 5 | 10
13 -1 3 6 | 12
Quindi
T1 +3x2 — 223+ x4 + 2205 =4
(%) 2x1 + 629 — 4x3 + 224 + a5 = 10 .
1+ 3x2 — 23 + 324 + 625 = 12
Un’eliminazione di Gauss su (A | b) necessita di scambi di righe:

13 =2 1 2 | 4 13 -2 1 2 | 4
(A | b)=[2 6 -4 2 5 | 10| 2=E0E=ED g 5 o 01 | 2]
13 -1 3 6 | 12 00 1 2 4| 8
13 2 1 2 | 4
— P o0 1 24| 8|=U | d
00 0 01 2
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(*) & equivalente al sistema che ha (U | d) come matrice aumentata, ossia

1 +3x2 — 223+ x4+ 225 =4
(%) T3+ 2x4 +4x5 =8 .
Is =2

Che i due sistemi siano equivalenti poteva essere intuibile: lo scambio di righe fatto nell’eliminazione
di Gauss su (A | b) corrisponde allo scambio di posizione di due equazioni, e le altre oper-
azioni fatte sulle righe di (A | 1) corrispondono, come abbiamo gia detto negli esempi prece-
denti, a moltiplicazioni di un’ equazione del sistema per un numero non nullo e alla somma di
un’equazione del sistema con un’altra moltiplicata per un numero non nullo.

Poiche d & libera, (**) ha soluzioni.

Poiche U ha esattamente due colonne libere (la 2¢ e la 4%), (xx) ha co? soluzioni.

Nella sostituzione all’indietro, si scelgono come parametri le variabili corrispondenti
alle colonne libere di U

Quindi, poiche le colonne libere di U sono la 2% e la 4%, si pone

To =h e T4 =k

e con la sostituzione all’indietro si ottiene
5 = 2,
8 = x3+ 2x4 + 45 = x3 + 2k + 8 per cui x3 = —2k,
4=u214+3x0— 203+ x4+ 205 =21 +3h—2x (—2k) + k+4 =21+ 3h+ 5k + 4 per cui
Tr1 = —3h — 5k.
—3h — 5k

h
Dungque l'insieme delle soluzioni di (x) & —2k |h,k e C

k

2
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ESERCIZIO TIPO 3

Risolvere il sistema lineare Az = b dove

3 -3 9 6 6
A=11 -1 7 4 e b=14
1 -1 3 2 2

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

3 -3 9 6 | 6 B B 1
(A | b)=|1 -1 7 4| 4 E31(—1)E21(-1)E1(3)
1 -1 3 2 | 2
1 -1 3 2 | 2 Ea(L) 1 -1 3 2 | 2
—-10 0 4 2 | 2 2 0 0 1 % | % =(U | d).
0 0 00 ] O 0 0 0 0 | O

Il sistema Az = b ¢ equivalente al sistema Uz = d che ¢ una forma compatta per

TG —To+3r3+2x4 =2
(*) 1 _1
T3+ 574 =3
Poiche d ¢ libera, Uz = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere, Uz = d ha 0o? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e 1la 4%) e
con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xgzh
x4:k
1 1 1 1
x3=—§x4+§=—§k+§
1 1 1 1
xl=x2—3x3—2x4+2=h—3(—§/€+5)—2k—|—2=h—§/€—|—§

L’insieme delle soluzioni del sistema Uz = d ( e quindi I'insieme delle soluzioni del sistema
Ar=1b)e
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ESERCIZIO TIPO 4

1 a—1 0
Siano A(a) = (1) N 1_ i o | wma matrice 4 x 3 ad elementi complessi e b(a) =
—a—i —a?-1 0
a—1
a?+1 4 . - oo L
% € C*. Per ogni « € C si dica se il sistema A(a)z = b(«) ammette soluzioni, e quante.
0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 a—1 0 | a—i
0 1 0 a?+1 Ea1 (a+i) Bz (—1)
(a@ | wen=| F Lt L] Y (et
—a—i —a?-1 0 | 0
1 a=i 0 | a-—i
0 1 0 | a®t1)|
“lo 0 a+i | a+i =(Bla) | ca)).
0 0 0 | a2+1
1 -2 0 | —2
) . . o 1 0| 0.
O P —_ _ —_— =
17 CASO a = —i (B(—i) | c(—9)) (0 0 0| 0 ¢ una forma
0 0 0| 0
ridotta di Gauss per (A(—i) | b(—i)), quindi A(—i)z = b(—1i) & equivalente a B(—i)z = ¢(—1)

che & una forma compatta per
xr1 — ZiJCQ = -2
(*) { i) =0

Poiche ¢(—i) ¢ libera, B(—i)z = ¢(—4) ammette soluzioni.
Poiché B(—i) ha esattamente una colonna libera, B(—i)z = ¢(—i) ha oo soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(—i) (la 3%) e
con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xgzh
$2:O
$1=2i$2—2i=—2i

L’insieme delle soluzioni del sistema B(—i)z = ¢(—i) ( e quindi I'insieme delle soluzioni del
sistema A(—i)x = b(—1i) ) &
—2i
0 |lheC
h

o i



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI 59

1 a=i 0 | a—i
o 1 0 | a2+l B
(Ble) | ele))= 0 0 a+i | a+i
0 0 0 | a2+1
1 a=i 0 | a—1i 1 a—=i 0 | a-—i
0 1 0 a?+1 Ba(55) 0 1 0 o +1
0 0 0 | a?2+1 0 0 0 | a—i
10010
5 . . . 0101 0], . .
o =1 (C@) | d@)) = 00 1 | 1 ¢ una forma ridotta di
000 1] 0

Gauss per (A(i) | b(2)), quindi A(i)z = b(4) ¢ equivalente a C(i)z = d(i) che & una forma
compatta per

xrp = 0
(*) Ty =
I3 1

Poiche d(i) ¢ libera, C(i)x = d(i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C'(i) sono dominanti, C(i)z = d(i) ammette un’unica soluzione.
L’unica soluzione di C'(i)z = d(i) ( e quindi di A(i)z =b(i) ) &

0
v=10
1
1 a=i 0 | a—1i
2 E 1
agli=i) (Cl)l dap= |0 5 YLt BE
0 0 0] a—i
1 a—17 0 | a—1
2
8 (1) (1) i “ 1+1 = (D(a)| e(@))eunaformaridottadi Gauss per (A(a) | b(a)).
0o 0 o0 | 1

Poiche e(«) ¢ dominante, D(a)z = e(a) (e quindi di A(a)z = b(a) ) non ammette soluzioni.
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LEZIONE 8

Inverse destre, sinistre e bilatere

Def. 1. Si dice che una matrice A, m x n, ha un’inversa destra se esiste una matrice R,
n X m, tale che AR = I,,,. In tal caso R si dice una inversa destra di A.

Def. 2. Si dice che una matrice A, m x n, ha un’inversa sinistra se esiste una matrice L,
n X m, tale che LA = I,,. In tal caso L si dice una inversa sinistra di A.

Esempio 1. Siano
11 -1 -5
1 2 -1 1 0 -1
A:(O 0 1), B= 8(1) , C= 1 3 eD_(01 1).

Da AB = I, = AC segue che sia B che C sono inverse destre di A.

Da AB = I, = DB segue che sia A che D sono inverse sinistre di B.

Eempio 2. La matrice (;) non ha un’inversa destra: per ogni scalare a e § si ha

(e (5 £)es

Tra le matrici considerate nell’Esempio 1, B e C' non hanno un’inversa destra, mentre A e D
non hanno un’inversa sinistra.

Criterio per l’esistenza di una inversa destra e sua costruzione

Sia A una matrice m X n e sia k il numero di righe non nulle di una forma ridotta di Gauss
U per A (quindi k & anche il numero delle colonne dominanti di U).

Vogliamo provare che A ha un’inversa destra R se e solo se k=m, inoltre se k = m
vogliamo costruire R.

(1) Supponiamo che A abbia un’inversa destra R e proviamo che allora k = m.

Procediamo per assurdo, supponendo che esista R ma che k # m.

Essendo sempre k < m, allora da k # m si deduce k < m. Quindi 'ultima riga di U ¢ nulla.
Per il N.B. della Lezione 6 esiste una matrice non singolare F tale che FA =U.

Allora

F = FI, = F(AR) = (FAR = UR.
1 I
FA=T
Facendo il prodotto UR a blocchi come nel caso (2) della Lezione 4, dal fatto che I'ultima
riga di U e nulla otteniamo che anche I'ultima riga di UR, e quindi l'ultima riga di F’, ¢ nulla.
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Poiche F & non singolare esiste F~! tale che FF~! = I,,. Di nuovo, facendo il prodotto a
blocchi FF~1, dal fatto che F' ha I'ultima riga nulla si deduce che anche 1'ultima riga di FF~1,
ossia l'ultima riga di I,,,, € nulla.

Questa contraddizione deriva dall’aver supposto k # m. Dunque si ha (1).

(2) Supponiamo che k = m e costruiamo una matrice R tale che AR = I,,,.

Sia (A | I, ) la matrice m x (n + m) che si ottiene affiancando ad A la matrice identica
I,=(e; e ... e,).- (A | I,) sichiama matrice pluriaumentata del sistema. Sia
(U | dy dy ... d,,)unasua forma ridotta di Gauss. Per il N.B. della Lezione 6 esiste una

matrice non singolare F tale che

F(A | Im):(U | dl d2 dm)-

Poiche
k = numero delle righe non nulle di U,

dall’ipotesi & = m segue che tutte le righe di U sono non nulle, quindi tutte le colonne d,, ds,. ..
d,, sono libere. Pertanto tutti i sistemi

Uﬁzdm izla"'ama

hanno soluzione.

Per ognii=1,...,m sia ¢; una soluzione di Uz = d;, (ossia Uc; = d;) e si ponga

(U | & d, d,)=F(A | & e €)=
=(FA | Fe; Fey, ... Fe,)
si ottiene che per ogni i = 1,...,m si ha che

e (U | d;) ¢ una forma ridotta di Gauss per (A | ¢;).

Quindi per ogni ¢ = 1,...,m il sistema Uz = d, & equivalente al sistema Az = ¢,. Dunque,
poiche ¢, & soluzione di Uz = d;, ¢; & anche soluzione di Az = ¢;:

Ac, =e

) =1

i=1,...,m.

Facendo il prodotto a blocchi
AR=A(c; ¢ . cp)=(Acy Ay ... Ag,)=(ea € - &y)=In,

ossia R ¢ una inversa destra di A.
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Esempio 3. Si considerino le matrici A, B, C e D dell’Esempio 1.

Sia per A che per D si ha m = 2 = k, quindi, come gia sapevamo avendo osservato che
AB = I, = DB, sia A che D hanno un’inversa destra.

Sia per B che per C'si ham =3 e k <2 < 3 (infatti k = 2), quindi m # k e sia B che C non
hanno un’inversa destra.

Criterio per D’esistenza di una inversa sinistra e sua costruzione

Sia A una matrice m X n e sia k il numero di righe non nulle di una forma ridotta di Gauss
U per A (quindi k & anche il numero delle colonne dominanti di U).

Vogliamo provare che A ha un’inversa sinistra L se e solo se k=n, inoltre se £k = n
vogliamo costruire L.

Abbiamo bisogno di un risultato che proveremo pii avanti:

Lemma. Il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss per A” & uguale a

Osserviamo che LA = I,, se e solo se
TrT T _ 4T
dunque L ¢ un’inversa sinistra di A se e solo se LT & un’inversa destra di A”.

Poiche¢ A & m x n, allora AT & n x m, ed AT ha un’inversa destra se e solo se il numero
delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss per A7 & k. Per il Lemma che abbiamo
menzionato il numero delle righe non nulle per una forma ridotta di Gauss per A7 ¢ uguale a
k (cio¢ al numero delle righe non nulle per una forma ridotta di Gauss per A), quindi A ha
un’inversa sinistra se e solo se k = n.

Se k = n, per costruire una inversa sinistra L di A si procede quindi nel seguente modo:
— si pone B = AT

— si costruisce una inversa destra R di B seguendo il metodo illustrato nel paragrafo precedente
(applicato a B),

— si pone L = RT.

Esempio 4. Si considerino le matrici A, B, C e D degli Esempi 1 e 3.
Sia per A che per D si ha k =2 # 3 = n, quindi sia A che D non hanno un’inversa sinistra.

Sia per B che per C' si ha k = 2 = n, quindi sia B che C' hanno un’inversa sinistra.

Proposizione. Se A, m X n, ha sia un’inversa destra R che un’inversa sinistra L, allora
R=1L.

Dimostrazione.

R = LR

— |l

LA=1,



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI 63

Dalla precedente Proposizione segue che se una matrice A ha un’inversa (bilatera), allora
tale inversa € unica.

Inoltre dalla precedente Proposizione, e segue che:

Corollario. Se A, m X n, ha sia un’inversa destra R che un’inversa sinistra L, allora:

—m =n (ossia A & quadrata),

— A & non singolareed A~ = R = L.

Dimostrazione. Sia k il numero di righe non nulle di una forma ridotta di Gauss per A.

Poiche esiste R tale che AR = I,,, allora per si ha che kK = m.

Poiche esiste L tale che LA = I,,, allora per si ha che k = n.
Dunque m =ne AR=1,, = LA.
Dalla Proposizione precedente si ha che R = L, quindi AR = I,,, = RA.

Dunque A & non singolare ed A~ = R = L.

Nella Lezione 2 abbiamo visto anche che il prodotto di due matrici non singolari € una
matrice non singolare, e la sua inversa ¢ il prodotto delle inverse dei fattori in ordine
scambiato (cio¢ (AB)~! = B~1A4A71)

Proprieta delle matrici non singolari.

Sia A una matrice non singolare. Allora:

(1) A~! & non singolare e (A~1)~1 = 4;

(2) AT e A sono non singolari, inoltre (AT)~t = (A™HT e (AH)~1 = (4A71)H,
Dimostrazione. Per definizione di A~! si ha che AA™! =T = A" A, e quindi (1).

Per provare (2) ricordiamo che la trasposta (risp. la H-trasposta) di un prodotto ¢ il prodotto
delle trasposte (risp. le H-trasposte) in ordine scambiato. Quindi

AT(A_l)T _ (A_lA)T _ IT — ] = IT _ (AA_l)T _ (A_l)TAT,

ed analogamente A7 (A=N)H =T = (A=1)H AH,
Inverse (bilatere)

Da e segue che una matrice A ha un’inversa (bilatera) se e solo se A ¢ n x n e il
numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss per A & uguale ad n.

Se A & una matrice n X n per cui il numero delle righe non nulle di una forma ridotta di Gauss
¢ n, allora una forma ridotta di Gauss U per A ha tutte le colonne dominanti. Quindi la forma
di Gauss-Jordan per A ¢ U = I,,. Per il N.B. della Lezione 6 esiste una matrice non singolare F’
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tale che
F(A | In)=F(A | ¢ e ... g)=

:(U | dy dy ... dn):

=Un | 4 dy ... d,).
Seguendo il procedimento illustrato in , si ottiene che ogni inversa destra di A ¢ del tipo
R=(¢ ¢ ... ¢,),dovem =n e ¢soluzione del sistema Uz = d;, ossia U¢; = d; per
ogni i =1,...,n. Poiche in questo caso U = I,,, allora si ha

d; =Uc; = In¢; = ¢;,
per ogni i = 1,...,n. Dunque esiste un’unica inversa destra R di A:
R:(dl dy ... dn)’

e poiche un’inversa di A & in particolare un’inversa destra di A, allora A ha un’unica inversa A~!
ed e
-1 _
A =(dy dy .. dy).

Inverse di matrici 2 x 2

Cominciamo con il fare la seguente osservazione: sia A ua matrice m X n,

se A ha un’inversa destra R ed esiste una matrice B tale che BA=0, allora B=0O.
Infatti:
B = BI, = B(AR) = (BA)R=0R =0.

Si faccia molta attenzione a non confondere questo fatto con la la legge di cancellazione per il
prodotto, che, come abbiamo gia detto nelle prime lezioni, per il prodotto di matrici NON vale.

. a b
Sia ora A = (c d

(% D)5 L) (4 D))

—se ad — bc # 0 allora A & non singolare e

1 d b
ATt = ;
ad—bc(—c a)’

d

—C

> # O una matrice 2 x 2. Poiche

si ottiene

sead—bc:O,postoB:( _ab> si ha che BA = Q.

Se fosse A non singolare, in particolare A avrebbe un’inversa destra R, quindi dall’osservazione
fatta all’inizio del paragrafo seguirebbe che B = Q.

Ma A = (i 2) # O implica che anche B = (_dc _ab> # O, dunque A non ha un’inversa.
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ESERCIZIO TIPO 5

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) (3)> .

Un’inversa destra di A & una matrice 3 x 2 R taleche se R=(¢; | ¢ ), allora

¢, ¢ soluzione di (1) Az =¢, = (é) e

¢y € soluzione di (2) Az = ¢, = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

2 10 1] 10 B (~1)Ei(3) 1 3 0| 3 0
(A|12)—(103|01> (o—%3|—§1_’
B (-2) 1 & 0 | 5 0Y_
(0 1 —6 | 1 -2 —(U | by Qz)-

(1) & equivalente a (1’) Uz = b, che & una forma compatta per

1 1
$1+§$2 =3
$2—6$3=1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’'unica colonna libera di U (la 3%) e
con la sostituzione all’indietro otteniamo

xgzh
To =6x3+1=06h-+1
1 1 1 1
= —— - = —— 1 =
T 572 T 5 2(6h+ )+2 3h

L’insieme delle soluzioni di (1) &

—3h
6h+1]|heC
h

(2) & equivalente a (2') Uz = b, che & una forma compatta per

x1—|—%x2 =0
$2—6$3=—2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’'unica colonna libera di U (la 3%) e
con la sostituzione all’indietro otteniamo
Tr3 = k
$2=6$3—2=6k—2
1

1
7= —gmy = 3 (6k—2) = ~3k+1
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L’insieme delle soluzioni di (2) ¢

—3k+1
6k—2 | |keC
k

—-3h -3k+1
Per ogni h,k € C, R(h,k)= [ 6h+1 6k—2 | ¢ un’inversa destra di A.
h k
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ESERCIZIO TIPO 6

a 1 «
a 1 1|, doveaeC.
0 2 1

Per quegli o € C per cui A(a) & non singolare, si calcoli A(a)~?L.

a1l a | 1 0 0\ E(-a)B(d) ‘a;é():A(O) non ha inversa
(Al@) | L)=|a 1 1 ] 01 0
021 1] 001
1+ 1 | L 00 . 1L 1 | L 00
—-10 0 1—-a | -1 1 0 23 o2 1 | 0 01]—
02 1 | 0 01 00 1—a | -1 1 0
Bx(}) 1 % 1 | i 0 0\ Ey ‘oz;él:A(l)nonhainversa
—— 0 1 4 | 0 0 3
00 1-a | -1 1 0
1+ 1] 1L 0 0 Faa(_d)
-0 1 % | 01 (1) 1 A
0 0 1 | -1 1= 0
O 0 0 -
Eis(—1
—-({0 1 0 | 2(11—a) _2(11—a) % R
1 1
0 0 1 | —1= = 0
1 1 1
1 20| 099 —1a O ra(od)
N 0 1 | 1 _ 1 1 12075
2(1—a) 2(1—a) 2
1 1
001 ] -7 1% O
100 | mae saite) —oa
-0 1 0 | 2(11—a) _2(11—a) 3 =(Iz | Ale)™)
001 ] - = 0

1 —2a+1 -1+«

Se|a ¢ {0,1} Ala)™t = m o' —a all — a)

—2a 2 0
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ESERCITAZIONTI* 2

Si risolva il sistema lineare Az = b dove

3 6 3 -3 9
3 6 3 —6 6
A= 1 2 1 0 b= 4
1 2 1 -1 3

Si risolva il sistema lineare A(«a)z = b(«) dipendente dal parametro reale o dove

2 2 2 2
|1 a+1l a+1 o a—+1
Ala) = 1 « a e ba) = a
0 2 200 a?+1

SiaAz (515 ;) Si calcoli A™1.

a+2i «

.. | € non singolare. Per tali «v, trovare
a+2i 1 > & ’

Dire per quali @ € C la matrice A(a) = (
Pinversa di A(a).

1 a+2 a+3
Sia A(a) = | -1 0 -1 dove o« € R. Per quegli @ € R per cui A(«) & non
1 0 a+4
singolare, si calcoli A(a)™L.

@ Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = ( 1. ! 1) .

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A= | 7 1
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Svolgimento ESERCITAZIONTI* 2

Si risolva il sistema lineare Az = b dove

3 6 3 -3 9
3 6 3 —6 6
A= 1 2 1 0 b= 4
1 2 1 -1 3

Troviamo una forma ridotta di Gauss per la matrice aumentata del sistema.

363 -3 ] 9
3 6 3 -6 | 6 E41(=1)E31(—1)E21(=3)E1(5)
(AT )=17 51 o | 4
121 -1 | 3
121 -1 | 3
- 000 -3 | -3 E32(—1)E2(—3)
000 1 | 1
000 0 | 0
121 -1 | 3
000 1 | 1
“looo o | o= 14
000 0 | O

Il sistema Az = b ¢ equivalente al sistema Uz = d che ¢ una forma compatta per

1+ 2004+ x3—714 =3
(*) { X4 =1

Poiche d ¢ libera, Uz = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere, Uz = d ha oo? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 3%) e
con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xgzh
xgzk'
x4:1

r1=-200—23+24+3=-2h—k+1+3=-2h—-k+4

L’insieme delle soluzioni del sistema Uz =d (e quindi 'insieme delle soluzioni del sistema
Ar=10) &
—2h—k+4
h
k
1

lh,keC
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Si risolva il sistema lineare A(«a)z = b(«) dipendente dal parametro reale o dove

2 2 2 2

1 a+1 a+1 o a—+1
Ala) = 1 « a e bla) = a

0 2 200 a?+1

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

2 2« 2 | 20
E31(—1)E21(—1)E1 (%
(A(Oz) | Q(OZ)): i Oz(—:l Ozl—l ‘| a;—l 31(=1)E21(=1)E1(35)
0 2 200 | a?+1
1 « 1 | a
_ 0 1 « | 1 E42(-2)
00 a-11] 0
02 20 | a®+1
1 « 1 | !
00 Wi | o |-B@ | ca)
00 0 | a2-1

¢ una forma ridotta di

OV

1

19 CASO a=1 (B1) | 1) = 8

0 0

Gauss per (A(1) | b(1)), quindi A(1)z = b(1) & equivalente a B(1)x = ¢(1) che & una forma
compatta per

1| 1
1| 1
0] 0
0] 0

T+ zot+23 =1
o T D

Poiche ¢(1) ¢ libera, B(1)z = ¢(1) ammette soluzioni.
Poiche B(1) ha esattamente una colonna libera, B(1)z = ¢(1) ha co! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(1) (la 3%) e
con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xgzh
Tg=-—-r3+1=—-h+1
$1=—$2—$3+1:—(—h+1)—h+1:0

L’insieme delle soluzioni del sistema B(1)z = ¢(1) ( e quindi l'insieme delle soluzioni del
sistema A(1)xz =0(1) ) &
0
—h+1]|heC
h

a1
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1 « 1 | !
o1 a | 1 Ey(51)
(B(a) | Q(a))_ 0 0 OZ—1| 0 -
00 0 | a®-1
1 a 1 | !
fo1t a1 Eu(si)
00 1] o0
00 0 | a2—1
1 a 1 | !
0 1 « 1
~10 0 T o | =@l do)
00 0 | atl
1 -1 1 | -1
5 o 1 -1 | 1],
a=-1  (CCD | A1) =g o | | g | ¢ foma
0 0 0 | 0

ridotta di Gauss per (A(—1) | b(-1)), quindi A(-1)z
d(—1) che & una forma compatta per

b(—1) & equivalente a C(—1)z =

r1 — T + X3 =-1
(%) ro—x3 =1
T3 =0

Poiche d(—1) & libera, C(—1)z = d(—1) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C'(—1) sono dominanti, C(—1)z = d(—1) ammette un’unica
soluzione. Con la sostituzione all’indietro da () otteniamo

$3:O
To=x3+1=1

$1=$2—$3—1=1—1=O

L’unica soluzione di C'(—1)z =d(—1) ( e quindi di A(-1)z =b(-1) ) e
0

v=11
0

2° Sottocaso a¢{1,-1}

1 a 1 | !
(01 a | 1 Ea(z47)
00 0 | a+l
1 a1l | «
01 o | 11 _
00 0 | 1
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¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(«)). Poiche e¢(a) & dominante, D(a)z = e(«) (e
quindi di A(a)z = b(a) ) non ammette soluzioni.

SiaAz (515 ;) Si calcoli A~1.

Ricordando che

si ha: )
-1 _ 1 —1
A _3—i(—1 3
Poiche
1 1 X3—i 3+ 3+1 3+ 3+,1
= = = = = — 71—
3—1 3—1 3—1 (3—14)(3+1) 9 — 42 10 10 10’
allora,
1 —1
3 1
ATl = (= +i)
10 10 1 3
a+2i «

> € non singolare. Per tali «, trovare

Dire per quali @ € C la matrice A(a) = (a HPT

Pinversa di A(a).

Ricordando che (i b) € non singolare se e solo se ad — bc # 0 ed in tal caso si ha

d
a b\ 1 1 d —b
¢ d Cad—bc\-c a )’

allora A(«) & non singolare se e solo se

(o + 2i)i — o+ 20) = (a + 20)(i — @) £ 0,

ossia se e solo se a ¢ {—2i,1}, ed in tal caso si ha:

Afa) ™! = m (—az—% “f”) |
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1 a+2 a+3
Sia A(a) = | -1 0 -1 dove o« € R. Per quegli @ € R per cui A(«) & non
1 0 a+4
singolare, si calcoli A(a)™L.
1 a+2 a+3 | 1 0 0
(A(@) | L)=| -1 -1 | 010 B U @)
1 a+d | 0 0 1
1 a4+2 a+3 | 1 0 0 ‘ a # —2: A(—2) non ha inv. ‘ Es2(a+2)Ea(2is)
-0 a+2 a+2 | 1 1 0
0 —a—2 1 | -1 0 1
1 a+2 a+3 | 1 0 0 ‘a;é—B:A(—I&) non ha inv.‘ B3 (is)
-0 1 1 | & % 0
0 0 a+3 | 0 1 1
1 a+2 a+3 | 1 0 0
~lo 1 1 | 2 &5 o Baa(-1)
0 0 1 | 0 ;ﬁ E%
1 a+2 a+3 | 1 0 0
0 1 0 | L e — i Ei3(—a=-3)
- at2  (@t2)(at3) a3 | ——————
0 0 1 | 0 = =5
1 a+2 0 | 1 ~1 -1 -
1 1 1 Eia(—a—2
-0 1 0| 35 woes o3 E
0 0 11 0 ;ﬁ E%
Loo 0
- (0 L0 =iz (a+2)1(a+3) a3 | = | A
0 0 1 0 = =5
Se|a ¢ {-2,-3}
0 —(a+4)(a+2) —(a+2)
1
Ala) ! = a+3 1 —(a+2)

 (a+2)(a+3)

0 a+ 2 a—+ 2
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@ Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (_11 i 1) .

Un’inversa destra di A & una matrice 3 x 2 R taleche se R=(¢; | ¢ ), allora

¢; € soluzione di (1) Az =¢; = (é) e

¢y € soluzione di (2) Az = ¢, = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(1 i1 | 10\ Ba (1 i 1 [ 10
(A|IQ)_(—i1i|01> (002i|i1>_’

B(-%) (1 i 1 | 1 0Y_

(1) & equivalente a (1’) Uz = by che & una forma compatta per

T+ iz +x3 =1
r3 = %
Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’'unica colonna libera di U (la 2¢) e
con la sostituzione all’indietro otteniamo

xgzh
1
$3—2

1 1
xl:—i:cg—x3+1:—ih—§—|—1:—ih+§

L’insieme delle soluzioni di (1)

(2) & equivalente a (2") Uz = b, che & una forma compatta per

{x1+ix2—|—x3 =0
i
T3 =3

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’'unica colonna libera di U (la 2¢) e
con la sostituzione all’indietro otteniamo

xgzk'
7
r3 = ——=
2
T1 = —iTy — T3 = —tk + =
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L’insieme delle soluzioni di (2) ¢

—ik+ %
k. |k e C
-4
—ih+3%  —ik+%
Per ogni h,k € C, R(h, k) = h k ¢ un’inversa destra di A.
1 _ i
2 2
1 —
Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = | 7 1
1 1

Sia B = AT = (_lz i 1) Per Desercizio precedente, 'insieme delle inverse destre di B é:

—ih+%  —ik+1
R(h, k) = h k |h, ke C
1 _i
2 2

Allora I’insieme delle inverse sinistre di A &:

—ih+35  h
L(h,k) = R(h, k)T = , |h, ke C
—ik+i k-

N[ =

IS
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LEZIONE 9

Spazi vettoriali reali e complessi.

Sia K € {R, C}.

Def. 1. Uno spazio vettoriale su K & un insieme non vuoto V' tale che siano definite due
operazioni

VxV "0V e KxV ——V
che verifichino le seguenti condizioni:

per ogni u, v,w € V (gli elementi di V' si chiamano vettori, e vengono indicati con lettere
sottolineate in carattere corsivo minuscolo),

e per ogni o, f € K (gli elementi di K si chiamano scalari e vengono indicati con lettere
dell’alfabeto greco oppure dell’alfabeto latino, scritte pure loro in carattere corsivo minuscolo,
ma non sottolineate) si ha

inoltre esiste un (unico) elemento di V' che viene indicato con il simbolo 0 (e viene chiamato
zero di V o I’elemento neutro di V) tale che

(7): v+0=2v (per ogni v € V),

ed anche per ogni v € V esiste un (unico) elemento w € V' tale che v +w = 0. Il vettore w si
chiama 'opposto del vettore v e si indica con il simbolo —v. Dunque

(8) :  per ogniv €V esiste —v eV tale che v+ (—v) =0.

Se K =R allora V si dice uno spazio vettoriale reale;

se K = C allora V si dice uno spazio vettoriale complesso.

L’operazione + si chiama addizione tra gli elementi di V, ed associa ad ogni coppia di
vettori (v, u) la loro somma v + u.

L’operazione * si chiama moltiplicazione degli elementi di V per gli scalari, ed associa
ad ogni coppia (o, u), ove a & uno scalare e v ¢ un vettore, il prodotto av.

Esempio 1.  L’insieme M,,,(R) con loperazione di addizione definita nella Lezione 2
e l'operazione di moltiplicazione per gli elementi di R definita nella Lezione 1 & uno spazio
vettoriale su R.

Analogamente, I'insieme M,,,(C) con loperazione di addizione definita nella Lezione 2 e
I'operazione di moltiplicazione per gli elementi di C definita nella Lezione 1 & uno spazio vettoriale
su C.
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In particolare 'insieme R"™ dei vettori colonna con n componenti reali e I'insieme R,, dei
vettori riga con n componenti reali sono spazi vettoriali su R; 'insieme C™ dei vettori colonna
con n componenti complesse e 'insieme C,, dei vettori riga con n componenti complesse sono
spazi vettoriali su C.

N.B.

e Se w € V verifica la condizione
(¥) vtw=2v per ogni v €V,

ossia se w ha le stesse funzioni di 0, allora w = 0 (in altre parole esiste un unico elemento neutro in V).

Infatti:
w = w+0 = 04w = 0.
T T T
() conv=w @) (+) conv =0
e Siawe V. Se z € V verifica la condizione
(%) v+z=0,
ossia se z ha le stesse funzioni di —v, allora z = —v (in altre parole ogni vettore v ha un unico opposto).
Infatti:
z = z+0 zt@@+(-v) = @+u+(-v) =
T T T T
=@+2)+(-») = 0+(-» = (W+0 = -u
T T T
(+2) @ @)
Proposizione.
(i) Ou =0 per ogni v € V;
(ii) (—a)v = —(aw) per ogni v € V ed ogni a € K;
(iii) 0 = 0 per ogni @ € K.
Dimostrazione. Per dimostrare (7): da
Ov (0+0)v O0v + Ow

?
®

Typeset by ApMS-TEX
Typosot by AVS-TEX
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segue
0 = 0u+(-0y) = Ou+0u+(-0p) = Ov+0 = 0v
1 i T
(8) (7)
Per dimostrare (i¢): poiche si ha
0 = 0 = (a+(-a)z = av+(-aly,
I I T
()] la+(-a)=0in K| (5)
allora per 'unicita dell’opposto di aw si ha (—a)v = —aw, ossia (7).
Per dimostrare (ii): da
a0 = «a0+0) = a0+a0
1 i
segue
0 a0+ (—a0) = a0+ a0+ (—a0) al0+0 a0.

—~
~
—~
H
~
—~
~—
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LEZIONE 10
Sottospazi di spazi vettoriali.

Sia V' uno spazio vettoriale su K, K € {R,C}.

Def. 1. Siano vy,v,, ..., v,, € V. Un vettore v € V si dice una combinazione lineare
dei vettori v;,v,, ..., v,, €V, se esistono a1, g, ..., a, € K tali che

V=010 + aoly + ...+ apl,.

Gli scalari «y, a, ..., @, si chiamano i coefficienti (o pesi) della combinazione lineare.
5
Esempio 1. In V = R* il vettore v = —28 ¢ una combinazione lineare dei vettori
3
1 1 0
1 0 0 C s
Ql = 0 ) 22 = 0 ) 23 = 2 ) pOIChe
0 1 0
1 1 0 5
1 0 0 2
2u; + 3uy —4dug =2 0 +3 0 —4 s | = 5| =2
0 1 0 3

I coefficienti della combinazione sono 2,3 e —4.

Def. 2. Un sottoinsieme non vuoto W di V si dice un sottospazio (vettoriale) di V (e
si scrive W < V) se sono verificate le seguenti due condizioni:

(a): w;+w, €W perogniw,w, €W,
b): aweW perogniweW edogniackK.

Si noti che se W & un sottospazio di V, allora 0 €W.

Infatti:
— si fissi w € W (esiste almeno un w € W poiche per ipotesi W non & vuoto),

— poiche W & un sottospazio, per (b) si ha che aw € W per ogni « € K. In particolare
prendendo « = 0 si ottiene Ow € W.
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— per il punto (i) della Proposizione della Lezione 9 si ha che Ow = 0, essendo w € W C V.
Dunque 0 € W.

Esempio 2. Per ogni spazio vettoriale V', {0} & un sottospazio di V, poich¢ 0+0 =10 e
a0 = 0 per ogni a € K (punto (iii) della Proposizione della Lezione 9).

Def. 4. {0} si chiama il sottospazio nullo di V.

Def. 5. Una matrice quadrata A = [a;], n X n, si dice triangolare superiore (risp.
triangolare inferiore ) se a;; = 0 per ¢ > j (risp. ¢ < j). Una matrice quadrata si dice
unitriangolare superiore (risp. unitriangolare inferiore ) se ¢ triangolare superiore (risp.
inferiore) ed inoltre ha tutti gli elementi diagonali uguali ad 1.

Esempio 3. Sia V = M, (C), e siano

Wi l'insieme delle matrici complesse n x n diagonali,

Wy l'insieme delle matrici complesse n X n triangolari superiori,
Ws l'insieme delle matrici complesse n X n triangolari inferiori,
W, P’insieme delle matrici complesse n x n simmetriche.

Allora Wy, W, W5 e W, sono sottospazi di V.

Esempio 4. Sia V = M, (C), e siano

Z l'insieme delle matrici complesse n X n unitriangolari superiori,
Z5 l'insieme delle matrici complesse n x n unitriangolari inferiori,
Z3 I’insieme delle matrici complesse n X n hermitiane,

Z, P'insieme delle matrici complesse n X n antihermitiane.

Allora nessuno tra 21, Z5, Z3 e Z4 € un sottospazio di V.

a
Esempio 5. W = {| a | |a,b € R} ¢ un sottospazio di V = R3. Infatti:
b

(1) per ogni a by, az, ba € R esistono ag, by € R tali che

a1 a2 as
aiq + as = as
by ) b3

(si prende as = a; + ag e bg = by + by);
(2) per ogni a, b, € R esistono a1,b; € R tali che
a aiq

ala ]| =1 a1

b b1
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(si prende a1 = aa e by = ab).

Proposizione. Un sottoinsieme non vuoto W di V & un sottospazio di V se e solo se e
verificata la seguente condizione:

(%) 1wy + agws € W per ogni wy,wy € W ed ogni ag, an € K.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che W sia un sottospazio di V (ossia che siano
verificate le condizioni (a) e (b)) e proviamo che allora vale ().

Siano wy,wy, € W ed a1,z € K. Per (b), da w; € W ed ay € K segue che aqw, € W, ed
analogamente da w, € W ed as € K segue che asw, € W.

Per (a) da ayw; € W ed asw, € W segue che anche ayw; + asw, € W, ossia ().

Supponiamo ora che W sia un sottoinsieme non vuoto di V' che verifichi la condizione (x), e
proviamo che allora W & un sottospazio di V, ossia che sono verificate entrambe le condizioni

(a) e (b).

Siano w, e wy, € W. Applicando () con a3 = g =1 si ottiene
wy twy = 1wy + 1w, € W,
ossia (a).
Se poi w € W ed « € K, applicando (x) con w; = w, a1 = « ed s = 0 si ottiene (b).
Si osservi che la condizione (*) & equivalente alla condizione
(#%) oqw, + agwy + ...+ ayw, € W per ogni wy,...,w, € W,aq,...,a, € K,

poiche () & (xx) con n = 2, e (xx) si ottiene da (x) iterandola.
(#%) si esprime dicendo che combinazioni lineari di elementi di W sono elementi di W. Dunque:

Un sottoinsieme non vuoto W di uno spazio vettoriale V & un sottospazio di V
se e solo se ogni combinazione lineare di elementi di W & un elemento di W.

Si dice anche che W & chiuso alle combinazioni lineari di suoi elementi.

In particolare, se S € un sottoinsieme di V, 'insieme delle combinazioni lineari di
elementi di S & un sottospazio vettoriale di V.

Def. 6 Se S € un sottoinsieme di V', I'insieme delle combinazioni lineari di elementi di S si
chiama lo spazio generato da S, e si indica con il simbolo (S).

I sottospazi fondamentali di una matrice ‘

Sia A una matrice m X n reale (risp. complessa).
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Siano a4, ..., qa, le colonne di A (quindi ciascun a,, per ¢ = 1,...,n, & un vettore colonna con
m componenti).

Siano rT,... 7T le righe di A (quindi ciascun r’, per i = 1,...,m, & un vettore riga con n
componenti, e dunque ciascun r; & un vettore colonna con n componenti).

(1) L’insieme delle combinazioni lineari delle colonne di A ¢ un sottospazio di R™ (risp. di
C™). Esso si chiama lo spazio delle colonne di A e si indica con il simbolo C(A). Dunque

C(A) ={a1a, + agay + ...+ ana,|ag, a2, ...,a, € R (risp. C)}.

(2) L’insieme delle combinazioni lineari dei vettori colonna r;, i = 1, ..., m, che si ottengono
trasponendo le righe di A, ¢ un sottospazio di R™ (risp. di C™). Esso si chiama lo spazio delle
righe di A e si indica con il simbolo R(A). Dunque

R(A) = {airy + aory + ...+ anrylor, o, .. ;an € R (1isp. C)}.

(3) Un sistema lineare Az = b in cui b = 0 si chiama un sistema lineare omogeneo.

L’insieme di tutte le soluzioni del sistema omogeneo Az = 0 (ossia I'insieme di tutti i vettori
colonna con n componenti v tali che Av = 0 € R™) & un sottospazio di R™ (risp. C™). Esso si
chiama lo spazio nullo di A e si indica con il simbolo N(A).

In particolare lo spazio nullo N(A) di una matrice A coincide con lo spazio nullo
N(U) di una sua forma ridotta di Gauss. Infatti se U & una forma ridotta di Gauss di A allora
(U | 0)eéuna forma ridotta di Gauss della matrice (A | 0), per cui, per quanto detto nella
Lezione 7, i due sistemi Az = 0 ed Uz = 0 sono equivalenti.

(4) L’insieme di tutte le soluzioni del sistema omogeneo ATz = 0 (ossia I'insieme di tutti i
vettori colonna con m componenti w tali che ATw =0 € R™) & un sottospazio di R™ (risp. C™).
Esso ¢ lo spazio nullo della trasposta di A, N(A7T), e si chiama lo spazio nullo sinistro di A.
Poiche

(w"A)" =ATw=0

se e solose w A = 0, allora lo spazio nullo sinistro di A coincide con 'insieme dei vettori w € R™
(risp. C™) tali che wT A = 0.
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10
Esempio 6. Sia (2 O) . Allora si ha:
1 3

0 «
+0810||a,BeR} ={ 20 |, B € R},
3 a+ 30

3

—2h
$2) ER3|x1+2x2+x3=O=3x3}={( h ) |h € R}.

(
(

N(AT>:{(%)6R3I($ 0 5) (22)2(8%:
|
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LEZIONE 11

Insiemi di generatori. Insiemi linearmente indipendenti e insiemi linearmente
dipendenti.

Sia V' uno spazio vettoriale su K (K € {R,C}).

Def. 1. Un sottoinsieme S = {v;,vs,...,0,} di elementi di V si dice un insieme di
generatori di V se lo spazio vettoriale generato da S coincide con V' (in simboli (S) = V).
Quindi S € un insieme di generatori di V' se ogni elemento di V' & una combinazione lineare di
elementi di S, ossia se per ogni v € V esistono ay, asg, ..., a, € K tali che

V=010 + aoly + ...+ apl,.

Esempio 1. Siano eq,es,...,€, le colonne della matrice identica I,,. L’insieme S =
{e1,€9,...,€,} & un insieme di generatori di R™ (risp. C™) come spazio vettoriale su R (risp. C).
a
az
Infatti un generico elemento di R™ (risp. C™) & del tipo . | cona,as,...,a, €R (risp. C),
Gn,
e per ogni ay, as, . ..,a, € R (risp. C) si ha:
aq 1 0 0
as 0 1 0
. = a1 . + ag . +...+ap . = Q1€ + a2€5 + ...+ ap€,.
an 0 0 1
Analogamente I'insieme {el,el’,... eI} & un insieme di generatori di R,, (risp. C,,) come

spazio vettoriale su R (risp. C).

Esempio 2. Siano V =R%*ed S = {v; = (é) Uy = (?)} S & un insieme di generatori

di V. Per dimostrarlo, ricordando che un generico elemento v ¢ del tipo v = , per opportuni

a
b
a,b € R, ci chiediamo se dati comunque a,b € R esistano oy ed as € R tali che

a\ . 1 0\ aq
(5)-s-omsommen(3) 1 (2) - ()

Poiche prendendo a3 = a e as = b — 2a l'uguaglianza ¢ verificata (ossia «; ed g esistono
qualunque siano a e b reali), allora S & un insieme di generatori di R2.

1 0 3
Esempio 3. SianoV=R3ed S={v; = |2 |,u5=[1]|,u3=(2]}. Snoneun
1 0 3

insieme di generatori di V. Per dimostrarlo, ricordando che un generico elemento v & del tipo
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a

v= | b |, per opportuni a, b, c € R, ci chiediamo se dati comunque a, b, c € R esistano ai, as,
c

ed a3 € R tali che

a 1 0 3 a1 + 3as
b | =v=010; +agvy+azvg=a1 | 2 | +az| 1] +as| 2| =|20+a2+2a3
c 1 0 3 a1 + 3as
5
In particolare a = a1 + 3as = ¢. Quindi un vettore v con a # ¢, ad esempio v = | 0 |, non &
1

combinazione lineare degli elementi di S, per cui S non e un insieme di generatori di V.

Def. 2. Un sottoinsieme finito S = {v;,v,,...,,} di elementi di V si dice linearmente
indipendente (L.I.) se I'unica combinazione lineare nulla di elementi di S ha tutti i coefficienti
uguali a 0, ossia se imponendo la condizione

a10y + aVy + ...+ apy, =0,

con oy, s, ...,a, € K, si deduce che oy = =...=a,, = 0.
Esempio 4. Siano eq,es,...,€, le colonne della matrice identica I,,. L’insieme S =
{e1,€9,...,€,} & un sottoinsieme linearmente indipendente (L.I.) di R™ (risp. C™) come spazio

vettoriale su R (risp. C). Siano infatti ag,as,...,a, € R (risp. C) tali che

1 0 0 a1
0 1 0 Qa2
0=aie; +asey+...+ane, = | o]+ tan | | = :
0 0 1 Qn
Alloraoy =ag =...=a, =0.
Analogamente I'insieme {ef', el ..., el'} & un sottoinsieme L.I. di R,, (risp. C,,) come spazio

vettoriale su R (risp. C).

Esempio 5. L’insieme S dell’Esempio 2 ¢ linearmente indipendente (L.I.): da

0\ o (L N, ™
(0>_Q_a121+a222—al<2>+a2(1>_(2&1—!-(12)

segue o = ag = 0.

Def. 3. Un sottoinsieme finito S = {vy,v,,...,2,} di elementi di V si dice linearmente
dipendente (L.D.) se non ¢ linearmente indipendente, ossia se esistono scalari aq, ag, ..., o,
non tutti nulli tali che

10y + vy + ...+ apy, = 0.



86 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI

Esempio 6. L’insieme S dell’Esempio 3 ¢ linearmente dipendente (L.D.):

3vy —4vy —v3 =0.

Proposizione.
(1) Se S ={v}, allora S ¢ linearmente indipendente (L.I.) se e solo se v # 0.
)

(2) Sottoinsiemi non vuoti di insiemi linearmente indipendendenti (L.I.) sono linearmente

indipendenti (L.I.).

(3) Un sottoinsieme S con almeno due elementi & linearmente dipendente (L.D.) se e solo se
esiste un elemento di S che € combinazione lineare dei rimanenti elementi di S.

Dimostrazione

(1) Provare

(x) S={v} ¢ LI <= uv#0
equivale a provare
(#¥) mnon [S={v} ¢ L.I] <= non v#0,
ossia
(x¢¢) S={v} e LD. <+ wv=0,

per cui proviamo ().

Se S = {v} L.D., allora esiste uno scalare o # 0 tale che av = 0. Moltiplicando ambo i
membri dell'uguaglianza per a1 (che esiste essendo a # 0), si ottiene

1

v=lv=a'av=0a"'0=0.

Viceversa se v = 0, allora 1v = v = 0 & una combinazione lineare nulla degli elementi di .S con
coefficienti non tutti nulli, ossia S ¢ un insieme L.D.

(2) Siano S un insieme L.I. ed Sy un sottoinsieme non vuoto di S. Sia
Q10 + vy + ...t any, =0

una combinazione lineare nulla di elementi di Sy (o; € K per ogni ¢ = 1,...,n). Poiche gli
elementi di Sy sono elementi di S, allora

Q10 + vy + ...+ apy, =0

¢ una combinazione lineare nulla di elementi di S. Poiche S € un insieme L.I., allora a1 = gy =
.= ay, = 0. Dunque Sy e L.I.

(3) Sia S = {vy,vy,...,0,}, n > 2, un insieme L.D.

Allora esistono aq, a, ..., a, non tutti nulli tali che

(*) 10 + agvy + ...+ oy, =0.
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Si fissi un «; # 0. Da () si ricava
QU; = =10 — QU9 — ... — Q—10; 1 — Q410541 — - .. — AUy,

1

e quindi, moltiplicando ambo i membri per a; * (che esiste essendo «; # 0)

_ -1 -1 -1 -1 |
V= QU] —Qp QU — e Q Q1 — O QiU — e — O Qi

Quindi esiste v; € S che € combinazione lineare dei rimanenti elementi di S.

Viceversa se v, € S = {v;, 2, ...,v,} € combinazione lineare degli altri elementi di S, allora
esistono 51, ..., 06i_1, Bit1, ..., On € K tali che

v, = P1vg + Bovg + oo+ Bic1v; g+ Bir1vig + .+ Bruy,.
Da ci6 si ricava che
Bivy + Bovg + ...+ Biciv,_ 4 — v, + 61'—4—121'4_1 +...+Bry, =0

¢ una combinazione lineare nulla degli elementi di S con coefficienti non tutti nulli (il coefficiente
di v; &€ —1). Quindi S ¢ un insieme L.D.

Esercizio. Siano V uno spazio vettoriale, S = {v;,v,,...,v,,} un sottoinsieme linearmente
indipendente di V e v € V. Si supponga che S U {v} sia linearmente dipendente. Allora v &
combinazione lineare degli elementi di S (ossia v € (S)).

Svolgimento. Poiche SU{v} = {v;,v,,...,v,,v} &linearmente dipendente, esistono scalari
a1, Qa, ..., 0y, f non tutti nulli tali che

(%) a1V + aVy + ...+ oy, + Bu = 0.

Se fosse # = 0, da (x) seguirebbe a1v; + vy + ...+ a,v,, = 0, e quindi, essendo S linearmente
indipendente, si avrebbe a; = as = ... = a, = 0, mentre non tutti gli scalari ay, as,...,an, 3
sono nulli.
Dunque 3 # 0 ed esiste 57 1.
Da (x) si deduce
v=—F"tawy — B gy — ... — B,

per cui v & combinazione lineare di v;,v,,...,v, (con coefficienti 6; = —3 1y, dy = —3 oo,
~1
o O = —07tay).
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ESERCIZIO TIPO 7

1 2 1

. 0 1 1
Sla’no Ql = 3 ) 22 = 4 ) 23 = 1
-1 0 1

Si dica se S = {v;,vs,v3} C R* & linearmente dipendente o linearmente indipendente.

Siano «, 3,0 € R tali che

1 2 1 at+26+48
3 o 1 1] B+36
() O=awn+fuy oy =af 4 |01, 1 +0] Sa+45 45
-1 0 1 —a+4d
a+284+95 =0
~ B+06 =0
Allora (%) equivale a (1) S0+ 48+6 —0°
—a+4d =0
(1) & un sistema lineare nelle incognite «, 3, 4.
0
(1) ha sempre la soluzione nulla | 0 | (ossia a =3 =49 =0).
0

Se essa dovesse essere 'unica soluzione di (1) (quindi se (1) avesse un’unica soluzione) allora
S sarebbe L.I., altrimenti, se (1) ha anche una soluzione non nulla (quindi se (1) ha pit di una
soluzione) allora S ¢ L.D.

Cerchiamo allora le soluzioni di (1). Facendo una eliminazione di Gauss sulla sua matrice
aumentata si ottiene

1 210 1 2 1 |0
0 1 1 1] 0 0 1 1 10 .
3 41 1] 0 E41(1)Es1(—3) 0 -2 -2 ] 0
-1 0 1 | 0 0o 2 2 |0
12110
01 1 ] 0
SN =(U 0
E42(—2)E32(2) 000 | 0 ( | _)
00 0] O
N . N Ja+28+8 =0
Dunque (1) ¢ equivalente ad (1) { B+ =0
Scegliendo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna non dominante di U
0=nh
(la 3%), con la sostituzione all’indietro si ottiene { 3= —d = —h
a=-20-6=-2(—h)—h=h
h
Il sistema (1) ha oo soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme —h ||heR

h
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Prendendo ad esempio h =1siottitnea=d=1e3=—-1ev; —v,+2v3 =0.

Quindi {vy,v,,v5} & linearmente dipendente.

ESERCIZIO TIPO 8

Si provi che le colonne dominanti di una matrice in forma ridotta di Gauss diversa dalla
matrice nulla sono linearmente indipendenti.

Sia U # O una matrice m x n in forma ridotta di Gauss. Siano u; ,u;,, ...,

dominanti. Ciascuna di esse € un vettore colonna con m componenti, inoltre

u;, le sue colonne

1 *
0 1
0 0
u, =|0 ¢ la prima colonna di I, uj, ¢ del tipo | O
0 0
0 0
0 0

......... uj, , edeltipo | 1| «—k—2

0
0
0
*
*
*
uj, , ¢ del tipo | x uj, ¢ del tipo | *
1] «k-1 *

0 1] «—k
0 0

Siano ag, ag, ..., ak_9, ak_1, @k, degli scalari tali che

(o) aiu; +aguy, +.. .+ agou;, , + a1y, +agy; = 0.
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Allora
0 1 *
0 1
0

0 0

Ol=a1 |0l +as | O +...4+aro |l 1| +tar_1]| x| +ar] x| =

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 ag | — k
0 0 0 0 0 0 O

Quindi o = 0. Sostituendo oy = 0 in (e) si ricava

(00) onuy, +oaguy, +.. .+ ow—ouy, , +apa1y, =0
Allora
0 1
0 0 1
0 0 0
Ol=a1 |0 +ax ] O +...4ar9o| 1| 4+ar1]| *x]|= * .
0 0 0 1 ap—1 | — k-1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Quindi anche a1 = 0. Sostituendo aj_1 =0 in (ee) si ricava
(e00) i, +oou;, +.o+ak—ou;, = 0.
Allora
1 *
0 0 1 *
0 0 0
O)l=a1 |0l +as | O | +...4ar2]1 = | Qp_9 — k—-2.
0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Quindi aj_o = 0. Cosi procedendo si ottiene che ap = ap_1 = ar_2 = ... = ay = a1 = 0, ossia
le colonne dominanti di U, u; ,u;,,...,u;,, sono linearmente indipendenti.
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ESERCIZIO TIPO 9

Si provi che le righe non nulle di una matrice in forma ridotta di Gauss diversa dalla matrice

nulla sono linearmente indipendenti.

Sia U # O una matrice m x n in forma ridotta di Gauss. Siano rT,rl ..

non nulle. Ciascuna di esse € un vettore riga con n componenti, inoltre

rT & del tipo

J1
i
(0 0 1 = * *)
rl & del tipo
Jo
i
0 0 1 = *)
...,rF & del tipo
Jk
i
O oo vl 01 k)
Siano a1, as, ..., ak—_1, ok, degli scalari tali che

(o) airt +aorl +.. .+ aprf =0".

Allora .
J1 J2 Jk
! ! !
a ( 0 1 = * %)+
_|_
=(0 ... 0 a1 * ... & ... ... ... %)

.,r1 le sue righe

¢ il vettore riga nullo (con n componenti). Quindi a; = 0 e sostiuendo a; = 0 in(e) si ottiene

(o0) ozzfg + ...+ akff =07.

Allora



92 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI

J2 Jk

! !
az(0 ... .. o0 0 001w Lo ) F
_|_
+ar (0 ... ... L. .. L. .01 o x )=
=(0 ... A | L * )

¢ il vettore riga nullo (con n componenti). Quindi as = 0 e sostiuendo az = 0 in (ee) si ottiene

(e00) ozgzg—k...—kasz:QT.

Cosi procedendo si ottiene che a3 = as = ag =... = ar_1 = ag = 0, ossia le righe non nulle
diU, ¥, 0L . z{, sono linearmente indipendenti.

ESERCIZIO TIPO 10

1 2 1 0 0
(1) Siproviche Si={v; =1 ],05=12],03=10|,04={ 1 J,us=(0]}eun
0 1 -1 1
insieme di generatori di R3.
1 3 1 2 4
2)SiaSy={w; =|1]|,wo=[3]),w3=(0],wy=11],ws=1]3]} Sidicase
0 0 1 1 1

Sy & un insieme di generatori di R3.

a

(1) Per provare che S & un insieme di generatori di R3 occorre provare che per ogni | b | € R?
c
esistono ay, as, ag, ay, as € R tali che
a
b | = a1v; + aovy + a3vs + vy + asvs =
c
1 2 1 0 0 a1 + 2as + ag
= |1 +ax|2])4+a3| 0| +ay 1 +a5| 0| =1 a1 +2as+ ay
0 0 1 -1 1 a3 — 4 + a5

ossia che il sistema lineare
a1 +2as+ a3 =a
(%) a1+ 209+ a4 =0
a3 — 0y +as5=c

nelle incognite a, as, a3, aig, a5 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.
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Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

121 0 0| a 12 1 0 0] a

120 1 0| b|]——s[00 -1 1 0] b—a]—

001 —1 1 | Ex(=) \o 0 1 -1 1| ¢
121 0 0 | a

—— (o001 10| a-b |=( | 4)

B2(=DE:(=D) \p 0 0 0 1 | c¢c+b—a

Poiche d; ¢ libera qualunque siano a, b, ¢ € R, allora () ha soluzione qualunque siano a,b, ¢ € R,
per cui S ¢ un insieme di generatori di R3.

(2) Per sapere se So ¢ 0 meno un insieme di generatori di R® dobbiamo verificare se per ogni

a
b | € R? esistano o meno aq, aa, a3, g, a5 € R tali che

c
a
b | = crwy + aow,y + azws + quwy + asws =
c
1 3 1 2 4 a1 + 3as + a3z + 2a4 + 4as
= |1l +ax|3)|4+a3| 0| +as| 1l ] +as5]| 3| = a1 + 3as + a4 + 3as
0 0 1 1 1 as + ag + as

ossia se il sistema lineare

a1+ 3as + as 4+ 2a4 +4as = a
(%) ay +3as +as+3as5 =05
a3+ oy +as=c
nelle incognite a, as, a3, g, 5 abbia o meno soluzione per ogni a, b, c € R.

Se () avesse soluzione per ogni a,b, c € R allora Sy sarebbe un insieme di generatori di R3,
in caso contrario (ossia se esistono a, b, ¢ € R per cui (*) non ha soluzione) no.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

13124 | a 13 1 2 4 | a
13013 ]| b|]——s|00 -1 -1 -1 | b—al|-—
00111 ] ¢/ D00 1 1 1 | ¢

1 31 2 4 | a
— {0011 1] a-b |=(U | dy)
B2(=DE2(=1) \o0 0 0 0 0 | c+b—a

Poiche esistono a, b, ¢ € R per cui dy ¢ dominante (ad esempio si prendanoa =b=0ec = 1),
allora Sy non ¢ un insieme di generatori di R?
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(in altre parole: poiche esistono dei vettori di R® che NON si possono esprimere come
0

combinazione lineare degli elementi di S2, ad esempio il vettore | 0 |, allora So NON e un
1

insieme di generatori di R?).
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LEZIONE 12

Lemma della scrematura.
Sia V' uno spazio vettoriale su K (K € {R,C}).

Proposizione. Supponiamo che S = {v;,v,,...,v,} sia un insieme di generatori di V' e
che v; € S sia combinazione lineare dei rimanenti elementi di S.

Allora S = S\ {v,;} & ancora un insieme di generatori di V.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che ogni v € V & combinazione lineare degli elementi
o
di S _{215225"'721'—1)21’—&-1)"'7211}5 ossia che

per ogni v € V esistono y1,72, - - -, Vi—1, Vit1s - - -» Vo € K tali che
V=YY + Y2V + oo Vo1V F Vit1¥ip1 - Yy,

Sia dunque v € V. Poiche S = {vy,v,,...,v,} € un insieme di generatori di V,

esistono ag, as,...,a, € K tali che
(*) v=0a1v; +avy + ...+ anu,.
N N . . C o
Poiche v; ¢ combinazione lineare degli elementi di S = {vy,..., v, 1,9 1,---,0,}

esistono f1,...,06;_1,Bit1,. .., 00 € K tali che
(**) v, =B+ o+ Bicv; g+ ﬁi+12¢+1 +... 4+ By,

Sostituendo (xx) in (*) si ottiene:

V=090t o1, +ai(6121 +.. ~+ﬁi—12i_1 +ﬁi+12i+1 T+ +6n2n) +ai+12i+1 +...tany, =
= (a1 + aif)yy + .o+ (i1 F@ifio1)v; g + (i1 + @iBip1)vpq + o+ (@n + @ifn)y,.

Quindi basta prendere v; = o + o35 per ogni j # 1.

Lemma della scrematura. SianoV # {0} ed S = {vy,v,,...,v, } un insieme di generatori
di V. Allora esiste un sottoinsieme Sy contenuto in S che ¢ sia linearmente indipendente, sia un
insieme di generatori di V.

Dimostrazione. Sia
g - S\ {0} se 0e€S
te S se 0¢S

Typeset by ApS-TEX
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Poiche V # {0} e V = (S) allora S; # 0.

Per ogni v € S si ha 0 = Qv, ossia 0 € combinazione lineare degli elementi di S, quindi per la
Proposizione precedente si ha (S7) = (S).

Sia S = {w;,wy,...,w,,} (m=n—1se0€ S, m=nse0¢S9).

Si ponga:
Al = {wl}a
e si noti che essendo w; # 0 si ha che A; & linearmente indipendente (L.I.);
Ay se Ay U{w,} ¢ linearmente dipendente (L.D.)
Ap =
Ay U{w,} se  A;U{w,} ¢ linearmente indipendente (L.I.)
As se A;U{ws} ¢ L.D.
Az =

Az U {ws} se A U{ws} e L.I
Cosi procedendo, per ogni 1 < k < m, con si ponga

Ap_q se Ap_1U {wk} ¢ L.D.
Ay =
Ap_1 U {wk} se Ap_1U {wk} ¢ L.I.

Per costruzione ciascun Ay, ¢ L.I., in particolare A,, ¢ L.I.

Vogliamo provare che A, ¢ anche un insieme di generatori di V', per cui si pud prendere
So = Ap,.

Cominciamo con il provare che per ogni k si ha:
() (Ar) = (A1 U{w}).

19 caso: se A1 U{w,} & L.D.
Allora per definizione di Ay si ha Ay = Ax_1. Poiche A,_1 e L.I., applicando I’esercizio in
fondo alla Lezione 11 si ottiene che w;, € (Ax—1). Quindi per la Proposizione di questa lezione

(Ak-1) = (Ag)
1

?

(A1 U {wy})

20 caso: se Ag_1 U{w,} ¢ L.I.
Allora per definizione di Ay, si ha Ay = Ap_1 U {w;}. Quindi anche

(Ar) = (Ap—1 U {wy })-

Questo completa la dimostrazione di ().
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Applichiamo ora ripetutamente (x):

(Apm) = (Am—1 U{w,,}) (applicando (*) con k = m)
(Am—1 U{w,, }) = (Am—2 U{w,, 1,0, })  (applicando (*) con k =m — 1)
(Am—2 U{w,, 1wy }) = (Am—s U{w,, 5, w1, w,}) (applicando (*) con k =m —2)

fino ad arrivare a

(A U{ws, ..., w,, }) = (A1 U{w,y, w,, ..., w,,}) (applicando (*) con k = 2).

Dunque:
(Am) = (Am-1 U{w,,}) = (Am—2 U{w, 1, w,}) = - ..

s = <A1 U {ﬂz; : "vwm—lawm}> = <w1;ﬂ2; .- '?wm—l5wm> = <Sl> = <S> =V

ossia Sp = A,, € un insieme di generatori di V', ed & linearmente indipendente.

Def. 1. Un sottoinsieme di elementi di V' che sia
— sia un insieme di generatori di V,
— sia linearmente indipendente,

si chiama una base di V.

Esempio 1. L’insieme {e;,...,¢e,} che ha come elementi le colonne della matrice identica
I,, & sia una base di R", spazio vettoriale su R, che una base di C", spazio vettoriale su C (si
vedano gli esempi 1 e 4 della Lezione 11).

Analogamente I'insieme {el,el’... eI} & una base di R,, (risp. C,,) come spazio vettoriale
su R (risp. C).

Il Lemma della scrematura prova che ogni insieme di generatori di V contiene una
base di V.

Esempio 2. Si trovi una base B di R? contenuta nell’insieme di generatori di R?

ot (D 0 (o () = (- (1
s () (= (2o (2) - ()1

Ay ={w, = (i>}

Ay U{w,y} = {w;,wy} & un insieme L.D. (perche 5w; — w, = 0), allora Az = 41 = {w; }.
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Ay U{ws} = {w;,w;} & un insieme L.D. (perché 3w; —ws; = 0), allora Az = Ay = A1 = {w, }.

Az U{w,} = {w;,w,} & un insieme L.I., perche

Q:aﬂ1+ﬁﬂ4:a(}>+ﬁ(?>=(ai6> = a=p0=0.

Allora Ay = A3 U{w,} = {w;,w,}.
Ay U{ws} = {w;, wy, w5} ¢ un insieme L.D. (perche 3w, — w, — w5 = 0), allora A5 = Ay =
{wlawzl}'

B = As = {w;,w,} ¢ una base di R? contenuta in S.
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ESERCIZIO TIPO 11

Si consideri il seguente insieme di generatori di R3:

1 2 1 0 0
S=qu=|1]),0m=(2]|,u35=(0]),04=10],05= 1 =10
0 1 0 -1 1

Si trovi una base di R? contenuta in S.

Applichiamo il “Lemma della scrematura”.

— Poicheé 0 € S, poniamo §; = S\ {0}, ossia

1 2 1
Si=quwy=v=|1],w=v=(2 ]|, wg=uv3=|0|,wy=vs=| 1 |,ws=05=
0 0 1 -1
N.B. Se fosse stato 0 ¢ S avremmo preso S =S e w, = v, per ogni i = 1,...,5.

- A ={w}.

— Poiche w, = 2w,, allora A; U {w,} = {w;,w,} & linearmente dipendente (L.D.), quindi
A = Ay = {w;}.

- Ay U{ws} = {w;, w5} & linearmente indipendente (L.I.):

1 1 a+p
O=aw; +Pws=a| 1] +8|0]= « = a=p0=0.
0 1 8

Quindi A = Az U {ws} = {w;, ws}.

- Az U{w,} ={w,,w;,w,} ¢ linearmente dipendente (L.D.):

O=oaw, +Pws+owa=a |1l |+8[(0|+0] 1 |=|a+ = (x){ a+d=0
0 1 -1 8—9 B—-6=0

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (*) si ottiene:

L1010 L1 0 10 11 0
10 1 [ 0)]——f0 -1 1 | 0)]————(01 -1 ]0
01 -1 | 0o P20 \o 1 -1 | 0) Pet0ED \g g 0

1

soluzioni, in particolare una soluzione

a+pB=0
B—6=0 che ha oo

per cui (x) & equivalente a ()’ {

non nulla.

o
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Quindi A4 = Az = {w;, ws}.

- Ay U{ws} = {w;, ws,ws} & linearmente indipendente (L.I.):

1 1 0 a+p
O=aw, +Pws+oéws=a |1 ]| +6[0]+5|[0]|= Q = a=p=6=0.
0 1 1 B+

Quindi As = Ag U{ws} = {w,, w3, ws}.

Dunque R?® = (S) = (w;,ws,ws) e poiche {w;,ws, ws} ¢ linearmente indipendente, allora
Wy, Wq, W } & una base di R contenuta in S.
1> W3, Wy
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ESERCITAZIONI* 3

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

—4 4 2

(1) v =|-2),0=16]55=1|-1 J
—2 2 1
1 1 0
(2) wy=|(-1],w,=10],wg= |4
1 2 0

Sia V' uno spazio vettoriale reale (risp. complesso) e sia S = {v;,v,, 15} un sottoinsieme
linearmente indipendente di V.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' e linearmente indipendente:

(1) Sl:{Q2+anﬂl+ﬂsaﬁl+ﬂ2+23}a
(2) S2={vy —2u3,v1 +v,v5 + 203}

Sia W Tl’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche.

(a) Si provi che W ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale delle matrici 2 X 2 reali.

(b)SiaB:{&:((l) 8),32:((1) é),BB:(g ?)}

Si provi che B & una base di W.
(¢) Sia

ot )3 Do Dm0 D)

Si provi che § € un insieme di generatori di W.

(d) Si trovi una base di W contenuta in S.

i —2i 1+ 1
[4]SiaS=Sv,=(i]|,oo= 20 |,us=(1-i|,wy=(1-2i|3. SidicaseSe
i —2i i 0

un insieme di generatori di C3.
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Svolgimento ESERCITAZIONTI* 3

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R® & linearmente indipendente:

—4 4 2

(1) Ql = _2 322 = 6 523 = _1 )
—2 2 1
1 1 0
(2) wy=|-1]),wy=(0],wg=1]4
1 2 0

(1) 1l problema & stabilire se gli unici numeri reali a1, as, ag per cui a1v; +agvy+agvs =0
siano a1 = ag = ag = 0, oppure no. Poiche, dati oy, as, az € R, si ha

—4 4 2 —4oq + 4o + 203
Q10 + vy +azvs=ar | =2 | +az| 6 | +asz| -1 ] = —201+6a2—0a3 |,
—92 2 1 —2a1 4+ 209 4 a3
0
allora o1 v; + vy +azvg =0= | 0 | se e solo se
0

—4aq + 4as +2a3 =0
(*) —20&1 + 60&2 — 3 = 0
—2a1 + 200 + a3 =0

1l problema diventa quindi stabilire se il sistema (x) (nelle incognite a1, s, ag) abbia un’unica

0
soluzione (e quindi la soluzione nulla | 0 |), oppure no.
0
44 2 |0
La matrice aumentata di (x) &: | =2 6 -1 | 0
2.2 1 |0

Facendo un’eliminazione di Gauss si ottiene:

44 2 |0 B 1 -1 —1/2 | 0
26 —1 | 0 Fs1 252 @) B~ 0 4 -2 | o0f-—
22 1 | o0 00 0 |0
1 -1 —1/2 | 0
1
2E o 1 c12 [ o)== | 0
0

Poiche non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (*) ha oo soluzioni. In particolare
(%) ha una soluzione non nulla, e quindi {v;, v,,v3} ¢ linearmente dipendente (ad esempio,
poiche (k) & equivalente a

{(11—()[2—%01320

(12—%0&320
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prendendo a3 = 1 con la sostituzione all’indietro si ottiene as = % ed oy = ozﬂ—%ozg = %4—% =1,

1

ossia | 2 | & una soluzione non nulla di () e v; + 2v, + v3 = 0 & una combinazione lineare

1
nulla di vy, v, v4 con coefficienti non tutti nulli).

0 1 1 0 a1 + o
(2) 0] =a1w; +avwy+asws=ar1 | =1 | +as| 0| +as| 4] =] —a1+4as
0 1 2 0 a1 + 2as

a1 +as =0
= (%) —a1 +4a3 =0
a1+ 200 =0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (%) si ottiene:

Lo oy L (1100
1.0 4 1] 0 2 = 01 4] 0]—
1 20 | 0 01010
11 0 |0 ) 110 0

Balh) (g 1 4 | o 2CF 014 0|l=(U | 0.
00 —4 | 0 00110

Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora () ha come unica soluzione la soluzione
0
nulla | 0 |, ossia
0

oWy Foow, +asws =0 = oy =az=a3=0.

Quindi {w,, w,, w5} ¢ linearmente indipendente.
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Sia V' uno spazio vettoriale reale (risp. complesso) e sia S = {v;, v,,v3} un sottoinsieme
linearmente indipendente di V.
Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' e linearmente indipendente:
(1) 81 ={vy +uv3,v1 + 3,0 + 0y + s},
(2) S2={vy —2v3,0; + vy, 0, + 203}

(1)
920(22 +23)+5(21 +23)+5(21 + vy +23): (ﬂ—|—5)g1—|—(a—|—5)g2—|—(a—|—ﬁ—|—6)g3
B+d=0
= (%) a+d=0
1 a+pB+6=0

poiche S ¢ L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (%) si ottiene:

01 1 |0 . 1010 o) 1010
1 011 0 12 01 1 | 0 2 01 1| 0
1110 11110 01010
Eaa(—1) 10 1 | 0 (1) 101 | 0
2 01 1 | 0 2 01 1] 0]=(U | 0)
00 -1 | 0 001 ] 0
0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, 'unica soluzione di (x) ¢ | 0 |, quindi &; ¢
0
linearmente indipendente.
(2)
0= afyy —2u3) + By +1,) +6(uy +203) = (a+ By + (B + 8)uy + (—2a + 20)uy
a+6=0
= (%) B+4d6=0
! —20+20=0
poiche S ¢ L.I.
Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di () si ottiene:
1 10| 0 Ea(2) 110 ] 0 Esa(—2)
0 1 1] 0 2 01 1 ] 0 =
-2 0 2 | 0 022 1] 0
1 1.0 | 0
—-10 1 1 | 0]=(U | 0).
0001 O
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Poiché U ha una colonna non dominante, (%) ha oo soluzioni, in particolare () ha una soluzione
non nulla, quindi S; ¢ linearmente dipendente.

Sia W Tl’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche.

(a) Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali.

(b)SiaB:{Blz(é 8),32:((1) é),BB:(g ?)}

Si provi che B & una base di W.
(¢) Sia

1 2 2 3 11 10 0 1
s-{a-(a0)e-(8)e-(ia)a-(0 D) e-(1 1)}
Si provi che § € un insieme di generatori di W.

(d) Si trovi una base di W contenuta in S.

(@) W={Aec MR)A=AT}= {(Z i’) la,b,c € R}

(i) ABEW = A+BeW

AeW = A€ My(R)
= A+ B € My(R)
BeW = B e M3R)
= A+BecW
AeW = A=AT
= (A+B)T=AT+BT=A+B
BeW = B=pBT

(1) aeR,AecW = adeWw

AeW = A e Mz(R) = ad € M3(R)

= aAdeW
AeW = A=AT = (aA)T = aAT = aA

Si osservi che sostituendo M3(R) con M, (R) si ottiene una dimostrazione del fatto che
linsieme delle matrici n x n reali simmetriche ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale M, (R)
delle matrici n x n reali su R.
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“ b).PoiChé
b ¢

(Z i):a(é 8>+b((1) (1)>+c(8 (1)>=0,Bl+bBQ+CBg,

allora B = {Bj, B2, B3} ¢ un insieme di generatori di W.
Poiche

(b) Per ogni A € W esistono a, b, c € R tali che A = (

(Z g>=aBl—|—ng+cBg=@=(8 8) = a=b=c=0,

allora B ¢ linearmente indipendente.

(¢) Per provare che § ¢ un insieme di generatori di W occorre provare che per ogni A € W
esistono a1, a9, as, a4, as € R tali che

A=a1C1 + asCy + a3C3 + asCy + a5Cs.

Poiche per ogni A € W esistono a, b, c € R tali che A = (Z i), il problema diventa provare

che per ogni a, b, ¢ € R esistono aq, as, as, ag, as € R tali che

a by _ (1 2}, 2 08), (1 1), (10}, 01\
boe) "% \2 0)7T*\3 0)7™\1 0) " ™\0o 1)1 1)

a1+ 2a0 + a3 +as 201 + 3as + az + as
2011 4+ 3as + as + as a4+ as )

Equivalentemente, occorre provare che per ogni a,b,¢c € R il sistema (nelle incognite
a1, G2, 3, (g, 045)
a1+ 2+ az+as=a
(%) 2a1 +3as + a3+ a5 =10
as+ a5 =c

ha soluzione.

12110 | a 5 1 1 0| a
23101 | o] (o 1 1 21| p2q]| 20
00011 ¢ 00 0 1 1| ¢
1211 0 | a

o112 21| Sbtul=w | @

0001 1 | e

Poiche d non ¢ dominante per ogni a,b,c € R, allora () ha soluzione per ogni a,b,c € R,
e quindi S € un insieme di generatori di W.

Typeset by ApS-TEX
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Infatti (%) & equivalente a

ay +2a2+agtag = a
(%) astaz+2as—as = —-b+2a
ag4 + a5 = c

Se, ad esempio, in (**) si prende as = a5 = 0, con la sostituzione all’indietro si ottiene

a3 =0
a5=0
oy = —a5+c=c

ag = —ag —2a4 + a5 —b+2a=—-2c—b+ 2a
a1 =—2as—az—ag+a=-2(—2c—b+2a)—c+a=3c+2b—3a

e quindi

(Z lc)) = (3c+2b—3a)C1 + (—2c¢ — b+ 2a)Cs + cCy4.

(d) 1° MODO.
Nella dimostrazione di (c) si & visto che

(Z i) = (3c+2b—3a)C1 + (=2¢ = b+ 2a)Cs + cCy,

quindi che il sottoinsieme {C7,C2,C4} di S & un insieme di generatori di W. Dunque, per il
Lemma della scrematura, {C1, C2, C4} contiene una base di W. Poiche in (b) si & visto che B ¢
una base di W, allora

dim W = ( numero degli elementi di B ) = 3.
Ogni base di W ha dunque 3 elementi, in particolare una base di W contenuta in {C4, Ca, Cy}

deve avere 3 elementi. Poiche {Cy, C3, C4} ha esattamente 3 elementi, si ottiene che {C1, Cq, Cy}
¢ una base di W contenuta in S.

20 MODO.
S =5\{0}=5
A ={C1}

Ay U{Cs} = {C1,C3} & un insieme L.I. poiche

a1C1+a0Co =0 — a1 =ay=0.

Typeset by ApS-TEX
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Infatti:

00\ B 1 2 2 3\ _
<0 0)—@—041014-04202—041(2 0)+a2(3 0)—

a1 + 2a2 200 + 3as a1 +2a2 =0
= BN
<2a1 + 3az 0 ) () { 201 + 3az = 0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (*) si ottiene:
12 1] 0 Eo1(—2) 1 2 ] 0 Ez(-1) 1 2 | 0\ _ (U |
2 3]0 0 -1 | 0 o1 | o) ‘71

Poiche tutte le colonne di U; sono dominanti, allora (*) ha un’unica soluzione, quindi quella nulla <0>

Dunque oy = ag = 0.

1
~—

Quindi A2 = A1 U {02} = {Cl, Cz}

A2 U {Cg} = {Cl, Cz, Cg} ¢ un insieme L.D.

Infatti:

0 0\ .~ _ 12 2 3 11\
<0 0>—©—Q1C1+a202+a303—041<2 0)+a2<3 0)+a3(1 0)—

_{ a1 t+202+ a3 201+3az+as — (%% a1+ 202 +a3 =0
201 + 32 + a3 0 201 + 32 + a3 =0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (xx) si ottiene:

12110 B21(-2) 1 2 1 ] o0 By(-1) 121 | o\ _
<231|0) <0—1—1|0> (011|0)_(U2|Q)

Poiche Uz ha colonne libere (una: la 3%), allora (#x) ha oo soluzioni, in particolare una soluzione non nulla.

Quindi Ag = A2 = {Cl, 02}
Az U{Cy} = {C1,Ca, Cy} & un insieme L.I

Typeset by .ﬁ/vtS—TEX
Typeset by AMS-TEX
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Infatti:

0 0\ _ . _ L 1 2 2 3 (1 0) _
<0 0)—©—a101+a202+a304—a1<2 0)+a2(3 0>+a3(0 1)—

ar + 200 4+ay =0

:<a1+2a2+a4 2a1+3a2) = (x%=%) 200 +3as =
2a1 + 3as as ! a3 =0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (* * %) si ottiene:

12110 1 2 1 |0 12110

Esq(—2 Eo(—
230 o] —252 (o 1 2 o] 22 o012 0]|=(us | 0
001 1] 0 00 1 | 0 001 1] 0

Poiche tutte le colonne di Us sono dominanti, (* * *) ha un’unica soluzione, quindi solo la soluzione nulla

0
(0). Dunque a1 = a2 = a3 =0.

0

Quindi A4 = A3 U {04} = {Cl, Cy, 04}.

A questo punto si considera 44 U{C5} = {C1,C3, C4, C5}.
Poiche {C1, Cs, Cy, Cs} risulta L.D, allora A5 = Ay = {C4, C3, C4} & una base di W contenuta
inS.
Per vedere che {Cy,Cy, Cy, C5} & L.D. si pud fare i conti, ossia verificare che
a1C1+ asCo+a3Cy +a4Cs =0 — a1 =ay=a3=ag=0.

Ma si pué anche concludere senza fare la verifica che {C1, Cy, Cy, Cs} & L.D: poiche da (b) segue
che dimW = 3 allora {C4, Ca, C4}, in quanto sottoinsieme linearmente indipendente di W con 3
elementi, ¢ una base di W (ed & contenuta in S).

i —2i 1+i 1
[4]sias={u,=|i|,wo=|-2|,u5=[1-i|,uu=[1-2i];. SidicaseSe
i —2i i 0

un insieme di generatori di C3.

a
Il problema ¢ stabilire se per ogni b | € C? esistano o meno ay, aa, a3, oy € C tali che

c
a i —24 1+74 1 iy — 2iag + (1 +d)as + aq
bl =ar1|i|+as| -2 |+as| 1—4 |tas | 1—2i | = [ i1 — 2ica+ (1 —i)az + (1 —28)ay |,
c 7 -2 7 0 i — 2t + 1ag

ossia se per ogni a, b, ¢ € C il sistema (nelle incognite ay, ag, oz, arg)
iy — 2iag + (1+d)as+as=a
(%) iy — 2ice + (1 —i)as + (1 —20)ag = b
i) — 2t +iag = ¢
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abbia o meno soluzione.

i =2 14+i 1 | a , , ,
2 1—i 1-2i | b | —COEEIRED
-2 4 0 | ¢

1 -2 1—i —i | —ia y

~(o 0o -2 -2 | b-a (P50
0 O —1 —1 c—a
1 -2 1—4 —i | —ia

—1l0 0o 1 1 | 2i(b—a) =(U | 4).
0 0 0 0 | c—a+3i(b—a)

Poiche esistono valori di a, b, ¢ € C tali che ¢ — a + %z(b —a) # 0, ossia tali che d sia dominante,
allora S non ¢ un insieme di generatori di C3.

0
Ad esempio prendendoa = b =0 e ¢ = 1si ottieneche | 0 | non si pud esprimere come combinazione
1
0
lineare degli elementi di S, per cui | 0 | ¢ (S) e dunque (S) < C3.
1

Typeset by ApS-TEX
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LEZIONE 13

Teorema del rimpiazzo. Dimensione di uno spazio vettoriale. Caratterizzazioni
delle basi di uno spazio vettoriale.

Teorema del rimpiazzo. (contenuto nel punto (a) del Teorema 14.4 pg.69)
Sia V' # {0} uno spazio vettoriale su K (K € {R,C}).

Siano S un insieme di generatori ed Z un insieme L.I. di elementi di V. Allora 'insieme che
si ottiene rimpiazzando OPPORTUNI elementi di S con gli elementi di Z € ancora un insieme di
generatori di V.

Dimostrazione. Siano § = {vy,v,,...,v,} e T = {w;,w,, ..., w,, }.

Vogliamo provare che esistono v; ,v;,,...,v;, € & tali che

S = (8\{21'1521'2’"'521' })UI:
= (SUI)\{Qivaigv"'inm}

sia ancora un insieme di generatori di V.
1° passaggio

L’insieme &7 che si ottiene da S rimpiazzando UN opportuno elemento di S
con il primo elemento di 7 & ancora un insieme di generatori di V.

Infatti:
w, €V
— esistono aq, as, ..., a, tali che
{vy,v9,..,0,} =8 w; = o1v; + ..+ @,
ins. gen. di V
7T L.I
= {w} LL = wy #0
wy €1 - -
Prop. Lez. 11 Prop. Lez. 11
punto (2) punto (1)
esiste a; 0 = (¥) v =-—a10; 'U— . — 10 W 1) U~ — Qg Y, W

Rimpiazziamo v, con w;, ossia poniamo

St = (S\{w}) U{w} = (SU{w; }) \ {uw;}-
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Allora §; ¢ ancora un insieme di generatori di V. Per provarlo, dobbiamo provare che ogni
elemento z € V e combinazione lineare degli elementi di S .

Sia dunque z € V.
Brvg + ...+ Bnuy,

Z - =
i T
esistono  [(i1,...,0, essendo sostituendo (*) al posto
S={vy,...,v,} ins. digen. di V di v,
1 —1 -1 -1
=01y + o+ Bic1v g+ Bi(—aray v — o — @10y U — Q1 Vg — e — QO U, Wy )

+ Bit12i41 -+ By,

€ una combinazione lineare degli elementi di

{v1s %1, Vg1 0w =81 (dunque 4 = 4).

20 passaggio

L’insieme S che si ottiene da S rimpiazzando DUE opportuni elementi di =~ S
con i primi due elementi di 7 e ancora un insieme di generatori di V.

Innanzitutto costruiamo l'insieme di generatori S; come nel 1Y passaggio.

wy €V esistono
015+ ++50i-1,0,041,...,0n
{U WV, U =St = tali che
ins. gen. di V (0) wy =010y +...+ 81y, 1+
+ow; + 011041 + .. + 002,
T LI
= {w;, w,} L.L
wi, Wy} CT
{wy1o} Prop. Lez. 11
punto (2)

esiste 0; # 0 (altrimenti Jw; —w, =0, una contraddizione con Z L.I)

Rimpiazziamo v; con w,, ossia poniamo
Sz = (Si\ {y;}) U{wy} =

= (S1U{w}) \{y;} =
= ({Qla . 'ayn} U {wlaMQ}) \ {Qiayj}'
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Allora Sy € ancora un insieme di generatori di V. Per provarlo, dobbiamo provare che ogni
elemento z € V e combinazione lineare degli elementi di S,.

Sia dunque z € V.

Innanzitutto osserviamo che essendo §; # 0, esiste Jj_l, e moltiplicando ambo i membri di (o)
er ;! ottieniamo che v, & una combinazione lineare degli elementi di So:
J j

_ -1 s o | |
(%) v; = —515j Vg — oo — 3_15j Vi1 — 5J_,_15j Yjgr — e — 51—153' Vg — 51+15j Vipg — -

= 0n0 = 007wy + 65wy

Poiche &1 = ({vy,...,v,} U{w;}) \ {v;} & un insieme di generatori di V, allora esistono
Viye ooy Yie1yYs Vidly -5 Vn € K tali che

(00) z=mv; + .. FYim1Y g VW F Vi1 g Tt Tl

Sostituendo (x*) al posto di v; al secondo membro di in (ee), otteniamo z come combinazione
lineare degli elementi di Sa.

Dunque Sy ¢ un insieme di generatori di V' (i1 =i e iy = j).
Iterando questo procedimento, al k-esimo passaggio partiamo dall’insieme di generatori di V'

Sk-1= (8\{Qilayiga'"vyik_l})u{wla"-awk—l} =
= (SU{wla"'vwk—l})\{Qilayiga---ayik_l}

ottenuto al k — 1-esimo passaggio, e troviamo un opportuno elemento v; € Sk—1 tale che

Sk = (8 \ {uy,, 24, - Vi1, DUA{wy, . wy g, wy } =

= (SU {wla . "vwk—lawk}) \ {Q’Ll’y’ig’ s 'vyik_layik}

sia ancora un insieme di generatori di V.
Dopo m passaggi il procedimento e concluso, avendo esaurito tutti gli elementi di Z.

Corollario. Se § = {vy,vy,...,0,} ed T = {w,,w,,...,w,,} sono rispettivamente un
insieme di generatori ed un insieme L.I. di V allora m < n (& il punto (a) del Teorema 14.4).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo n < m, ossia che esista w,, ,; € I.

Applicando il teorema del rimpiazzo otteniamo che
§'=(SUfwywy, . w, )\ S = {wy,wy, . w,}

¢ un insieme di generatori di V. Pertanto w,,; € Z ¢ combinazione lineare di {w;, wy,...,w,} C
Z. Dal punto (3) della Proposizione della Lezione 11 si ottiene una contraddizione con il fatto
che 7 ¢ L.I. Dunque m < n.
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Dimensione di uno spazio vettoriale.

Sia V' # {0} uno spazio vettoriale su K (K € {R,C}).

Come applicazione del Corollario della lezione precedente si ottiene questo importante
TEOREMA:

Siano B e B’ due basi di V.
Allora il numero degli elementi di B & uguale
al numero degli elementi di B’

Dimostrazione.

Siano |B| il numero degli elementi di B e |B’| il numero degli elementi di B'.

B basedi V =B ins. gen. di V
= [B]<|B]
B basedi V =B L.IL
= |B| =B
B basedi V =B ins. gen.di V
= [B] < |B]
B basedi V @ =—B L.L

Def. 1. Sia V uno spazio vettoriale (non nullo) che ammette una base B con n elementi.
Allora ogni altra base di V ha n elementi. Si dice che V ha dimensione finita e che n & la
dimensione di V. Si scrive dimV = n.

Se V = {0} si pone dimV = 0.

Esempio 1. La dimensione degli spazi vettoriali R” ed R,, su R ¢ n (in simboli: dimR" =
n =dimR,,). Analogamente la dimensione degli spazi vettoriali C" ed C,, su C & n (in simboli:
dimC" = n =dimC,,).

N.B. Non tutti gli spazi vettoriali hanno dimensione finita.

Si consideri il seguente

Typeset by ApS-TEX
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Esempio 2. Sia
P={f(t)=ao+ait+ast’® +azt’ +... +am_1t" " +amt™|m € N, ag,a1,a2,a3,...,am—1,am € R}

I’insieme dei polinomi a coefficienti reali (ag, a1, a2, as, ..., am—1,am sono i coefficienti del polinomio f(t))
nell’indeterminata t.

Si verifica facilmente che rispetto all’addizione di polinomi definita da:
(ag + a1t + ast? + ...+ am_ 11 + amt™) + (bo + a1t + bat? + ...+ b_1tF 71 + bt*) =
(ap +bo) + (a1 +b1)t + (ag +b2)t2 + ...+ (@m + b )t™ + b1 t™ T+ .+ bpt? se m<k

(ap +bo) + (a1 + b))t + (ag + b2)t? + ...+ (ag + bp)tF + tap1t* 1 + ...+ amt™ se k<m

ed alla moltiplicazione di un polinomio per uno scalare definita da:
alag + art + ast® + .. 4 a1 t™ L+ amt™) = aag + aait + aast® + ...+ am—1t™ " + aamt™

P & uno spazio vettoriale su R.

Vogliamo provare che P non ha dimensione finita. Ricordiamo innanzitutto che il grado di un
polinomio
0+# f(t) =ao+ait+ ast® +astd +... 4+ am_1t™ " +amt™

& quel numero naturale m tale che an, # 0 ed ar = 0 per ogni r > m.
Vogliamo provare che P non possiede un insieme finito di generatori.
Sia {f1(¢),..., fn(t)} un insieme finito di elementi di P.
Siano ki, ko, ..., kn i gradi di f1(t), f2(¢),..., fn(t) rispettivamente.
Sia poi k un numero strettamente maggiore di ciascun k;, ¢ =1,...,n.

Dalle definizioni di somma di due polinomi e di moltiplicazione di un polinomio per uno scalare segue

che ogni combinazione lineare di f1(t), fa(t),. .., fn(t) ha 0 come coefficiente di t*, quindi il polinomio t*
non & combinazione lineare di {f1(¢),..., fn(t)}.
Dunque ogni sottoinsieme finito { f1(¢),. .., fn(t)} di P non pué essere un insieme di generatori di P.

In particolare P non ha dimensione finita (si dice che P ha dimensione infinita).

Proposizione 1. Se W <V (ossia se W & un sottospazio di V) allora dimW <dimV.

Dimostrazione. Siano m =dimW ed n =dimV’.
Siano poi B; una base di W e B una base di V. Dunque B; ha m elementi e B ha n elementi.

Poicheé By € una base di W, allora B; & un insieme L.I. di W. Da ci6 segue, essendo W un
sottospazio di V, che By € un insieme L.I. di V.

Poiche B ¢ una base di V, allora B ¢ un insieme di generatori di V.

Typeset by ApS-TEX
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Applicando il Corollario della Lezione 13 si ottiene m < n.

Def. 2. Un insieme di generatori S di V si dice un insieme di generatori minimale se
nessun suo sottoinsieme proprio € un insieme di generatori di V', ossia se

S ¢ unins. di gen. e

S CS
So e un ins. di gen.

} = &5 =S8.

Def. 3. Un insieme L.I. 7 di V si dice un insieme L.I. massimale se non ¢ contenuto
propriamente in alcun insieme L.I. di V', ossia se

Z eLle

ICIy

Ty L.I.} — To=1.

Proviamo ora due diverse caratterizzazioni delle basi di uno spazio vettoriale.

Proposizione 2. Sia § un insieme di elementi di V.

S eéunabasedi V <= S & un insieme di generatori minimale di V;
S ¢eunabasedi V <= S ¢ uninsieme L.I. massimaledi V.

Dimostrazione.

=—: Siano S una base ed Sy un insieme di generatori di V' contenuto in S.
S base = S insieme di generatori.

Inoltre si ha:

S base = S L.I.}

< =
Sy insieme di generatori = |81 < 150] - So =5

I T
‘ Coroll. questa Lez. ‘

Dunque S ¢ un insieme di generatori minimale di V.

<=: Sia S un insieme di generatori minimale di V. Poiche S ¢ in particolare un insieme di
generatori, per il Lemma della scrematura esiste una base B di V' contenuta in S.

B base = B ins. di gen.
S insieme di generatori minimale = B=S = S base
BCS
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—: Siano S una base ed 7 un insieme L.I. di V che contiene S.
S base — S L.L

Inoltre si ha:

= Iz <|S| = S§=7

!

1
‘ Coroll. questa Lez. ‘

Dunque S ¢ un insieme L.I. massimale di V.

S base = S ins. digen.
7 LL

<=: Siano D un insieme L.I. massimale di V. Si fissi una base B = {v;,...,v,} di V.

Essendo D un insieme L.I. massimale di V si ha
DU{vy;} & L.D. perogni i=1,...,n.
Quindi, dall’esercizio in fondo alla Lezione 11 si ottiene che

v, € (D) perogni i=1,...,n,

e dunque (D) = (DU B) < (B).

Essendo B una base di V, in particolare B & un insieme di generatori di V, per cui (B) = V.
Allora da (D) < (B) =V segue che (D) =V, ossia che D & un insieme di generatori di V. Poiche
D ¢ anche L.I., allora D € una base di V.

Esercizio. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n su K € {R,C} ed S un sottoin-
sieme L.I. di V. Si provi che se S ha n elementi allora § € una base di V.

Svolgimento. Sia 7 un insieme L.I. massimale di V' contenente S.
Per la Proposizione 2, punto , si ha che 7 & una base di V.

Poiche dimV = n per ipotesi, dal Teorema principale di questa Lezione si ha il numero degli
elementi di 7 e n.

Poiche S ¢ contenuto in Z e sia S che Z hanno n elementi, allora S = 7, per cui S € una base
di V.
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LEZIONE 14
Rango di una matrice.

Basi dello spazio delle righe e dello spazio delle colonne di una matrice.

Def. 1. Sia A una matrice m x n. Si chiama rango o caratteristica di A, e si indica con
il simbolo rk(A), la dimensione dello spazio delle colonne C(A) di A.

Proposizione.
Siano U una matrice m xn in forma ridotta di Gauss e k il numero delle sue colonne dominanti.

Siano w;, ,u;,,...,u;, le colonne dominanti di U ed rT rZ . ..rl le sue righe non nulle

(quindi le prime k righe di U: si ricordi, come osservato nella Lezione 6, che il numero delle
colonne dominannti di una matrice in forma ridotta di Gauss ¢ uguale al numero delle sue righe
non nulle).

B = {u;,,u;,,...,u;, } & una base dello spazio delle colonne C'(U) di U.
D ={ry,ry,...,r} € una base dello spazio delle righe R(U) di U.
rk(U)=k.

Dimostrazione.

Per PESERCIZIO TIPO 8 B ¢ L.I, quindi per provare che & una base di C'(U) resta da
provare che B ¢ un insieme di generatori di C'(U).

Provare che B ¢ un insieme di generatori di C'(U) significa provare che ogni elemento di
C(U), ossia ogni combinazione lineare delle colonne di U, & combinazione lineare degli elementi
di B. Poiché combinazioni lineari di combinazioni lineari sono ancora combinazioni lineari, &
sufficiente provare che ogni colonna di U & combinazione lineare degli elementi di B.

Sia dunque u una colonna di U.
Si costruisca la matrice U le cui colonne sono gli elementi di B.

Dunque U & una matrice m x k del tipo:

h
I
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dove e T & una matrice unitriangolare superiore k X k:

1
1 *
T = ,
O 1
1
e O & un blocco nullo (m — k) x k.

La matrice (U | wu) che si ottiene affiancando u ad U &, come U, una matrice in forma
ridotta di Gauss, ed u ¢ una colonna libera. Quindi il sistema lineare (¥) Uz = u, che ha
(U | wu) come matrice aumentata, ha soluzioni.

(3}
(6] ~

Sia ) una soluzione di (x). Allora, suddividendo U in blocchi colonna e facendo il

€75

prodotto a blocchi (come nel caso (3) della Lezione 4), si ottiene:

(e%] a1
~ (D) 9

u=U : = (le Ujy -ov Uy, ) : = ol + Q2l, +.t Al -
Q (893

Quindi u € combinazione lineare degli elementi di B.

Per PESERCIZIO TIPO 9 D ¢ L.I, quindi per provare che ¢ una base di R(U) resta da
provare che D ¢ un insieme di generatori di R(U).

Osserviamo che ogni riga di U sta in D oppure € nulla, in entrambi i casi € quindi una com-
binazione lineare di elementi di D. Quindi, come nella dimostrazione di , poiche combinazioni
lineari di combinazioni lineari di righe di U sono ancora combinazioni lineari di righe di U, questa
osservazione ¢ sufficiente a provare che D & un insieme di generatori di R(U).

Segue da |1 |e dalla definizione di rango di una matrice.

Si pué provare il seguente

Teorema. Siano A e B due matrici tali che esista una matrice non singolare F' per cui si
abbia B = F'A. Allora si ha:

{a;,,a;,,--.,a;,} ¢ una base di C(A) se e solo se {b;,,b;,,...,b; } (Uinsieme delle cor-
rispondenti colonne di B) ¢ una base di C(B).

R(A) = R(B).

Un’applicazione di questo Teorema ci permette di trovare basi di spazi delle colonne e delle
righe di ogni matrice.

Corollario. Siano A una matrice ed U una sua formaridotta di Gauss. Siano u; ,u;,,...,u;,
le colonne dominanti di U ed rT,rZ,... 7T le sue righe non nulle (quindi le prime k righe di U).
Allora:
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L’insieme delle colonne di A corrispondenti alle colonne dominanti di una forma ridotta
di Gauss U di A & una base di C(A).

L’insieme delle righe non nulle di U ¢ una base di R(A).

Dimostrazione. Per la Proposizione di questa Lezione, B = {u; ,u;,,...,u; } ¢ una base

dello spazio delle colonne C(U) di U e D = {ry,ry,...,1;} € una base dello spazio delle righe
R(U) di U.

11 risultato segue quindi da un’applicazione del Teorema, ricordando (si veda un N.B. nella
Lezione 6) che poiche U ¢ una forma ridotta di Gauss per A, esiste una matrice non singolare F’
tale che FA=U.

0 0
10

0 0\ m» (1 0)_
A‘(1 o>—’(o o)‘U’

ed U ¢ una forma ridotta di Gauss per A.

Esempio 1. Sia A = ( > Allora, facendo un’eliminazione di Gauss su A si ottiene

Poicheé 'unica colonna dominante di U ¢ la 1%, cioe (é), allora I’insieme che ha come unico
elemento la 1* colonna di A, ossia {(?)}, ¢ una base di C'(A).

Poiche I'unica riga non nulla di U ¢ la 1%, cioe (1 0), allora 'insieme che ha la trasposta si

tale riga come unico elemento, ossia {(é)}, ¢ una base di R(A).

{(é)}, ossia I'insieme che ha come elemento la 1¢ colonna di U, NON ¢ una base
di C(A).

{(8)}, ossia 'insieme che ha come elemento la trasposta della riga di A corrispon-
dente all’unica riga non nulla di U, NON & una base di R(A).

Proprieta del rango di una matrice.

1. 1k(A)= rk(AT)= 1k(A") per ogni matrice A.

2. Se A e B sono due matrici per cui esiste il prodotto AB, allora
rk(AB) <rk(A),

rk(AB) <rk(B).
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ESERCIZIO TIPO 12

1 0 o 4
. 1 a+2 20+ 2 4
Sia A, = 9 0 02 420 — 4 0?44 , dove aeC.
0 a+2 a?’+a-2 a*+a-—4
Per ogni « € C si dica qual e rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di
R(A,).

1 0 o 4
A — 1 a+2 200+ 2 4 .
* 12 0 a?+4+2a—4 a?+4
0 a+2 a?4a—-2 a?+a—14
1 0 o 4
E31(—2)E21(—1) 0 a+2 a+2 0 - B
0 0 a?—4 a?—4 e
0 a+2 a’+a—-2 a?+a—14
1°CASO a# =2
1 0 o 4
B — 0 a+2 a+2 0 .
* 1o 0 a?—4 a?—4
0 a+2 a’+a—-2 a®+a—14
1 0 o 4
Ep(—a=2)Ex(g7) [ 0 1 1 0 —C
0 0 a®>—4 a?—4 e
0 0 a?—4 a?+a—4
1°Sottocaso | o # —2,2
10 o 4 1 0 o 4
0 1 1 0 Bu(—e®+9)Es(Z7=) (0 1 1 0
Ca = 0 0 a®>—14 a?—4 0 0 1 1 = Da
0 0 a?—4 a’4+a—-4 00 0 «
1°Sotto — sottocaso ‘ a#£-2,20
1 0 o 4 1 0 a 4
01 1 0 BEy(L) 01 1 0} _
Da=1¢ 0 1 1 00 1 1| Ve
0 0 0 « 0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
Tk(AOZ) - 4? DO& - { a ) 1 ) (1 ) 0 }
4 0 1 1
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1 0 o 4
_ 1 a4+ 2 200 + 2 4
Ba ={ 2|’ 0 N a?4+2a—-4 | a?+4 }
0 a4+ 2 a?+a—2 o> +a—4
2°Sotto—sottocaso‘ a=0
1 0 0 4
0 1 1 0
Do=1¢g o 1 1]
0 0 0 O
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 2 2
Tk(AO)_3a DO_{ 0 ’ 1 ’ 1 } BO_{ 9 ’ 0 ’ —4 }
4 0 1 0 2 -2
=2
1 0 2 4 1 0 2 4
[0 1 10 E3(3)Es4 01 1 0| _
=100 0 0 000 1]
0 0 0 2 0 0 0 O
1 0 0 1 0 4
0 1 0 1 4 4
Tk(AQ)_3a DQ_{ 2 ’ 1 ’ 0 } BQ_{ 2 ’ 0 ’ 8 }
4 0 1 0 4 2
2°CASO o= -2
1 0 -2 4 1 0 -2 4
0 0 O 0 E3(5)E2a 0 0 0 1
= —_—_— =
B2 00 0 0 00 0 0 Uz
0O 0 0 =2 0O 0 0 O
1 0 1 4
0 0 1 4
rk(A_2) =2, D_,={ 2110 } By ={ 2 | ] }
4 1 0 -2
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ESERCIZIO TIPO 13

Osservazione 1. Siano V' # {0} uno spazio vettoriale su K € {R,C} e W un suo
sottospazio. Se dim(V) =dim(W) = n allora W = V.

Dimostrazione. Sia B una base di W. Poiche dim(W) = n, allora |B| = n.

Essendo B L.I. e |B] = n =dim(V), dall’Esercizio in fondo alla Lezione 13 si ottiene che B &
anche una base di V.

Dunque B ¢ sia un insieme di generatori di W che un insieme di generatori di V', per cui

W= (B) =V.

Osservazione 2. Sia B = {v;,v,,...,v,} C K", dove K € {R,C}.
Per vedere se B & una base o meno di K™ si pud procedere nel seguente modo:

— si costruisce la matrice n X n

le cui colonne sono gli elementi di B;
— ¢i trova una forma ridotta di Gauss U per A.

— Se rk(U)=n (ossia il numero delle colonne dominanti di U, o, equivalentemente, il numero
delle righe non nulle di U & n), allora B & una base di K™, altrimenti (ossia se tk(U) < n) B non
¢ una base di K.

Infatti:

—1k(U) =rk(A), essendo U una forma ridotta di Gauss per A,
—1k(A) =dim(C(A)) per definizione,

- C(A) = (vq,v9, ...,v,) = (B), per costruzione di A.

Quindi

rk(U)=n <= B basedi C(4A) <= dim(C(4A)=n <= CA)=K"

per cui
rk(U)=n <= B basedi K".
1 2 1
ESERCIZIO Si dica per quali @ € R l'insieme B, = al, 0], a+1 € una
1 2 2
base di R3.

Costruiamo una matrice le cui colonne sisano gli elementi di B,:
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1 2 1
Ao=1la 0 ao+1
1 2 2

Il problema diventa stabilire per quali o € R si ha che rkA, = 3.

Facciamo un’eliminazione di Gauss su Ag,.

12 1 . 12 1
Aa=|a 0 a+1 (DB () 2 1| =B,
12 2 0 0 1
19 CASO: a =0
12 sl 12 1
Bo=|0 0 = 01 1]="U
00 1 00 0

rk(Ag) =rk(Ug) =2#3 = By NON & una base di R3.

20 CASO: a #0
1 2 . 12 1
Bo=|0 —2a 1| —="% .10 1 —1/2a | =0,
0 0 1 00 1

rk(Ay) =rk(Uy) =3 = B, FE’ unabasedi R®.
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LEZIONE 15

Basi ordinate e mappe delle coordinate in uno spazio vettoriale.
Sia V' uno spazio vettoriale su K, K € {R,C}.

Def. 1. Una base ordinata di V e una base di V in cui si sia fissato ’ordine degli
elementi. Per indicare che tale ordine e stato fissato, i vettori vengono separati da un ”punto e
virgola”, anziche da una semplice ”virgola”.

Esempio 1.

Bz{(é) , (?)} ¢ una base di R?.

B = {(é) : (?)} e By = {(?) : (é)} sono due distinte basi ordinate di R2.

Sia B = {v;;vs;...;v,} una base ordinata di V e sia v € V.

Poicheé B € un insieme di generatori di V, esistono ay, as, ..., a, € K tali che
V=010 + agly + ...+ apl,.

Poiche B e L.I, tali a1, aq,...,a, € K sono unici.

Una volta fissata una base ordinata B di V, al vettore v € V resta associato in maniera

aq
(6]
univoca il vettore .| €K™
Qn
Def. 2. Sia B = {vy;v,;...;v,} una base ordinata di V' e sia v € V. Si chiama vettore
delle coordinate (o semplicemente le coordinate) del vettore v rispetto alla base ordinata B
a1
02 . .
il vettore . € K" tale che v = ajv; + agu, + ... + apy,,. Siscrive:
Qn

Qn

Esempio 2. Siano B; e Bs le basi ordinate di R? considerate nell’Esempio 1. Sia v = (i) .
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Le coordinate di v rispetto a By sono il vettore (31> tale che
2

(7) = (o) e (5) = (32).

quindi

quindi

Se poi si considera la base ordinata Bs = {(1 4> ; (é)}, le coordinate di v rispetto a Bz sono

il vettore (31 > tale che

2
2\ 2 + 1\ [ 201+ a2
7)Y g ) T2 0) T 140y )

quindi

Sia B = {v;;v9;...;2,} una base ordinata di V. Allora per ogni i = 1,...,n
Cg(v;) = ¢; = i-esima colonna della matrice identica I,,.

Resta cosi definita la funzione

CB .V — K"
v — Cgv)

che ad ogni elemento dello spazio vettoriale V' associa le sue coordinate rispetto alla fissata base
ordinata B.

Tale funzione si chiama mappa delle coordinate (rispetto alla base ordinata B) e gode
delle seguenti proprieta:

Proprieta della mappa delle coordinate
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Cp(u+v) = Cp(u) +Cp(v)  per ogni u,v € V;
Cp(av) = aCp(v) per ogniv € V ed ogni a € K;

0
0
Cpv)=0=|.|€K" <+ uv=0€V;
0
(a7} (63}
(e} Qa2 .
per ogni ) € K™ esiste v € V tale che Cg(v) = ) (si prenda v = ajv; +
Ay Qp,

QoVy + ...+ Q).

Matrice di passaggio tra due basi ordinate

Teorema. Siano B = {v;;vy;...50,} e B = {w;;w,;...;w,} due basi ordinate di V.
Allora esiste ed ¢ unica una matrice n x n (dove n =dimV’) M tale che
(*) Cp(v)=MCp(v) perogni wveV.

M si chiama la matrice di passaggio da B’ a B, ed ¢

M= (Cs(w) Cslw,) ... Culw,)).

Dimostrazione.

Esistenza. Verifichiamo che la matrice (Cp(w;) Cg(w,) ... Cg(w,)) soddisfa la con-
dizione (*). La domanda che ci poniamo & quindi se sia vero che per ogni v € V si abbia

Cs(v) = (Cs(wy) Cplwy) ... Cplw,))Cp(v).

Sia dunque v € V. Facendo il prodotto a blocchi (si veda il punto (3) della Lezione 4) si ha che
se

(3}
a2
Ce(v)=| . |, equindi(e) v=a1w +aw,+...+ayw,,
an
allora,
(3}
a2
(Cp(wy) Cs(wy) ... Cp(w,))Cp(v)=(Cslw) Cplwy) ... Cslw,))| . |=

Qn
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= a10(w;) + 2Cp(wy) + ... + @, Cr(w,,) n Cplonw; + aawy, + ...+ anw,,) = Cp(v).

le2 ()

Unicita.  Supponiamo che esista una matrice M verificante la condizione (x). Vogliamo
provare che allora M ¢ univocamente individuata, equivalentemete che sono completamente
individuate le sue colonne.

Per il N.B. alla fine del punto (3) nella Lezione 4, la i-esima colonna di M & Me,, ove e, & la
i-esima colonna della matrice identica I,,.

Per il N.B. di questa lezione, ¢; = Cp/(w;).
Dunque, da (*) si ottiene che la i-esima colonna di M &

Me,; = MCB/(MJ ? CB(wi)a
©)

per cui
M = (Cp(w;) Cplwy) ... Cpw,))-
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ESERCIZIO TIPO 14 Si calcoli la matrice di passaggio M da B’ a B, dove B e B’ sono le
seguenti basi ordinate di R?:
0
0|}
1

SHOE 60!

La matrice di passaggio M da B’ a B ¢

(ol =) <)

1 0 0
Per calcolarla, piuttosto che calcolare separatamente C( (0) ), Cx( ( 1) ) e Cx( (0) ), calco-
0 0 1

a a
liamo Cj( ( b) ) per un generico vettore (b) € R3, e specializziamo la formula ottenuta ai tre
c c

s (3 (2. (3
(5-6)+ 000
(- 7))

ossia «, B e d sono tali che

—_
—_

allora

o o Q

SOl

a+26+d=a a+d=a—2b a=(a—2b+c)/2
B=5b e 0= e B=5b
a—d=c a—d=c d=(a—2b—c)/2
per cui
a (a—2b+¢)/2
Cs(| b ])= b
c (a—2b—1¢)/2
Dunque

=
I
RS

= Ol
[
[ [
| Ol=
N [=

\—/
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LEZIONE 16

Trasformazioni lineari.

Def. 1. Siano V e W due spazi vettoriali su R (oppure entrambi su C). Una funzione

si dice una trasformazione lineare se soddisfa le due seguenti condizioni:

flu+0) = f(w)+ f(v)  per ogniuv e Vs
flav) =af(v) perogniveV edogniae K.

V' si chiama il dominio di f, W si chiama il codominio di f.

Esempio 1. Fissata una base ordinata B di V, la mappa delle coordinate Cz : V — K" &

una trsformazione lineare (per le proprieta |1 |e della mappa delle coordinate enunciate nella
lezione precedente).

Esempio 2. Se V=R?2e W =R3,

f RQ N RB
2a — b
(Z) — | a+3b

b

& una trasformazione lineare, mentre

g RQ N RB
2a —b
(Z) — | a+3b+2
b

non ¢ una trasformazione lineare.

Typeset by ApMS-TEX
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Infatti:
f verifica la condizione :

Per ogni u,v € R2 esistono ay, by, az, bs € R tali che u = <Zl> ev= (22) . Si ha:
1 2

det. di £ [ 2(ay +az2) — (b1 + b2)
st =)= (=) L ((a1+a2f§,ibl+b2)):

2a1 — by 2az — by
- (a1+3b1) + (a2+3b2) = (P )+ ) = rw+sw

b1 bo def. di f

f verifica la condizione :
Sia a € R. Per ogni v € R? esistono a,b € R tali che v = <Z) Si ha:

o= st (S =r(0) L (25635(%)) -

ab

:a(iais?)) = ar((4) =arw

def. di f

g non verifica né la condizione , ne la condizione . Perche 7

Se f:V — W & una trasformazione lineare, allora

fO+f0) = fFO+0)=f(0) = |f(O)=0

T

Proposizione 1. Siano V e W due spazi vettoriali su K (K € {R,C})ed f:V — W una
funzione. Allora f & una trasformazione lineare se e solo se

flau+ Bv) = af(u) + Bf(v), perogniu,veV edognia,BeK.

Def. 2. Una trasformazione lineare f : V — W si dice iniettiva se

uzv o flw) # fv)

inV in W ’
equivalentemente
fu) = f(v) u=yv
in W = v

Def. 3. Una trasformazione lineare f : V' — W si dice suriettiva se per ogni w € W esiste
v €V tale che f(v) =w.
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Def. 4. Una trasformazione lineare iniettiva e suriettiva si dice un isomorfismo.

Esempio 3. Fissata una base ordinata B di V, la mappa delle coordinate Cg : V — K™ &
un isomorfismo (& iniettiva per la proprieta , ed ¢ suriettiva la proprieta )

Sia f : V — W una trasformazione lineare.

Si definiscano i due seguenti sottoinsiemi di W e V rispettivamente:

Im(f) = {w € W] esiste v € V per cui f(v) =w}
N(f) ={veV|f(v) =0}

Im(f) & un sottospazio di W, e si chiama lo spazio immagine della trasformazione lineare f,
N(f) & un sottospazio di V, e si chiama lo spazio nullo della trasformazione lineare f.

Im(f) <W:
Low,w, €Im(f) == w; +w, € Im(f)

w, € Im(f) = esiste v, € Vw, = f@l)} = wy Fw, = fu) + Flw) T Flug +uy),

wy € Im(f) = esiste vy € Viwy = f(vy)
quindi esiste v € V tale che f(v) = w; + w, (si prenda ad esempio v = v; + vy).
2. welm(f), a€K == awée Im(f)
w € Im(f) = esiste v € Viw = f() = ow=af(v) = flow),

quindi esiste © € V tale che f(0) = aw (si prenda ad esempio ¥ = aw).

N(f)<V:
?
1.v,v € N(f) = v, +uy € N(f)
V1,05 EN(f) = 01,0, €V =v, +1, €V

) + f(ug) = 0+0=0 ¢ = v; +vy € N(f)

v1:09€N(Sf)

f(uy +2s)

Typeset by ApMS-TEX
Typosot by AVS-TEX
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2. veEN(f), aeK == aveN(f)

veEN(f)=veV=aveV

Proposizione 2. Sia f : V — W una trasformazione lineare. Allora

f ¢ iniettiva <= N(f)={0}.

Dimostrazione. Sia f una trasformazione lineare iniettiva. Vogliamo provare che N(f) = {0}, ossia
che se v € N(f) allorav = 0.

Sia dunque v € N(f), ciog, per definizione di N(f), v & un elemento di V tale che f(v) = 0.
Poiche f ¢ una trasformazione lineare, per il N.B. di questa lezione si ha che f(0) = 0.
Dunque f(v) = f(0). Da cié segue, essendo f iniettiva, che v = 0.

Viceversa, supponiamo ora che f sia una trasformazione lineare con N(f) = {0} e proviamo che f &
iniettiva, ossia che

u,v€eV
N = u=u.
fw = f) o
Da f(u) = f(v) segue che f(u) — f(v) = 0, e poiche¢ f & una trasformazione lineare, si ha che

f(w) — f(v) = f(uw—v). Dunque f(u— v) = 0, e quindi, essendo u — v € V, otteniamo che u — v € N(f).
Poiche stiamo supponendo che N(f) = {0}, allora u — v = 0, ossia u = v.

Typeset by ApMS-TEX
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LEZIONE 17

Il Teorema Nullita4+Rango. Lo spazio nullo di una matrice.

Teorema (Nullith + Rango) Sia f : V — W una trasformazione lineare. Se dim (V) ¢&
finita allora anche dim (Im(f)) ¢ finita e si ha

|dim (V) = dim (Im(f)) + dim (N(f)). |

La dimostrazione dl Teorema si articola in due punti:
Mostrare che
B={z1,29,--y2,y base iV = D ={f(zy), f(z2),.--, f(z,)} insieme di generatori di Im(f).
Da ci6 segue, poiche allora per il lemma della scrematura D contiene una base di Im(f), che
dim (V) finita = dim (Im(f)) finita.

Se D1 = {w;,w,,...,w,} ¢ una base di Im(f) e B1 = {v,41,0,49,...,2,} ¢ una base di
N(f), allora scegliendo per ogni i =1,...,r
v; € V tale che w; = f(v,),

mostrare che B = {v;,v,,...,0,,0,41,...,0,} ¢ una base di V.

fY=ry) =1

Il caso della moltiplicazione di un vettore di C" (risp. R™) per una matrice.

Sia A una matrice m X n complessa (oppure reale) e sia
fa + C* — C™ (vsp. fa : R* — R™)
z = Az

fa € una trasformazione lineare.

Infatti per ogni z,y € C" ed ogni o € C si ha:

O] fa@+y = Ac+y = Aty = L@+,

def. di fu propr. distrib. def. di fu

faloz) = Afaz) = adz = afa(a).

def. di fu propr. distrib. def. di fu

Vogliamo provare che lo spazio immagine di f4 € uguale allo spazio delle colonne di
A.
Imfs = {w| esiste v € C" per cui fa(v) =w} =
def. di fu

= {w| esiste v € C" per cui Av=w} =
={AvjueC"}

Typeset by ApS-TEX
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Se ay,a,,...,a, sono le colonne di A e vy, v, ...,v, le componenti di v € C", allora, facendo il
prodotto Av a blocchi (come nel punto (3) della Lezione 4) otteniamo

U1
V2
Av=1_(a; ay ... a,)| . | =via; +v2ay+ ... +vna,,
Un
per cui
Imfs = {viay +v2ay + ... +vna,|v1,v2,...,0, € C} =

= { combinazioni lineari delle colonne di A a coefficienti in C} =
=C(A).

Lo spazio nullo di f4 (definito nella Lezione 16) & uguale allo spazio nullo di A (definito
nella Lezione 10):

N(fa) ={v e C"fa(v) =0} = {v e C"Av =0} = N(A).

def. di fu

Poicheé abbiamo verificato che per ogni trasformazione lineare f: V — W si ha che
N(f) & un sottospazio di V, in particolare N(f4) < C"™. Quindi da N(f4) = N(A) segue che
N(A) < C" per ogni matrice A m x n.

Applicando ora il Teorema Nullita+Rango alla trasformazione lineare f4 otteniamo, essendo
V=Cc™
n =dim(C") = dim(V) = dim (Im(f4)) + dim (N(f4)) =

= dim (C(A)) + dim (N(A)) = tk(A) + dim (N(4)),

e quindi, essendo n il numero delle colonne di A,

‘dim (N(A)) = numero delle colonne di A —r1k(A) per ogni matrice A ‘

Matrice associata ad una trasformazione lineare rispetto a fissate basi di dominio
e codominio.

Siano:

1. f : V — W una trasformazione lineare,
2. B={vy;vy;...;v,} una fissata base ordinata di V,

3. D={w;;w,;...;w,,} una fissata base ordinata di W.
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La matrice associata ad f rispetto alle basi ordinate 5 e D ¢ la matrice A tale che
(x) ACs(v) = Cp(f(v)) perogniveV.
Quindi A & la matrice che rende che commutativo il diagramma:
v Loow
s | I Op
cr — cm

fa

Come nella costruzione della matrice di passaggio tra due basi ordinate di uno stesso spazio
vettoriale V fatta nella Lezione 15 si ha:

— per il N.B. alla fine del punto (3) nella Lezione 4, la i-esima colonna di A ¢ Ag,, ove g; ¢ la
i-esima colonna della matrice identica I,

— per il N.B. della Lezione 15, ¢, = Cg(v;),
- ACg(v;) = Cp(f(v;)) perche f soddisfi la condizione (x).

Dunque

A=(Cp(f(v1)) Cp(f(rz) .- Cp(f(vn)))

Si noti che A & una matrice m X n.

La matrice associata alla trasformazione lineare identica

dy V. — V

v v

rispetto alle basi ordinate B’ sul dominio e B sul codominio ¢ la matrice di passaggio da B’
abB.

Come cambia la matrice associata ad una trasformazione lineare f quando si
cambiano le basi del dominio e el codominio.

Siano . .
f + V. — W una trasformazione lineare,

B e B’ due basi ordinate di V,
D e D’ due basi ordinate di W,
A la matrice associata ad f rispetto a B e D,

RNl

A’ la matrice associata ad f rispetto a B’ e D'.
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Qual ¢ la relazione tra A ed A’ 7

Vale la seguente formula:

Al =S571AP

dove
P & la matrice di passaggio da B’ a B,

S ¢ la matrice di passaggio da D’ a D.

Infatti A’ & Punica matrice tale che
()  A'Cp(v) =Cp/(f(v)) perogniveV.
Poiche S, P ed A sono, rispettivamente, le uniche matrici per cui

(1) Cp(w) =SCp/(w) perogniw e W,
(2) Cp(v) = PCp/(v) perogniveV,
(3) ACp(v) = Cp(f(v)) perogniveV,

allora per ogni v € V' si ha:

Cpr (f(v) = ST1Cp(f(v)) = S~1ACE(v) == “LAPCpi (v) = (ST AP)Cpi (v),
(1) con w=f(v) (3) (2)

dunque da (e) segue A’ = S~LAP.

Typeset by ApS-TEX
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ESERCIZIO TIPO 15

Si trovi una base dello spazio nullo N(A) della matrice A = (; i ; (1)>

A 1 210 E21(—2) 1 21 0\ _ U
“\2 4 31 001 1)
U & una forma ridotta di Gauss per A. Per il teorema “nullita + rango”si ha

( dim N(A) = numero delle colonne di A - rk(A)) =4 -2 =2.

Poiche N(A) = N(U) = {z € C*|Uz = 0} (si veda il N.B. della Lezione 10), allora

x1
T2 1+ 22 +23=0
= N(A
L T3 € ( )<:>{ r3+ x4 =0
T4

Scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) con
la sostituzione all’indietro si ottiene

xgzh
x4:k
r3=—T4 = —k

T = —2x9 —x3 = —2h — (—k‘) =-2h+k

Quindi
—2h+k
h
—k
k

N(A) = N(U) = { h,k € C}

e chiamando v; ’elemento di N(A) che si ottiene ponendo h = 1 e k = 0, e v, elemento di
N(A) che si ottiene ponendo h =0 e k = 1, si ha che una base di N(A) &

—2 1
1 0
{u, = o [¥= | 1 I
0

1
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ESERCIZIO TIPO 16

Si consideri la trasformazione lineare f : C2 — C? definita da
ao
[ ap+ a2
f({ o |) = (2a0+a1>'
a2
Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

1 2 1

=o)L e )

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo &

1 2 1
A= | Cp(f({0]) Co(f({1]) Co(f(| 0 |)
1 0 1
Poiche ) 9
2 2
f(loh = ( ) (] ( )
1 2 0 °
1
CLO—I a0:2
a1 = a1—1
a9 1 az =
1
0
o) = (5)
1 2
1
a0:1
a; =
CL2=—1
allora,

2 2 0
. 2 2 0 . a
Piuttosto che calcolare separatamente Cp( ( 5 > ), Cp( ( 5 >) e Cp( ( 9 > ), calcoliamo Cp( ( b >)
per un generico vettore

b € C?, e specializziamo la formula ottenuta ai tre diversi vettori

D))
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Poiche

w(3)-() 1 o

allora

-+ ()(2)

eo(3)=(5) 1+ (525)=()

ossia a e 3 sono tali che {zi’g: a

Quindi
Dunque
“() - ()
a=2
b=2
e(z) - (4)
I
a=20
b=2
e quindi

{a:(a+b)/2
B=(a—0)

—p per cui

Q
o}
—~
7N
(G200 W)
"
S—
|
7N
| o
[PV
"

o
Njw

I~

—_
~~_
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ESERCIZIO TIPO 17
. 2 I 1
Sia A =

2

0 -3 -1

> la matrice associata ad una trasformazione lineare
2

f: C3 — C? rispetto alle basi ordinate
1 2 1 1 1
B={{0|;l1]:] 0]} e D={<1>;<_1>}
1 0 —1

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle
basi ordinate

1 0 0 1 0
B/:{ 0 y 1 y 0 } e D/:{§1:<0>;Q2:<1>}
0 0 1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo &
A= S7tAP

dove S ¢ la matrice di passaggio da D’ a D, e P ¢ la matrice di passaggio da B’ a B.
Nel’ESERCIZIO TIPO 16 abbiamo visto che

() (£°38)

quindi

1 1 1 1 1 1 1
S_lz (2 2>:(_2)< 1 2>:< >
Do\ 10l

1 1 1

2 2

P=10 1 0

1 1

7 1 -3

e quindi
7 1 41 1
A’:S‘lAP:(l 1><2 2, 1) 0 1 0 |-=

1—10—5—1%_1_%

Il
7N
N DN
(G200 ]
[\l s}
N—

NI= Ol
[
— —
| [esd NI

Il
7N
[N
_= O
S =
N—
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ESERCITAZIONI* 4

1 - 1 1
[1]sia A,={1 3 2 a+1|, doveacC.
3 —30% 3 a+3

(a) Per ogni « € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C'(A,) ed una base D,
di R(Ay).

(b) Sia A = Ap la matrice che si ottiene ponendo o = 0. Si trovi una base dello spazio nullo
N(A) di A.

1 1 0 0 2 2

. 2 0 1 0 1 -1

Slanowlz 0 aw2: _1 awgz 0 aw4_ 0 7&1: 0 7&2: 0 )

0 0 1 2 1 1

1 1

0 0

Z3 = 3 ) B4 = ol
0 1

(a) Si provi che B = {w;; wy; ws;w,} e B = {z;; 29} 23; 24} sono due basi ordinate di R*.

(b) Si scriva la matrice di passaggio da B’ a B.

[3]Sia f : My(R) — R definita da f((a Z)) - (“b).

c a+c
(a) Si provi che f & una trasformazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

s={(30): ()6 6D} e 2{)(1)

su dominio e codominio rispettivamente.

Sia A = ((1) ; 8) la matrice associata ad una trasformazione lineare f : R? — R?

1 1 0
rispetto alle basi ordinate B=qv; = | 1 | ;0= 0 |;03=]1 eD = {M1 = (_11> Wy = (
0 1 0
su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle
1 1 0
basi ordinate B =< v) =10 |;05=| -1 |;05=10 eD =<w| = ! swh = 0
0 0 1 1 1

su dominio e codominio rispettivamente.

0
1

)}
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Svolgimento ESERCITAZIONT* 4

1 - 1 1
[1]sia 4,={1 3 2 a+1|, doveacC.
3 —3a% 3 a+3

(a) Per ogni « € C si dica qual & 7k(A,) e si trovino una base B, di C'(A,) ed una base D,
di R(A.).

(b) Sia A = Ap la matrice che si ottiene ponendo o = 0. Si trovi una base dello spazio nullo
N(A) di A.

1 -2 1 1 oy (3 (1) 1 —a? 1 1
(@) Ay=1[(1 3 2 a+1 2 = 0 o>4+3 1 ol =08,
3 —302 3 a+3 0 0 0 «
1° CASO a? 43 =0 cioe a € {/3i, —/3i}
1 31 1 1 3 1 1
Es(L az#£0!
B.=|0 01 a (@) @2 g 01 a|=U,
00 0 « 00 0 1
rk(Aq) =3
1 1 1
Una base B, di C(A,) ¢ B, = 11,12, a+1
3 3 a+3
1 0 0
Una base D, di R(A,) ¢ D, = 515 , (1) , 8
1 a 1
20 CASO o +3#0 cioe o ¢ {V/3i, —/3i}
1 —a? 1 1 Ba(d) 1 —a? 1 1
By=|0 a?2+3 1 « ks 1 =5 #5 | =C.
0 0 0 « 0 0 0 o
1 0 1 1
a=0  C={01 1 0)=1
00 0 0
I‘k(AQ)ZZ
1 0
Una base By di C'(Ag) & By = 11,13
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1 0
. N 0 1
Una base Dy di R(Ag) ¢ Dy = Loz
3
1 0
o ¢ {V3i, ~V3i,0)
1 —a? 1 —a? 1 1
E3(%) o
Co=10 1 a21+3 53 0 1 a21+3 o3 | =Ua
0 o0 0 « 0 o0 0 1
rk(Aq) =3
1 —a? 1
Una base B, di C(A,) ¢ B, = 1], 3 Na+1
3 —3a? a+3
1 0 0
_ 2 1
Una base D, di R(A,) ¢ D, = @ , 1 ; 0
1 13 0
1 2 1
1 01 1
b A=[13 2 1
3 0 3 3
1 0 1 1
Una forma ridotta di Gauss per Ae¢ Uyg=| 0 1 % 0 | trovata nel 1° sottocaso.
0 0 00

Per il Teorema nullita+rango,
dim N(A) = (numero delle colonne di A ) — rk (4) =4—-2=2.

Poiche N(A) = N(Up) = {z € C*|Upz = 0}, allora

T
T2 Ty +x3+x4 =0
= N(A
L I3 € ( ) A { x2—|—%x3 =0
T4

Prendendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di Uy, ossia la 3% e la
4% con la sostituzione all’indietro si ottiene

r3 = h
r4 = k

1 1
ro = —g.’lﬁg = —gh
Ty = —ax3—x4 = —h-—kFk
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—h—k
_1
Quindi N(A) = N(Up) = gh |h,k € C » . Ponendo:
k
-1 -1
v = _% e v = 0
21 F 1 Y2 T 0 )
h=1 0 h=0 1
k=0 k=1
si ottiene che una base di N(A) ¢
-1 -1
1
—z 0
Ql = 13 722 - 0
0 1
1 1 0 0 2 2
Sianow—zw—o w—1 w—o z—l z—_l
L 0 y 2 T 1 y 223 T 0 » 24— 0 y 21 — 0 ) 22 T 0 ’
0 0 1 2 1 1
1 1
|0 |0
é{)’_ 3 y B4 = 0
0 1

(a) Si provi che B = {wy;wy; ws;w,} e B = {z;; 29} 23; 24} sono due basi ordinate di R*.

(b) Si scriva la matrice di passaggio da B’ a B.

(a) E’ sufficiente provare che se A = (w; wy wg wy)ed A" =(z; 29 23 24)si
ha tk(A) = 4 =rk(A4’) (si veda TESERCIZIO TIPO 13).

1 1 0 0 1 1 0 0
A— 2 0 10 E21(—2) 0 -2 1 0 E32(1)E2(—%)

0 -1 0 O 0 -1 0 O
0O 0 1 2 0O 0 1 2
1 1 0 0 1 1 0 0

. 0 1 —1/2 0 Ey3(—1)E2(—2) 0 1 —1/2 0 Es(%)
0 0 —-1/2 0 0 0 0
0 0 1 2 0 0 0 2
1 1 0 0

. 8 (1) 11/2 8 U, otk (A) =4
0 0 0 1
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2 2 11 11 L1
A — 1 -1 0 0 E4(—1)Ea1(—1)E1(—3% 0 -2 —% —% B2 (—%)
0 0 3 0 0 O 3 0
1 1 01 0 0 -5 3
A AR
N R T Eas($)Es(3) 01 -7 —3 Es(2)
00 3 O 0 0 1 0
00 —% % oo o 1
11 3 3
N T I Gy
0 0 1 0 o 7
0 0 O 1
(b) La matrice di passaggio da B’ a B ¢
M = (Cp(z1) Cp(z2) Cgsl(z3) Cs(24))-
a a a
b 6] b
Co(l . D=5 ||| = 0w+ Bus+0ws +yw, =
d vy d
1 1 0 0 a+p
2 0 1 0] [2a+56
a<0)+6 1 +90 0 + 7y 0 3 —
0 0 1 2 5+ 2y
a+j3 =a
200+ 6 =b
=
{ _6 _
0+ 2y =d
1 1 00 | a 1 1 0 0 | a
2 0 1 0 | b Es1(—2) 0 -2 1 0 | b—2a Bs2(1)E2(—%
0 -1 0 0 | ¢ 0 -1 0 0 | c
00 12 | d 00 12| d
11 0 0 | a
o1 -1/2 0 | —(b—2a)/2 Ea3(—1)E3(-2)
0 0 —1/2 0 | (2c—b+2a)/2
00 1 2| d
11 0 0 | a
o =12 0 | —(b-2a)/2 Ea(3)
00 1 0| -2+b—2a
0 0 0 2 | d+2c—b+2a
11 0 0 | a
o1 -3 0| —(b—2a)/2
00 1 0| —2+b—2a
00 0 1 | (d+2¢c—b+2a)/2
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Con la sostituzione all’indietro si ottiene:

v = (d4+2c—b+2a)/2
o6 = —2c+b—2a
8 = 6/2—(b-2a)/2 = (-2c+b—-2a)/2—(b—2a)/2 = -—c
a = —beta + a = ct+a
per cui
a c+a
Cis( b ) = —c
B\l el ™ —2c+b—2a
d (d+2c—b+2a)/2
In particolare si ha:
2 2 2 2
1 0 -1 0
Colz) =Cs(| o D= 3| Cslz2)=Cs(| o |)=| _5|  Cslzs)=Csl
1 2 1 3

La matrice di passaggio da B’ a B & dunque

2 2 4 1
0 0 -3 0
-3 —5 -8 -2
2 3 4 3/2

M =

[3] Sia £ : Ma(R) — R? definita da f((a 2)) _ (“b).

c a+c
(a) Si provi che f & una trasformazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

s={( 0):(1 ) (0 10 D)) o 2= {():())

su dominio e codominio rispettivamente.

(a)  Per provare che f ¢ una trasformazione lineare occorre provare :

(e a) (G n e E (s k)

per ogni a, bl, c1, dl, as, bQ, Ca, do € R

2. f(oz(a 2>)faf((i Z)) per ogni a, a,b,c,d € R

c

S w o
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ar b as by _ ar+az by +b2
L f(< d1>+((32 d2>) T f((01+02 d1+d2

| def. somma matrici |

T
propr. assoc. e
commut. di + in R

(a1 + bl as +b2 o aiq bl a2 b2
_(a1+cl>+(a2+02> T f(<(31 d1>)+f(<02 d2>

:((a1+a2)+(b1—|—b2)> _ ((a1+b1)+(a2+b2)>

(a1 + &2) + (Cl + 02)

(a1 + 01) + (CLQ + 02)

) =

def. f

T

def. somma
vettori colonna

def. f
a b _ aa ab - aa + ab
2 A (c d>) T ﬂ(ac ozd>) B (aa+ac
def. prod. di uno scal. def. f
per una matr.
_(ala+b) _ a+b\ a b
_<a(a—|—c)> 1 a(a+c> 1 af((c d>)
def. prod. di uno scal. def. f

per un vett. colonna

N——
=l

propr. distr.
in R

(b) La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B ¢ D su dominio e codominio

rispettivamente e la matrice

Dalla definizione di f si ottiene:

G- -0
Q-0 G-
qumdiA:(cD((f) cp(@)) (b((é)) %((8)))-

a=(ent(y 3 )0 cotr(y o) oty 1 )0 cotr(f

)

Calcoliamo le coordinate rispetto alla base ordinata D di un generico elemento (Z) € R2

eol(i)=(5) e (5)=e(3)=s("

)
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Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema
a+pf = a
20— = b

otteniamo:

1 1 | a B (—2) 1 1 | a E>(—1/3) 1 1 | a
2 -1 | b 0 -3 | b—2a 01 | (2a—b)/3)"

per cui con la sostituzione all’indietro
B = (2a-1b)/3

a = —fB+a = (b—-2a)/3+a = (a+b)/3

Dunque CD((Z)) = (((a +0)/3 > , e in particolare si ha:

2a — b)/3
() s () e 5 (1)

; ;
a=2 a=2
b=1 b=2
(o) + () () = (5):
b b0

La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio rispetti-

vamente & quindi la matrice
A 1 4/3 1/3 0
S \1 2/3 2/3 0)°

Sia A = ((1) ; 8) la matrice associata ad una trasformazione lineare f : R3 — R2
1 1 0

rispetto alle basi ordinate B=qv; = [ 1 | ;9= 0 |;u3=| 1 eD= {M1 = (_11> Wy = (?) }
0 1 0
su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle
1 1 0
basi ordinate B’ =¢v) = [ 0 | ;05 = -1 | ;5= 0 eD’:{w’lz<}>;w’2:<?>}
0 0 1

su dominio e codominio rispettivamente.
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La matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ e D’ su dominio e codominio
rispettivamente e la matrice

A'=S"1AP dove S ¢ lamatrice di passaggioda D’ aD e
P ¢ la matrice di passaggio da B’ a B.

Per calcolare S = (Cp(w)) Cp(w})), calcoliamo per prima cosa le coordinate rispetto a D di

. a
un generico ( > € R2.

b
a o a 1 0 o
o(3)=(5) 1 () momemama ()0 (1) - (L)
o = a o = a
Risolvendo il sistema otteniamo ,  quindi
—a+p8 = b B = a+b

()= (ats)

In particolare, specializzando a w) e w) otteniamo

Cntut) = o))

T

=1

a=1 a=10
b=1 b=1
.o (10 e g o a1 (10
perculS—<2 1>.L1nverbad15e quindi S —(_2 1).
Per calcolare P = (Cp(v)) Cg(vh) Cp(vh)), calcoliamo per prima cosa le coordinate
a
rispetto a B di un generico | b | € R3.
c
a Q@ a 1 1 0 a+p
Co(lb =B8] | |b|=any+Pra+dvz=al|l[+8|0|+d|1]=|a+d
c ) c 0 1 0 I6]
Risolvendo il sistema
a+p = a
a+d = Db
8 = ¢
otteniamo
g = ¢
a = —f+a = —c+a ;

j = —a+b = —(—c+a)+b = c—a+b
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quindi
a a—c
CB( b ): C
c —a+b+c

In particolare, specializzando a v}, v} e v4 otteniamo

1 1 1 1
Cpy) =Cs(| 0 |) = 0 ], Cslw)=0Cs(|-1]) = 0 ],
1 ! -1 0 ! -2
a=1 a=1
b=0 b=-1
c=0 c=0
0 -1
Cp(us) =Cs(| 0 |) = I
1 ! 1
a=0
b=0
c=1
1 1 -1
per cui P = 0 0 1
-1 -2 1

La matrice A’ che cerchiamo & quindi

R
A’:S‘lAP:(_lz ?)(0 : 0) 0 0 1=

_(010) é (1)—11 _(001)
L O N 110
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LEZIONE 18

Interpretazione geometrica di R? ed R3.

Fissando su di un piano 7 un sistema di riferimento ortogonale e monometrico, ogni punto P
del piano 7 ¢ completamente individuato dalla coppia ordinata di numeri reali (a, b), dove
= ascissa di P

b = ordinata di P

Resta quindi definita una corrispondenza biunivoca tra il piano ed R?:

™ — 2

a
P - (b>
!

punto di ascissa a
ed ordinata b

Siano O Vorigine degli assi del sistema di riferimento ed r la retta del piano passante per i
punti O e P (la retta uscente dall’origine degli assi e passante per P). Il punto O individua su
r due semirette: la semiretta su cui si trova P e la semiretta opposta a quella su cui si trova P.

Per visualizzare il punto P si identifica P con il segmento orientato OP (si dice che OP ¢
un vettore applicato nel punto O).

Dunque
a
V= — P — oP
b corrisponde a visualizzato da

punto di ascissa a
ed ordinata b

La distanza di P da O e:
d = +/]a]? + |b|? = lunghezza di OP.

Lo spazio vettoriale R? &, in questo senso, una astrazione del piano, in cui i vettori di R?
corrispondono ai punti del piano.

In questa astrazione, a cosa corrispondono i sottospazi di dimensione 1 di R? ?

Un sottospazio di dimensione 1 di V = R? & un sottospazio
W = (v) = {av]a € R} < R?

a
b
al vettore v ed r la retta uscente da O e passante per P.

dovev = # 0. Siano, con le notazioni adottate precedentemente, P il punto che corrisponde
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Per ogni a € R si ha

a aa A
av = « = > > O
- ( b > ( ab > corrisponde a Q visualizzato da Q
punto di ascissa aa
ed ordinata ab

dove il punto @ si trova sulla retta r e, pil precisamente,

¢ il punto che si trova a distanza aal? + |ab? = |a a O,
Q ¢ il punto che si t dist 2 b|? d daO

e sulla semiretta su cui appartiene anche il punto P se o > 0,

e sulla semiretta opposta a quella su cui appartiene il punto P se a < 0.

Pertanto si ha:

sottospazio diR? — retta del piano
corrisponde a

di dimensione 1 passante per O

Quindi i sottospazi di dimensione 1 di R? corrispondono alle rette passanti per I'origine degli
assi in un piano in cui si sia fissato un sitema di riferimento.

Analogamente, fissando nello spazio tridimensionale un sistema di riferimento ortogonale e
monometrico, ogni punto P dello spazio € completamente individuato da una terna ordinata
di numeri reali (a,b,c). Resta quindi definita una corrispondenza biunivoca tra lo spazio
tridimensionale ed R? e si ha:

a —
v=1|0» — P — OoP
c corrisponde a visualizzato da
punto segmento orientato

dove O e l'origine degli assi del sistema di riferimento.

La distanza di P da O & d = \/|a|? + |b]? + |¢|? = lunghezza di OP.

Dunque R? ¢ una astrazione dello spazio tridimensionale in cui
— i vettori di R® corrispondono ai punti,
— i sottospazi di dimensione 1 di R? corrispondono alle rette uscenti dall’origine degli assi,

— i sottospazi di dimensione 2 di R? corrispondono ai piani contenenti 1’origine degli assi.

Regola del parallelogramma.
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. a c . . C o . e
Siano ( b > , ( d) € R2. In un piano 7 in cui si sia fissato un sistema di riferimento ortogonale

e monometrico siano P e () i punti che corrispondono ad (Z) e (2) rispettivamente. Allora

il punto R del piano 7 che corrisponde a

a c\ _(a+c
(5)+(2)- (%)
¢ il punto visualizzato dal segmento orientato che sia la diagonale del parallelogramma con lati
OP ed OQ.
Si guardi la parte destra della Fig. 2 a pag. 59 del libro, e si chiami P il punto che sul libro

¢ chiamato Py, @ il punto che sul libro ¢ chiamato P; ed R il punto che sul libro ¢ chiamato P.

Sia L il punto di intersezione tra la retta passante per P parallela all’asse delle = e la retta
passante per R parallela all’asse delle y. Sia H la proiezione di ) sull’asse delle x.

I due triangoli PRL ed OQH , avendo lati corrispondenti paralleli per costruzione, e una
coppia di lati corrispondenti (PR ed OQ) uguali, sono uguali.
In particolare
d=|QH|=|RL| e c¢=|0OH|=|PL|.

Dunque si ha:
Pordinata di R = (U'ordinata di P)+ |RL| =b+d,

Pascissa di R = (ascissa di P)+ |PL|=a+ c.
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LEZIONE 19

Norme di vettori.

Uguale alla Lezione 19 del libro.

. . . _ _3 2
Esempio numerico. Sia v = (2 n 5i> e C-.

loll1 = | — 3| + |2+ 5i] =3+ V22 +52 =34+ V29

|[oll2 = \/(21351')}[ (21351') = \/(_3 2-5i) (21351') N

VI+(2-5i)(2+5)=vI+4+25=138
max {| — 3|, |2+ 5i|} = max {3,v29} = V29

|20

Svolgimento dell’Esercizio 19.5 del libro. ‘

Def. Siano ||'|| una norma su R? e d un numero reale strettamente positivo. L’intorno di O
di raggio d in R? rispetto a ||‘|| &
{zeR? |2l < d}.

Intorni di O raggio d(€ R.() in R? rispetto alle norme ||||2,||||1,|]||co-
Sia d un numero reale strettamente positivo.
L’intorno di O di raggio d in R? rispetto a ||||2 &

{z= (5) ER? lzll2 = ]z + [y? < d}.

Poiche /|x|? + |y|? = distanza del punto P(z,y) (ossia il punto di ascissa x ed ordinata y) da O,
allora I'intorno di O di raggio d in R? rispetto a ||°||2 ¢ I'insieme dei vettori di R? rappresentati
dai punti del piano dentro al cerchio di centro O e raggio d.

L’intorno di O di raggio d in R? rispetto a ||||; &

(2= (z) €R?| |lzlls = fo| + |yl < d).



15AALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI

Quindi I'intorno di O di raggio d in R? rispetto a ||||; & I'insieme dei vettori di R? rappresentati
dai punti del piano dentro al rombo di vertici i punti P;(d,0), P»(0,d), Ps(—d,0), P4(0, —d).

(Si consideri dapprima il 1° quadrante. Poiche i punti P(z,y) che vi appartengono hanno
ascissa e ordinata positiva, allora un punto P(z,y) del primo quadrante appartiene all’intorno
di O di raggio d rispetto a ||'||1 se e solo se z +y < d, quindi se P si trova nel triangolo
delimitato dai due semiassi positivi del sistema di riferimento e la retta di equazione y = —z +d.
Simmetricamente si ottengono i punti dell’intorno di O di raggio d rispetto a ||-||1 appartenenti
agli altri tre quadranti).

L’intorno di O di raggio d in R? rispetto a ||||s0 &

{z= (y) €| ||zl|oo = maz{lz], [y} < d}.

Quindi I'intorno di O di raggio d in R? rispetto a ||'||oo & I'insieme dei vettori di R? rappresentati
dai punti del piano dentro al quadrato di vertici i punti Py (d, d), P2(—d, d), P3(—d, —d), Ps(d, —d).
(Si consideri dapprima il 1° quadrante. Poiche i punti P(x,y) che vi appartengono hanno ascissa
e ordinata positiva, allora un punto P(x,y) del primo quadrante appartiene all’intorno di O di
raggio d rispetto a ||||oo se e solo se x < d e y < d, quindi se P si trova nel quadrato di vertici
Py(d,d), Q(0,d), O(0,0), R(d,0). Simmetricamente si ottengono i punti dell’intorno di O di
raggio d rispetto a ||'||oo appartenenti agli altri tre quadranti).
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ESERCIZIO TIPO 18

Si verifichi che ¢ : R? — R>o definita da (;5((20 >) = lagp + a1| + |ap — a1] & una
= 1

norma.

6@ =o((g ))=10+0l+jo -0 0.

Sia v = (ZO > Poiche ¢(v) > 0, per provare che
1

vl = $(v) >0

basta provare che

#0 = p(v) # 0,

IS4

ossia basta provare che

P(v) =0 = v=0.

0
a0 N lag +a1] =0 N ap+ar =0
V= lag —ai| =0 ag—a1 =0

ola) = ola (1)) = o( 220 )) = laao + aau] + ado - aas| =

a1 aal

= |allag + a1| + |allag — a1| = |a|(lao + a1| + |ag — a1]) = |a|p(v).

. _ [ @0 _ bo
Slanog—(m)ew_(bl).

o(u+w) = ¢<(a0+"°)> — I(ao + bo) + (a1 +b)| + (a0 + bo) — (a1 +b1)| =

ar + by

=|(ap+ a1) + (bg + b1)| + [(a0 — a1) + (bg — b1)| <

< lao + a1 + |bo + b1| 4 |ao — a1| + |bo — b1] = ¢(v) + d(w).
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LEZIONE 20

Matrici di rotazione in R2. Angoli tra vettori in R?

Sia Ozy un sistema di riferimento ortogonale e monometrico nel piano, e sia Ox'y’ il sistema
di riferimento ortogonale che si ottiene da quello precedente ruotandolo intorno all’origine O
degli assi in senso antiorario di un angolo (.
xrp

Y > il vettore delle coordinate di P rispetto al primo
P

Siano P un punto del piano e v = (

xX pr

sistema. Allora se v/ = (
Yp

> ¢ il vettore delle coordinate di P rispetto al secondo sistema, la
relazione tra v e v’ &

v= Rgv

dove la matrice Rg, detta matrice di rotazione dell’angolo 3, ¢ la matrice

Ry — (cosﬂ —sinﬂ) .

sinf  cosf

Per ogni angolo g si ha R%Rﬁ = I5. Infatti:
RTR, — [ €08 68  sinf cosff —sinf\ _
BB =\ —sinB  cospP sinf8  cosB |

_ (cosB)? + (sinf3)? —cosBsinf + sinfcos\ (1 0
— \ —sinfBcosB + cosBsinf (sinB)? + (cosB)? T\N0 1)

Vogliamo generalizzare il concetto di angolo tra due vettori v e w di R2.

Siano v,w € R?\ {0}. Siano P e @ i punti del piano che rappresentano v e w rispettivamente
rispetto ad un sistema di riferimento ortogonale e monometrico Oxy. Allora

OﬁPzgz(xP> e O_> :w:($Q>.
yp YQ

Per fissare le idee si supponga che entrambi P e @ stiano nel 1° quadrante.

Si consideri il sistema di riferimento ortogonale monometrico Ox’y’ che ha la stessa origine
O del precedente e il semiasse positivo delle ascisse =’ contenente il punto Q.

Se (3 ¢’ angolo, misurato in senso antiorario, tra I’asse positivo delle ascisse di Oxy (I'asse
delle z) e la retta passante per O e per @, allora Ox’y’ si ottiene ruotando in senso antiorario
Oxy intorno ad O dell’angolo .

Sia « ’angolo tra la retta passante per O e ) e la retta passante per O e P.

Se v’ e w’ sono 1 vettori delle coordinate di P e Q) rispetto ad Ox’y’ si ha:

,_(zp\ _ [ |OP|cosa ;[ 10Q)]
v= (yp/> o (|OP|sina> ¢ = ( 0o )
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Dunque

v'w = (Rpr)" (Rpw) = )" ReRpw’ = ()"0 =

TR —
RTRg=I

— (|OP|eosa |[OP]sina) ('OOQ') — |0P||0Q]cosa = |[1] o] w]|acosa

da cui si ricava (poicheé v # 0 = ||v||2 # 0 e w # 0 = ||w||2 # 0)
vTw

cosq¢ = ———————.
[[ol]2][wl] |2

Vogliamo generalizzare quanto ottenuto introducendo un concetto che comprenda quello che nella

formula precedente & v w.

DALLA LEZIONE 20 DEL LIBRO:
Definizione di prodotto scalare (def. 20.1 pag. 91/92),

Esercizio 20.2

Le funzioni

(;)R*"xR" — R
(o) — u'v

¢ (,)CPxC" — C
(wo) — uv

sono due prodotti scalari, rispettivamente su R™ e su C". Si chiamano prodotto scalare usuale
(od anche prodotto interno) di R™ e di C™.

Teorema di Schwarz con DIMOSTRAZIONE (teorema 20.3) pag. 92/93,

Definizione di norma indotta da un prodotto scalare (si veda il punto (a) dell’Esercizio
20.4 pag. 93.)

La norma indotta dal prodotto scalare usuale ¢ quella euclidea (si veda 1’Esercizio 20.4
punto (b)).

Possiamo ora dare la seguente

Def. Sia V uno spazio vettoriale con un prodotto scalare (-, ) e sia ||°|| la norma indotta
dal prodotto scalare (-,"). Allora per ogni v, w € V' \ {0} si pone

(v, w)

COSQ = —————.
[l ]2l
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Si osservi che il numero cosa: ora definito € un numero complesso, e per il teorema di Schwarz
ha modulo minore od uguale a 1.

Solo nel caso in cui V sia uno spazio vettoriale su R, si pone

(v, w)

o = arceos(jr ]

ed « si chiama angolo tra i vettori v ed w.

Si osservi che la definizione di cosa che abbiamo appena dato generalizza ['uguaglianza

che abbiamo ottenuto per due vettori v, w € R?: in uno spazio vettoriale V dotato di un prodotto
scalare (-, ), al posto di v"w (che in R? & il prodotto scalare usuale di v e w), mettiamo il
prodotto scalare (v,w), ed al posto di ||v||2 (che in R? & la norma indotta dal prodotto scalare
usuale calcolata in v) mettiamo la norma indotta dal prodotto scalare (-, ) calcolata in v: ||v]|.

Analogamente al posto di ||w||2 mettiamo ||w]|.
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ESERCIZIO TIPO 19
((;):C?xC? - C definita da

Si verifichi che
T Y1 — —
, =Ty +2
((x2> (y2>) Z1Y1 T2Y2
¢ un prodotto scalare.
Sianog:(m)ey:(yl)
Z2 - Y2
?
(y,2) = (z,9)
= (z,9)

o (az+ Bz,y) = (am1 + Bz1)y1 + 2(aws + B22)y2 = (@71 + Bz1)y1 + 2(aT3 + BZ2)y2 =

= a(Ttyr + 2T2y2) + B(Z1yr + 272y2) = Az, y) + B(z, ).

(z, oy + Bw) = Ti(ayr + Bw1) + 2T (ays + fws) = aT1ys + BTrw + 20T3ys + 26Tzwr =

= a(T1y1 + 2T2y2) + B(TTw: + 2Tawz) = a(z, y) + Bz, w).

[ N J
)
e (0,0)=0
oo £=(2>7§Q - (z,2) eRY,
e (0,0) = 042x0 = 0
= o] + 2|z

= TiT1 + 27272

oo (z,z)
Essendo z # 0, si ha che x1 # 0 oppure x2 # 0, per cui |21/ € RE oppure |22|? € RE. Quindi

|z1|2 4 2|72)? € RE,.
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LEZIONE 21 L’algoritmo di Gram-Schmidt.

Sia V' uno spazio vettoriale con un prodotto scalare (*,).

Def. 1 Due vettori u e v si dicono ortogonali se cosa = 0 (dove « & ’angolo compreso tra
u e v). Dunque u e v sono ortogonali se e solo se (u,v) =0 (in tal caso si scrive u L v).

Def. 2 Un sottoinsieme S di elementi di V' si dice ortogonale se per ogni u,v € S si ha
u 1l w.

Def. 3 Sia v € V'\ {0}. Si dice che v & stato normalizzato se al posto di v si considera

P
—
dove ||v]| = v/(v,v) (quindi ||°|| & la norma indotta da (-,)).

(w) = (v) e |Ju| = 1.

Def. 4 Un sottoinsieme S di elementi di V si dice ortonormale se ¢ ortogonale ed ogni suo
vettore ha norma 1 (s’intende sempre la norma indotta dal prodotto scalare (-, )).

0 L v per ogni v € V (poiche (0,v) = 0 per ogni v € V).
Se S = {v;,v5,...,v,} € un insieme ortogonale di elementi non tutti nulli di V'

e So=1{z1,29,--.,2y} € linsieme che si ottiene da S togliendovi eventualmente il vettore nullo

(se ¢’®), allora, posto
21 Z9 Zm

Hzill llz2ll™ "zl

s =1

si ha:
(o) S’ & ortonormale,

(o0) (5) = (S5).

Dalla Lezione 21 del libro:
Proposizione. (Proposizione 21.4 punto (a) pag. 94):

Siano V' uno spazio vettoriale con un prodotto scalare (-,") ed S un insieme di vettori ortog-
onali e non nulli. Allora S & linearmente indipendente (L.I.).

Siano V' uno spazio vettoriale con un prodotto scalare (-, ) ed § = {v;,v,, ..., v, } un insieme
di generatori di V.
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Obiettivo: Costruire Sop = {u;, Uy, ..., u, } tale che
So € un insieme di generatori di V

Sy ¢ ortogonale

Tecnica: (Algoritmo di Gram-Schmidt):

Uy = U
0 se u; =0
Uy = Vy — 12U Q12 =
Uy = Uy Uy,
(21’22) se u 7& O
(wyuy) =17 =
0 se u; =0

Uz = Uz — 13U; — 23Uy, (13 =

- (uy.v3)
ww) 56 W #0
Uq,Uy
0 se u, =0
Q23 = (,,04)
Us,U -
2= ge 0
(Ezaﬂg) =2 7& -
U; =V — 15Uy — Q25Uy — A35U3 — - — Q-1 U5,
0 se u; =0
dove perognii=1,...,5—1 i = ()
i)
(w;u;) u #0
U, =0, —0ipl; — Qaplly — A3pU3 — ... — On_1.nl, 1,
0 se u; =0
dove perognii=1,...,n—1 Qip =
(ui,v,)

se

s
LN
[e=)

(u;,u,)
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L’insieme Sy = {uy, U, ..., u, } cosi costruito € un insieme di generatori ortogonale di V.

L’insieme che si ottiene da Sp togliendo TUTTI gli eventuali u; = 0 (e che possono essere
anche pid di uno - cosi come possono non esserci affatto) ¢ una base ortogonale di V, ossia
una base di V' che & anche un insieme ortogonale.

Se quindi ¢ dato un insieme di generatori S = {v,,v,,...,v,} di uno spazio vettoriale
V dotato di un prodotto scalare (-,7) e si richiede di trovare una base ortogonale di V si
possono adottare indifferentemente uno dei seguenti procedimenti (il 1°, perd, comporta meno
calcoli !):



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI65

19 Procedimento:
Si cambia il nome agli elementi di S: si pone § = {w;, wy, ..., w,}.
Si trova una base By di V contenuta in S:

se V & uno spazio arbitrario si usa il Lemma della scrematura, se invece V' < R™ oppure
V < C" si costruisce una matrice A che abbia per colonne gli elementi di S. Allora, dal momento
che C(A) = (S) =V, per avere una base di V' contenuta in S basta trovare una base di C(A).

Si pone By = {vy,05, .., U }-
Gli elementi v, di By non sono gli elementi originari di S, ma alcuni di essi, a cui

eventualmente & stato cambiato I'indice (nel caso una forma ridotta di Gauss U di A abbia delle
colonne precedenti all’ultima che sono libere).

Si applica 'algoritmo di Gram-Schmidt all’insieme By = {v;,v,,...,9,,} € si trova By =
{uy,Us, ..., u,,}, che & una base ortogonale di V.

20 Procedimento:

Si applica l'algoritmo di Gram-Schmidt all’insieme S = {v,,v,,...,,} di generatori di
V trovando un insieme di generatori ortogonale di V, Sy = {uy,us, ..., u,}.

Si tolgono da Sp TUTTI gli eventuali u; = 0 (si faccia bene attenzione che cosi come
pué accadere che nessuno degli u; sia nullo - e in tal caso Sp = & - pud anche accadere che pia
di un w; sia nullo - e in tal caso vanno tolti tutti quelli nulli). L’insieme Sy cosi ottenuto ¢ una
base ortogonale di V.

Per avere una base ortonormale di V, si trova prima una base ortogonale di V| e
poi la si normalizza, ossia si normalizzano tutti i suoi elementi.

Se V = R" oppure V = C" e non si specifica quale sia il prodotto scalare, s’intende
che ci si riferisce al prodotto scalare usuale, per cui i coefficienti che compaiono nell’applicazione
dell’algoritmo di Gran-Schmidt sono:

0 se

IS
I
1<)

Q5 =

=
IS

®

[¢]
Is
S
1o

(u;,u;)
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ESERCIZIO TIPO 20

Si trovi una base ortonormale di

1 7 0 0
0 1 -1 0 4
= < .
V < Z ) 0 ) _1 ? 0 > C
0 -1 1 7
1'MODO
Troviamo una base By di V.
Poniamo
1 7 0 0
10 1 -1 0
wl Z ’ MQ - 0 ’ wg - _1 ’ M4 - 0
0 —1 1 )

e costruiamo la matrice A = (w; w, w; w,),ossia una matrice tale che C(4) =V.

1 4 0 O 1 1 0 O 1 4 0 O
A— 0O 1 -1 0 0O 1 -1 0 01 -1 0 .
i 0 =1 0 Es1(—i) 0O 1 -1 0 Fas(1)Esa(—1) 0 0 0 O
0 1 1 =4 0 -1 1 0 0 0 =1
1 4 0 O 1 4 0 O
. 01 -1 0 01 -1 0 U
Esa 0 0 0 = E3(—i) 0O 0o 0 1
0 0 0 O 00 0 O

Dunque By = {w;,w,,w,} ¢ una base di C(A) =V.

Troviamo una base ortogonale By di V: poniamo v; = w;, vy = W, € vz = Wy, € applichi-
amo l'algoritmo di Gram-Schmidt a {v;, vy, v5}.
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1
e = v, — 0
Uy =0 = i
0
(21522)
Uy = Vg — (X12U7, U Q — o —
o o 1# 2 (ﬂl;ﬂl)
)
(w,09) =uflu, = (1 0 —i 0) (1) —i
-1
1
(ﬂlaﬂl)zﬂgﬂlz(l 0 —i 0) (Z) =92
0
— algzi/Q
Uy = Uy — Q12U =
)
222—521: |
) 1 :
N I R BV I
|l o 21| | 3
-1 0 -1
Uz = U3z — (13U — 23Uy,
u #0 = 0413—(21’23)
(ﬂlaﬂl)
0
(21&3)22{1232(1 0 —i 0) 8 =0
)
- a3 =0
Uy A0 = g = (us,vs3)
(ug, us)
0
i 0 )
(22523)22523:(_5 1 % —1) 0 = —1
)
A
() =ufuy = (—§ 1 § ~1)| 1 | =5
2
-1
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Uz = Uz — 13Uy — Q23Uy =

i 24
=7 — Uy =
23 5—2 .
0 i -1
0 21 1 1 24
“lo] 5 L] T5]
i -1 31
BQ - {QlaﬂQaQB}a dOVe
1 7 -1
o) L_1(2 1 2
21 Z ) 22 1 ) QB - 5 Z )
0 -2 31

€ una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V, normalizzando gli elementi di Bs.

g2 = v/ (uy, ;) = V2
llug|lo = v/(ug, uy) = v/5/2

1
/ 1 . ) 1 2 V15
||23||2:\/(23&3): @:?23: g(—l -2 —1 —31)5 i :T
3
B = {15 Tl e 1+ dove
1 7 —1
uy 110 upg 1 2 uz 1 21
[l R i T R A WA
— ¥

¢ una base ortonormale di V.

Costruiamo dapprima un insieme di generatori ortogonale di V: poniamo
1 0 0
Vg = Vg = -1 vy = 0
) Y2 — 0 ) Y3 — _1 ) Y4 — 0
1

o = O

-1 1
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e applichiamo l'algoritmo di Gram-Schimdt a {v;, vy, v5,v,}. Otterremo 4 vettori, u;, Uy, us, Uy,
e l'insieme {u;, Uy, U3, u, } sard un insieme di generatori ortogonale di V.

Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto una
forma ridotta di Gauss U della matrice A che ha come colnne v, vy, v3,v,: le eventuali colonne
libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

1 0 0 1 0 0
A=(v, v, vs v3)= 0 1 -1 0 0 1 -1 0
=1 = = 0 =1 0] gy 0 1 -10 Eaz(1)Es2(—1)
0 -1 1 =« 0 -1 1 =
1 ¢+ 0 O 1 72 0 0 1 72 0 0
. 01 -1 0 . 01 -1 0 01 -1 0 —U
00 0 O) gy, (O O 0 ¢ Es(—) {0 0 0 1
0 0 0 =2 00 0 O 00 0 O

Poiche U ha come unica colonna libera la 3¢, allora applicando I’algoritmo di Gram-Schimdt a
{Q1a22,23,y4} otterremo u; = 0.

1
R
Uy =0 = i
0
— 0 _(21’22)
Uy = Uy — (X12U7, 217&_ - 0412—(u u)
1, 21
)
H 1
(up,v) =urv,=(1 0 —i 0) 0 =1
-1
1
H 0
(wpw) =uryy =(1 0 — 0) |, f=2
0
— algzi/Z
)
22222—01221222—521:
) 1 %
_ 1 _i 0 _ 1
o 2li| | 3
-1 0 -1
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Uz = Vg — x13U; — (x23Uo,

u #0 = az3=

0
(wvg) =uflog = (1 0 —i 0)[ ") | =i
1
(uy,1y) =2
— o113 = =
uy #0 = 0423—(22’23)
(QZaQQ)
0
i —1
(ug,v3) =ug'vs =(—5 1 3 -1) | |=
1
1 5
__1___ —_
2 2 |
A
(g tp) =w'up = (=5 1 3 -1)f 1 | =3
2
-1
— o3 =-—1
Uz = Uz — 13U; — 23Uy =
7
223—5214'@2: |
W oo} (1) (o
— i
)2l )Ty )T o
1 0 -1 0
Uy = Uy — Q1ally — Qoqlly — Qi34Us
Ql 7& Q — Qg = (21524)
(ﬂlagl)
0
H 0
(W) =uwvyy=(1 0 = 0)f =0
7

— a4 =0

(QZa 24)

Uy 7&9 — Q24 = (u w )
22y B2
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0
H i 1 0 .
(u2vy4)29224:(_§ 1 3 —1) 0 = —
)
A
(uz,u2)—u2g2:(—% 1 % -1) 1 25
2
-1
2
= 0124:—51

u; =0 = «a34=0 perdef

24
0 5 -1
0 27 1 1 24
“lo) s s 75
1 -1 31
1 i 0 -1
Dunque {u; = (z) Uy = 1 yUsg = 8 Uy = 2; } & un insieme di generatori
2
0 -1 0 31

ortogonale di V.

Costruiamo una base ortogonale di V togliendo dall’insieme di generatori ortogonale
di V trovato al punto gli eventuali u,; nulli. In questo caso poniamo:

1 i -1
T R Wy =uy = L2
== TR T L BT lT R
0 -1 31
1 i -1
L 0 1 o2 ) .
L’insieme {w; = =1 =g } & una base ortogonale di V.
2
0 -1 37

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto

, ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma
euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di w;, w,, w; :
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lwy |2 = V/(uy, ) = V2
w2 = /(g uy) = v/5/2

—1
1 . 1 21 V15
ws ]2 = V(g wy) = \/uduy = g(—l —2i —i —31)5 P e
3
Allora B = {||£_11||2’ ||Q_22||25 ||£:||2}, dove
1 7 -1
w;, L 0 Wy 1 2 ws 1 21
llwill2 V2 (Z) T lwoll2 V10 12 T Jwsll2 V15 ?j ’
— i

¢ una base ortonormale di V.
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LEZIONE 22 Proiezioni ortogonali. Matrici di proiezione.

Complemento ortogonale di un sottospazio.
Sia V' uno spazio vettoriale con un prodotto scalare (*,) e W # {0} un sottospazio di V.

Def. 1 Siav € V. Si chiama la proiezione ortogonale dell’elemento v € V sul sottospazio
W <V il vettore:
Po(v) = cqwy + aowy + ..+ apw,,

dove B = {w;,w,,...,w,,} ¢ una base ORTOGONALE di W e, perognii=1,...,m

(w;, v)

o = .
‘ (w;, w;)

La definizione data non dipende dalla base ortogonale B di W scelta: se B’ =

{wh, wh, ..., w } & un’altra base ortogonale di W, e per ogni i = 1,...,m si pone 3; = %,
allora si ha:
1w, + 0wy + ..+ apw,, = fw) + fowh + ...+ Brw),.
Se W = {0} si pone Py(v) = 0 per ogni v € V.
Matrici di proiezione.
T

Se V = R" oppure V = C" ed il prodotto scalare considerato ¢ quello usuale ((u,z) — u* 2z

se V=R"e (u,z) — uz se V.= C") si pué calcolare la proiezione Py(v) di un elemento v € V'
tramite la matrice di proiezione di V su W.

Sia B = {w;,w,,...,w,,} ¢ una base ORTOGONALE di W (per cui wfle =0 se
i 7).
A partire da B si costruisca una base ORTONORMALE di W

/ / / /
B = {ﬂlaﬂw . --aﬂm}
normalizzando gli elementi di B: per ogni i — 1,...,m si pone
w, w,
w; = — = _[:LI .
[y |2 w;t W,

7 —1
Sia @ la matrice n X m che ha come colonne gli elementi di B’
w,y Wy w

Q=(w; wy ... W)= (Th Twlh - Twls)-

Si calcoli la H-trasposta Qf di @ (Qf & una matrice m x n).
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La matrice P = QQ™ si chiama la matrice di proiezione di V su W. Si noti che P ¢&
una matrice n X n.

@ La proiezione ortogonale Py(v) di un vettore v € V.= K" (K € {R,C}) su W & uguale a

Py(v) = Po.

Dimostrazione.

B = {w],w),...,w),} & in particolare una base ortogonale di W, quindi, per la Def. 1, si ha:

w,v wh,v r
Py(v) = (_/1 _/) 2/1 + (_/2 _/) 2/2 + (Wi, v) ﬂ;n _
(w7, w)) (wh, wy) (W i) T
il prodotto scalare
e quello usuale
_ @ o @) o )y
- wy w: W, -
(wy) M wy (wy) M wh (wh) Hwp, =™

Poicheé B’ & ortonormale, per ogni i =

=1,...,msi hal = ||z = ((w),w]) = /w))Tw!, quindi
wh)H
==

w} = 1. Pertanto

() P = () "v)w] + (wh)Fv)wh + ... + ((w),) " v)wl,

Poiche Q = (Q/l whH .. owh, ), allora
()
CONH
o | @
(wr) ™
e, facendo il prodotto a blocchi di Q e Q¥ si ottiene
(2/1)5
(w3)
P:QQH:<£/1 wh o wﬁn) : =
(wy) "

= wi (W) +whwh) " + ... +wl, (w],)".

Si noti che ciascun addendo w), (Q;)H ¢ una matrice n X n.

Typeset by .j/vlS—TEX
Typeset by AMS-TEX
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v
Sia v = . |. Allora il prodotto della matrice P per il vettore colonna v &

Un

() Po= (w) (@) +wy(wh)” +... +w), (w),) e =
= wy (W) o+ wy(wy) o+ +wi, (wr) T
Ciascun 6; = (w})H v, peri=1,...,m, & uno scalare, per cui per ogni ¢ = 1,...,m si ha che
wi(w)) o = wis; = Siw; = ((wh)v)w)

§; & un numero !

e quindi da (*) e (*x*) si ottiene Py(v) = Puv.

1 1
Esempio 1.  Si calcolino la matrice di proiezione di R® su W = ({0 |,| 0 |)ela
1 —1
5
proiezione ortogonale del vettore v = | 7 | su W.
11
1 1
Posto w; = | 0 | ed wy, = | 0 | si ha che, in questo caso, B = {w;,w,} ¢ gia una base
1 —1
ortogonale di W (non occorre cio¢ applicare I’algoritmo di Gram-Schmidt, poiche wiw, = 0).
1/v2 1/v2
Poiche |[w;]]2 = V2 = ||wy||2, allora B’ = {w} = 0 ,wh = 0 } & una base
1V2 —-1/V2

ortonormale di W. Si costruiscono

SACINAL a (UVZ 0 12

Allora la matrice di proiezione P di V su W ¢ la matrice

Q=

N A AR WAVN. IR YN L 0o
V2 —1/V2 00 1
e la proiezione ortogonalediv=| 7 | su W e
11
1 00 5 5
Py(v)=Pv=10 0 0 71=10
0 0 1 11 11
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Il complemento ortogonale di un sottospazio.

Siano V uno spazio vettoriale con un prodotto scalare (-,") e W un suo sottospazio.

Def. 2 Si chiama complemento ortogonale di W in V| e si indica con il simbolo W=,
I'insieme degli elementi di V che sono ortogonali a tutti gli elementi di W:

W+ = {v e V|(w,v) =0 per ogni w € W}.

W & un sottospazio di V.

Se B = {w;,ws, ...,w,,} & un insieme di generatori di W (e quindi, in particolare, se 5 & una
base di W), poiche

(1w + Qowy + ... + apw,,, v) = ar(wy, v) + @2 (wy, v) + . .. + W (w,,, v),

allora

(w,v) =0 per ogni w € W <— (w;,v) =0 per ogni w; € B.

Dunque se B = {w;, ws, ...,w,,} € un insieme di generatori di W (e quindi, in particolare, se B
¢ una base di W), si ha

Wt ={veV|(w,v)=0peri=1,...,m}

Il caso V =R" oppure V = C".

Sia A una matrice complessa m x n. Allora lo spazio delle colonne C'(A) & un sottospazio di
C™ e si pué provare che il complemento ortogonale C'(A)+ di C(A) in C™ coincide con N(AH),
lo spazio nullo della H-trasposta di A.

Typeset by ApS-TEX
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Infatti:
Siano a, @y, .- .,a, le colonne di A (quindi a; € C™ per ognii=1,...,n).

Poniamo V =C" e W = C(A) = (a;,a,,- . .,4a,) lospazio delle colonne di A. Poiche {a,,a,,...,a,}
¢ un insieme di generatori di W, per quanto detto sopra si ha che se z € C™ allora

gGWl:C(A)l < (a;,z)=0perognii=1,...,n <
a!
H 0
ag
<~ gf{QZOperognii:L...,n <~ . x =1 (%)
. T :
: mx1
afl 1
T nx1
nxm
a!
aj’
Poiche AH = . |, allora da (*) concludiamo che
H

zeCAt = Afz=0 <= zeNAH),

per cui C(A)+ = N(AH).

Se quindi W < C™ ed § = {w;,w,,...,w,} € un insieme di generatori di W,
per trovare W+ si pué costruire la matrice A = (w; w, ... w, )che ha
come colonne gli elementi di S e trovare N(AH).

1 1+
24 -2+ 2
Esempio 2. Si trovi una base del complemento ortogonale W+ diW = (| 0 |, 1 )
2 342
1 1+
in C®.
1 1+
20 =242
SiaA=1] 0 1
2 3+2
1 1+
Allora A" = (1 iz _2_3121. (1] 3 _2 9% 1 i z) e Wt = N(AH). Per trovare una base di

N(AH) procediamo come nellESERCIZIO TIPO 15.
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H 1 —21 0 2 1 1 =20 0 2 1Y)\
A _(1—i 242 1 3—2i 1—i> Ea21 (—144) (0 0 1 1 0 =vU

Osserviamo innanzitutto che N(Af) = N(U) e che
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=5—2 =3,

quindi una base di N(A#) ha 3 elementi. Poiche

il
To 0 T, — 209+ 224 +25 = 0
z=|a23 | e NAT)=NU) = ng(()) =
T4 T3 + x4 = 0
Ts5
2ih — 2k —r
h
allora N(Af) = —k |h,k,reC
k
r

Chiamando v; 'elemento di N(AH) che si ottiene ponendo h = 1 e k = r = 0, v, I’elemento
di N(AH) che si ottiene ponendo h =7 =0 e k = 1, e v I'elemento di N(AH) che si ottiene
ponendo h =k =0 e r = 1, si ha che una base di W+ = N(Af) ¢

2i -2 -1
1 0 0
0 |,o5=1| —1|,u3= 0
0 1 0
0 0 1
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ESERCIZIO TIPO 21

1 1
Si calcolino la matrice di proiezione su V.= (| i |, [ 1 |) < C3? e la proiezione ortogonale
0 0
2
div=1[3]suV.
7
Troviamo una base ortonormale di V.
1 1
Stanov; = [ i | evy=|1|. Allora V = (v;,v,). Poiche
0 0

o
o
st
™)
=
—~
|
.
=
o
o
st
N}
—~
ol
+
-
—

allora dim(V') = dim(C(A)) = rk(A) = 2, quindi {v;,v,} ¢ una base di V.

Applichiamo algoritmo di Gram-Schmidt a {v;,v,} per trovare una base ortogonale di V.

1
up =v; = | ¢
0
Uy = Vg — Q1204 , u #0 = 0412:(21’22)
- - (ulvgl)
1
(uy,v,) =ullv, =(1 —i 0)1]=1—i
§
1
(wy,uy) = uf'uy = (1 —i 0)(i =2
0
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1 144
g =11 |,u= % 1—14 |} & una base ortogonale di V.

0

lug|l2 = /(wy,uy) = V2

141
/ 1 ) ) . 1
|us|l2 = v/ (g, uy) = Q?QQZ Z(l_l 1+¢ 0)[ 1—1 :5\/41:1
0
1 141
{Hfﬁ:% i ,ﬁ:% 1 —4 |} & una base ortonormale di V.
=1 =2
0

Calcoliamo una matrice @) che abbia come colonne gli elementi della base ortonormale di
V trovata al punto 1.

v 7S (V2 1+

=1 =2 _ 4 i o . 3

Q=(Tk ME)=|& 5 |=7(v2 1-i
0 0 0 0

P =QQ¥, dove Q & la matrice trovata al punto 2, ¢ la matrice di proiezione di C3 su V.
Dunque

2 1+ . 4 0 0 1 00
1 V2 — 1
PzQQsz 2 1—i (1\/5. 11;/.5 8):1 040]=]010
0 0 ! ! 000 00 0
2
La proiezione ortogonale di v = | 3 | su V & Puv, dove P ¢ la matrice ¢ la matrice di
7

proiezione di C® su V (trovata al punto 3). Dunque la proiezione ortogonale di v su V' &

1 00 2 2
Pv=10 1 0 31=13
0 0 0 7 0
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ESERCITAZIONI* 5
a

Si verifichi che ¢ : C* — R definita da ¢(| b |) = |a—b|+|a—c| + |b+c| & una norma.
c

Sia V il sottospazio di C? generato da (i) (quindi V = ((i)) = {(Z) | a€C}).

Si verifichi che (*,) : V x V — C definito da ((Z) , (Z)) = 3a@b ¢ un prodotto scalare.

Sia V l'insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. V' & uno spazio vettoriale su R e

(y):VxV—->R

!/ /
(525 2p =

¢ un prodotto scalare su V.

definita da

. o (1 12
(a) Si determini ’angolo « tra A = (1/\/5 0 > e Ip.

(b) Sia W = <G é>> < V. Si determini Wt in V.

Sianogz (g) ed S={zeR? | |lz—z|1 <3}
Si provi che esiste y € S tale che ||z]|oc < [|y|/co Per ogni z € S e si calcoli ||y]|oo-

Si trovi una base ortonormale di

1 ) 1 0
_ 7 —1 0 1 4
V=l ] le )=
7 —1 0 1
1 7 2
@ Si calcolino la matrice di proiezionesu V.= ([ i |,| =1 |, 0 |) < C3 e la proiezione
0 0 1
0
ortogonalediv = [ 0 | suV.

1
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Svolgimento ESERCITAZIONI* 5

a
Si verifichi che ¢ : C* — R definita da ¢( ( b

(1) ¢(0 (

Poiche ¢(z

)) = la—"b|+]a—c|+|b+c| & una norma.

) =]/0—-0/+|0—0]+|0+0|=0.

’U o oo

er ogni x € C3, per provare che
z#0 = ¢(z)>0

basta provare che

#0 = ¢(z) #0,

=

ossia basta provare che

Dalla definizione di ¢ si ottiene:

pz) = 0

la—b = 0 a
a =< la—¢| 0 = a
b [b+c = 0 b+c

(2) o(a (b))=¢((ab>)= |aa — abl + |aa — ac| + |ab + ac| =

1=
Il
|
o
e
Il
S
Il
o
Il
o
18
I
1

I
o

ac

a
= lalla =0+ |alla— ¢+ |al|b+ ¢ = |af(Ja = b] + |a — | + |b + ¢]) = |a|¢((b>)-

ay + ag
(3) )=o(| bit+be |)=
c1+ c2

|(a1 —|—CL2 bl —|—b2)| + |(CL1 —|—a2) (Cl + 02)| + |(b1 + bz) (Cl + 02)|
= (a1 = b1) + (a2 — b2)| + [(a1 — c1) + (a2 — c2)[ + [(b1 + c1) + (b2 + c2)| <

a1 ag
<la1 —b1| + |az — bo| + |a1 — 1] + |az — c2| + [b1 + 1| + |ba + c2| = &( bl))+¢((b2)).
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Sia V il sottospazio di C? generato da (i) (quindi V = ((i)) = {(Z) | a€C}).

b

Si verifichi che (') : V x V — C definito da ((Z) : (b

>) = 3ab & un prodotto scalare.
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Sia V l'insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. V' & uno spazio vettoriale su R e

(y):VxV—-R

/ /
(5 ) (3 O )ymaw s e

¢ un prodotto scalare su V.

definita da

. o (1 12
(a) Si determini ’angolo « tra A = (1/\/5 0 > e Ip.

(b) Sia W = <G é>> < V. Si determini Wt in V.

(a) Sia ||'|| : V — R la norma indotta da (,"). Allora

(s ‘C’)H:\/((Z (5 )= v e

per cui

(A L) Ix14+2x1/V/2x0+0x1 o1 1
||A||a||l2|| \/12—|—2(1/\/§)2—|—02x 12 +2 x 02 + 12 \/§><\/§ 2

CoOStx =

Quindi a =arcosg = {r/3 + 2km, —7/3 + 2kn|k € Z}.

(b) Sew = (i é), allora W = (w) e

a b

Wl={Q€V|(y,w)=O}:{<b C>|a+2b:0, a,b,c€R} =

:{(‘bzb b>|b,ceR}.

c
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Sianog: (g) ed S={zeR? | |lz—z|1 <3}

Si provi che esiste y € S tale che ||z]|oc < ||y||co Per ogni z € S e si calcoli ||y]|oo-

Sia x = (il> € S. Allora

2
$1—3 .
le—zllh=1{,, g)lh=lrn-3+|r2=3[<3 = |=i-3|<3 i=12 =
— 3<2;,-3<3 i=1,2 = 0<z;<6 i=1,2 = |z]<6 i=1,2
Poiche ||z||cc =max{|z1], |z2|} allora ||z||cc < 6 per ogni z € S. Se dunque esistesse € S con
|1Z||sc = 6, si potrebbe prendere tale & come y.
1

Intanto, perche z = (35 > € S, deve essere, come si € visto, che 0 < #; <6, per i =1, 2.
2

Esiste un £ € S con una componente, ad esempio 27, esattamente uguale a 6 7 Se 7 = 6,
allora

(;)ES — [6-3|+12—-3]=3+]22—-3|<3 <<= |152-3|=0 <<= 13=3.
2

Dunque (g) =yeSe ||g||oo = 6 (si potrebbe anche prendere y = (2))

Intuitivamente:
Si fissi in un piano un sistema di riferimento ortogonale e monometrico Oxy. Abbiamo visto
(LEZIONE 19) che gli elementi di R? che distano in norma ||-||; al pit d (d € Rsg) da (8)

sono tutti e soli quelli rappresentati dai punti dentro al rombo di vertici

Pi(d,0), P(0,d), P3(—d,0), P4(0,—d).

Traslando il sistema di riferimento si ottiene che gli elementi di R? che distano in norma ||-||;
al pit d (d € Rsg) da (21 > sono tutti e soli quelli rappresentati dai punti dentro al rombo di
2
vertici

Qi(z1 +d, z2), Q2(21,22+d), Q3(z1—d,22), Qu(z1,22 —d).

3
3

gli elementi di R? rappresentati dai punti dentro al rombo di vertici

Nel caso di questo esercizio, (?) = ( > e d = 3, per cui gli elementi di S sono tutti e soli
2

H1(3+3a 3)v H2(333+3)v H3(3_3a 3)v H4(333_3)a



18AALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI

ossia
H1(653)a H2(356)a H3(053)a H4(350)

Essi hanno, in particolare, sia ’ascissa che I'ordinata positive o nulle, quindi

x
Qz(é)ES = ||z]|oo = maax{|z1], |x2|} = maz{z1, z2}.

Poiche i punti dentro al rombo di vertici Hy, Ho, H3, H4 hanno sia I’ascissa che ’ordinata minore
od uguale a 6, allora

x
Qz(é)ES = ||z]|oo = max{|z1], |2x2|} = max{z1, 22} <6

e i punti dentro al rombo di vertici Hy, Hs, H3, H4 che abbiano ascissa od ordinata uguale a 6
rappresentano i vettori y soluzioni del nostro problema. Ne esistono esattamente due: H1(6,3)

ed Hy(3,6). Dunque
() . s (3
Y=1\3 ~ 6

sono le due possibili soluzioni del nostro problema.

J<e

Si trovi una base ortonormale di

1 i 1 0
i -1 0 1 4
V_< 1 ) Z’ ) 1 ) 0 ><C
i -1 0 1

Costruiamo dapprima una base di V: poniamo

1 i 1 0
7 -1 0 1
wl = 1 ) MQ = Z ) w:& = 1 ) M4 = 0
7 -1 0 1
e calcoliamo una base di C(A4) dove A = (w; wy ws wy).
1 ¢+ 10
-1 0 1
A=(w, wy, ws wy)=]|. .
(_1 =2 3 4) 1 7 1 0 By (—i) Es1 (—1) Ear (i)
1 —1 0 1
1 ¢+ 1 0 1 2 10
oo -1 001 il|_,
00 0 0 Eumma [0 0 0 0
0 0 — 1 0 0 0O
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Poiche U ha come colonne dominanti la 1* e la 3%, allora una base di C(A) =V & {w;,ws}.

Troviamo una base ortogonale di V applicando I’algoritmo di Gram-Schmidt a

1 1
) 0
V) =w; = 1 yUg = W3 = 1
) 0
1
)
Uy =9 = 1
)
(u1,v5)
=Yy — 0 = = —==
Uy = Uy — 12Uy, u #0 Q12 ()
1
H 0
(up,v) =urvy,=(1 —i 1 —i) 1 =14+1=2
0
1
H )
(wpw) =wiu = (1 —i 1 —i)| | =1+1+1+1=4
i
N 2 1
M=y
1
QQZQQ—Q1221:QQ—521:
1 1 1
o) i) _1|—i
1 211 2(1
0 ) —1
1
—1

Dunque {u; = Uy = = ¢ una base ortogonale di V.
1 2 2 1

o= o

—1

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto

, ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma
euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed u, :
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g2 = v/ (uy,2y) = V4 =2

1
IPURERS N 1
lll: = Vimu = 500 i 1 i)g | ] =y/0 41414141 =1
—i
Allora
1 1
U U 1[4 1 —
B = ——1’——2}: _ , =
Ml Tl =2 (1] 2] 1
7 —1
¢ una base ortonormale di V.
1 7 2
@Si calcolino la matrice di proiezionesu V.= ([ i |,| =1 |, | 0 |) < C3 e la proiezione
0 1
0
ortogonalediv= | 0 | suV.
1
Troviamo una base ortonormale di V.
1 7 2
Poniamo w; = | ¢ |,wy, = | =1 | ,w3 = [ 0 ] e calcoliamo una base di C'(A4) dove
0 0 1
A=(w; w, Mg)-
1 7 2 1 2 1 ¢ 2
A=(w, wy, wy)=|i -1 0]—— (00 20| —+ |00 1|=U
0 1 E21(—1) 0 0 1 E32(—1)Ea(41) 0 0 0

Poiché U ha come colonne dominanti la 1* e la 3%, allora una base di C(A) =V & {w;, ws}.

Applichiamo ora 'algoritmo di Gram-Schmidt a
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per trovare una base ortogonale di V.

1
w =v; =11
0
(ﬂvaQ)
tp = L2 — A2ty w7 o (wy,uy)
2
(wp,00) =ui'vy=(1 —i 0)[0]=2
1
1
(ﬂlaﬂl)—uflul_(l —i 0)fi]|=2
0
2
—t a12:§_1
Uy = Vg — (12U =
:’UQ—Ql_
2 1 1
=0 =12 =|—
1 0 1
1 1
{uy =\ i ],uo= 1| —i |} & una base ortogonale di V.
0 1
llwll2 = v/ (ug, ) = V2
1
llualz = /(g up) = \Jublup = [(1 & 1)| =i | =vVI+T+1=V3
1
1 1
Hfﬁ:% i ’||u22||2:% —i ¢ una base ortonormale di V.
=1 =2
1

Calcoliamo una matrice @) che abbia come colonne gli elementi della base ortonormale di
V trovata al punto .

1 1
(=[G G]-L (Vs e
Q=(wm wrR)=|v #|=—7iV3 -iv2
o x) YS\o v

P = QQY, dove Q & la matrice trovata al punto , ¢ la matrice di proiezione di C? su
V. Dunque

V3 V2 . 5 —i 2
_ H_LZ’ —i L V3 —iv3 0 :l 7 —2i
reee =gl ) lE )l g g
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2
La proiezione ortogonaledi v = [ 3 | su V & Pv, dove P ¢ la matrice di proiezione di C3
7

su V (trovata al punto )

Dunque la proiezione ortogonale di v su V' e
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ESERCIZIO TIPO 22

1 N /2N /0
i) (o) (=) [
sinv=([ o | (S]] 1 pse
ol {o] |o] (1
o/ \o/ \o/ \u

(a) Si trovi una base del complemento ortogonale di V in CS.

(b) Si trovi una base ortogonale di V.

1 1 2 0
-1 0 —1 1
. 0O 0 0 1 .
(a) Sia A = 0 1 1 1 |:percu V =C(A).
0O 0 0 1
0O 0 0 1
1 2 0 0 0 O
" 1 0 0100 N N " .
Allora A" = 9 010 0]¢ V+ = C(A)*~ = N(A"). Per trovare una base di
0O — 1 1 1 1
(AH) procediamo come nellESERCIZIO TIPO 15

1 % 0 0 0 O 1 0 0 0 O
AH — 1 0 01 0O 0 01 00
2 ¢« 0100 E'sl( 2)E21(-1) 0 0100 B2 (i) E32 (1) B2 (1)
0O — 1 1 1 1 0 1 1 1 1
1 2 00 0 O 1 2 0 0 0 O
. 01 0 2 00 . 01 0 2 0O —U
0 00 0 00O Esa 0 01 011
0 01 0 11 0 000 0O

Osserviamo innanzitutto che N(Af) = N(U) e che
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U =6 — 3 = 3,
quindi una base di N(A) ha 3 elementi. Quindi
dimV+ = dim(N(U)) = 6 — rango di U = 6 — dim(C(A)) = 6 — dimV.
In generale
se V & uno spazio vettoriale con un prodotto scalare (-,7) e W < V, allora
dim W+ =dim V — dim W

Poiche
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x1

T + 12 =0
xro 0
z = 23 eENATY=NU) +— Uz= 8 = To + 1%y =0
4
5 0 r3+x5+x5 = 0
T6
—h
—ih
H —k—""
allora N(A*) = L |h,k,reC
k
r

Chiamando v; I’elemento di N(Af) che si ottiene ponendo h =1 e k =7 = 0, v, ’elemento
di N(AH) che si ottiene ponendo h =7 =0 e k = 1, e v I'elemento di N(AH) che si ottiene
ponendo h =k =0 e r = 1, si ha che una base di V+ = N(A7) &

-1 0 0
—1 0 0
0 -1 -1
B: Ql = 1 722 = 0 723 = 0
0 1 0
0 0 1

(b) Applichiamo I’algoritmo di Gram-Schmidt a B per ottenere una base ortogonale di V.

-1
—1
0
U =4 = 1
0
0
Uy, V.
Ug = Vg — (12U, u #0 = (112:@
(uy, 1)
0
0
(wpw) =ulloy = (1 i 0 1 0 0)] '|=0
1



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI93

— aio =10

0
0
-1
QQZQQZ 0
1
0
Uz = U3z — 013U — (¥23U9,
u #0 = 04132(21’23)
(ulau’l)
0
0
(uy,v3) =ullv,=(-1 & 0 1 0 0) _01 =0
0
1
— 13 =
(us, v3)
Uy #0 = ag3=
(g, us)
0
0
(ug,v3) =ud'vg=(0 0 —1 0 1 0) _01 =1
0
1
0
0
H —1
(Uy up) =upup,=(0 0 -1 0 1 0) 0 =1+1=2
1
0

Uz = Uz — 13Uy — 23Uy =

1
= U3 5@2—
0 0 0
0 0 0
| -1 Ll -1]_| -3
“lo | 210 | O
0 1 -1
1 0 1
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Una base ortogonale di V+ &

—1 0 0

—1 0 0

0 1 -1
21: 1 322: O 7@3_

0 1 -1

0 0 1
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LEZIONE 23 Calcolo di determinanti.

Sia A una matrice quadrata di ordine n.
Il determinante di A & un numero che dipende da A. Esso si indica con il simbolo det(A),
oppure Det(A). Impariamo a calcolarlo, cominciando con i casi n = 1,2, 3.
Il caso n=1. Se A = (a11), & Det(A) = as1.
Il caso n=2. Se A = (all 012 >, ¢ Det(A) = aj1a22 — ar2as01.
az1 a22

2 3

Esempio 1. Il determinante di A = ( 15

>éDet(A):2><5—3><4:10—12:—2.

. a1 @12 .
Abbiamo detto che Det ( “ “ > = 11022 — a12a21. Osserviamo che
21 Q22

a11a92 = ay1(—1) " Det (az ) =
— &11(—1)(1a somma degli indici di all)Det ( a22) _

il determinante della matrice che
— all(_l)(la somma degli indici diay1) si ottiene da A sopprimendo

la 1° riga e la 1%colonna di A

L il determinante della matrice che si ottiene da A
—a (_1)(1a somma degli indici dia11) . . . L.
11 sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova a1

—a12a21 = a12(—1)Det (a1 ) =
— &12(—1)(1a somma degli indici di ‘“2)Det ( a1 ) _

il determinante della matrice che

&12(_1)(13 somma degli indici diajz) si ottiene da A sopprimendo

la 1° riga e la 2%colonna di A

la somma degli indici dia
— 0:12(—1)( g 12) (

il determinante della matrice che si ottiene da A
sopprimendo la riga e la colonna in cui si trova ai2

Indicando con i simboli

C11  la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1¢ riga e la 1 colonna,

Ci2 la matrice che si ottiene da A sopprimendo la 1% riga e la 2% colonna,
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ed inoltre

A11 = (—1)1+1DetC’11,

A12 = (—1)1+2DetC’12,

abbiamo:

a1 @12
Det =a11di1 + a1242.
a21 G22

Si tenga a mente che a1; ed ajo sono gli elementi della 1 riga di A.

Quindi se A = (ZH 312> , quello che abbiamo fatto per calcolare Det(A) & stato:
21 (22

a21 a22

(1) mettere in evidenza gli elementi della 1% riga di A: ( >,

(2) per ciascuna posizione (1,7) della 1% riga di A (posto (1,1) e posto (1,2))

— costruire la matrice C1; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna di A),
— calcolare Det(C1;),
— calcolare (—1)117

— calcolare A1; = (—1)'*7Det(Cy;),

(3) calcolare il prodotto (a1 a12) (ﬁn >
12

a11 G122 G13
Il caso n=3. Sia A= | as1 a2 a3 |. Per calcolare Det(A) procediamo come abbiamo
azi1 a3z ass
fatto nel caso n = 2.

(o] (o] [ens]
(1) Mettiamo in evidenza gli elementi della 1% riga di A: as1 as9 as3
a31 az2 as3

(2) per ciascuna posizione (1, j) della 1¢ riga di A (posto (1, 1), posto (1,2) e posto (1,3))

— costruiamo la matrice C; (ottenuta sopprimendo da A la 1% riga e la j—esima colonna di

A):
Cyy = a2 G23 Chy = a1 a3 O3 = a1 a2
azz asz )’ as1 azz /)’ a1 as2
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— calcoliamo Det(C1;), usando il caso n = 2, ossia il caso precedente a quello che stiamo analiz-
zando ora (che & n = 3):

DetC11 = Det (QQZ a23> = 22033 — 023032,
asz2 33
DetCi5 = Det (azl a23> = 121033 — 023031,
as1 as3
DetCi3 = Det (azl a22> = 121032 — 022031,
azi1 a32
— calcoliamo (—1): (=) =1, (-=1)1T2 = -1, (-1)!3 =1,

— calcoliamo A; = (—1)'7Det(Cy;):

Ay = (—1)'"'DetC11 = agsazs — aszazs,
App = (=1)'?DetC15 = —(az1a33 — aszasy),

A1z = (=1)'DetCy3 = az1asz — azzaz:.

(3) 1l determinante di A ¢ il prodotto

a11 a2 a13 A
Det | az1 a2z a3 = (an a12 als) A1 =a11di1 + a2di2 + CL13A13 =
azi asz2 ass Ags

= 0,11(—1)1+1Det011 + alz(—1)1+2Det012 + alg(—1)1+3Det013

3 -2 1
Esempio 2. Calcoliamo il determinante della matrice A= |0 1 4
2 6 3
In questo caso abbiamo
aj; =3, a2 = =2, ajz =1,

1 4 0 4 0 1
011:(6 3)) 012:(2 3)) 013:(2 6))

per cui

1 4 0 4 0 1
_a(_1\1+1 oy 1\142 143 _
DetA = 3(—1) Det(6 3>+( 2)(—1) Det(2 3> +1(-1) Det(2 6>

=3(3—24)+ (=2)(=1)(0 —8) + (0 —2) = 3(—21) — 16 — 2 =
= —81.

Quello che abbiamo fatto e quindi:

(a) per le matrici 1 x 1 porre Det(a11) = a1,



198ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2002/03, GEMMA PARMEGGIANI

(b) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 2 x 2 sapendo
come calcolare il determinante delle matrici 1x 1, ossia dare una formula che permetta di calcolare
il determinante delle matrici nel caso n = 2 sapendo come calcolare il determinante delle matrici
nel caso precedente, cio¢ il caso n =1 (si veda il punto (a)),

(¢) dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici 3 x 3 sapendo
come calcolare il determinante delle matrici 2x2, ossia dare una formula che permetta di calcolare
il determinante delle matrici nel caso n = 3 sapendo come calcolare il determinante delle matrici
nel caso precedente, cioe il caso n = 2 (si veda il punto (b)).

Procediamo quindi allo stesso modo, dando una formula che permetta di calcolare il determi-
nante delle matrici n x n sapendo come calcolare il determinante delle matrici (n —1) x (n — 1),
ossia dare una formula che permetta di calcolare il determinante delle matrici nel caso n sapendo
come calcolare il determinante delle matrici nel caso precedente, cioe il caso n — 1.

Sia dunque A = (a;; ) una matrice n X n. Cominciamo con il dare la seguente definizione:

Def. 1. Perognil <i<mnel < j<nsichiamamatrice complementare dell’elemento
a;; od anche matrice complementare di posto (i,j) in A, e si indica con il simbolo C;j;, la
matrice che si ottiene da A sopprimendo la i-esima riga e la j-esima colonna. Dunque C;; ¢ una
matrice (n — 1) x (n —1).

1 ) 3 4 11
0 2 7 -3 8
Esempio 3. Se A= | 1+ 2 5 -5 17 , allora
-1 61 0 51 1—4i

12 74+2¢ 34 4—-6¢ 144

1 7 3 11 togliendo la 2¢ riga 1 )

@ ' -3 e la 4% colonna 1+14 ; g i;
l+i 2 5 [ 17 Coa=1 "1 6 0 1-4i
-1 6 0 1—4i 12 7+2 34 14¢
12 7+2¢ 34 |4—6¢ 14:

(1) ; 3 43 togliendo la 3 riga 1 i 3 4

- e la 5% colonna

1+i 2 5 -5 G =11 :)Li ; ; :g
@ 1—4i 12 742 34 4—6i

Def. 2. Perognil <i<mnel<j<n sichiama cofattore di posto (i,j) di A, e si
indica con il simbolo A;j, il numero

Aij = (=) Det (Cy),

dove C;; ¢ la matrice complementare di posto (7, 5) in A.

Si ha:
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‘ Formula del determinante di una matrice sviluppato rispetto alla 1°riga

se A= (a;; ) ¢ una matrice n x n allora
DetA = a11411 + a12di2+ ...+ @1.n—141 n—1 + a1nA1n

dove Aj1, A2, ..., A1n—1, A1, sono i cofattori di A di posti (1,1), (1,2), ..., (1,n—1), (1,n)
(ossia i posti della 1% riga) rispettivamente.

1 -5 0 3

. . . . . 6 2 0 4
Esempio 4. Calcoliamo il determinante della matrice A = 9 0 0 2
-1 7 5 1

Usando la formula dello sviluppo del determinante rispetto alla 1¢ riga di A abbiamo:
DetA=1x A1 + (—5) X A1o+0x A13+3 X A4 = A1 —H5A12 + 3A14.

Dobbiamo quindi calcolare A1y, A2 ed Aqg.

2 0 4
All = (—1)1+1Det 0 0 2 =

f) +0(=1)2Det (:f f) +4(=1) 5 Det (:f (5)>) -
0)) = —(—60 — 40) = 100,

0

0

5

6 2
A= (—1)"Det | =2 0 =
-1 7
6 2 0
=-Det| -2 0 0=
-1 75
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Dunque otteniamo:
DetA = Ay1 — 5415 + 3414 = —20 — 5 x 100 + 3(—20) = —580.

Si pué dimostrare il seguente
Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissato ¢ € {1,...,n} si ha che
ainAin +aindio + .+ Gin—14i n—1 + @inlin = a1l +a12lin+ ...+ a1 n—141 n—1+ a1nlin,
ossia che
(¥*) DetA =a;14;1 4+ aipAia+ ...+ ain—14in—1+ GinAin.

(*) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla i-esima riga
di A.

Quindi, per calcolare il determinante di una matrice A, si pud partire mettendo in evidenza
gli elementi di una riga qualunque, e non necessariamente la 1¢, come abbiamo fatto fino ad ora.

Esempio 5. Sia A = (ZH 212> una matrice 2 x 2. Sviluppiamo il determinante di A
21 22

rispetto alla 2% riga di A:
— mettiamo in evidenza gli elementi della 2 riga di A: du - 912
[a22])”
— (91 ¢ lamatrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e 1la 1* colonna, quindi Ca1 = (a12 );

Ca9 ¢ la matrice che si ottiene da A togliendo la 2% riga e la 2% colonna, quindi Cos = (a11 ).

Allora
CL21A21 + CLQQAQQ = 0,21(—1)2+1Det021 + &22(—1)2+2Det022 =

= —anget (0,12) + CLQQDet ( ail ) = —a21012 + G20a11 =
= 11022 — Q12021

da lo stesso risultato che abbiamo ottenuto partendo dalla 1¢ riga.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga che contiene pit zeri.

1 -5 0 3
. . _ . , . 6 2 0 4
Esempio 6. Riconsideriamo la matrice dell’Esempio 4, A= | ~ 9 0 o0 2| ¢ calco-
-1 7 5 1
liamo il suo determinante rispetto alla 3% riga (che contiene due zeri). Allora
-5 0 3 1 -5 0
DetA = (=2)(=1)3"'Det [ 2 0 4| +2(-1)*"Det| 6 2 0
7 5 1 -1 7 5
5 -5 0
Calcoliamo separatamente Det e Det 2 0 |. Per entrambe queste ma-

7 5
trici 3 x 3 non & conveniente calcolare il determmante r1spett0 alla 3% riga, ma e indifferente
scegliere la 1% o la 2. Per fare esercizio scegliamo in entrambi i casi la 2% riga:
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2 03 0 3 5 0
Det| 2 0 4] =2(—1)>"Det +4(—1)*"3Det =
5 1 75
7 5 1
= —2(0 — 15) — 4(—25 — 0) = 30 + 100 = 130
1 -5 0
Det| 6 2 0] =6(-1)*"Det >0 +2(—1)*"2Det L0y
o7 75 -1 5

= —6(—25—0)+2(5—0) = 150 + 10 = 160

Quindi Det(A) = (—2) x 130 + (—2) x 160 = —580 (lo stesso numero che avevamo ottenuto
sviluppando il determinante rispetto alla 1% riga).

Cosi come si pué sviluppare il determinante di una matrice rispetto ad una qualunque sua
riga, lo si puo sviluppare rispetto ad una qualunque sua colonna, dal momento che vale il seguente

Teorema. Sia A una matrice n x n. Allora, fissati j € {1,...,n} e si ha che

(**) DetA = alelj + CLQJ'AQJ' 4+ ...+ an_lyjAn_Lj + am—Am—.

(#x) si chiama lo sviluppo di Laplace del determinante di A rispetto alla j-esima
colonna di A.

Conviene quindi sviluppare il determinante rispetto alla riga oppure alla colonna che contiene
pit zeri.

1 -5 0 3

. . Ca . . . 6 2 0 4
Esempio 7. Riconsideriamo la matrice degli Esempi 4 ¢ 6, A = 9 0 0 2| ¢

-1 7 5 1

calcoliamo il suo determinante rispetto alla 3% colonna (che contiene tre zeri). Allora

6 2 4 1 -5 3
DetA=0x (—1)"™Det | =2 0 2| +0x(=1)*™Det | -2 0 2|+
-1 7 1 -1 7 1
1 -5 3 1 -5 3
+0x (=1)3Det | 6 2 4| +5-1)*""Det| 6 2 4] =
-1 7 1 -2 0 2
1 -5 3
= 5Det| 6 2 4
-2 0 2
1 -5

3
4 |, ad esempio rispetto alla 2* colonna:
2
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1 -5 3
Det | 6 2 4] =
-2 0 2

(=5)(~1)+2Det (_62 ;‘) +2(~1)2+2Det (_12 g) +0 % (~1)*"2Det (é i) _

(=5)(=1)(1248) +2(2+6) = 100 + 16 = 116

quindi Det(A) = (=5) x 116 = —580 (si noti che & lo stesso numero che abbiamo ottenuto
sviluppando il determinante rispetto alla 1% oppure alla 3% riga).

Proprieta del determinante.

Sia A una matrice n X n.

(1) Se A ha una riga (risp. una colonna) nulla, oppure se A ha due righe (risp. due colonne)
uguali, allora Det(A) = 0.

(2) Se A’ & la matrice che si ottiene da A mediante lo scambio di due righe (risp. due
colonne) allora Det(A’) = —Det(A).

(3) Se A’ ¢ la matrice che si ottiene da A sommando ad una riga (risp. ad una colonna) di A
un’altra riga (risp. un’altra colonna) di A moltiplicata per un numero ¢, allora Det(A’) =Det(A).

(4) Se A’ & la matrice che si ottiene da A moltiplicando una riga (risp. una colonna) di A
per un numero ¢, allora Det(A’) = cDet(A).

(5) Det(AT) =Det(A).
(6) Se B e un’altra matrice n x n allora Det(AB)=Det(A)Det(B).
(7) A & non singolare se e solo se Det(A)# 0, e se A ¢ non singolare si ha

1

Det(4™) = 5y

Per quanto riguarda la proprieta (7), si ricordi che nella Lezione 8 avevamo gia osservato che
una matrice 2x 2 A = (i 2) € non singolare se e solo se il numero ad — bc # 0, e tale numero

& proprio Det(A).

DAL LIBRO:
(1) Esercizio 28.7 (c) pag. 126,
(2) Esercizio 28.7 (a) pag. 126,
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(3) Determinante di Vandermonde (si veda 29.5 pag. 129)

(1) Svolgimento dell’Esercizio 28.7 (c) pag. 126.
Si provi che

il determinante di una matrice triangolare superiore (risp. inferiore) & il prodotto
degli elementi diagonali.

Sia T una matrice n X n triangolare superiore (la dimostrazione & simile per le matrici trian-
golari inferiori):

11
0 too
0 0 t33 *
T — 0 0 0 ty
O .
0 R

Chiamiamo:

T; la matrice che si ottiene da T sopprimendo la 1% riga e la 1% colonna (7} ¢ triangolare
superiore (n — 1) x (n —1)):

ta2
0 t33 *
0 0 ty
Tl - ’
0)
0 oo tan

T, la matrice che si ottiene da T sopprimendo la 1% riga e la 1* colonna (T3 & triangolare
superiore (n — 2) x (n — 2)):

l33
0 ty *
T, = : 5
@)
t?’LTL
e cosi via per ogni k = 2,...,n— 1 chiamiamo T} la matrice che si ottiene da Ty_; sopprimendo

la 1% riga e la 1% colonna. T} ¢ una matrice triangolare superiore (n — k) x (n — k).

Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1* colonna di T
DetT = tll(—1)1+1DetT1 = tnDetTl.
Sviluppiamo il determinante di T ripetto alla 1% colonna di T7:

DetT = tnDetTl = tll(tQQ(—1)1+lDetT2) = tlthQDetTQ.
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Cosi procedendo otteniamo:

DetT = t11tooDetTs =
= t11t22t33DetTs =
= t11toot33taaDetTy =

=titae ... tn_1p—1Detl,_; =
=tiitee ... tp—1n—1Det(tn,) =

=t11la2 ... Tpn—1n—1lnn-

In particolare da cid segue:
Il determinante di una matrice diagonale ¢ il prodotto degli elementi diagonali,

poiche le matrici diagonali sono particolari matrici triangolari superiori.
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(2) Svolgimento dell” Esercizio 28.7 (a) pag. 126.

Sia A una matrice n X n. Si provi che per ogni scalare ¢ si ha:

Det(cA) = ¢"Det(A).

Si ha:
Det(cA) = Det((cI,)A) = Det(cI,,)Det(A).

cA=c(Ip A)=(cIp)A proprieta 6 del det.

Poiche cl,, & una matrice scalare n x n, in particolare una matrice diagonale, per l’esercizio
precedente si ha che

Det(cl,,) = prodotto degli elementi diagonali di cI,,.

Tali elementi sono tutti uguali a ¢, ed il loro prodotto ha n fattori (perche cI,, € n x n), dunque
Det(cI,) = ¢", per cui

Det(cA) = c"Det(A).
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ESERCIZIO TIPO 23

z z 1 0
Sia A(z) = (1) (1) i 291 , dove z € C.
1 1 1 0

Si dica per quali z € C la matrice A(z) & singolare.

A(z) & singolare se e solo se Det(A(z)) = 0. Calcoliamo dunque Det(A(z)).

z zZ 0
Det(A(2)) = (=1)*Det [1 1 z2—4 | =
11 0

sviluppato rispetto
alla 2¢ riga

_ _ A 1)\2+3 z Z _
= (z —0)(—1)*"°Det ( 11 >
sviluppato rispetto

alla 3% colonna

=(z-i)(z-%)

Quindi A(z) e singolare se e solo se (z —i)(z — Z) = 0, ossia se e solo se 0 z — i = 0, e quindi
z =1, oppure z — z = 0, e quindi z = Z. Poiche

z2=7Z <<= zeR,

allora
A(z) ¢ singolare <<= zeRU/{i}.
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ESERCITAZIONI* 6
Si trovi una base di V* nei seguenti casi:

i
(@ V=(|1])=<C,
2
0
® v=( ', =c
2
1 i 1 0
Y -1 0 1 4
(C) V - < 1 ’ i ’ 1 ’ 0 > < C
1 -1 0 1
1 1
Si calcoli la proiezione ortogonale div = | 1 | sul complemento ortogonaledi V = ([ 1 |)
1 2
in C3.

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

1—i 1 0 1 144 1 (1)1(1)11
A= 2 1+i 3|, B=|i 2 1|, c= !
: . Lol 111 0
! ! 21 2 1

Esercizio 28.7 pag. 126 del libro:

Sia A una matrice n X n antisimmetrica, cioe tale che AT = —A. Si provi che se n & dispari
allora A ¢ singolare (ossia A non ha inversa).
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Svolgimento ESERCITAZIONI* 6

Si trovi una base di V* nei seguenti casi:
i
(@ V=(|1])=<C

2
0
® v=(| ', h=c
2
1 ) 1 0
o v=(3) () (8] () ==
) -1 0 1

.

(a)Se A= |1 | alloraC(A) =V eV+t=C(A)*+ =N(AH).

\V]

Facendo un’eliminazione di Gauss su A otteniamo:

Poiche N(Af) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=3 —1=2,

una base di V* ha 2 elementi (d’altra parte dimV =1 e dimC3=3, per cui a priori potevamo
dedurre che dimV+ = dimC? — dimV =3 — 1 = 2).

1
z= |2 | e NAT)=NU) <= 1 +izo+2iz53=0
zs3
—ih — 2ik
quindi N(U) = h |h,k e C
k
Una base di V*+ @

—1 —2i
1|.[ o
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0
1—1
0
2

(b) Se A = allora C(A) =V e V1 =C(A)*+ = N(AH).

Facendo un’eliminazione di Gauss su A” otteniamo:
AP =(0 144 0 2)—— (0 1 0 1-i)=U
Ei(45)
Poiche N(Af) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=4 —1 =3,

una base di V* ha 3 elementi (d’altra parte dimV =1 e dimC*=4, per cui a priori potevamo
dedurre che dimV+ = dimC* — dimV =4 — 1 = 3).

1
z = 22 ENAT)=N{U) < 20+ (1 —i)zg=0
3
T4
h
quindi N(U) = (lk—z)r |h,k,reC
T
Una base di V* &
1 0 0
0 0 1+
o] 1] | o
0 0 1
1 i 10
@sea=[1 10 0| alorac(a) =V e v = c(a)t = N(an),
i -1 0 1

1 - 1 — 1 —i 1 —i
S 00 0 0
A = ! _ . —
1 0 1 0 E31(—1)E21(4) 0 ¢« 0 =2 Eo3
0 1 0 1 o 1 0 1
1 - 1 — 1 —i 1 —i
o i 0 010 1]_,
00 0 0] Bucomen (0 0 0 0
0O 1 0 1 0 0 0 O

Poiche N(Af) = N(U) e

dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=4 —2 =2,
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una base di V-+ ha 2 elementi.

X1 . .
v T, —iTo+x3—1xgy = 0
= ; eENAT =NU) —
3 To + T4 = 0
T4
—h
Quindi N(AH) = _hk |h,k e C
k
Una base di V+ = N(AH) &
-1 0
0 -1
1 ]’1 0
0 1
1 7
Si calcoli la proiezione ortogonalediv = | 1 | sul complemento ortogonaledi V = (| 1
1 2

in C3.

Nell’esercizio (a) abbiamo trovato una base di V' *:

—1 —21
v = 1 yUg = 0
0 1

Applichiamo I’algoritmo di Gram-Schmidt a {v;,v,} per trovare una base ortogonale di V.
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—1
Uy =0 = 1

0

Uy = Uy — 12Uy,

(u’lau’l)
—21
(ug,v)) =uflv,=(i 1 0)| 0 | =-2i2=2
1
—1
(u,w)) =uju;, = 1 0)| 1 |=14+1=2
— 12 =
Uy = Vg — U =
—2i —1 —1
=l o |-(1]=]-
1 0 1
Una base ortogonale di V= &:
—i —i
u =1 1 |,uy=1 -1
0 1

Per trovare una base ortonormale di V1 normalizziamo quella appena trovata:

g |2 = \/ullu, = V2

—1
||QQ||2: \/ﬂgﬂgz (Z -1 1) —1 :\/5

1
Dunque { b = % Tl = —1% ¢ una base ortonormale di V.
0 Ve
1 1|
0
m_ 1 (V3 V3 0 T
Allora Q" = = (z N AN, e la matrice di proiezione su V- &
L1 —iv3 —iv2\ 4 Vi V3 0 L[5 i 2
6\ o v2 ) V6 2 -2 2
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1
La proiezione ortogonale div = [ 1 | su V&
1
1 5 —i =2 1 1 5— 3¢
Pv = 5 ) 5 —2 1] = 6 341
2t =2 2 1 21

1—i 1 0 1 144 1 (1)1(1)11
A= 2 1+i 3|, B=|i 2 1|, 0= !
: - Lol 111 0
! ! 21 2 1

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono pit zeri. In questo
caso conviene svilupparlo ripetto alla 1% riga oppure alla 3* colonna. Facciamolo in entrambi i
modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:

DetAz(1—z')(—1)1+1Det(11LZ ?>+(—1)1+2Det(? i‘):

=(1-)1+i—3)—(2-3))=1—i)(—2+i)—2+3i=
=242 +i—i’—2+3i=-3+6i

Rispetto alla 3% colonna:

1—7 1 1—1 1
243 343
DetA = 3(—1)“""Det ( ; 1) + (—1)°"°Det ( 9 1 z) =

=31 —i—i)+((1—i)(1+3)—2)=
=-301-2)+1>—i* —2=-3+6i

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1% colonna:

1 146 1 . .
Det [ i 2 1) =(0"Det (2 1) ri2pet (1T L) fc)pes (T L) =
Lol 1 1 2 1

=2 —1—i((1+d)i—D4+1+i—-2=2—1—i(i—2)+i—1=—1+5i
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Infine sviluppiamo Det(C) ad esempio rispetto alla 3% riga:

01 1 1
110 1+4|
DetC' = Det 111 0 =
21 2 1
11 1 01 1 01 1
=(=1)*"Det [ 1 0 144 | +(=1)*Det |1 0 1+ | +(—1)*PDet |1 1 1434
12 1 2 2 1 2 1 1

Sviluppiamo il primo addendo rispetto alla 2% colonna, mentre il secondo ed il terzo addendo
rispetto alla 1° riga.

1 1 .
Det | 1 1+i | =(=1)'"Det Lol +2(—1)*"2Det Lo
1 1 1 1 1 144

—i)—2(14i—1)=—i

2 1 2 2

14 :(—1)1+2Det(§ 1“1L’>+(—1)1+3Det(1 1>:

1
0
2
1
01 1 _
Det| 1 0 1+i =<—1>”2Det(1 1+Z>+(—1)1+3Det(1 O):
2 2 1
2
1
1
1 2 1
2

=—(1-20+))+1-2)+=—(1-2-2)—1=2

Det(C) = —i — (342i) + 2 = —i —3 — 2i + 2 = —3 — i.

Esercizio 28.7 pag. 126 del libro:

Sia A una matrice n X n antisimmetrica, cioe tale che AT = —A. Si provi che se n & dispari
allora A ¢ singolare (ossia A non ha inversa).

Da AT = — A segue che Det(AT) =Det(—A).

Per la proprieta (5) dei determinanti si ha che Det(A”) =Det(A), e per I'esercizio 28.7 (a)
pag. 126 del libro, con ¢ = —1, si ha che
Det(—A) = (—1)"Det(A) = —DetA.
n dispari

Otteniamo quindi
Det(A) = Det(AT) = Det(—A) = —Det(A),

per cui Det(A4) = 0. Dalla proprieta (7) dei determinanti segue ora che A ¢ singolare.



