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ESERCITAZIONI* 1

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se e scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

70 6 0 6 0 0 6 6 0 6 0 O 6 0 0 6 0 O 6 0 O
o 6}],{0 6J,{0 0o O0}J,{0 6 0O)J,{0 7 O0),10 6 0])],10 6 O0],{0 6 6
0 0 0 0 0 0 6 0 0 6 0 0 6 0 0 6 6 0 6 0 6 6
. 60 1 1 2 2
[2]SianoA=(1 -3]|,B= ,C = eD o
-1 -2 -3
2 =2
Si calcoli B(DC — 2A) + 4C.
1 —1 AB=0
SiaAz (0 0 > Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 B = (x g) tali che .
i BA =0

Siano A una matrice reale 2 X n non nulla in cui la seconda riga ¢ il doppio della prima. Si trovino
tutte le matrici reali diagonali D tali che DA abbia tutte le righe uguali.

23 14i 3+ 5i . .
[5]Siano A=[ 0 i |, B=(2 1+i), c=| 6 |, D=([*1 243
. . 3-2 0
1—1 1 2—2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.
(b) Si calcoli (AHC +4iBT)B + (1 + 3i{)D*.

@ Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

(5% ) (G5 ) (e ) (s ) (0 ) (0 8)

Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = (; 1 41_ ; >

Una matrice A m x m si dice invertibile (o non singolare) se esiste una matrice A, tale che AA; =

I, =A;A. Siprovichese T = (§ 7

allora T ¢ invertibile. (Sugg.: Esistono matrici X; e Z; tali che XX; =1, = X4X e ZZ, = 1, = Z4Z.

Si cerchi V = (?2 IZ<2> a blocchi tale che TV = I,,,, = VT esprimendo i blocchi X3, Y3, Zs, Ky in
2 2

funzione di X,Y,Z, Xy, e Zy).

> € una matrice triangolare inferiore a blocchi con X e Z invertibili,

3 6 3 -3 9

.. o . 3 6 3 —6 6

@ Si risolva il sistema lineare Ax = b dove A = 1 21 o0 eb= 4
1 21 -1 3
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Svolgimento delle Esercitazioni *1

Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se e scalare, diagonale, triangolare superiore, triangolare
inferiore o nessuna delle precedenti:

70 6 0 6 0 0 6 6 0 6 0 0 6 0 0 6 0 0 6 0 0
o 6,10 6],{0 0 0,10 6 0,0 7 O0),{0 6 0,0 6 0],]{0 6 6
0 0 0 0 0 0 6 0 0 6 0 0 6 0 0 6 6 0 6 0 6 6
6 0 0
scalari: 0 6 0
0 0 6
6 0 0 6 0 0 6 0 0
diagonali: 00 0),{0 7 0],]0 6 0
0 0 6 0 0 6 0 0 6
6 0 0 6 6 0 6 0 0 6 0 0
triang. sup.: 00 0],10 6 0},{0 7 0,0 6 O
0 0 6 0 0 6 0 0 6 0 0 6
6 0 0 6 0 0 6 0 0 6 0 0
triang. inf.: 00 0),{0 7 0],{0 6 0,10 6 O
0 0 6 0 0 6 0 0 6 6 0 6
70 6 0 6 0 0
nessuna delle precedenti: 0 6,10 6,10 6 6
0 0 0 0 0 6 6
6 0 4 2
[2]Siano A= |1 -3 ,B:(_l1 _12 _23>,C:<§ i)eD: 10
2 =2 -1 -2
Si calcoli B(DC — 2A) + 4C.
2 1 8 4
a3 )0
4 2 9 1 4x242x0 4x14+2x1
DC = 1 0 (O 1>: 1x2+0x0 1x1+0x1 =
-1 =2 (—1) x2+(=2)x0 (-1)x1+4+(-2)x1
8+0 442 8 6
=1 240 140 | = 2 1

240 —-1-2 -2 -3
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6 0 —-12 0
—2A=-2|1 -3|=[ -2 6
2 -2 -4 4

8 6 —-12 0 -4 6

DC-2A=1| 2 11+ -2 6= 0 7

-2 -3 -4 4 -6 1

0 7=
-1 -2 -3 6 1

 Ix(-4)4+1x0+2x(-6) 1x6+1x74+2x1 Y\
T\ -1x(—4)—2x0-3x(-6) —-1x6-2x7-3x1)

_(4+0-12 64742 \_[(-16 15
“\at0418 —6-14-3) 22 —23

~16 15 8 4 ~8 19
B<DC_2A)+4C_(22 —23>+(0 4)‘(22 —19>

Sia A = ((1) _01 > Si trovino tutte le matrici reali 2 x 2 B = (i g) tali che

B(DC—ZA):(l 1 2) oo

AB=0

BA=0

Sia B = (i y) una matrice reale 2 x 2. Poiche

ey ()5 ) -
()6 ) )

r—z=0 z=z
la condizione AB = O equivale a , ossia a
y—t=0 t=y
rz=0
e la condizione BA = O equivale a .
z=0
Dunque le matrici 2 x 2 reali B tali che AB = O = BA sono tutte e sole le matrici del tipo

_ (0 y
B_<0 y)’ dove yeR

Siano A una matrice reale 2 X n non nulla in cui la seconda riga ¢ il doppio della prima. Si trovino
tutte le matrici reali diagonali D tali che DA abbia tutte le righe uguali.
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Poiché A ha due righe ed esiste DA, allora D ha due colonne. Quindi, essendo D diagonale reale, &

D= (%1 ; > per opportuni numeri reali d; e ds.
2

Dalla condizione che la prima riga di A ¢ il doppio della seconda segue che se r’ & la prima riga di A

T
(quindi un vettore riga con n coordinate), allora A = ( erT >, per cui

o dl 0 I‘T o der
DA = ( 0 dg) <2rT> o (ZerT '

A questo punto la condizione che DA abbia le righe uguali comporta che dir? = 2dor”.

Se fosse rT = 07 non potremmo trarre alcuna conclusione su d; e dy. Ma r” # 07, altrimenti entrambe
le righe di A sarebbero nulle, mentre A & supposta non nulla. Ora

der = 2d21‘T
= di = 2d2,
rT £ 07

per cui ogni matrice D = (ZOd 2) con d numero reale € soluzione del nostro problema.
2—31 1+ 3+ 51 . .
[5]Sian0 A=[ 0 i |, B=(2 1+i), c=| 6 |, D=([t1 2%3)
. . 3—2i 0
1—1 1 2—2

(a) Di ciascuna delle precedenti matrici si calcolino la trasposta, la coniugata e la H-trasposta.
(b) Si calcoli (AHC +4iBT)B + (1 + 3i{)D*.

, , 243i 1—i , ,
AT (2113; 0 1;@) ol 0 _Z. AH — (21—t3'z i)- 11%)
2 2 1434 1 2 2
2 = 2
T _ _ . H _
BT = (1+i> B = (2 1-1i) B (1_i>
B 3 —5i
CT= (3+5i 6 2—2i) C= 6 CHl= (3-5 6 2+2i)
2+ 2i
T+i 3-2 = T—i 2—3i T—i 342
T _ — H _
b= (2+3i 0 ) b= (3+2i 0 ) b = (2—3i 0 )
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(AC +iB")B + (1 + 3i))D¥ =

\ (35 . .
2431 0 1414 2 . N T—1 342\
_((1—1 i1 > 2fzi +Z(1+i>)(2 1_”””32)(2—31' 0 >_

(24 30)(3 — 5i) + (1+4)(2 + 2i) 2 . (1+30)(7—4) (L+30)3+20)\ _
_(( (1—4)(3 — 5i) — 6i + 2+ 2i >+(i(1+i)>)(2 1_”+((1+3i)(2—3z') 0 >_

_(64+99—-100+15+2+ 21+ 2 — 2 n 2 )(2 1—i)+ T+2li—i4+3 3+99+2i—-6)
N 3—-31—51—-5—-61+2+2¢ -1+ ! 2+6i—31+9 0 n

(2143 2i (104200 —3+ 110
_(( ~12i >+(—1+i>)(2 1_Z)+(11+3i 0 >_

21 + 5i iyt 10+20i —3+11i\
1—11i ! 11+ 3i 0 -

2(—1—117) (=1 —11i)(1 — i) 11+ 3i 0

424107 21451 —219+5 10+200 —3+117\
2—-227 —1—-11li4+7—-11 o

(-
E221+5z (21 +50)(1 — i) >+(10+20i —3+11i>:

114 3¢ 0

(424105 26 — 160 104200 —3+11¢\ (524 30¢ 23— 54
—2—-22¢ —12—-10¢ 11+ 3¢ 0 T\ 9-19% -12-10¢

@ Di ciascuna delle seguenti matrici si dica se € simmetrica, anti-simmetrica, hermitiana, anti-hermitiana
o nessuna delle precedenti:

(5 ) GG ) (s ) (s 07090 s) (3 0):

. N V2 1450 V2 o1
simmetriche: (1 T5 V3 1 w3
. . . 0 1+ 53
anti-simmetriche: (_1 5 0 >
e V2 1450 V2 o1
hermitiane: (1 "5 V3 1 3
. ers . 0 1+ 5
anti-hermitiane: (_1 45 0 >

nessuna delle precedenti: (? 8)
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Si calcolino la parte hermitiana e la parte anti-hermitiana della matrice complessa A = (; 14i >

—1 3
1 1-

A+AH_1(i Ly (- 3 )_104_02
2 2°\3 141 1 1-4i) "2 4 2) \2 1)°

e la parte anti-hermitiana di A ¢

AL (-0

Poiche A = ( i)’ la parte hermitiana di A e
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ESERCITAZIONTI* 2

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(a) dipendente dal parametro complesso o dove

1 a—1 0 a—1
_ 0 1 0 . a?+1 4
Ala) = 1 a—i  a+i e b(a)= %, e C*.
—a—1i —a?-1 0 0

[2]siaa= (. 2T") sicalcoli AL,
71 1

a—1

Si dica per quali o € C la matrice A(a) = ( 9

di A(a).

o—1Y\ . . . . .
o > € non singolare. Per tali o, si trovi 'inversa

1 a+2 a+3
Sia A(a) = | -1 0 -1 dove o € R. Per quegli @ € R per cui A(«) & non singolare, si
1 0 a+4
calcoli A ()™t

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (EZ 1 i) .

@ Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = 1 4
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Svolgimento delle Esercitazioni *2

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(a) dipendente dal parametro complesso o dove

1 a—1 0 a—1
B 0 1 0 | a?+1 4
Ala) = 1 a—i  a+i e b(a)= 9%, e C*.
—a—1i —a?-1 0 0
Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.
1 a—1 0 | a—i
o 0 1 0 | a? +1 E4 (a+i)E31(—1)
(Aa) | bla))= 1 a—i  a+i | 20¢
—a—i —a?-1 0 | 0
1 a=i 0 | a—i
0 1 0 | a?+1|
o 0 a+i | a+i =(Bla) | c(e)).
0 0 0 | o2+1
1 -2 0 | —2i
0 . . . 0O 1 0] O N . .
1" CASO a=—i (B(—i) | c(-i))= 0 0 0| 0 ¢ una forma ridotta di Gauss
0O 0 0] O
per (A(—i) | b(-i)), quindi A(—i)x = b(—1i) & equivalente a B(—i)x = c¢(—1i) che & una forma compatta
per
xr1 — 2i562 = -2
(*) { xro = O

Poiche ¢(—1i) & libera, B(—i)x = ¢(—i) ammette soluzioni.
Poich¢ B(—i) ha esattamente una colonna libera, B(—i)x = ¢(—i) ha oco! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(—i) (la 3%) e con la sosti-
tuzione all’indietro da (%) otteniamo

xgzh
xQZO
$1=2i$2—2i=—2i

L’insieme delle soluzioni del sistema B(—i)x = c(—i) ( e quindi l'insieme delle soluzioni del sistema
A(-i)x =b(-i) ) e

—21
0 JlheC
h
20 CASO a# —i
a—1 0 a—1

a?+1 Es3(3%)
-
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1 a—=i 0 | a—i 1 a=i 0 | a—i
0 1 0 | a?+1 Bi(5) 0 1 0 | a2+1)
o o 1 1 o o 1] 1 |=(C@ da)).
0 0 0 | a2+1 0 0 0 | a-—i
100 ] 0
a =i (C) | d{)) = 8 (1) (1) i (1) ¢ una forma ridotta di Gauss per
0001 0
(A@{) | b(i)), quindi A(i)x = b(i) & equivalente a C(i)x = d(i) che & una forma compatta per
x1:0
(*) xQZO
$3=1

Poiche d(i) e libera, C(i)x = d(i) ammette soluzioni.

Poiche tutte le colonne di C(i) sono dominanti, C(i)x = d(i) ammette un’unica soluzione. L’unica soluzione
di C(i)x =d(i) (e quindidi A()x =b(i) ) &

0
v=10
1
I a—i 0 | a—i
2 Ea(—L1.
agfi-it  (Cwl d)=[g o |
0 0 0] a—i
I a—i 0 | a—i
2
8 (1) (1) i a1+1 = (D()| e(a)) ¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)).
0o 0 o0 | 1
Poiche e(a) ¢ dominante, D(a)x = e(a) ( e quindi di A(a)x = b(a) ) non ammette soluzioni.

[2]siaa= (. 2T") sicalcoli AL,
71 1

Ricordando che

-1
a b 1 d -b
(c d) _ad—bc(—c a) se ad—bc+#0,

Al 1 I A 1 —2—i
= (2+0)7i \ —Ti i 7130 \ T i

1 1 7—13% 7T+ 13¢ T+ 13 T+ 13i 7 +,13

si ha:

Poiche

- = - X === 5 N 5 - LPrry
To13i 713 T—-13i (7—130)(7113i) 491692 218 218 ' '218
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allora

713 (1 —2-i
Al = (i e
SRS (—7z i >

a—1

Si dica per quali o € C la matrice A(a) = ( 9

di A(a).

a—1)\ . . . . -
o > € non singolare. Per tali o, si trovi 'inversa
. a b\ . . . .

Ricordando che ¢ g ) &non singolare se e solo se ad — bc # 0 ed in tal caso si ha

a b\ 1 1 d —b
c d ad—be\—c a )’

allora A(«) € non singolare se e solo se

(a —i)a — (a—1)(—2i) = (a — 1) (a+ 2i) #0,

ossia se e solo se o ¢ {—2i,1}, ed in tal caso si ha:

Ala)~! = m (zaz _aa_+ii> .

1 a+2 a+3
Sia A(a) = | -1 0 -1 dove o € R. Per quegli @ € R per cui A(«) & non singolare, si
1 0 a+4
calcoli A ()™t
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1 +2 +3 1 0 0
S0 T } 010 Fa (=D P (1)
1 0 a+4 | 00 1

I a+2 a+3 | 1 00 ‘oz;é—Z:A(—Z) non hainv.‘ Es2(a+2)Ea (i)
0 a+2 a+2 | 1 1 0
0 —a—2 1 | -1 0 1
1 a+2 a+3 | 1 (1) 0 ‘a;é—B:A(—Zi) nonhainv.‘ By (is)
0 1 1 | ) ) 0
0 0 a+3 | 0 1 1
1 a+2 a+3 | 1 0 0 (1)
0 0 1 | 0 a+3  a+3
1 a+2 a+3 | 1 0 0 ( :

1 1 1 Ei3(—a—3
0 1 0 | 5= @F)@Fd)  ~atd T
0 0 1 | 0 =13 213
1 a+2 0 | 1 -1 1 -

1 1 1 Ei2(—a—2

0 1 0 | at2 (oz+2)1(a+3) 0{4—3 =
0 0 1 0 P 13

a+4 1
by ol Tas  am
010 | 7% momem —as | =0 | A@™)

1 1
0 0 1 | 0 213 213

0 —(a+4)(a+2) —(a+2)
1
Ala)™ ' = 3 1 - 2
(@) (a+2)(a+3) ot (a+2)
0 a+2 o+ 2
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Un’inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R=(¢c; | c¢3), allora

c; e soluzione di (1) Ax =e; = (é) e

c2 € soluzione di (2) Ax = ey = (?)

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

(A|12)_(1i1|01> (002|—i1>_’

1 i -1 | i 0\ _
(oo 314 1) e b

(1) & equivalente a (1’) Ux = by che & una forma compatta per

{x1+ix2—x3 =1

i
T3 = 3

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 2%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

xgzh
333:—5
xl=—1x2+x3+z=—zh—§—|—z=—zh+§

L’insieme delle soluzioni di (1) &

h lheC

(2) & equivalente a (2') Ux = bg che & una forma compatta per

1 +1re —x3 =
T3 =

Ni= O

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 2%) e con la sosti-
tuzione all’indietro otteniamo

ro = k
1
Tr3 = 5
. . 1
T1 = —iTy + 23 = —1k + 3
L’insieme delle soluzioni di (2) ¢
—ik+ %
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—ih+i  —ik+3
Per ogni h, k € C, R(h, k) = h k ¢ un’inversa destra di A.
_ i 1
2 2
-1 1
@ Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A = 1 4
i 1

. —i 1 i .. . . C s
Sia B= AT = ( IZ ; i) Per Desercizio precedente, I’insieme delle inverse destre di B e:

—ih+i  —ik+3
R(h,k) = h k |h,k e C

_ i 1

2 2
Allora I'insieme delle inverse sinistre di A ¢&:
—ih+% h =%
L(h,k) = R(h, k)T = |h,k € C

—ik+3% k 1
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ESERCITAZIONI* 3

Sia W = {A € M,,(C)|A = —AT} I'insieme delle matrici anti-simmetriche (complesse) di ordine n. Si
provi che W & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

Sia W = {A € M,(C)|A = A} I'insieme delle matrici hermitiane (complesse) di ordine n. Si provi
che W non & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V' & un sottospazio
vettoriale di V:

0 0 1 0 1 0 0 a
S = 0 1Sy = O 10 1S3 = 0];10];11];10 1S4 = b ||a,beR
0 0 0 0 0 1 0
a a+1 a
S5 = b+1 | |a,beR a—!—b la,beR 3 ;S; = a—1]laeRp;Ss= allaeR
0 0 0

Sia W = { (Z > la, b, c € R Iinsieme delle matrici reali simmetriche di ordine 2.

1. Si provi che W ¢ un sottospamo vettoriale dello spazio vettoriale reale Ma(R).
2. Si provi che W non & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale Mz (C).

3. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Ms(R) ¢ un insieme di generatori per W:

@ {(65): 600 a)p {00 a)
@ {6 0):(5 D) 0 @ {2000
@{(5 0):(1 (3 a):(5 %))
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Svolgimento delle Esercitazioni *3

Sia W = {A € M,,(C)|A = —AT} I'insieme delle matrici anti-simmetriche (complesse) di ordine n. Si
provi che W & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

(i) Opxne€W:0T=0=-0
(i) AABEW = A+BeW

AcW = AeM,(C)
= A +B e M,(C)
BeW = Be M,(C)
= A+BeW
AcW = A=-AT
= A+B)!=AT+BT"=-A+(-B)=—-(A+B)

BeW = B=-BT

(i) a€C,AeEW = aAeW

AcW = A eM,(C) = aA € M,(C)
= aAeW
AcW=A=-AT= (cdA)T =aAT = a(-A) = —(aA)

Sia W = {A € M,(C)|A = A} I'insieme delle matrici hermitiane (complesse) di ordine n. Si provi
che W non & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici quadrate (complesse) di ordine n.

(i) Opxn€W: 0H =0
(i) ABeEW = A+BeW

AcW = AeM,(C)
= A +B e M,(C)
BeW = Be M,(C)
= A+BeW
AcW= A=Al
= (A+B)f=Af +Bf =A+B

BeWwW = B=BY
(i) a€C,AeW == aAeW

AcW = AeM,(C) = aA € M,(C)

AcW = A=A"—= (aA)” =aA” =aA
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Non & vero che A € W per ogni scalare o ed ogni A € W
prendendo A # O si ottiene che

oA = oA ? a=a < a€R

poiche A # O

Quindise O # A € W e o ¢ R (ad esempio se A =1,, e o« =) allora 0 A ¢ W.

Dunque W non ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale M,,(C).

Sia V = R3 (spazio vettoriale reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di V & un sottospazio
vettoriale di V:

0 0 1 0 1 0 0 a
S = 0 1Sy = 0]:;10 1S3 = 0];10];11];10 1S4 = b ||a,beR
0 0 0 0 0 0 1 0
a a a-+1 a
S5 = b+1||a,beR ) ;Sg = a+b |la,beR ;S; = a—1|laeR};Ss= alleeR
0 0 0 0
0
e S; ¢ un sottospazio vettoriale di V: 1'unico elemento di S; ¢ il vettore 0 = | 0 |, e0+0=0€ S; e
0
a0 = 0 € S; per ogni scalare a (S; ¢ il sottospazio nullo di R?).
1
e Sy ed S3 non sono sottospazi di V: entrambi contengono e; = | 0 | ma entrambi non contengono
0

e1 + e; = 2e; (d’altra parte nessun sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale W che contenga un elemento
non nullo w # 0 puo essere un sottospazio di W, perche se lo fosse dovrebbe contenere I'insieme infinito di
vettori {aw|a scalare }).

e Per vedere se S4 € 0 non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € Sy

(#1) u+ v € Sy per ogni u,v € Sy,

(#91) cu € Sy per ogni u € Sy ed ogni scalare a.

Poiche gli elementi di S4 sono esattamente i vettori di R? che hanno la terza coordinata nulla, allora 0 € Sy,
inoltre dal fatto che la somma di due vettori di R?® con la terza coordinata nulla & un vettore di R® con la
terza coordinata nulla si ha (i), e dal fatto che il prodotto di un vettore di R® con la terza coordinata nulla
per uno scalare ¢ un vettore di R3 con la terza coordinata nulla segue (7). In simboli:

(Z) 0eS,
(#4) Se u,v € Sy esistono ay, by, ag, by € R tali che

ai a2
u=| b; e v=| b2 |,
0 0
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inoltre
as
u+ves, << 3 ag,b3€R3|u—|—v= b3
0
aq a2 a + az
Poicheu+v =1 by | +| b2 | = | b1 +b2 |, basta prendere a3 = a1 + as e by = by + bs.
0 0 0
a
(7it1) Se u € Sy esistono a,b € R tali che u= | b |, inoltre per ogni scalare a« € R
0
c
ouecS; <« 3 c¢deRou=|d
0
a aa
Poicheau=a | b | = | ab |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
0 0

Dunque S4 € un sottospazio di V.

e Per vedere se S; € 0 non & un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € S5

(#1) u+ v € S5 per ogni u,v € Ss,

(

i) au € S5 per ogni u € Sy ed ogni scalare .

0 a
(7) esistono a,b€ R taliche [ 0 | = [ b+ 1 |: siprendaa=0e b= —1, quindi 0 € S5
0 0

(#4) Se u, v € S5 esistono ay, by, ag, by € R tali che

a1 a2
u=|b+1 e v=|b+1],
0 0
inoltre
as
u+t+vesSs < | CL3,b3€]R3|u+V= bs +1
0
ay as ai + az
Poicheu+v={b+1 |+ |b24+1] =1 by+bs+2 |, basta prendere az = a; +as € b3 = by + by + 1.
0 0 0
a
(7i1) Se u € Sy esistono a,b € R tali che u= | b+ 1 |, inoltre per ogni scalare o € R
0
c
au€S; <+ 3 cdeR|au=|d+1

0
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a aa
Poichteau=a | b+1 | = | ab+ «a |, basta prendere c=aa ed=ab+ o — 1.
0 0

Dunque S5 € un sottospazio di V.

e Per vedere se Sg € 0 non & un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € Sg

(#1) u+ v € Sg per ogni u,v € Sg,

(

1ii) au € Sg per ogni u € Sg ed ogni scalare .

0 a
(7) esistono a,b€ R taliche [ 0 | = [ a+b |: si prenda a =b =0, quindi 0 € Sg
0 0

(#4) Se u, v € Sg esistono aq, by, ag, by € R tali che

a1 a2

u=|a+b e v=|ax+bs |,

0 0
inoltre
as
u+ve Sg < | CL3,b3€]R3|u+V= as + bs
0
ay as a1 + az
Poiche u+v = a1 +b1 | + [ ac+b2 | = | (a1 +az2)+ (b1 +b2) |, basta prendere a3 = a3 + as e
0 0 0
b3 = by + bs.
a
(7i1) Se u € Sg esistono a,b € R tali che u = | a+b |, inoltre per ogni scalare o € R
0
c
auelSy <<= 3 c¢deRPlou=|c+d
0
a aa
Poiche cu=a | a+b | = | aa+ ab |, basta prendere ¢ = aa e d = ab.
0 0

Dunque Sg € un sottospazio di V.

e Per vedere se S7 € o non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € S7

(#1) u+ v € Sy per ogni u,v € Sy,
(i

i) au € Sy per ogni u € S7 ed ogni scalare «.
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0 a+1
(i) Perche 0 appartenga a S7 occorre che esista a € R taleche | 0 | = | a — 1 |. Poiche il sistema
0 0
a+1=
a—1=

nell’incognita a non ha soluzioni, allora S; non e un sottospazio di V.
e Per vedere se Sg € 0 non ¢ un sottospazio di V' occorre stabilire se le seguenti condizioni sono soddisfatte:
(1) 0 € Sg

(#1) u+ v € Sg per ogni u,v € Sg,

(

14i) au € Sg per ogni u € Sg ed ogni scalare .

0 a
(i) esiste a € R taleche | 0 | = | a |: si prenda a = 0. Quindi O € Sg.
0 0

(#4) Se u,v € Sg esistono a,b € R tali che

a b
u= 1| a e v=|b],
0 0
inoltre
c
u+veSy <<= 3 ceRilu+v=|c
0
a b a+b
Poicheu+v=|a |+ | b|=|a+b ], basta prendere c =a +b.
0 0 0
a
(#i1) Se u € Sg esiste a € R tale che u= | a |, inoltre per ogni scalare o € R
0
b
aueSy <+= 3 beR}au=|1b
0
a aa
Poiche au=a | a | = | aa |, basta prendere b = aa.
0 0

Dunque Sg € un sottospazio di V.

Sia W = { (Z i) la,b,ce R} I'insieme delle matrici reali simmetriche di ordine 2.

1. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale reale Ms(R).
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2. Si provi che W non & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale M (R).

3. Si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di Ms(R) ¢ un insieme di generatori per W:

@ {(s5):(0 ) o)} @ {6 o)) o)}
@{(5):(6 D) o)} @{( )8 )G )}
@{(50): (Y 0):(3 0)i(6 1))

1. (Z) Ooyo € W: Ogyo EMQ(]R) e O%—;@:OQXQ
(i)
AcW = AecMR)
= A + B e My(R)
BeW = B e MR)
= A+BeW
AcW = A=AT
= (A+B)T=AT+BT"=A+B

BeWwW = B=B"
(i) a€C,AEW = aAeW

A eceW = A c My(R) = aA € Mz(R)
= oaAecl
AcW=A=AT = (aA)T =aAT = A

1) esistono a, b, c € R tali che 00 (¢ b :siprendaa=b=c=0.
0 0 b ¢

(#7) Se A, B € W esistono ay, b1, ¢1,as, ba, co € R tali che
(o bl _ [ a2 b2
a=(hn) e=(i 3)

A+BeW «— 3 ag,b3,03€R3|A+B:<ZB I:;’)
3 3

inoltre

Lo b as b a1 +as by +b
Poich _ (@ 0 2 02} _ 1 2 0 2 < _ _
oich¢ u +v (bl o + by o by by Lty ) basta prendere as = aj + as, by = by + b,

c3 =cC1 +Ca.

a

(7i1) Se A € W esistono a, b, ¢ € R tali che A = (b

i) , inoltre per ogni scalare o € R

aA e W «— 3 al,b1,016R3|aA:(al bl).
b1 C1
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Poiché aA = o [ ¢ b . ab , basta prendere a; = aa, by = ab, ¢; = ac.
b ¢ ab ac

Dunque W & un sottospazio di Ma(R).

2. W non ¢ un sottospazio di Ma(C): se ad esempio si prende A =I5 € Wed o = i si hache A =il; ¢ W
dal momento che W C Ms(R) e ils ¢ M3 (R).

“ b).PoiChé
b ¢

(5 2)=o o)+ 1)1 o)

10 0 0 0 1 R . -
allora{(o O)’(O 1),(1 O)} € un insieme di generatori di W.

b ) Poiché
C

3. (a) Per ogni A € W esistono a,b, ¢ € R tali che A = (

(b) Per ogni A € W esistono a, b, ¢ € R tali che A = (Z

(3 ¢)=eo 0)+5 (0 2) (3 o)

10 0 0 0 1 R . -
allora{(o O)’(O 2>,<1 O)} € un insieme di generatori di W.

(¢) Per provare che {(é 8) ; (8 i) ; ((1) é)} ¢ un insieme di generatori di W occorre provare

che per ogni A € W esistono a1, as, a3 € R tali che

_ 1 0 0 1 0 1 o a1 Q2+ Qs
A_O‘1<o 0>+O‘2<0 1>+O‘3<1 0>_<a3 . >
a

Poiche per ogni A € W esistono a,b,c € R tali che A = (b

i), il problema diventa provare che per ogni

a,b,c € R il sistema

a1 =a
as+a3=0>b
agzb

g = C

nelle incognite o, as, ag ha soluzione.

a

b

b
c
. . . - 1 0 0 1 0 1 . 1 0y (0 1) (0 1
nazmnehnearedeghelementld1{(0 O>’<O 1>,<1 O)}’ qumdl{(o O>’<O 1>,<1 O)}
i)%W,percui{(l 8) 0 1) (01

0 "\0 1/°\1 0

Poiche il sistema ha soluzione se e solo se ¢ = 0, allora ogni matrice A = con ¢ # 0 non & combi-

non ¢ un insieme di generatori di W (d’altra parte la matrice 0
non ¢ nemmeno un sottoinsieme di W).

)}
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(d) Per provare che { (é g) ; ((1) (1)> ; (8 ?)} ¢ un insieme di generatori di W occorre provare

che per ogni A € W esistono a1, as, a3 € R tali che

o 1 0 0 1 0 0 o (5] (D)
A_O‘l(o 2>+0‘2(1 o>+0‘3(o 1>_(a2 2a1+a3>

Poiche per ogni A € W esistono a,b,c € R tali che A = (Z i), il problema diventa provare che per ogni

a,b,c € R il sistema
a1 = a
OZQZb
201 + a3 =c¢

nelle incognite ay, ag, ag ha soluzione. Prendendo oy = a, as = b e ag = ¢ — 2a; = ¢ — 2a si ottiene che ogni

A= (Z i) si pud scrivere:

(Z i):A:a(é g>+b((1) (1)>—|—(c—2a)(8 ?)

Dunque ogni A € W & combinazione lineare degli elementi di { (é g) ; ((1) (1)> ; (8 (1)> } che quindi

¢ un insieme di generatori di W.

(e) {(é 8) ; ((1) (1)> ; (i (1)> ; (8 ?)} ¢ un insieme di generatori di W perche contiene

1 0\ /0 1\ [0 0 o . .
{(0 O)’(l O)’(O 1)} che ¢ un insieme di generatori di W (punto (a)).
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ESERCITAZIONI* 4

) —2i 1+ 1
SiaS: vi=|i|;ve=| -2 |;vs=1—7|;va=|1—2
) —2i ) 0
Si dica se S & un insieme di generatori di C3.
Siano V uno spazio vettoriale ed S = {v1; va; v3} un insieme di generatori di V.
Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori € ancora un insieme di generatori di V:
(1) Si={vi+ v vi+va+2vs vy + vy +4vs},
(2) Sz ={vi+vevi+vat2vs; vy + 2vae + 2vs}.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

—4 4 2

(1) vi=| -2 |;ve=16];vs=1] —1 ,
—2 2 1
1 1 0
(2) wi=|-1];we=[0];w3=|4
1 2 0

Siano V' uno spazio vettoriale ed S = {v1; va; v3} un insieme linearmente indipendente di vettori di V.

Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:
(1) 81 ={ve+v3;vi+ vz v+ v+ vz},
(2) Sz ={vi—2v3;vi+Vvava+2vs}.

Sia W T’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

s={o= (3 3)er=(3 2o (1 )= (3 Do (11))

¢ un insieme di generatori di W.

Si trovi una base di W contenuta in S.
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Svolgimento delle Esercitazioni *4

i —2i 144 1
SiaS: vi=|i|;ve=| -2 |;vs=[1—7|;va=|1—2
i —2i i 0

Si dica se S & un insieme di generatori di C3.

a
Il problema ¢ stabilire se per ogni b | € C? esistano o meno ay, aa, a3, g € C tali che

c
a i —24 1+74 1 iy — 2iag + (1 +d)as + aq
bl=a1|i|+as| —2i | +as|1—i|+as|1-2i] =] i1 —2ias+ (1 —d)as+ (1—20)ay |,
c 7 -2 7 0 i — 2t + 1ag

ossia se per ogni a, b, ¢ € C il sistema (nelle incognite a1, ag, oz, arg)

iy — 2iag + (1+d)as+as=a
(%) iy — 2ice + (1 —i)as + (1 —20)ag = b
i — 2t +iag = ¢

abbia o meno soluzione.

i =2 1+i 1 | a , N
P2 1—i 1-2i | b | —CuEmEIRED
T =20 0 | ¢
1 =2 1—i —i | —ia L

—{0 0 -2 -2 | b-a BB (5D
0 0 -1 -1 | ¢—a
1 -2 1—4¢ —i | —ia

—l0 0o 1 1 | 2i(b —a) =(U | 4d).
0 0 0 0 | c—a+3ilb—a)

Poiche esistono valori di a, b, c € C tali che ¢ — a + %z(b —a) # 0, ossia tali che d sia dominante,

allora S non ¢ un insieme di generatori di C3.

0
Ad esempio prendendoa = b = 0 e ¢ = 1 si ottiene che (0) non si pud esprimere come combinazione
1
0
lineare degli elementi di S, per cui | 0 | ¢ (S) e dunque (S) ¢ propriamente contenuto in C3.
1

Siano V uno spazio vettoriale ed S = {v1; va; v3} un insieme di generatori di V.

Typeset by ApS-TEX
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Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori € ancora un insieme di generatori di V:

(1) &1 ={vi+vevi+va+2vs; vy + va + 4vs},
(2) So={vi+vevi+va+t2vs; vy + 2va + 2vs}.

(1) Se V = {0} allora ogni elemento di V, ed in particolare ogni elemento di S e di S ¢
il vettore nullo. In questo caso S; = S e &1 € un insieme di generatori di V.

Supponiamo ora che V' # {0}.

(81) = V se e solo se ogni vettore di V' si pud esprimere come combinazione lineare degli
elementi di 87, ossia se e solo se per ogni v € V esistano scalari aq, aia, g tali che

(%) v =a1(vi +va) + az(vi + va + 2v3) + ag(vi + va + 4vs).

Sia dunque v € V. Poiche per ipotesi S = {vi;vz;v3} & un insieme di generatori di V, allora
esistono scalari 31, (2, B3 tali che

v = [1v1 + Bava + B33,

E’ sufficiente allora limitarsi a chiedersi se vy, v € v3 si possano esprimere come combinazioni
lineari dei vettori d S;. Se tutti e tre questi vettori si possono esprimere come combinazioni
lineari degli elementi di &7, allora ogni vettore di V' pud esprimersi come combinazione lineare
degli elementi di S; e &1 € un insieme di generatori di V', altrimenti no.

Si osservi che vs e senz’altro combinazione lineare dei vettori di Sy, perche
1 1
V3 = §(V1 —|—V2 =+ 2V3) — §(V1 =+ VQ),

quindi abbiamo che &; € un insieme di generatori di V se e solo se entrambi v e va si possono
esprimere come combinazioni lineari dei vettori di Sy.

Poiche v, sia una combinazione lineare degli elementi di S; occorre che esistano scalari «, 3, §
tali che
vi =a(vy +va) + B(vi +va +2v3) + 5(vi + va + 4vs),

ossia tali che si abbia
(xx) (a+pB4+0—1vi+(a+B8+5va+ (28+)vs =0.

Se l’insieme S da cui siamo partiti & linearmente indipendente allora da (xx) si ottiene
il sistema lineare nelle incognite «, 3, §

a+pB+6—-1=0
a+B+0=0
264+6=0

che non ha soluzioni, per cui vi; non ¢ combinazione lineare dei vettori di S; ed &; non & un
insieme di generatori di V.
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Se invece l’insieme di generatori S da cui siamo partiti & linearmente dipendente,
non possiamo trarre alcuna conclusione su ;.

Si considerino ad esempio le due seguenti situazioni:

1.V=R%?ed S = {vl = (é) o (é) o (?) } (che & un insieme di generatori di
R?). In questo caso

2 2 2
51={V1+V2= (0>;V1+V2+2V3: (2>;V1+V2+4V3: (4)}

& un insieme di generatori di V = R2.

2.V=R?2ed S = {vl = (é) o (?) o (i) } (che & un insieme di generatori di

R?). In questo caso

51={V1+V2= (i);V1+V2+2V3= (g);V1+V2+4V3= (g)}

non & un insieme di generatori di V' = R2.

(2) Come nel punto precedente abbiamo che Sy ¢ un insieme idi generatori di V' se e solo se
V1, V2 € V3 possono essere espressi come combinazioni lineari dei vettori di Ss.

Poiche
V1 = (Vl + VQ) + (Vl + vo + 2V3) — (Vl + 2V2 + 2V3)
Vo = (Vl + 2V2 + 2V3) — (Vl + vo + 2V3)
1
2
allora S & sempre un insieme di generatori (ovviamente nell’ipotesi che S sia un insieme
di generatori).

1
V3 = (Vl —|— VQ) — §(V1 —|— Vo —|— 2V3)

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

—4 4 2

(1) vi=|-2];ve=16];vs=1] —1 ,
—2 2 1
1 1 0
(2) wi=|-1];we=[0];w3=1|4
1 2 0

(1) 1l problema ¢ stabilire se gli unici numeri reali a1, e, ag per cui a3 vy +aave+aszvsy =0
siano a1 = ag = ag = 0, oppure no. Poiche, dati oy, as, az € R, si ha

—4 4 2 —4oq + 4o + 203
a1vi+agvotagvy=a1 | -2 | +as | 6| +az| —1 = —2a1 + 6a — ag ,
—92 2 1 —201 + 200 + a3
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0
allora a1 vy + aovo +a3vy =0 = | 0 | se e solo se
0

—4aq + 4as +2a3 =0
(*) —20&1 + 60&2 — 3 = 0
—2a1 + 200 + a3 =0

1l problema diventa quindi stabilire se il sistema (x) (nelle incognite a1, s, ag) abbia un’unica

0
soluzione (e quindi la soluzione nulla | 0 |), oppure no.
0
44 2 |0
La matrice aumentata di (x) &: | —=2 6 -1 | 0
2.2 1 |0

Facendo un’eliminazione di Gauss si ottiene:

44 2 |0 1 -1 -1/2 | 0
2 6 -1 ! 0 | Lm@Em@nCh 0 4 —é ; 0| —
22 1 | o0 00 0 |0
1 -1 -1/2 | 0
1
@ o 1 12 | o) =(U | o).
00 0 |0

Poiche non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha oo soluzioni. In particolare
(%) ha una soluzione non nulla, e quindi {vy, ve, v3} ¢ linearmente dipendente (ad esempio,
poiche (k) & equivalente a

{(11—012—%01320

(12—%0&320

prendendo a3 = 1 con la sostituzione all'indietro si ottiene ap = 3 ed oy = as+3a3 =1 +1 =1,
1
1| o T . 1 PN L .
ossia | 5 | ¢ una soluzione non nulla di (x) e vi 4+ 5v2 4+ v3 = 0 ¢ una combinazione lineare
1

nulla di vi,va, v con coefficienti non tutti nulli).

0 1 1 0 a1 + o
(2) 0| =aqwi+aswgt+agwg=a1 | -1 | +as | 0| 4+a3| 4| =] —a1+4a3
0 1 2 0 a1+ 2a;

a; +as =0
= (%) —a1 +4a3 =0
ag + 200 =0
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Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di () si ottiene:
1 10| 0 a1 (—1)Ear(1) 1 1 0 0
-1 0 4 |0 2 2 01 4] 0f—
1 20| 0 01 0 0
Eaa(—1) 11 0 | 0 Bo(—1) 1 1 0 0
2 01 4 | 0 ’ 014|0:(U|0)
00 —4 1] 0 001 1] 0

Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha come unica soluzione la soluzione
0
nulla | 0 |, ossia
0

a1wi + aswoe +agwy3 =0 — a; =ag =a3=0.

Quindi {wy, w2, w3} & linearmente indipendente.
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Siano V' uno spazio vettoriale ed & = {v1;va;vs} un insieme linearmente indipendente di
vettori di V.
Si dica quale dei seguenti insiemi di vettori di V' e linearmente indipendente:
(1) S ={v2+v3;vi+vsvi+ve+vs},
(2) Sz ={vi—2v3;vi+Vvava+2vs}

(1)
O0=a(vo+vs)+8(vi+vs)+d(vi+vaet+vs)=(B+vi+ (a+d)ve+ (a+5+0)vs
B+0=0
> (*) a+d6=0
f a+pB+6=0

poiche S ¢ L.I.

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di () si ottiene:

011 ] 0 . 1010 o) 1010
101 ]o0]—2-]0111]0 2 01 1| 0
1111 0 1110 0101 0
10 1 | 0 101 | 0
Pet) fo1 1 | o) —22 o1 1] o0|=(U| o0
00 -1 | 0 001 ] 0
0
Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, I'unica soluzione di (x) ¢ | 0 |, quindi &; ¢
0

linearmente indipendente.

(2)
0=oa(vi—2v3) +B(vi+va) +6(va+2v3) = (a+ B)vi + (B+6)va + (—2a + 26)v3
a+6=0
= (%) B+6=0
- —20+20=0

poiche S ¢ L.I

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (%) si ottiene:
1 1.0 1] 0 Ea(2) 110 ] 0 Eaa(—2)
0 1 1] 0 2 01 1 ] 0 =
-2 0 2 | 0 022 1] 0
110 1] 0
—-{0 1 1 ] 0]=(U | 0).
0001 O
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Poiché U ha una colonna non dominante, (*) ha oo soluzioni, in particolare (x) ha una soluzione
non nulla, quindi S; ¢ linearmente dipendente.

Sia W Tl’insieme delle matrici 2 x 2 reali simmetriche. L’insieme

s={o- (3 e (3 2o (1 )= (3 e (1 1))

¢ un insieme di generatori di W.

Si trovi una base di W contenuta in S.

1Y MODO | “Restringiamo”un insieme di generatori di W.

Sia a1C1 + a2Cs + a3C3 + a4Cy4 + a5Cs = O una combinazione lineare nulla dei vettori di
S. Allora da

0 0 1 2 2 3 1 1 10 0 1Y)\ _
(5 0) =z 0)+e(5 0)ren (3 o) e (5 1) +es (V1)
(o200 +az+as 200 4 3az + a3z +as
T\ 201 + 3ag + a3 + as a4+ Qs

si ottiene il sistema lineare, nelle incognite o, as, ag, aug, s

ar +2as+az3+as =0
201 + 3 +ag + a5 =0
as+as=0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:
110 1] 0
101 1] 0
01 1 1] 0

E2(—1)E21(-2)

1
2
0

O W N

per cui il sistema e equivalente al sistema

ar +2a0+ a3z +ag =0
(%) s+ a3+ 204 —a5 =0
ag+ a5 =0

il cui insieme delle soluzioni e
h — 5k
—h + 3k
h |h, ke R
—k
k
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1
-1
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio 1 (si ponga h =1 e k = 0), si ottiene
0
0

C; -C,+C3=0,

per cui C;,C; e C3 sono combinazioni lineari degli altri elementi di S e ciascuno di loro pué
essere scelto come elemento da eliminare da S.

Scegliamo di togliere da S la matrice C; (combinazione lineare degli altri elementi di S) e

poniamo
2 3 1 1 1 0 0 1
s-fe-(58)e-(i o) D)e-(1)}

S1 € ancora un insieme di generatori di W.

Sia 01Co+aCs+a3Cys +a4Cs = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S;. Allora
da

0 0 _ 2 3 Ta 1 1 Ta 1 0 ta 0 1 _ 2001 + a0 + a3 31+ as + ay
0 0) (3 0)7 1 0)7 0 1)1 1) \Bau+as+as  as+ou
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite oy, aia, g, g

200 +as + a3 =0
3cp +as+ a4 =0
as+ag =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

2 1100 e (13 5 0|0 3 0 |0
3101 | o 2EREL Ly sy o] B2 (00103 —2 | 0],
00110 000 1 10 001 1 |0

per cui il sistema e equivalente al sistema

(11—|—%012—|—%013=O
(%) a9+ 3a3 — 204 =0
as+ag =0

il cui insieme delle soluzioni ¢ L
-2

5h
—h
h

|heR

—2

Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio (si ponga h = 1), si ottiene

-1
1

—2C, +5C3 - C4 + C5 = O,
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per cui Cy,C3, C4 e C5 sono combinazioni lineari degli altri elementi di &7 e ciascuno di loro
pué essere scelto come elemento da eliminare da Sy.

Scegliamo di togliere da S; la matrice Co (combinazione lineare degli altri elementi di Sy) e

poniamo
11 1 0 0 1
s=fo-(ia)e-(o )e-( 1)}

So € ancora un insieme di generatori di W.

Sia @1C3 + asCy4 + a3Cs = O una combinazione lineare nulla dei vettori di S;. Allora da
0 0\ 11 1 0 0 1\ [(oai+ay ar+as
(o o) - (1 o) o (o 1) +as (1 1) - (a1+a3 s+ as
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a, aig, g
a; +as =0
ar +az =0
as +az =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

11
D) (31 ) s
011 ] 0 0 1 1[0
11 0 | 0 . 110 |0
e SR R I T I
00 2 | 0 0 L 1o

L’unica soluzione del sistema ¢ quella nulla, per cui Sy ¢ linearmente indipendente, ed ¢ una
base di W contenuta in S.

20 MODO |Invece di togliere successivamente vettori che siano combinazioni lineari di quelli

rimasti, ossia invece di “restringere”insiemi di generatori, si pué “allargare”insiemi L.I.
Ad esempio:
1. Cy # 0 per cui {C;} & L.I. Teniamo C;. Chiamiamo §; = S.
2. {Cy;Cy} ¢ L.I. Teniamo Cz. Chiamiamo S = ;.
3. {C1;Cy; C3} & L.D. Togliamo Cs. Chiamiamo S3 = Sz \ {C3} = {C1; Ca; Cy4;Cs}.
4. {C;;Cy;Cy4} & LI Teniamo C4. Chiamiamo Sy = Ss.
5. {C1;Cq; Cy4;Cs} & L.D. Togliamo Cs. Chiamiamo S5 = Sy \ {C5} = {Cy; Cq; Cy}.
Dunque S5 = {Cy; Cg; Cy4} & una base di W contenuta in S.
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ESERCITAZIONI* 5
(a) Esiste un’applicazione lineare f; : R? — R? tale che N(f;) = R? ?

(b) Esiste un’applicazione lineare fo : R? — R? tale che N(f2) = R?\ { (i)} ?

(¢) Esiste un’applicazione lineare f3 : R? \ { ( i > } — R? tale che N(f3) =R?\ { ( i > } ?

1 - 1 1
[2]sia A,={1 3 2 a+1|, doveacC.
3 —3a% 3 a+3

(a) Per ogni « € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D,
di R(A,).

(b) Sia A = Ay la matrice che si ottiene ponendo o = 0. Si trovi una base dello spazio nullo
N(A) di A.

1 1 0 1 2 0
Sianow1: 2| ,we= 0 |,wa=\|1],z1=|0),22=1| —-1],z3=1(0
0 -1 0 3 0 1

(a) Si provi che B = {w1;wa; w3} e B = {z1;22;23} sono due basi ordinate di R3.

b) Si scriva la matrice di passaggio da B’ a B.
( g8

[4]Sia f : My(R) — R definita da f((a Z)) _ (“b).

c a+c
(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

s={( 0):(1 ) (0 10 D) o 2= {():())

su dominio e codominio rispettivamente.

Sia A = (0 O) la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R3 — R2 rispetto

1 30
1 1 0 1 0
allebasiordinate B=¢vi=[1]|;ve=|0];vsa=|1 eD:{w1:< >;W2:< >}
-1 1
0 1 0
su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle
1 1 0
basiordinate B = {vi = [ 0 | ;vhb=| -1 ];v5=10 eD =Jw)| = L s WhH = 0
0 0 1 1 1

su dominio e codominio rispettivamente.
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Svolgimento delle Esercitazioni *5

(a) Esiste un’applicazione lineare f; : R? — R? tale che N(f;) = R? ?

(b) Esiste un’applicazione lineare fs : R? — R? tale che N(f2) = R?\ { (i)} ?

(¢) Esiste un’applicazione lineare f3 : R? \ { ( i > } — R? tale che N(f3) =R?\ { ( i > } ?

(a) Supponiamo che f; esista, e vediamo se la condizione imposta, ossia
2
e N(fi) =R,
contraddice o meno le condizioni che f; deve soddisfare per essere un’applicazione lineare, ossia:

(I) il dominio ed il codominio di f; devono essere spazi vettoriali (entrambi complessi oppure
entrambi reali),

(IT) fi(vi+v2) = fi(v1) + fi(v2) per ogni vi, vy nel dominio di fi,
(I11) fi(av) = afi(v) per ogni v nel dominio di f1, ed ogni scalare .

Osserviamo subito che il dominio ed il codominio di f; sono entrambi R?, che ¢ uno spazio
vettoriale reale, e quindi che (I) & soddisfatta a prescindere da e.

Poiche N(f1) = {v € R?|f1(v) = 0}, allora
N(fi)=R?* <+ filv)=0 WeR? < f =0,

ossia se e solo se fi & la funzione definita in R? e a valori in R? che associa ad ogni vettore di R?
il vettore (8) (chiamiamo tale funzione 0 e scriviamo che 0(v) = 0 € R? per ogni v € R?).

Occorre quindi vedere se la funzione 0 definita in R? e a valori in R? verifica (II) e (II1),
oppure no.

Per (II): 0(vi+v2) =0=0+0=0(v1) + 0(vz) per ogni vi,vs € R2.

Per (I11): 0(av) =0 = a0 = 0(v) per ogni v € R?, ed ogni scalare «.

Dunque esiste un’applicazione lineare f; : R? — R? tale che N(f;) = R?, anzi ne esiste una
sola ed ¢ definita da fi(v) = 0 per ogni v € R2.

D’altra parte sapevamo gia che per ogni scalare A la funzione fy : R? — R? definita da
fa(v) = Av & un’applicazione lineare. In particolare prendendo A = 0 si ottiene I'applicazione
lineare 0.

(b) Procediamo come al punto precedente supponendo che fo esista ed osserviamo subito che
la condizione (I) & verificata a prescindere dalla condizione imposta, che in questo caso &

o erlnm =0 ==\ {(1)}.

Dunque si richiede che

r(1)#(3) e rm=()) veromi v(}).
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Perche sia soddisfatta la condizione (IT), occorre che

fa(vi+ve) = fi(vi)+ fi(v2) ¥V vi,va €R?

in particolare per ogni vy, vo € R? con vy # (i > #voevi+vyg = (i > (ad esempio vi = (é)

e vy = (?)) si dovrebbe avere

0 # fa( 1) = fa(vi+v2) = f2(v1) + fa(va) = 0+0=0,
1 1 1 1

1 f2 appl. lineare 1
vitve= vi# #v2
< 1 ) < 1 )

che non e possibile. Dunque fs soddisfacente a tutte le condizioni richieste non esiste.

Avremmo potuto rispondere alla domanda con meno fatica “ricordandoci” che lo spazio nullo

di un’applicazione lineare ¢ sempre un sottospazio del dominio. Quindi se fo esistesse il suo
. Co 1 L

spazio nullo, che si richiede essere R? \ { (1 , dovrebbe essere un sottospazio di R?. Ma

(*) R*\ { (i)} non & un sottospazio di RZ.

Un modo per vedere (x) & osservare che, ad esempio, u = (;) € R%\ (i)}, ma il multiplo

scalare au di u con a = 1 non appartiene aRQ\{<i>}: 1 (;) = (i)

. . 1 N . . .
(c) Abbiamo visto al punto precedente che R? \ { ( non ¢ uno spazio vettoriale (esiste

1
ueR?\ { ( i > } ed un suo multiplo scalare fu ¢ R?\ { ( i > }) quindi ogni funzione definita

suR%\ { ( 1 , non essendo definita su di uno spazio vettoriale, non puo essere un’applicazione

lineare. In altre parole una f3 soddisfacente le condizioni richieste non esiste.

1 —a? 1 1
[2]Sia Au=(1 3 2 a+1|, doveacC.
3 —3a%2 3 a+3
(a) Per ogni « € C si dica qual & rk(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D,
di R(A,).

(b) Sia A = A la matrice che si ottiene ponendo o = 0. Si trovi una base dello spazio nullo
N(A) di A.

1 —a® 1 1
(@) Au=|1 3 2 a+l
3 —3a%2 3 a+3

FEs3; (—B)Egl(—l)
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1
B,.=1(0
0

rk(Aq) =3

Una base B, di C(A,) ¢ B,

Una base D, di R(A,) ¢ D,

(Quindi:

B.

(

1° Sottocaso

I‘k(AQ) =2

Una base By di C(Ag) & By = {( ) : (

Una base Dy di R(Ag) € Dy =

29 Sottocaso

0
0

a? 43 =0 cioe a € {/3i, —/3i}

311 . 1 3 1 1
01 o —2& 2 g o1 ol =u,
00 a 00 0 1
1 1 1
= 11512 ;1 a+1 .
3 3 a+3
1 0 0
J3) (o 0
- 111 ]o
1 a 1
AW (o) (o
2 1+v3 e Dy = ik 1 ; ;
3 3+/3i 0
1 —V/3i 1
AW (o) (o
21— V3 e D_y = ; ; )
3 3 v 3i 1 1 0
! 1 V3i 1
o +3#0 cioe o ¢ {V/3i, —/3i}
—a? 1 1 Fa( 1 —a? 1 1
(=) N
?4+3 1 a|] —* [0 1 a21+3 3 | =Ca
0 0 « 0 0 0 «
101 1
a=0 Co=[(01 1 0|=0U,
00 0 0
0
3
0

1
1
3
1
0
1
1

a ¢ {V3i,—/3i,0}

)

Qwl= — O
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1 —a? 1 By (1) 1 —a? 1 1
a 3\ a
Co‘ = 0 1 oz21+3 a?+3 0 1 oz++3 a?+3 =U.
0 0 0 e 0 O 0 1
rk(Aq) =3
1 —a? 1
Una base B, di C(A,) ¢ B, = 1]; 3 |l a+1
3 —3a? o+ 3
1 0 0
) 1
Una base Dy di R(Ay) & D, = N
1 ang 0
1 = 1
101 1
(b) A=1|1 3 2 1
3 0 3 3
10 1 1
Una forma ridotta di Gauss per AeUyg= | 0 1 % 0 | trovata nel 1° sottocaso.
0 0 0 0

Per il Teorema nullita+rango,

dim N(A)

Poiche¢ N(A) = N(Up) = {x € C*Uox = 0}, allora

1
Z2
zs3
T4

ENA) «— {

Prendendo come parametri le variabili corrispondenti
4%, con la sostituzione all’indietro si ottiene

(numero delle colonne di A) — rk (A)=4—-2=2.

Ty +x3+x4 =0
x2—|—%x3 =0

alle colonne libere di Uy, ossia la 3% e la

r3 = h
r4 = k
ro = —%xg = —%h
Ty = —ax3—x4 = —h-—k
—h—k
_1p
Quindi N(A) = N(Ug) = ]3 |h,k € C 3 . Ponendo:
k
-1 -1
V1 = _% € Vo = 0
1 1 1 0 ]’
h=1 0 h=0 1
k=0 k=1
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si ottiene che una base di N(A) ¢

-1 -1
1
—5 0
vi=|[ P live=1
0 1
1 1 0 1 2 0
Sianow1: 2| ,we= 0 |,wa=\|1],z1=(0]),220=1| —-1],23=
0 -1 0 3 0 1

(a) Si provi che B = {w1;wa; w3} e B = {z1;22;23} sono due basi ordinate di R3.

(b) Si scriva la matrice di passaggio da B’ a B.

1 1 0 1 2 0
(a)StanoA=12 0 1|edA’=[0 —1 0 ] lematrici che hanno come colonne gli
0 -1 0 3 0 1

elementi di B e di B rispettivamente.

Occorre provare che entrambe hanno rango uguale a 3 (si veda 1'Esercizio Tipo 10).

Facendo una E.G. su A si ottiene:

1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0
Ear(—2) Bsi(1)Ba(~3) Es(<2)
A=|2 0 1]|—=>=l0 -2 1] ——25(0 1 —1|= 01 -%|=U
0 -1 0 0 -1 0 00 —3 00 1
per cui tk(A)=rk(U) = 3, ed, analogamente, facendo una E.G. su A’ si ottiene:
1 2 0 Es(—3) 1 2 0 Esa(6) Ea(—1) 1 2 0
A=f0 -1 0| =50 -1 0] =250 10]|=U
3 0 1 0 —6 1 0 0 1
per cui rk(A")=rk(U’) = 3.
(b) La matrice di passaggio Mpg._p da B’ a B¢
1 2 0
Mg = (Cg(z1) Cp(z2) Cs(z3))= | Cs(|{0]) Cs({ -1]) Cs(|0|)
3 0 1
1 2 0 a
Piuttosto che calcolare separatamente Cg(| 0 |),Cg(| —1 |)eCg(| 0 |), calcoliamoCu(| b |)
3 0 1 c
a
per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta ai tre diversi vettori
c
1 2 0
0|, —-11],|0]. Poiche
3 0 1
a o a 1 1 0
Ceg(lb])=|05 | bl=afl2]+6 0 J+d(1
c 0 c 0 -1 0



40 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2003/04, GEMMA PARMEGGIANI

allora
a Q a+ 0 a
Ceg(lo])=1|27 | 24+ | =1 b
c 1) -0 c
ossia «, B e d sono tali che
at+f=a a=a+c
20+0 =0 = B8=—c
—fB=c 6=—-2a+b—-2c
per cui
a a+c
CB( b ): —C
c —2a+b—2c
Dunque
4 2 1
Mpg.p = -3 0 —1
-8 -5 =2

[4] Sia f : Ma(R) — R? definita da f((i 2)) _ (“b).

a+c
(a) Si provi che f & un’applicazione lineare.

(b) Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

s={(0 ) () (D) e 2= {() ()

su dominio e codominio rispettivamente.
(a)  Per provare che f & un’applicazione lineare occorre provare :

(e ) (G n e E (s k)

per Ogni ay, bl) C1, dl) a2, b2) C2, d2 ceR

2. f(oz(a 2))?af((a Z)) per ogni «, a,b,c,d € R

Cc Cc
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ar b as by _ ar+az by +b2
L f(< d1>+((32 d2>) T f((01+02 d1+d2

| def. somma matrici |

:((a1+a2)+(b1—|—b2)> _ ((a1+b1)+(a2+b2)>

T
propr. assoc. e
commut. di + in R

(a1 + bl as +b2 o aiq bl a2 b2
_(a1+cl>+(a2+02> T f(<(31 d1>)+f(<02 d2>

(a1 + &2) + (Cl + 02)

(a1 + 01) + (CLQ + 02)

) =

def. f

T

def. somma
vettori colonna

a b _ aa ab - aa + ab
2 ﬂa(c d>) 1 ﬂ(ac ozd>) 1 (aa+ac
def. prod. di uno scal. def. f
per una matr.
_(ala+b) _ a+b\ a b
_<a(a—|—c)> 1 a(a+c> 1 af((c d>)
def. prod. di uno scal. def. f

per un vett. colonna

N——
=l

propr. distr.
in R

(b) La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio

rispettivamente e la matrice

a=(eot((§ o) entt(} 3 )0 cotr(g 1) et

Dalla definizione di f si ottiene:

(o o)=(3)-  #(1,)
@) G
qumdiA:(cD((f) cp(@)) (b((é)) %((8)))-

(3)
(1)

0 1

L))

Calcoliamo le coordinate rispetto alla base ordinata D di un generico elemento (Z) € R2.

eol(i)=(5) e (5)=e(3)=s("

)
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Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema

a+p
2a — 3
otteniamo:

1 1 | a E21(—2) 1 1 | a Ey(—1/3) 1 1 | a
2 -1 | b 0 -3 | b—2a 0 1 | (2a—0b)/3)’

per cui con la sostituzione all’indietro

{5 — (2a-b)/3
a = —f+a = (b—2a)/3+a = (a+b)/3

a

b

Dunque CD((CL)) = (((a +0)/3 > , e in particolare si ha:

b 2a — b)/3
() 5 () e o ()

; ;
a=2 a=2
b=1 b=2
(o) + () () = ()
b b0

La matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate B e D su dominio e codominio rispetti-

vamente & quindi la matrice
A 1 4/3 1/3 0
\1 2/3 2/3 0)°

Sia A = ((1) ; 8) la matrice associata ad un’applicazione lineare f : R3 — R2 rispetto

1 1 0 1 0
allebasiordinate B=(vi=[1];vao=|[0|;vs=]1 eD=<{w; = (W =
-1 1
0 1 0
su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle
1 1 0
basiordinate B' = ¢ vi = | 0 | ;v =| =1 | ;v5 =10 eD’:{w’lz(1>;w/2:(0>}
0 0 1 L L

su dominio e codominio rispettivamente.
La matrice A’ associata ad f rispetto alle basi ordinate B’ ¢ D’ su dominio e codominio
rispettivamente e la matrice

A= M{)}_D/AMB«_B/ dove Mp_pr ¢ la matrice di passaggioda D’ aD e

Mg ¢ la matrice di passaggio da B a B.
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Per calcolare Mp._p = (Cp(w)) Cp(w})), calcoliamo per prima cosa le coordinate rispetto

a D di un generico Z € R2.

ot () 1 (1) -emsmma()oo(D)- (20

a = a
—a+08 = b

ca(i) (1)

In particolare, specializzando a w/ e w otteniamo

Cotw) = a1 )

a o
— asb quindi

Risolvendo il sistema { otteniamo { g

T

=1

a=1 a=20
. 10\ ., . o 1 0
per cui Mp. pr = 9 1) L’inversa di Mp._p/ € quindi M, = 9 1)
Per calcolare Mg = (Cg(v]) Cg(vy) Cg(v})), calcoliamo per prima cosa le coordinate
a
rispetto a B di un generico | b | € R3.
c
a Q a 1 1 0 a+p
Ceg(lo])=1|2 | b | =avi+pveo+dévs=al|l|+0[0]|+6|1| = a+d
c ) c 0 1 0 I6]
Risolvendo il sistema
a+p = a
a+d = b
g = c
otteniamo
8 = c
a = —f+a = —c+a ,
j = —a+b = —(—c+a)+b = c—a+b
quindi
a a—c
CB( b ) = C
c —a+b+c
In particolare, specializzando a v}, v} e v otteniamo
1 1 1 1
Ce(v)=Cp(| 0 ]) = 0 |, Cp(vy))=Cs(| -1|) = 0,
1 I -1 0 I -2

QO o
Il
SO =
(Sl
Il
|
—_
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0 -1
Cp(v3) =Cs(| 0 ])
1

I 1
a=0
b=0
c=1
1 1 -1
per cui Mg, 5 = 0 0 1
-1 -2 1
La matrice A’ che cerchiamo ¢ quindi
1 1 -1
A/ — M,Bl D/AMB‘_B/ _ 1 O 0 1 0 0 O 1 _
- -2 1 1 3 0 1 _9 1
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ESERCITAZIONI* 6

a

Si verifichi che ¢ : C* — R definita da ¢(| b |) = |a—b|+|a—c| + |b+c| & una norma.
c
Siano z = (Z) ed S={xeR? | |x—z|w <1}. Siproviche esistono xq,x; € S tali

che
%ol < [x[l2 < [xifl2 per ognix €S,

e si calcolino ||xg||2 € ||x1]|2-

Sia V il sottospazio di C? generato da (i) (quindi V = ((i)) = {(Z) | a€C}).

Si verifichi che (-,;7) : V x V — C definito da ((Z) , (Z)) = 3ab & un prodotto interno.

Si trovi una base di V* nei seguenti casi:
7
(@) V ={(| 1]) sottospazio di C3,

2
0
(b)) V={ EZ ) sottospazio di C*,
2
1 i 1 0
iy ey (o) (o,
(¢ V=( b it o ) sottospazio di C*.
7 -1 0 1

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1

i 1
V=115 5 |
i

-1

O = O =
—_ O = O
~
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Svolgimento delle Esercitazioni *6

a
Si verifichi che ¢ : C* — R definita da ¢( ( b

(1) ¢(0 (

Poiche ¢(x

)) = la—"b|+]a—c|+|b+c| & una norma.

) =1]0—0/+|0—0]+ |0+ 0| =0.

’U oo o

er ogni x € C3, per provare che

x#0 = ¢(x)>0
basta provare che

x#0 =  o(x) £0,
ossia basta provare che

p(x)=0 = x=0.

Dalla definizione di ¢ si ottiene:

o(x) = 0
la—b = 0 a = b

a =< la—¢c = 0 = a = ¢ = a=b=c=0 = x=0.
X = b [b+ec] = 0 b+c = 0

c

a aa
(2) odlalb])=0¢(] ab |)=|aa— abl + |aa — ac| + |ab+ ac| =

c ac

a
= lalla =0+ |alla— ¢+ |al|b+ ¢ = |af(Ja = b] + |a — | + b+ ¢]) = Ial(b((b))-

ay + ag
(3) )=o(| bitbe |)=
c1+ c2

|(a1 —|—CL2 bl —|—b2)| + |(CL1 —|—CL2) (Cl + 02)| + |(b1 + bg) (Cl + 02)|
= (a1 = b1) + (a2 — b2)| + [(a1 — c1) + (a2 — c2)[ + [(b1 + c1) + (b2 + c2)| <

a1 ag
<la1 —b1| + |az — bo| + |a1 — 1| + |az — c2| + [b1 + 1| + |ba + c2| = &( bl))+¢((b2)).
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Siano z = (Z) ed S={xeR? | |x—z|w <1}. Siproviche esistono xq,x; € S tali
he

C

%ol < [x[l2 < [xill2 per ognix €S,

e si calcolino ||xg||2 € ||x1]|2-

S = | (§1>6R2 | max {|z; — 5|, |z — 4|} <1 } =
2
= { (f)eRQ | —1<2-5<1 e —1<z—4<1 }=
2

= { (x1>E]R2 | 4<2,<6 e 3<az,<5 }

Quindi se x = (?) € S allora |[x[|s = v/[z1]? + [z2]? > V4% + 3% = 5, e poiche (g) €Se
2

4 4
1(3) 1l =5 atora xa = () (e xalla = 5)

Inoltre se x = (zl> € Sallora||x[2 = /|z1]? + |z2[*> < V6% + 52 = V61, e poiche (g) €S
2

1 (5) = VAT atlora 1 = (£ fe Il = &)

Sia V il sottospazio di C? generato da (i) (quindi V = ((i)) = {(Z) | a€C}).

b

Si verifichi che () : V x V — C definito da ((Z) : (b

>) = 3ab & un prodotto interno.

~

(2) (u,av+ﬂz);a(u,v)—|—ﬂ(u,z) per ogni u = (Z) ,V = (Z) 2= (E) eV,a,5eC
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<u,av+ﬂz>:<(j) a(3)+o (O =o(4). (o)) =satan-+ o) -
a(3ab) + B(3ac) —a( ) ( ) ( >,(E>)=a(u,v)+ﬂ(u,z)

—~
7N
SIS
"
7N
SIS
"
S—
m
S
V
=}

(o0) (Z);Ao = ((Z),(Z)):Bﬁa:3a2

Si trovi una base di V* nei seguenti casi:

7
(@) V={ (1) ) sottospazio di C3,

2
0
(b) V={ ! EZ ) sottospazio di C*,
2
1 i 1 0
() V={ i) : _zl : (1) , (1) ) sottospazio di C*.
1 -1 0 1

)

(a) Se A = (1) allora C(A) =V eVt =C(A)L = N(AH).
2

Facendo un’eliminazione di Gauss su AH otteniamo:

AT =(—i 1 2)—— (1 i 2i)=U
E1(i)

1(2
Poiche N(AH) = N(U) e
dim(N (U)) = numero delle colonne di U —rango di U=3-1=2,
una base di V* ha 2 elementi (d’altra parte dimV =1 e dimC3=3, per cui a priori potevamo

dedurre che dimV+ = dimC? — dimV =3 — 1 = 2).

T
X=($2)EN(AH):N(U) — z1+ize+2iz3 =0
rs3
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—ih — 2ik
quindi N(U) = h |h,keC
k
Una base di V1 ¢
—1 —21
1. [ o
0 1

0
1—1
0
2

(b) Se A = allora C(A) =V eVt =C(A)L = NAH).

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:

AP =0 144 0 2)—— (0 1 0 1-i)=U
Bi(45)

Poiche N(AH) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne di U —rango di U=4 -1 =3,

una base di V* ha 3 elementi (d’altra parte dimV =1 e dimC*=4, per cui a priori potevamo
dedurre che dimV+ = dimC* — dimV =4 — 1 = 3).

T
X = iQ ENAT)=NU) = 20+ (1—i)as=0
3
T4
h
quindi N(U) = (lk—z)r |h,k,re C
T
Una base di V* &
1 0 0
0 0 —1+i
ol'{1]'| o
0 0 1
1 i 10
(@Sea=|1 710 L allora C(A) =V e V= C(A): = N(AT),
i -1 0 1

Facendo un’eliminazione di Gauss su A¥ otteniamo:
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1 - 1 — 1 - 1 —
- -1 —i -1 00 0 0
A = ¢ - : —
1 0 1 0 E31(—1)E21(4) 0 (3 0 (3 Ebs
0 1 0 0O 1 0 1
1 —i 1 —i 1 —i 1 —i
o i 0 0 1 0 1| _ 4
0 0 0 0| Eonm(n (0 0 0 0
0O 1 0 1 0 0 0 O

Poiche N(AH) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U =4 —2 =2,

una base di V+ ha 2 elementi.

;1 TG —iTo+x3—ixy = 0
x = xQ eENAT=NU) =
3 _
74 T2 + T4 = 0
—h
Quindi N(AH) = _hk |h, ke C
k
Una base di V+ = N(Af) ¢
-1 0
0 -1
11’1 0
0 1

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 i 1 0
i -1 0 1
V - < 1 ) Z ) 1 ) 0 >
i -1 0 1
Costruiamo dapprima una base di V: poniamo

1 i 1 0
we i | -1 |0 |1
1= 1 3 Wo = i ) W3 = 1 3 Wy = 0
i -1 0 1
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e calcoliamo una base di C(A) dove A = (w; Wwa W3 Wy).

1 7 10
i —1 0 1
A_ = - .
(Wl W2 W3 Wy ) 1 i 1 0) Far (i) Est (—1) Ear (—i)
i —1 0 1
1 4 1 0 1 2 1 0
. 0 0 — 1 0 0 1 4 -U
00 0 0] Zuoma (0000
0 0 — 1 0 0 O

Poiché U ha come colonne dominanti la 1* e la 3%, allora una base di C(A) =V & {wy,ws}.

Troviamo una base ortogonale di V applicando I’algoritmo di Gram-Schmidt a

1 1
. | |0
Vi =W = 1 y V2 = W3 = 1
) 0
1
u =v, = ‘
1 — 1 — 1
)
uz = Vv — (o, wy#0 = 04122(111",2)
(U1,U1)
1
H 0
(u,ve) =uyve=(1 —i 1 —i) 1 =1+1=2
0
1
(u,w) =ulfu; = (1 —i 1 —i) i =14+1+1+1=4
)
. 2 1
M=y T
1
112=V2—0412111—V2—§111=
1 1 1
S R I O I
|1 211 2 1
0 ) —1
1 1
Dunque {u; = (z) Jug =3 _1 } & una base ortogonale di V.
0 —1
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Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto

, ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma
euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :

[wiflz = V(u, w) = Vi =2

1
1 1| — 1
luallz = /(ua, ua) = (L 1 i)g 1Z :\/Z(1+1+1+1+1)=1
—1
Allora
1 1
u us 1 4 1| -
B={—, —1={2 =
{HU1H2 HUQHQ} 2l1)2| 1
t —1

¢ una base ortonormale di V.
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ESERCITAZIONI* 7

0 1 ) 2
Si calcoli la proiezione ortogonale div = | 0 | sul sottospazioU = (| ¢ | ;| -1 |;10 |)
1 0 0 1
di C3.
1
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = [ 1 | sul complemento ortogonale U+ del
1

1
sottospazio U = ([ 1 |) di C3.
2

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

i U o111
A=| 2 1+i 3], B=|i 2 1], Cc=
. 1 1 1 1 . 1 1 1 0
! ! 2 1 2 1
Sia A una matrice n X n antisimmetrica, cioé tale che AT = —A. Si provi che se n &

dispari allora A & singolare (ossia A non ha inversa).
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Svolgimento delle Esercitazioni *7

0 1 ) 2
Si calcoli la proiezione ortogonale div = | 0 | sul sottospazioU = (| ¢ |;| -1 |;10|)
1 0 0 1
di C3.
Troviamo una base ortonormale di U.
1 ) 2
Poniamo wy = [ i |,we = | =1 | ,ws = | 0 | e calcoliamo una base di C(A) dove
0 0 1
= (Wl Wo W3 ) .
1 7« 2 1 1 2

1 ¢ 2
A=(wy wy, wy3)=|79 -1 0] —— |0 0 20| ——— [0 0 1|=U
o 0 1/ B9 \o o0 1 Es2(-1)E2(59) \ g 0 0

Poiché U ha come colonne dominanti la 1* e la 3%, allora una base di C(A) =U & {wy; ws}.

Applichiamo ora 'algoritmo di Gram-Schmidt a

1 2
vi=wi= |1 |;va=w3= |0
0 1
per trovare una base ortogonale di U.
1
u1 = Vl e Z
0
Uz = Vo — 12Uy, uy#0 — au:w
(ulaul)
2
(u,vo) =ullvo=(1 —i 0)[0]|=2
1
1
(ulaul):uflulz(l —1 0) : -9
0

2
—t a12:§:1

Uz = Vg — (joU1 =

:V2—u1:
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1 1
w=\|17];u=|—i € una base ortogonale di U.
0 1

gl = V/(ug, 1) = V2

1
[uzllz = (g, up) = \Jullug = [(1 i 1)| =i | =vVI+1+1=V3
1
1 1
Ul = i = \% i) = s = \/Lg —1 ¢ una base ortonormale di V.
0 1
0
La proiezione ortogonalediv= | 0 | suU e
1

Py(v) = (ug, v)ui + (u3, v)u;

dove

1 1
Quindi Py (v) = \/Lgug = %% _11 = % (_11
1
Si calcoli la proiezione ortogonale di v = [ 1 | sul complemento ortogonale U+ del
1

1
sottospazio U = ([ 1 |) di C3.
2

Nell’esercizio (a) delle Esercitazioni *6 abbiamo trovato una base di U~:

—i —2i
vy = 1 3 Vo = 0
0 1

Applichiamo I’algoritmo di Gram-Schmidt a {v1;va} per trovare una base ortogonale di U-~.
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—1

u; =Vvy = 1
0
Uz = Vo — (v12U1,
(ulaVQ)
0 —t =
1117'é 12 (u1,u1)
-2
(u,vo)=ullvo=(i 1 0)[ 0 | =-2"=2
1
—1
(u,w)=ulluy,=(i 1 0)[ 1 |=14+1=2
0

U = Vo — U =

—2i —i —i
=l o |-|1]=[=1
1 0 1

Per trovare una base ortonormale di U+ normalizziamo quella appena trovata:

w2 = \/uffus = V2
—1
[uslle = \/ublus = [(i -1 1) -1]=V3
1
i i
-4 7
Dunque § uj = ¥ = % wW=ron = | ¢ una base ortonormale di U~.
1
0 V3
1
La proiezione ortogonale di v = | 1 | su U+ ¢
1

Pyo(v) = (ui, v)up + (15, v)u,
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dove
1 1 1
(i, v)=()fv=—2(i 1 0)|1]=—"01+1i)
2 1 2
1 1 i
w,v)=w)fiv=—(i -1 1)|1|=—.
(u3,v) = (uz)"v 3(Z ) : 7
Quindi ,
Poawy= Lo 2242 IR I i
1\V) = —= 7 . R _—— — —
Y V2 vz Bl 2P) el Ty

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

1—-4 1 0 1 14+ 1 ?iéli
A=| 2 1+i 3], B=[i 2 1], Cc= !
: N Lol 111 0
! ! 21 2 1

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono pit zeri. In
questo caso conviene svilupparlo ripetto alla 1 riga oppure alla 3 colonna. Facciamolo in
entrambi i modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:

1 1 1
=(1-i)(1+i-3)—(2-3))=1—i)(-2+1i) —2+3i=
=242 +i—i>—2+43i=-3+6i

DetA = (1 —i)(—1)'"'Det (1+i 3) + (=1)Det (f 3) -

Rispetto alla 3% colonna:

1—d 1 1—i 1
_ _1)\2+3 _1)3+3 —
DetA = 3(—1) Det( ; 1>+( 1) Det( 9 1+i>_
=-31—i—i)+(1-i)1+i)—2)=
=31 —-2)+1>—i*-2=-3+6i

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1% colonna:

1 1+ 1

Det [ i 2 1) =(0"Det (2 1) rir2pet (1T L) fc)pes (T L) =
Lol 1 1 2 1

=2 —1—i((1+d)i—D4+1+i—-2=2—1—i(i—2)+i—1=—1+5
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Infine sviluppiamo Det(C) ad esempio rispetto alla 3¢ riga:

01 1 1
110 144
DetC = Det 111 0 =
2 1 2 1
11 1 01 1 01 1
=(=1)*"Det [ 1 0 144 | +(=1)*2Det |1 0 1+ | +(—1)*PDet|1 1 1434
12 1 2 2 1 2 1 1

Sviluppiamo il primo addendo rispetto alla 2% colonna, mentre il secondo ed il terzo addendo
rispetto alla 1° riga.

1 1 1

Det [1 0 144 | =(1)"*Det (P T77) yo-p+pet (11 )=
1 1 1 144
12 1
=—(1-1-i)—2(1+i—1)=—i
01 1 .
Det [1 0 1+i | =(=1)""Det L1 + (=1) 3 Det L 0)
2 1 2 2
2 2 1
=—(1-201+i)+2=-(1-2-2))+2=1+2i+2=3+2i
01 1 .
Det [1 1 1+i ]| =(-1)""Det L1 + (=1) 3 Det L1y
2 1 2 1
2 1 1
=-(1-20+))+(1-2)+=—-(1-2-2i))—1=2i
Quindi
Det(C) = —i — (3+2i) +2i = —i — 3 —2i +2i = -3 — .
Sia A una matrice n X n antisimmetrica, cio¢ tale che AT = —A. Si provi che se n &

dispari allora A & singolare (ossia A non ha inversa).

Da AT = —A segue che Det(AT) =Det(—A).
Per la proprieta (5) dei determinanti si ha che Det(A”) =Det(A). Inoltre da
Det(cA) = (c)"Det(A)
ponendo ¢ = —1 si ottiene
Det(—A) = (—1)"Det(A) N —DetA.
n dispari
Dunque se n & dispari abbiamo
Det(A) = Det(AT) = Det(—A) = —Det(A),

per cui Det(A) = 0. Dalla proprieta (7) dei determinanti segue ora che A ¢& singolare.



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2003/04, GEMMA PARMEGGIANI 59

ESERCIZIO TIPO 1

Risolvere il sistema lineare Ax = b dove

3 -3 9 6 6
A=|1 -1 7 4 e b=1[4
1 -1 3 2 2

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

(A | b)z ? :? 2 Z } Z Es1(—1)E21(—1)E1(3)
1 -1 3 2 | 2
1 -1 3 2 | 2 () 1 -1 3 2 | 2
-0 0 4 2 | 2 2 0 0 1 % | i|=(U | a)
00 00 1] O 0 0 00| O

Il sistema Ax = b ¢ equivalente al sistema Ux = d che ¢ una forma compatta per

T — To + 33 + 224
(%) R -
3+ 5%4 =

Il
NN

Poiche d ¢ libera, Ux = d ammette soluzioni.
Poiche U ha esattamente due colonne libere, Ux = d ha co? soluzioni.

Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%)
e con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xQZh
x4:k
1 1 1 1
x3:—§x4—|—§:—§k—|—§
1 1 1 1
xl=x2—3x3—2x4+2=h—3(—§/€+5)—2k—|—2=h—§/€—|—§

L’insieme delle soluzioni del sistema Ux = d ( e quindi 'insieme delle soluzioni del sistema
Ax=Db)e
1 1

lh,k e C

N[

h
—1k+
k
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ESERCIZIO TIPO 2

Si risolva il sistema lineare A (a)x = b(«) dipendente dal parametro reale o dove

Aa) =

O = =N

2 2
a+l a+1 o
« «

2 2

b(a) =

2x

a+1
«
a?+1

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

(A(@) | bla)) =
o=1

Gauss per (A(1) |
forma compatta per

Poiche ¢(1) e libera, B(1)x = ¢(1) ammette soluzioni.

2 2

1 a+1
1 «

0 2

1 « 1
0 1 «
0 0 a-—
0 2 2
1 « 1
0 1 «
0 0 a-—
0 0 0
(B(1) |

b(1)), quindi A(1)x =

© |

2 | 2a
a+l | a+1 E31(—1)E21(~1)E1(5)
! | a
200 | a?+1
| o
| 1 Eun(—2)
1| 0
| o2+1
| a
D= B@ | cla)
1| 0
| a2-1
111 | 1
c(1)) = 8 (1) (1) i (1) ¢ una forma ridotta di
000 | 0
b(1) ¢ equivalente a B(1)x = ¢(1) che & una
r1+ 22+ 3 1
To+x3 =1

Poiche B(1) ha esattamente una colonna libera, B(1)x = ¢(1) ha oo! soluzioni.

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente alla colonna libera di B(1) (la 3%) e
con la sostituzione all’indietro da (*) otteniamo

xgzh
Tg=-—r3+1=—-h+1
x1=—$2—$3+1:—(—h+1)—h+1=0
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L’insieme delle soluzioni del sistema B(1)x = ¢(1) ( e quindi U'insieme delle soluzioni del
sistema A(1)x =b(1) ) &

0
—h+1]|heC
h
20 CASO a#1
1 « 1 | !
[0 1 ! | 1 Bs(5i7)
(B(O[) | C(O[)) - 0 O a—l ‘ 0
0 0 0 | a2—-1
1 a 1 | !
|01 a | 1 Ei(zty
0 0 1 | 0
0 0 0 | a?2-1
1 a 1 | !
0 1 o | 1 _
0 0 0 | a+1
1 -1 1 | -1
0 0o 1 -1 | 1 R
a=-1 (O | de)=|g o | e forma
0o 0o 0 | O
ridotta di Gauss per (A(—=1) | b(—1)), quindi A(—1)x = b(—1) ¢ equivalente a C(—1)x =
d(—1) che & una forma compatta per
xr1 — T + X3 =-1
(%) ro—x3 =1
T3 =0

Poiche d(—1) & libera, C(—1)x = d(—1) ammette soluzioni.
Poiche tutte le colonne di C(—1) sono dominanti, C(—1)x = d(—1) ammette un’unica
soluzione. Con la sostituzione all’indietro da () otteniamo
Tr3 = 0
To=x3+1=1

x1=$2—$3—1=1—120

L’unica soluzione di C(—1)x =d(—1) (e quindi di A(—1)x =b(-1) ) ¢
0

v=|1

0

2° Sottocaso a¢{1,-1}
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1 a 1 | !
0 1 «o 1 Ba(5hr)
(C@) | d@)=|g o T | &

00 0 | a+l
1 a1l | «
01 a | 1]
00 0 | 1

¢ una forma ridotta di Gauss per (A(a) | b(a)). Poiche e(e) ¢ dominante, D(a)x = e(a)

(e quindi di A(a)x = b(«)) non ammette soluzioni.
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ESERCIZIO TIPO 3

Si trovino tutte le inverse destre della matrice A = (? (1) (3)> .

Un’inversa destra di A ¢ una matrice 3 x 2 R tale che se R=(¢c; | c¢3), allora
c; € soluzione di (1) Ax =e; = (é) e

N . . 0
c2 € soluzione di (2) Ax = ey = .

1

Cerchiamo tutte le soluzioni di (1) e (2).

210 [ 10 Epi (~1)E1(3) 1 3 0| 3 0
(A|12)_(103|01> (o—§3|—§1_’
Ea(-2) 1 3 0 | 35 0Y)_
(o 1 -6 | 1 -2 =(U | b b2).

(1) & equivalente a (1’) Ux = by che & una forma compatta per

1 1
$1+§$2 =3
$2—6$3=1

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e
con la sostituzione all’indietro otteniamo

xgzh
To =6x3+1=06h-+1
1 1 1 1
= —— - = —— 1 =
T 572 T 5 2(6h+ )+2 3h

L’insieme delle soluzioni di (1) &

—3h
6h+1 ] |heC
h

(2) & equivalente a (2') Ux = bg che & una forma compatta per

x1—|—%x2 =0
$2—6$3=—2

Scegliamo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna libera di U (la 3%) e
con la sostituzione all’indietro otteniamo
Tr3 = k‘
$2=6$3—2=6k—2
1

1
m1 = —gmy = 3 (6k—2) = 3k +1
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L’insieme delle soluzioni di (2) ¢

—3k+1
6k—2 | |keC
k
—-3h  —3k+1
Le inverse destre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo R(h, k) = [ 6 +1 6k—2 |,
h k

al variare di h, k € C.

ESERCIZIO TIPO 3 bis

Si trovino tutte le inverse sinistre della matrice A =

S =N
w o =

1. Poniamo B = AT
2. Cerchiamo tutte le inverse destre di B. Dal’ESERCIZIO TIPO 3 sappiamo che sono tutte

-3h =3k+1
e sole le matrici del tipo | 6h+1 6k —2 con h, k € C.
h k

3. Una matrice ¢ inversa sinistra di A se e solo se ¢ la trasposta di una inversa destra di B.
Quindi le inverse sinistre di A sono esattamente tutte le matrici del tipo (_ 3_;?_ 1 SZ i_ ; Z)

al variare di h, k € C.
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ESERCIZIO TIPO 4

R
1)
e
L
Il
[=Jpelye}

1 «
1 1|, doveaeC.
2 1

Per quegli o € C per cui A(a) & non singolare, si calcoli A(a)~L.

a1l a [ 1 0 0\ o)) ‘a;«éO:A(O) non ha inversa
(A(a) | Is)=|a 1 1 | 1
021 1] 001
1+ 1 | L 00 . 1L 1 | L 00
—-10 0 1—-a | -1 1 0 22 o2 1 | 0 01]—
02 1 | 0 01 00 l-a | -1 1 0
Ex(b) 1 i 1 | % 0 0\ gy ‘oz;él:A(l) non ha inversa
—— 0 1 3 | 0 0 3
00 l-a | -1 1 0
1 L1 L 0 0 Faa(d)
(0o 1 1 | o 0 3 S
00 1| —L L 0
1 L1 1 0 0 -
Ei3(—1
—(0 1 0 | 2(11—a) _2(11—a) % T
1
0 0 1 | —1= = 0
1 1 1
1L 2 0] za99 —1= O Ba(ed)
S0 1 0 | #7— -5t | 2=
2(1—a) 2(1—a) 2
1 1
00 1] -7 15 O
100 | mas saite) —oa
—({0 1 0 | 2(11—a) _2(11—a) 3 =(Iz | Al@™)
001 ] - = 0

1 —2a+1 -1+«

Se|a ¢ {0,1} Ala) = m o' —a all —a)

—2a 2 0
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ESERCIZIO TIPO 5

1 2 1 0 0
(1) Siproviche S ={vi=[1];va=[2];v3=[0];vye= 1 |;vs=[0]}e
0 0 1 -1 1
un insieme di generatori di R3.
1 3 1 2 4
(2)SiaSe={wi=|1]|;wo=(3]|;ws=[0];wa=1|1];ws=| 3]} Sidicase
0 0 1 1 1
Sy & un insieme di generatori di R3.
a
(1) Per provare che S & un insieme di generatori di R3 occorre provare che per ogni | b | € R?
c
esistono aq, ag, as, g, as € R tali che
a
b = 1V] + QoVy + a3V3 + 4Vy + a5V =
c
1 2 1 0 0 a1 + 2as + ag
=a; |1l ] +a|2|4+a3| 0| +as 1 +as5| 0] = a1 +2as+ ay
0 0 1 -1 1 ag — oy + as

ossia che il sistema lineare

a1+ 200+ a3 =a
(*) ar +200+as =0
a3 — o0y +as5=c¢

nelle incognite a, as, a3, aig, a5 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

121 0 0 a 12 1 0 0| a

120 1 0] b|l——s[00 -1 1 0] b-al|—

00 1 -1 1 BEa=D\o 0 1 -1 1| ¢
121 0 0 a

——~ {001 -1 0| a-b |=(U | d).

Ba(=DE2=1) \g 0 0 0 1 | ¢c+b—a

Poiche d; ¢ libera qualunque siano a, b, ¢ € R, allora (*) ha soluzione qualunque siano a,b, ¢ € R,
per cui S ¢ un insieme di generatori di R3.

(2) Per sapere se So ¢ 0 meno un insieme di generatori di R® dobbiamo verificare se per ogni
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a
b | € R? esistano o meno aq, aa, a3, g, a5 € R tali che
c
a
b | = a1wqi + aawo + a3ws3 + auwWy + asws =
c
1 3 1 2 4 a1 + 3as + a3z + 2a4 + 4as
= |1l +ax|3]|4+a3| 0| +as| 1l ] +as5]| 3| = a1 + 3as + ay + 3as
0 0 1 1 1 as + ag + as

ossia se il sistema lineare

a1+ 3as + as + 2a4 +4as = a
(%) ay +3as +ag+3as5 =05
a3+ oy +a5=c

nelle incognite a, aia, a3, g, 5 abbia o meno soluzione per ogni a, b, c € R.

Se () avesse soluzione per ogni a,b, c € R allora Sy sarebbe un insieme di generatori di R3,
in caso contrario (ossia se esistono a, b, ¢ € R per cui (*) non ha soluzione) no.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

13124 a 13 1 2 4 | a
130131 ] b]——s]00 -1 -1 -1 b—a | —
00111 ] ¢/ PED 00 1 1 1 | ¢

1 31 2 4 a
— o011 1] a-b |=(Uy | d)
Baa(=DE2(=1) \g 0 0 0 0 | ¢c+b—a

Poiche esistono a, b, ¢ € R per cui dg ¢ dominante (ad esempio si prendanoa =b=0e ¢ = 1),
allora Sy non ¢ un insieme di generatori di R?

(in altre parole: poiche esistono dei vettori di R® che NON si possono esprimere come
0

combinazione lineare degli elementi di S2, ad esempio il vettore | 0 |, allora So NON e un
1

insieme di generatori di R?).



68 ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2003/04, GEMMA PARMEGGIANI

ESERCIZIO TIPO 6
1
0
3

-1

2 1
. 1 1
Siano v = Ve =l 4 Vs T
0 1

Si dica se § = {v1;va;vs} C C* ¢ linearmente dipendente o linearmente indipendente.

Siano «, 3,0 € C tali che

1 2 1 at+26+48
. . 0 1 1] B+
(%) 0=av;+f0va+0vy =« 3 +8 4 +94 1| = 3a+48+0
-1 0 1 —a+46
a+284+95 =0
- B+06 =0
Allora (%) equivale a (1) S0 148+6 —0°
—a+d =0
(1) & un sistema lineare nelle incognite «, 3, 4.
0
(1) ha sempre la soluzione nulla | 0 | (ossia a =3 =49 =0).
0

Se essa dovesse essere 'unica soluzione di (1) (quindi se (1) avesse un’unica soluzione) allora
S sarebbe L.I., altrimenti, se (1) ha anche una soluzione non nulla (quindi se (1) ha pit di una
soluzione) allora S ¢ L.D.

Cerchiamo allora le soluzioni di (1). Facendo una eliminazione di Gauss sulla sua matrice
aumentata si ottiene

1 210 1 2 1 |0
0 1 1 1] 0 0 1 1 10 .
3 41 1] 0 E41(1)Es1(—3) 0 -2 -2 ] 0
-1 01 | 0 0o 2 2 |0
12110
01 1 1] 0
N =(U 0
E42(—2)E32(2) 000 | 0 ( | )
00 0] O
N . N Ja+28+6 =0
Dunque (1) & equivalente ad (1) { B+ =0
Scegliendo come parametro la variabile corrispondente all’unica colonna non dominante di U
0=nh
(la 3%), con la sostituzione all’indietro si ottiene { 3= — = —h
a=-28-6=-2(—h)—h=h
h
Il sistema (1) ha oo soluzioni: tutti gli elementi dell’insieme —h ||heR

h
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Prendendo ad esempio h =1siottiecnea=d=1e=—-1evy —vy+vy=0.

Quindi {vy; va; vs} ¢ linearmente dipendente.
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ESERCIZIO TIPO 7

Si consideri il seguente insieme di generatori di R3:

1 2 1 0 0 0
S=qvi=|1];ve=12];vy=|[0];va=10];vs= 1 |;ve=10
0 0 1 0 -1 1

Si trovi una base di R? contenuta in S.

1° passaggio. Esistono in S vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

v4 = 0 e senz’altro combinazione degli altri:
V4 = 0= 0V1 + OV2 + OV3 + OV5 + OV6,

per cui togliamo subito v4 (togliamo comunque subito tutti gli eventuali vettori di S che
siano nulli), e poniamo

1 2 1 0 0
81— V1 = 1 s Vo = 2 s V3 = 0 y Vs = 1 s Vg = 0
0 0 1 -1 1

29 passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di R3. Esistono in S; vettori che siano
combinazioni lineari degli altri vettori di S; 7 Poiche

Vo = 2V1 = 2V1 + OV3 + OV5 + OV6

ma anche 1 1

V1] = §V2 = §V2 + OV3 + OV5 + OV6
possiamo togliere da Sy il vettore v, oppure possiamo togliere da &; il vettore v, ottenendo
ancora un insieme di generatori di R3. Dunque, guardiamo se tra i vettori di S; ci siano
coppie di vettori di cui 'uno &€ multiplo dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali
coppie togliamo uno di due vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia vi,vs €

scegliamo di togliere va.

Poniamo
1 1 0 0
So=qvi=|[1]|;v3=10];vs= 1 |;ve=10
0 1 -1 1

3Y passaggio. S, ¢ ancora un insieme di generatori di R3. Esistono in S, vettori che siano
combinazioni lineari degli altri vettori di S ?

Prendiamo una combinazione lineare nulla degli elementi di Sa:

avy + fvs + ovs + yvg = 0.
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Se dovesse risultare che allora a = 8 = § = v = 0, Sy sarebbe L.I. e quindi una base di R?
contenuta in S. Da

1 1 0 0 0
al1]+8lo]+s[ 1t |+~[0]=10
0 1 -1 1 0

otteniamo il sistema lineare, nelle incognite «, 3, d, v

a+p=0
a+d6=0
B—=0+v=0

Troviamo una forma ridotta di Gauss della matrice aumentata del sistema.

1 0 [0\ ., .
10 1 010 2D
01 -1 1] 0
11 0] 0 11 0 010
o 1 1 0 oo ERERECEY (g 1 1 0 | o
0 1 -1 110 00 0 1 |0

Il sistema & equivalente al sistema

a+p=0
() {p-6=0
v¥=0
il cui insieme delle soluzioni ¢ N
Z |heR
0

Poiche esistono soluzioni non nulle, allora S non ¢ L.I., e quindi non & una base.
Prendendo una soluzione non nulla del sistema, ad esempio quella che si ottiene ponendo
h =1 si ricava:
(—1)V1 + 1V3 + 1V5 + OV6 =0.

Dunque v, vs e vs sono combinazioni lineari degli altri vettori di Sz, e ciascuno di loro pué
essere scelto come elemento da togliere da Ss.

Scegliamo di togliere da S, il vettore v, (combinazione lineare degli altri vettori di
S2) e poniamo

1 0 0
S3=<¢v3=|0];vs= 1 ive=1| 0
1 -1 1

4% passaggio. S; ¢ ancora un insieme di generatori di R3. Esistono in Sz vettori che siano
combinazioni lineari degli altri vettori di Sz ?
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Prendiamo una combinazione lineare nulla degli elementi di Ss:
avs + fvs + dvg = 0.

Se dovesse risultare che allora oo = 8 = 6 = 0, S sarebbe L.I. e quindi una base di R® contenuta
nS. Da

1 0 0 0
alol+8l 1 |+sf{o]l=10
1 -1 1 0

otteniamo il sistema lineare, nelle incognite «, 3, d

a=0
p=0
a—p—-6=0

Ovviamente 1'unica soluzione del sistema ¢ quella nulla, per cui S3 ¢ una base di R3 contenuta
inS.

20 MODO |Invece di togliere successivamente vettori che siano combinazioni lineari di quelli

rimasti, ossia invece di “restringere”insiemi di generatori, si pué “allargare”insiemi L.I.
Ad esempio:

vy # 0 per cui {v;} & L.I. Teniamo v;. Chiamiamo §; = S.

. {v1;vae} & L.D. Togliamo vy. Chiamiamo S = &1 \ {va} = {v1;Vv3;va; vs; Vel

. {v1;vs} & L.I. Teniamo vg. Chiamiamo S5 = Ss.

. {v1;vs;va} & L.D. Togliamo v4. Chiamiamo Sy = S\ {vs} = {v1;Vv4; vs; ve}.

. {v1;vs;vs} & L.D. Togliamo vs. Chiamiamo S5 = 84\ {vs} = {v1;v4;ve}.

S Tk W N

. {v1;vs;ve} & L.I. Teniamo vg. Chiamiamo Sg = Ss.

Dunque S = {v1;V3;Vve} ¢ una base di R3 contenuta in S.
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ESERCIZIO TIPO 8

Si trovi una base dello spazio nullo N(A) della matrice A = (é i ; (1)>

Poiche N(A) = N(U per ogni forma ridotta di Gauss U di A (perche N(A) & l'insieme
delle soluzioni del sistema omogeneo Ax = 0, e se U ¢ una forma ridotta di Gauss di A allora
(U | 0) ¢ unaformaridotta di Gauss per (A | 0), per cui Ax = 0 ¢ equivalente al sistema
Ux = 0, il cui insieme delle soluzioni ¢ N(U)), troviamo una base dello spazio nullo di una forma
ridotta di Gauss per A.

(12 10\ B2 (1 21 0)_
A‘(243 1) (oo 1 1>_U

U ¢ una forma ridotta di Gauss per A. Per il teorema “nullita + rango”si ha

dim N(U) = (numero delle colonne di U - rk(U)) =4 -2 =2.

Poiche
Z1
| 22 1+ 2z +23 =0
*= T3 € N(A) { r3+ x4 =0
T4

scegliendo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U (la 2% e la 4%) con
la sostituzione all’indietro si ottiene

xQZh
x4:k
r3=—T4 =—k

T = —2x9 —x3 = —2h — (—k‘) =-2h+k

Quindi
—2h+k
h
—k
k

N(A) = N(U) = { h,k € C}

e chiamando v; l'elemento di N(A) che si ottiene ponendo h = 1 e k = 0, e v Ielemento di
N(A) che si ottiene ponendo h = 0 e k =1, si ha che una base di N(A) &

-2 1
1 0
V1 = 0 , Vo = _1
0 1
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ESERCIZIO TIPO 9

1 0 « 4
. 00 a%+4 9%
Sia  Aa=1|5 1 9441 s |’

1 0 &®>’+a+4 a+4

dove o € C.

Per ogni « € C si dica qual & 7k(A,) e si trovino una base B, di C(A,) ed una base D, di

R(AL).
1 0 « 4 1 0
A |00 o? 44 2i Bu(-1)En(-2) [0 0
“*7 12 1 20+ 1 8 0 1
1 0 &?+a+4 a+4 00
1°CASO o # 21, —2i
1 0 o 4 1 0 «
B _ 0 1 1 0 Bis(—a®-9)Bs(4) [0 1 1
*~ 10 0 a?+4 2 0 0 1
0 0 a®?+4 « 0O 0 O
1 0
0 1
Tk(Aoz)_47 Da_{ a ) 1
4 0
1 0 o
(o 0 o® +4
Ba =1 21117 200 + 1
1 0 a?+a+4
2°CASO o € {24, —2i}
1 0 o 4 1
B — 01 1 0 Eaz(—a)Es(37) 0
* 10 0 0 2 0
0 0 0 « 0
1 0 0
0 1 0
Tk(Aa) - 37 Da - { a 9 1 9 O }3 Ba
4 0 1

o 4
a?+4 2| Eus
1 0
a’+4 «
4
0 Ea(52m)
2i —
a2+44
a— 21
0 0
0 0
1. ’ 0 }
7/ \
4
27
s |t
a+4
0 a 4
1 1 0
0 0 1 =Ua
0O 0 O
1 0
0 0
_{ 2 ) 1 )
1 0

1 0 « 4

0 1 1 0

0 0 o244 2| Be

0 0 a®>+4 «
1 0 o 4
01 1 0
00 1 -z |~V
00 0 1

4

2i

s |t

a+4
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ESERCIZIO TIPO 10

Osservazione 1. Siano V' # {0} uno spazio vettoriale su K € {R,C} e W un suo
sottospazio. Se dim(V) =dim(W) = n allora W =V (fascicolo II dispense, pag. 18).

Osservazione 2. Sia B = {vy;vy;...;v,} C K", dove K € {R,C}.
Per vedere se B & una base o meno di K™ si pué procedere nel seguente modo:

— si costruisce la matrice n X n
A=(vy vy ... Vv,)

le cui colonne sono gli elementi di B;
— si trova una forma ridotta di Gauss U per A.

— Se rk(U)=n (ossia il numero delle colonne dominanti di U, o, equivalentemente, il numero
delle righe non nulle di U & n), allora B & una base di K™, altrimenti (ossia se rk(U) < n) B non
¢ una base di K.

Infatti:

—1k(U) =rk(A), essendo U una forma ridotta di Gauss per A,

- 1k(A) =dim(C(A)) per definizione,

— C(A) = (v1;va;...;vy) = (B), per costruzione di A.

Quindi

rk(U)=n <«<= B basedi C(A) <= dim(C(A)=n < C(A)=K"

per cui
rk(U)=n <= B basedi K".
1 2 1
ESERCIZIO Si dica per quali @ € R l'insieme B, = al; 0]l a+l € una
1 2 2
base di R3.

Costruiamo una matrice le cui colonne sisano gli elementi di B,:

1 2 1
A,=|la 0 a+1
1 2 2
Il problema diventa stabilire per quali & € R si ha che rkA, = 3.

Facciamo un’eliminazione di Gauss su A,.

1 2 1 s () B o) 1
A,=[a 0 a+1 i e 0 —2a 1| =8B,
1 2 2 0 0 1
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19 CASO: =0

1 1 (1)
Bo=1{0 1 2
0 1

O O N

1 21
01 1]|=U,
00 0

rk(Ag) =rk(Ug) =2#3 = By NON ¢ una base di R®.

20 CASO: a #0
1 2 mpe (1201
Bo=|0 20 1 22120 01 —1/2a | =U.
0 0 1 00 1

rk(Ay) =7k(Uy) =3 = B, E unabasedi R3.



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2003/04, GEMMA PARMEGGIANI 77

ESERCIZIO TIPO 11

Si calcoli la matrice di passaggio Mp. 5 da B a B, dove B e B’ sono le seguenti basi ordinate

3.
1 2 1 1 0 0
B={(0o]|;11];[ 0 |}, B={l0];{1]|;(10]}
1 0 -1 0 0 1
La matrice di passaggio Mp._p da B a B¢
0
0
1
0
1
0

1 0
Mp_p = (CB((())) CB((1>
0 0

1 0
Per calcolarla, piuttosto che calcolare separatamente C( (0) ), Cx( ( ) ) e Cx( (0) ), calco-
0 1

a a
liamo Cs(| b |) per un generico vettore | b | € R3, e specializziamo la formula ottenuta ai tre
c c

1 0 0
diversi vettori | 0 |, , | 0 ]. Poiche
0 0
a « a 1 2 1
Ceg(lo])=1|2 | b | =« +B811]1+6] O
c ) c 1 0 -1
a « a+26+9 a
Cs(o])=1|28 | B =|0b
c ) a—9 c
ossia «, B e d sono tali che

a+26+d=a a+d=a—2b a=(a—2b+c)/2
B=0 = B=0b = B=0b
a—d0=c d=(a—2b—1¢)/2

—_
—_

o

allora

per cui

Dunque

5

1

R

Il
—
= O
[
— —
| Owol=
NIl
N~ —
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ESERCIZIO TIPO 12

Si consideri I’applicazione lineare f : C> — C? definita da
ag

s )= (5on).

a2

Si determini la matrice A associata ad f rispetto alle basi ordinate

s={) () )) e =10 ()

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo &

1 2 1
A= Cp(f(10]) Co(f({1]) Co(f({ 0 |))
1 0 -1
Poiche ) 9
2 2
o] = () A ()
1 2 0 °
CLO—I a0—2
a; = a1 =1
a9 1 az =
1
0
o) = (5)
1 2
1
a0:1
a; =
CL2=—1
allora

a=(e(3) eo(3) en(9))

Piuttosto che calcolare separatamente Cp( ( ; > ), Cp( ( ? >) e Cp( ( g > ), calcoliamo Cp( ( Z >)

per un generico vettore

(2)-C)(3)

b € C?, e specializziamo la formula ottenuta ai tre diversi vettori
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oo(3)=(2) 1 (5)=a(3)+o( )
co(3)=(5) 1 (75)=()

a+pB=a {oz
B

ossia « e (3 sono tali che { a—B=b per cui

Poiche

allora

Quindi Ny
eo(5))= (e he)
Dunque
ol - (@) e - (3)
a=2 a=2
b=2 b=5
() - ()
5
b=2
e quindi
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ESERCIZIO TIPO 13

: 2 I 1 . . o
Sia A = ( 2 > la matrice associata ad un’applicazione lineare

0 -3 1

f: C3 — C? rispetto alle basi ordinate
1 2 1
G0 () - e
1 0 —1

su dominio e codominio rispettivamente. Si determini la matrice A’ associata ad f rispetto alle

basi ordinate

1 0 0 1 0
B={lo];{1];[0]} e D’:{e1:<0>;e2:<1>}
0 0 1

su dominio e codominio rispettivamente.

La matrice che cerchiamo e
-1
A = MD<_D/AMB«—B/

dove Mp._ pr & la matrice di passaggio da D’ a D, e M. ¢ la matrice di passaggio da B’ a B.
gg

Nel’ESERCIZIO TIPO 12 abbiamo visto che
quindi
per cui

Per calcolare M5! 1, avremmo potuto anche fare:

Mol p =Moo = (o((1 ) cot( L ))).
(i) + ()
ottenere subito

Mpl o =Mprop = (CD/(G)) CD/((_11>)> = G _11>

e dal momento che
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La matrice M. & gia stata calcolata nel’lESERCIZIO TIPO 11:

1 41 1

2 2

Mg =0 1 0

1 1 1

2 2

e quindi
7 1 1 1
2 £ 1 2 2
A’:M{)}_D/AMB(_B/(i 11><0 A _1> 0 1 0 |=
2 L _%
2

Il
7N
N DN
(G200 W)
N O
"

= Ol
[
— —

O N

Il
7N

—
_= O
S =
"
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ESERCIZIO TIPO 14

Si verifichi che ¢ : R? — Rx(  definita da (;5((20 >) = lap + a1| + |ap — a1] & una
1

norma.

o0 =a(( 3 )1 =10+01-+ 00| =0

Sia v = (ZO > Poiche ¢(v) > 0, per provare che
1

basta provare che

ossia basta provare che
0 lag +a1] =0 ap+ar =0

ao E = —t ag = a1 = O —t v =0.
vV = |CLO—CL1|=O ao—a1=O

a1 aar

ofav) = o(a (0 )) = o(( 220 )) = aan + aan| + aan — aar| =

= |allao + a1] + |aflag — a1| = |a|(Jao + a1] + |ao — a1]) = |a|p(v).

. _ ag o bo
Slanov_(a>ew_(bl>.

1

v w) = o (0110 )) = lfan o) + (a4 00| + (o + o) — (a4 1) =

= |(a0+a1) + (bo —|—b1)| + |(a0 - al) + (bo —b1)| <
< lao + a1| + |bo + b1| +|ao — ar| + [bo — b1| = (V) + p(W).



ALGEBRA LINEARE I (A) PER SCIENZE STATISTICHE, A.A. 2003/04, GEMMA PARMEGGIANI 83

ESERCIZIO TIPO 15
Si verifichi che (-, ):C%2x C? — C definita da

X1 Y1 — —
, = + 2
((x2> (y2>) T1Y1 XT2Y2

¢ un prodotto interno.

Sianox:(ii)ey:(yl)

Y2

2

(y,x) = (x,y)

(y,X) = U121 +2Yr2 = yiT1+2pT2 = (XY).

Sianox:(x1>,y:(yl>,z:(Z1>,W:(wl>eoz,ﬁ€@.
X2 Y2 22 w2

(x, ay + Aw) = a(x,y) + B(x, W)

(x, ay + Bw) = ZTr(ay1 + Pwr) + 2Tz (aye + Pwe) = aZryr + FT1wr + 20T2y2 + 26Tws =
= a(Tiyr + 2T2y2) + B(T1wr + 2Taws) = a(x,y) + B(x, w).

e (0,0)=0
oo X_(i;>7é0 = (X,X)GRIO
. (0, 0) = 0+42x0 = 0
(X} (X, X) = T1x1+ 2Tox0 = |$1|2+2|$2|2

Essendo x # 0, si ha che @1 # 0 oppure x5 # 0, per cui |71|> € R, oppure |z2|? € RY,.

Quindi |21 |* 4 2|x2|* € RE,,.
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ESERCIZIO TIPO 16

Si trovi una base ortonormale del sottospazio di C*

1 7 0 0
0 1 -1 0
V - < 7 9 0 9 _1 I 0 >
0 -1 1 7
1°MODO
Troviamo una base By di V.
Poniamo
1 7 0 0
0 1 -1 10
W1 = i 5 Wo = 0 ) W3 = 1 5 Wy = 0
0 -1 1 7

e costruiamo la matrice A = (w; wy W3 Wy ), ossia una matrice tale che C(A) = V.

1 3 0 O 1 1 0 O 1 4 0 O
A— 0O 1 -1 0 0O 1 -1 0 01 -1 0 -

i 0 -1 0 E31(—1) 0 1 -10 Ea2(1)E32(—1) 00 0 0

0O -1 1 = 0 -1 1 3 0 0 0 =1

1 4 0 O 1 4 0 O

01 -1 0 01 -1 0 U
Esa4 0O 0 0 = E3(—) 00 0 1]

00 0 O 00 0 O

Dunque B; = {w1;wa; ws} & una base di C(A) =V.

Troviamo una base ortogonale By di V: poniamo v = wi,vy = Wg € V3 = Wy, €
applichiamo 'algoritmo di Gram-Schmidt a {vy;va;vs}.
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1
0
u; =Vvy = .
)
0
(U1,V2)
up = vp — Qq2Uy, w#F0 = ap=
(U1,U1)
)
1 .
(u,ve) =uyve=(1 0 —i 0) 0o | =1
-1
1
0
(up,u;)=uju;=(1 0 —i 0) ; =2
0
— 0112—1/2
Uz = Vg — (joUu; =
)
:V2—§u1: |
) 1 5
. 1 _1’ 0] _ 1
| o 214 | 3
-1 0 -1
Uz = V3 — Qrpzu; — Gg3lg,
u #0 = am:(ul,v?,)
(U1,U1)
0
H 0
(ul,v?,)—ulv?,—(l 0 — 0) 0 =0
)
— a13=0
_(112,V3)
18 D) 75 0 — Q93 = (u2, u2)
0
[ 1 0 -
(UQ,Vg)—u2V3—(—§ 1 5 —1) 0 = —1
)
AN
(uz,u2) =uy'uz = (-5 1 % -1) 1] =3
2
-1
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Uz = V3 — (xjzu; — Qigglg =

21
:V3—|—gu2: |
o) aif 1) 1f%
i i
“lo] 5 L] T5]
7 -1 3
By = {uy;uz; us}, dove
1 1 -1
wo o) 1> L[ 2
1 — i 5 2 = 1 5 3_5 i 5
0 —2 3t

€ una base ortogonale di V.

Troviamo una base ortonormale B di V', normalizzando gli elementi di Bs.

a2z = v/(ur, up) = V2
[uallz = v/(ug,u2) = /5/2

1
/ 1 L 1 o2 V15
lusll2 = V/(us, u3) = \/ulfuz = g(—l -2 —i —31)5 ZZ =
3
B = 1w’ Tuala’ Tuslz 1> dove
1 7 —1
u 110 u 1 2 u; 1 2
flwllz2 v2 | @) Julz vio| 1 |7 Jfusle Vis| ¢ |’
0 —92 3

¢ una base ortonormale di V.

Costruiamo dapprima un insieme di generatori ortogonale di V: poniamo

1 1 0 0
V1 = 0 Vo = 1 V3 = -1 Vg4 = 0
T’ 0 |’ -1’ 0
0 -1 1 1
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e applichiamo ’algoritmo di Gram-Schimdt a {v1; va; v3; v4}. Otterremo 4 vettori, u;, uz, us, ug,
e 'insieme {u;; ug; us; us} sara un insieme di generatori ortogonale di V.

Per sapere se alcuni degli u; saranno nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto una
forma ridotta di Gauss U della matrice A che ha come colnne v, va, v3, v4: le eventuali colonne
libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

1 3 0 O 1 1 0 O
A=(vi va3 va va)= 0O 1 -1 0 0O 1 -1 0
? 0 -1 0 E31(—1) 0 1 -1 0 E42(1)E32(—1)
0O -1 1 = 0o -1 1 =
1 4 0 O 1 4 0 O 1 4 0 0
- 01 -1 0 N 01 -1 0 01 -1 0 U
0 0 0 O Esa 0 0 0 = E3(—4) 00 0 1
0 0 0 =1 0 0 0 O 00 0 O

Poiché U ha come unica colonna libera la 3%, allora applicando l'algoritmo di Gram-Schimdt a
{Vv1;Vva;Vv3;va} otterremo us = 0.

1
0
u; =V = .
i
0
— _(ulaVQ)
up = Vg — QoUy, u 0 = app=
(U1,U1)
7
1
(u,ve) =uy’ve=(1 0 —i 0) o | =7
-1
1
0
(up,u;)=uju;=(1 0 —i 0) ; =2
0

7
Uz = Vg — (j2U; = Vg2 — U1 =

2

N[ =N

1
0
1
0

|
—
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Uz = V3 — (13U — QiazUg,

(ul,V3)
0 —t =
u; # 013 (g, )
0
-1
(ug,vg) =uyvz=(1 0 —i 0) 1=
1
(ur,uy) =2
- 13 = =
(112,V3)
0 —t e
up # Q23 (s, )
0
i 1 -1
(ug,vz) =uyva=(-35 1 3 —1)| | |=
1
1 5
2 2 ,
AN
(ug,wp) =wy'ug=(-45 1 4 1) ;4 =3
2
-1
—  ao3=—1
Uz = V3 — ;j3u; — Qigzlg =
=V3—%u1—|—u2= |
0 1 % 0
-1 i |0 1 0
)2l )Tl L) T o
1 0 -1 0
Uy = V4 — (rj4Uu; — Qig4l2 — (r34uU3
(Ul,V4)
0 —t =
U17é A (U1,U1)
0
(ul,V4)—u{IV4:(1 0 —i 0) 8 =0
)
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0
H i 1 0 .
(ug,vg) =ugvy= (-5 1 5 —1) o] =1
i
AN
(uo,up) =wjup = (-4 1 3 -1)| 1 [=5
5 2
-1
2
— (124:—51
uz =0 — «a34=0 per def.
Uy = V4 — QioqUlp =
+2i
=V —Uo =
4t F |
0 5 -1
0 2i 1 1| 2
“lo|TE L] 75
i -1 3i
1 % 0 -1
0 1 0 1| 2 N - .
Dunque { u; = ;e = N L DN LR I ¢ un insieme di genera-
2
0 -1 0 3i

tori ortogonale di V.

Costruiamo una base ortogonale di V togliendo dall’insieme di generatori ortogonale
di V trovato al punto gli eventuali u; nulli. In questo caso poniamo:

1 % -1
w;=1u 0 Wy =1u 1 w u 1 2i
t=w =1 2 =Ug = % ) 3= W =g p
0 -1 3i
1 5 -1
e 0 1 1| 2 N .
L’insieme { wi = ; T Wy = 1 [W3 = ; € una base ortogonale di V.
2
0 -1 37

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale trovata al punto

, ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale trovata in per la propria norma
euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di wi, wo, ws :
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[willz = +/(ar,w) = V2
[wall2 = v/(u2,u2) = /5/2

—1
1 . . 1 2 V15
[lwsll2 = /(ug, uq) = /ulluy = g(—1 —2i  —i —31)5 ZZ =
3
Allora B = {H“‘:lllHQ; Hv“’l‘;QHQ; H“‘jI:HQ }, dove
1 7 —1
wi 1o wo 1 [ 2 ws 1 | o2
[will2 V2| @ [wallz  vio | 1 |7 [wsllz V15| ¢ |’
0 -2 37

¢ una base ortonormale di V.
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ESERCIZIO TIPO 17

0 1 i 0
. . . 1 . 0 1 -1
Si calcoli la proiezione ortogonale del vettore v = [~ 9 sul sottospazio U = ( N
0 0 -1 1
di C*.

Troviamo una base ortonormale di U. Dall’ESERCIZIO TIPO 16 otteniamo che

1 7 -1
wo W Loy w1 P2 . w1 2
Pl V2T el VIO LT flusle VIS | i

0 —2 31

¢ una base ortonormale di U.
0
La proiezione ortogonale di v = _12 sulU e
0

Pu(v) = (u, v)uj + (3, v)u; + (u3, v)ug

dove
0
(i) = v == (1 0 =i 0)| L | = s2eimvE
uj,v) = (uj v_\/§ i N i= i
0
0
(W5) = (@)fv = Z= (=i 2 1 -2) 2)0
0
0
(ug,v):(ug)Hv:\/—ﬁ(—l —2i —i —3i) (2 =0
0
Quindi
1 1
. =1 (o) (o
PU(V):\/ﬁ-z-ul—ﬁ-z-ﬁ P Il
0 0

=, O O O
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ESERCIZIO TIPO 18

z z 1 0
sinA(z)= | ) 1 0. | dovezec
111 o0

Si dica per quali z € C la matrice A(z) ¢ singolare.

A(2) & singolare se e solo se Det(A(z)) = 0. Calcoliamo dunque Det(A(z)).

z zZ 0
Det(A(2)) = (=1)*Det [ 1 1 z2—4d | =
11 0

sviluppato rispetto
alla 2¢ riga

_ _ A 1)\2+3 z Z _
n (z —i)(—1)*"°Det ( 11 >
sviluppato rispetto

alla 3% colonna

=(-i(z-72)

Quindi A(z) ¢ singolare se e solo se (z —i)(z —Z) = 0, ossia se e solo se 0 z — i = 0, e quindi
z =1, oppure z — z = 0, e quindi z = Z. Poiche

z2=7Z <<= zeR,

allora
A(z) ¢ singolare <= zeRU{i}.



