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Studenti: numero di MATRICOLA PARI

ESERCIZIO TIPO 20

Sia
0 —2ia O
Ala)=120 0 0 |, dove a & un numero reale non negativo.
0 0 -2

(a) Per quali « reali non negativi la matrice A(a) ¢ diagonalizzabile ?

(b) Per quali a reali non negativi la matrice A(a) & unitariamente diago-
nalizzabile ?

(c) Sia A = A(1) la matrice che si ottiene ponendo o = 1. Si trovi una
diagonalizzazione unitaria A = UDU¥ per A.

(d) Sia A = A(1) la matrice che si ottiene ponendo o = 1. Si scriva A nella
forma A = APy 4+ A2Ps, con Ay e Ay autovalori di A, e Py e Py matrici di
proiezione su Fa (A1) ed Ea(\2) rispettivamente.

(a) Una matrice & diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha le due
molteplicita, algebrica e geometrica, uguali tra loro. Calcoliamo gli autovalori
di A(«) e le loro molteplicita.

Il polinomio caratteristico di A e:
—r —2ia 0

pa(x) =Det(A —zI3) =Det | 2i —x 0 =
31 0 —2—x

= (“1)**3(~2 — #)Det (‘2;”” —_2;'3@> -
— (-2 - 2)[(~)? — (~2ia) - 21] =

= (-2 —x2)(2? + 4i%a) =

= (-2 —1z)(2% — 4a) =

= (-2 —-2)(—2Va—2)(2ya —x).



Qundi gli autovalori di A(«) sono:
)\1 = —2, )\2 = 2\/& e )\3 = —2\/5.
Dal momento che o ¢ un numero reale non negativo, allora
)\1 # )‘Qu
A=A <= a=1,

Ao = A3 — a=0.

matrice | autovalori | molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(Oé) )\1 =-2 my = 1 d1 =1
agZ{O,l} )\2:2\/5 m2:1 d2:1
)\3:—2\/5 m3:1 d3:1
A(O) )\1 = -2 mi = 1 d1 =1
)\2:0 m2:2 1§(12§2
A(].) )\1 = -2 mq 2 1< dl <2
)\2 =2 mao 1 dg =1

Quindi se a ¢ {0, 1} allora A(«) ¢ diagonalizzabile, inoltre:

A(0) & diagonalizzabile = dy =dim(Ep0)(0)) = m2 = 2,

A(1) & diagonalizzabile = dy =dim(Eaq)(—2)) = my = 2.



dy = dim(Ea)(0)) = dim(N(A(0)) =
— [numero di colonne di A(0)] — rk(A(0)) =
— 3—k(A(0))
dy = dim(Eaq)(—2)) = dim(N(A(1) + 2I,) =
— [numero di colonne di A(1) + 2T5] — rk(A(1) + 2I3) =

=3 —1k(A(1) + 2I5)

Da una E.G. su A(0):

0 0 0 EQ(—%)EQgEl(—%'L')Elg 1 0 O
A0)=12¢ 0 O 00 1],
0 0 -2 0 00
per cui rk(A(0)) = 2, e quindi
(Ilg = dlm(EA(O)(O)) =3-2=1.
Dunque A(0) non ¢ diagonalizzabile.
Da una E.G. su A(1) + 2I3:
0 -2 0 2 —2 0 Fan(=20)B1 (1)
A)+2I3=(2 0 0 |+2l3={2 2 o] ——— =
0 0 -2 0 0 O
1 —-i 0
-0 0 0],
0 0 0

per cui rk(A(1) 4+ 2I3) = 1, e quindi

dy = dim(Ea1)(—2)) =3 —1=2.
Dunque A(1) ¢ diagonalizzabile.

In conclusione (essendo « reale non negativo):

A(a) ¢ diagonalizzabile <= «a €R con a > 0.



(b) Abbiamo:

A (o) ¢ unitariamente diagonalizzabile <= A(«) ¢ normale

— A(a)A(a)f = A(a)"A(a).

Calcoliamo A (a) tenendo conto che @ = a, essendo a € R:

0 2 0 0 -2 0 0 -2 0
AP =|"2ia 0 0 |=(2i@ 0 0]=[2 0 0
0 0 -2 0 -2 0 0 -2
Quindi
0 —2ia 0 0 -2 0 40> 0 0
Al@A@"=12 0 0|2 0 0]=[0 40
0o 0 -2 0 0 -2 0 0 4
0 -2 0 0 —2ia 0 4 0 0
A(@)PA(@)=(2ia 0 0|2 0 0]=]0 40 0},
o o -2/\o o0 2 0 0 4

per cui, essendo o un numero reale non negativo,

A(a) ¢ unitariamente diagonalizzabile <= a’=1 <+= a=1.

0 -2 0
(¢) Abbiamo visto che A=A(1)=[2¢ 0 0 | ha due autovalori:
0o 0 =2
A1 = —2 con molteplicita m; =dy =2 e

A2 = 2 con molteplicita mo = dy = 1.

Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

Ea(M) = Ea(=2) = Ea)(=2) = N(A(1) + 2I3),



e poiche abbiamo visto che e una forma ridotta di Gauss per

S O =
o
o O O

A(1) + 213, allora

1 —¢ 0 ih
EA()\l)—EA(Q)—N(g 8 8 ):{ Z h,ke(C},

i
e quindi {vl =|1];ve=

} ¢ una base di Ea (A1) = Ea(-2).
0

= o O

N.B.: In questo caso non occorre applicare l'algoritmo di G.S. a {vy;va}:

viflvy = 0, per cui

{v1;v2} & gia una base ortogonale di Ea(—2)

Per ottenere una base ortonormale di Fa(—2), “normalizziamo”vy e va.

HV1||2 = \/VlHV1 = \ (—’L 1 0) 1 = \/1 +1= \/5

e
V2l =/ vaflva= | (0 0 1) 0] =vI=1
1

per cui

V2

“vall2

o
o~
=

——

(i =
[vill2

¢ una base ortonormale di Ez (A1) = Ea(—2).

=3
— o

Ea(X2) = Ea(2) = Ea1)(2) = N(A(1) — 2Iy).
Da una E.G.su  A(1l) —2I;

-2 - 0 E- —%)E23E21(—2z’)E1 _%) 1 ¢ 0
A —2I3=|2 -2 0 00 1],
0 0 -4 0 0 0



segue che

1 ¢+ 0 —ih
EA(AQ):EA(Q):N( 00 1 ):{ h ‘hec},
0 0 O 0
—1
equindi{vvl: 1 }éunabasediEA()\g):EA(Q).

0

N.B.: Poich¢ ha un unico elemento, {wi} ¢ gia una base ortogonale di Ea (2).
Per ottenere una base ortonormale di Fa(2), “normalizziamo” w1 .

—1

Iwillo = vVwillwe= [(i 1 0)[1|=viti=v2

per cui
1
(= = )}
fwalz ~ \ 2

¢ una base ortonormale di Fa(\2) = Ea(2).

Dunque se a = 1, una diagonalizzazione unitaria di A = A(1) &:

A =UDU? con

A0 0 -2 0 0
D=0 X 0]= 0o -2 0 ed
0 0 Ao 0 0o 2
1 1
WZ O —ﬁZ
U= 1 2 1 1 0 1
lvillz llvallz llwall2 V2 V2
0 1 0
0 —-2¢ 0
(d) Abbiamo visto che A=A(1)=(2¢ 0 0 | ha due autovalori:
0 0 -2
A1 = —2 con molteplicita m; =dy =2 e

A2 = 2 con molteplicita mo = dy = 1.



Dunque

A = \P; + Py = 2P + 2P,
dove P; e P sono le matrici di proiezione su
Ea(M) =Ea(—2) ed Ea(X2)=FEa(2)
rispettivamente.
Per i = 1,2 si ha:
P; = Q,Q7 dove

Q, = la matrice che ha per colonne gli elementi di una base ortonormale di Ea (A;).

Dal momento che d2 = 1, conviene calcolare P2 (Q, ha un’unica colonna !) e
ricavare Py = I3 — Py (perché A & unitariamente diagonalizzabie ed ha
esattamente due autovalori distinti: \; e \3).

Abbiamo visto che

Sl
——

(Pl -
vl

¢ una base ortonormale di Ea(A\2) = Ea(2).

=5

,%i
Dunque QZ:H‘:ﬁ: 5 | per cui
0
—Li 1 —2 0
o H _ w wi ﬁ 1. 1 _ 1 -
Po=QQ; =i i = | (ﬁz V3 0)—5 o L0)e
0 0 0 0
100 1 —i 0 1 i 0
Pi=Ii—-Py=[0 1 0]—-2(¢: 1 0)]=21[-i 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 2



