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Svolgimento degli Esercizi per casa 10

Si trovi una base ortonormale del sottospazio

1 -1 1 0
-1 —1 0 0
V_< |0 =112 >
-1 —1 0 0
di C*.
Costruiamo dapprima una base di V: poniamo
) -1 1 0
-1 —1 10 0
W1 = i ) W2 = -1 ) W3 = 1]’ Wy = 2
-1 —1 0 0
e calcoliamo una base di C(A) dove A = (wl Wo W3 W4) .
i —1 1 0
71 77} 0 O E41(1)E31(77;)E21(1)E1(7Z‘)
A =(wowe o wy wa) =y,
-1 —i 0 0
1 ¢+ —i 0 1 ¢+ —i 0
00 —i 0 B3 (=38 a2 () B2 (3) 00 1 0
~ o 0o o0 2 00 0 1|]7Y
0 0 —i O 00 0 O

Poiche U ha come colonne dominanti la 1%, la 3% e la 4%, allora una base di
C(A) = V é {Wl;Wg;W4}.



Troviamo una base ortogonale di V applicando l'algoritmo di Gram-
Schmidt a

7 1 0
Vi = W1 = 71 Vo = Wg — 0 Vg — Wy = 0
i |’ 11’ 21
-1 0 0
)
u; =Vy = 7.1
)
-1
Uz = Vg — QalUy, u #0 = ap= (u1|v)
(u1fug)

(111‘111) = ll]_Hll]_ = (—Z -1 — —1)

21 1.
= Qqpp=——=—=1
12 4 9
U2 = V2 — qj2Uy =
= Vg =+ %iul =
1 7 1
0 -1 —1
S
1 7 1
0 -1 —1
(us]vs)
ug = V3 — a3Uq — Qa3ly, w #0 = az=
(ug|ug)

(111\111) = u1Hlll =
N 2 1
« = - = —
13 1 B
uz #0 = ag3= (uz|vs)
(uzfuz)

1
0 .
1 = -2
0
7
A
2
—1
0
0
21 =2
0



ug = vz — Q3ug — QozUz =

1 1;
:V3—§u1—§zu2:

0 1 1 —1
Tl 2 2 ) 2 1 )
0 -1 —1 0
Dunque
) 1 1
-1] . 1 —i | 0
u; = i yuz = 9 1 yus = i
-1 —1 0

€ una base ortogonale di V.

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale
trovata al punto , ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale
trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di uy, ug ed us :

gl = v/(us]uy) = vV =2
[zl = v/(uzluz) = vVi=1

lusls = luslus) = (i 0 —i oY |=viTi=V2



Allora

1 1 ?
Bi{ul_uz.us,i}—l_}—i.io
luaflz” [[uzflz” [[usl2 2 i fr2 1) ve é

- —1

¢ una base ortonormale di V.

Si consideri il sottospazio
1 0 1 2 0 1
W‘<(0 0)’(0 0)’(0 1+2i)>
di M5(C). Si trovi una base ortonormale di W rispetto al prodotto interno
(') : M2(C) x M3(C) — C definito nell’esercizio 3 degli “Esercizi 8”.
Il prodotto interno su M (C) definito nell’esercizioé: (') : Ma(C)x M5(C) —
C con )
ap a2 b b2, _ —.
(<a3 a4) ‘ (bg b4)) B ;albz
e la norma da esso indotta &: ||| : M2(C) — R con
W ) =y (e o) 1 w))=
as  Qa o as Qa as Q4 o
=/ i =

= /T P v(

ap a2
a3 a4

. 10 1 24 0 1
Siano vq = 0 o) v2=1o o)eVvs=Io 149i)

Poiche & = {vi1;v2;Vvs} ¢ un insieme di generatori di W,

) € M5(C).

troviamo una base B di W contenuta in S .
Esistono elementi di S che siano combinazioni lineare dei rimanenti ?

Sia a1vy + agva + a3vy = 0 una combinazione lineare nulla dei vettori di
S . Allora da



0 0 o 1 0 + 1 2 + 0 1 _ [oa + Q2 210[2 “+ a3
00/ %o o) 0 0)"\0 1421) =\ 0  (1+2)as
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a1, as, as,
o1 + o = 0

2ia2 + a3 = 0
(1 + 2i)a3 =0

che ha come unica soluzione quella nulla (ossia a1 = @y = a3 = 0).

Dunque & e L.I., percui B = & & una base di W.

troviamo una base ortogonale di W applicando a B = {vy;va;vs}
Palgoritmo di Gram-Schmidt (dove il prodotto interno

(‘') : M2(C) x M3(C) — C

& definito sopra).

1 0
Ll]_:V]_:(O O)

Uz = V2 — Q22U

up 7& 0 — Q12 = (u1]va)

© (uifua)
(alva) = (5 0)1(5 '
wlu = (g )1(g o) =T-1+0:

1
0412:I:1

1 2 1 0 0 2

U2 = V2 — (1201 = Vg — Uy = 0 0 — 0 0 = 0 0
0 2
=0 5)

0+0-0=1-14+0-2i+0+0=1

<l

20+

o
~_
S~—

Il
=
—

T
Sl
[N}

0+0-0=1-14+04+0+0=1

jen)
=i}

+

Uz = vz — (yj3ug — QigzU2

u #0 = a3 = 7231!3%



0 0

(u1|V3):((1 O)|<8 L )):1~0+O-1+0-O—|—0~(1+2i):1-0—1—0-
14040 (1+2i)=0

413 = (pfayy = 0

u #0 = a3 = Ezz‘lzg

(walva) = (g o )I\0 1+
0—2i-14+0+0-(1+2i)=—2

O 21) - ))=0-0+2¢-1+0~0+0-(1+2i):

(ug|uz) = (<8 202> | <8 20’>) —0.0+%-2040-040-0=0—42 4040 =
—4i2 = —4(-1) =4

=23

_ _ i
Q23 = 14 2

. 0 1 . (0 21 0 0
Uz = Vg—Q3U1 —Qg3U2 = Vz+iUz = 0 142 + 0 o) \o 112

(00
37\0 1+2

(IR

Dunque

5 /1oy (0o (0o o0
"M =10 o)™ \o 0)'" " \o 142

€ una base ortogonale di W.

Costruiamo base ortonormale di W normalizzando la base ortogonale

B, trovata al punto , ossia dividendo ciascun elemento di B | per la
propria norma (dove la norma & quella indotta dal prodotto interno).

Cominciamo con il calcolare la norma di uy, uz ed us :

lus] = /(uafur) = vi=1
luz] = /(uzluz) = vV =2

lus :JW:\/(@ 14?22')'(8 1+02i)):

:\/ﬁ~0+6-0+6-0+(1+2i)-(1+2i):
=v0+0+0+(1—-2)(1+2i)=+/1-(20)2=vVI+4=15




Allora

¢ una base ortonormale di W.

Siano

0 1 i 1 0
. ) -1 0 1
Vl:<;>ev2:<1’ i ’1’0>
i ~1 0 1
Si trovino basi di Vit e Vit.
0
(a) Se A = (i | allora C(A) =V} e Vi* = C(A)L = N(AF).
2

Facendo un’eliminazione di Gauss su A? otteniamo:
. _ B (3) _
A"=0 —-i 2) —— (01 2)=U
Poiche N(A#) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne diU —rango di U =3 —-1=2,

una base di Vi ha 2 elementi (d’altra parte dimV;=1 e dimC>*=3, per cui a
priori potevamo dedurre che dimV;t = dimC? — dimV; = 3 — 1 = 2).

1
x= |29 | e NA") = N(U) <= a5+2ix3=0
T3
quindi
h
N(U) = —2ik | |h,k e C
k
Una base di Vi- @
1 0
0];|—2¢
0 1



1 1 0
sea=[1 1Y 1 allora C(A) =V e Vit = O(A): = N(A).
. —1 0 1

Facendo un’eliminazione di Gauss su A™ otteniamo:

1 —i 1 —i 1 —i 1 —i
I - -1 —i -1 Es1(=1)E21(4) 0 0 0 O 1228
AT =11 0 1 o 0 i 0 4
0o 1 0 1 0 1 0 1
1 —i 1 —i 1 —i 1 —i
_ 0 i 0 i Ea2(=1)E2(-1) 0 1 0 1 _U
0 0 0 O 0 0 0 0
01 0 1 0 0 0 O

Poiche N(A®) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U=4—-2=2,

una base di V5* ha 2 elementi.

il T — 1Ty +x3—1x4 = 0
X = xQ e N(AT)=N(U) —
3 _
. T2+ T4 = 0
Quindi
—h
v =N@am = | mkec
k
ed una sua base e
-1 0
0 -1
11710
0 1

Siano W e (*|") : M2(C) x M3(C) — C come nell’esercizio 2. Si trovi il
complemento ortogonale W+ di W in My(C) rispetto al prodotto interno (*|").



Il complemento ortogonale di W in M»(C) e

Wt ={veMQO)lalv)=0 YwecW}.
Dal momento che

/1oy (1 2\ [0 1
Vi=lo 027 o 0o/)'V3 " 0 142

¢ un insieme di generatori di W, allora

Wt ={ve My(C)|(vs]v) =0 peri=1,2,3}.

Se v = (a1 a2> € M5(C),

a3 Q4

10 - _ _ _
talv) :((0 0)(2 Zi))=1'a1+0'a2+0'a3+0'a4=

=1l-a1+0-a2+0-a3+0-a4 =

:al

1 2 ay a - = = =
=1-a1—2t-a2+0-a3+0-a4 =

= a; — 22@2

0 1 a; a — - — -
slv) :(<o 1+2¢>|(a§ ai))Zo'a1+1'a2+0'a3+1+22'a4=

:0~a1+1-a2+0~a3+(1—2i)~a4:
:a2+(1—2i)a4

Dunque

WJ_

{<a1 az) € My(©)]ar = a1 —2ias = a> + (1~ 2i)ay = o} _
)

az a4

ayp a2
a3z a4

{(8 0)facc).

S MQ((C)‘GQ = Qa2 = Q4 = O} =



27

Si calcoli la proiezione ortogonale di v = gf sul sottospazio
10
i i 7i
1 0 -1
U= < O’ =)’ | —4 >
0 1 1
di C3.
Troviamo una base ortonormale di U.
Poniamo
7 81 71
1 Wo — 0 W — -1
wl - 0 b 2 — _Z k) 3 — 4
0 1 1

T & T
1 0 =1 E21(—1)E1(—14)
A:(Wl Wo W3): 0 i i
0 1 1
1 8 7 1 8 7
0 -8 -8 E42(—1)E32(i)E2(—3) 01 1 U
o —i =i 00 o0f~
0 1 1 0 0 O

Poiche U ha come colonne dominanti la 1* e la 2%, allora una base di C(A) = U
é {W]_; Wz}.

Applichiamo ora ’algoritmo di Gram-Schmidt a

Vi =WwW1 = V2 = W2 =

O O = S,
|
~

per trovare una base ortogonale di U.
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O O = .

u; =Vy =
uz =V — a2U, u #0 = app= (uava)
(u1fuy)
81
) 0 N
(uplve) =uy'vo=(—i 1 0 0) N (—i)8 =38
i
(uilur) =wy"uy = (=i 1 0 0) (1) =(—i)i+1=2
0
8
- 12 = 5 =4
Uz = V2 — Qj2U1 =
= Vg — 4111 =
8i i 44
0 1 —4
=i o] T
1 0 1
i 43
1 —4 R .
Dunque ¢ u; = oliwz=1_; ¢ una base ortogonale di U.
0 1
Costruiamo base ortonormale di U normalizzando la base ortogonale {uj;uz},
ossia dividendo ciascun suo elemento per la sua norma euclidea.
Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :
[uilla = /(wm|w) = V2
44
. . —4
[ugle = V(uzluz) = |(-4i —4 ¢ 1) [=vI6+16+1+1=+34
1

11



Allora

7 47
ui Uz 1 1 1 —4
B ={u* = Tug* = = — ;—— .
= Tl ~\va o] vaE|
0

¢ una base ortonormale di U.

La proiezione ortogonale di v = .| suUe

dove
24
—6
* *\H 1 —
(ur*|v) = (u1*) vfﬁ(—z 1 0 0) gi | =
10
= ()i - 6) = - %
2
—6
* _ *\Hy, _ _1 ; ; _
(uz*|v) = (uz*) vfﬁ(—élz -4 i 1) g | =
10
= 5 (—442i — 4(=6) +i8i + 10) = v/34
Quindi
1 43
4 s e a1 |1 el
Py(v) = »xn + V/34u, =~v2 o +\/ﬂﬁ il =
0 1
1 44 24
1 —4 —6
=20 Tl T
0 1 1

@ Siano W e () : M3(C) x M3(C) — C come nell’esercizio 2. Si calcoli la
proiezione ortogonale Py (v) di

1 1
V= <2i 3\£> € My (C)
su W rispetto al prodotto interno (‘|).

12



Nell’esercizio 2 abbiamo trovato che

s (1 O\, . (0 i\ , (0 0
70 o)™ T o o)t T o

¢ una base ortonormale di W (rispetto al prodotto interno (‘]) ed alla norma
da esso indotta su Mz(C)).

o . 1 i .
La proiezione ortogonale di v = (22_ 3 \/5> suW e

PV[/(V) = (u1*|v)u1* + (IIQ*‘V)IIQ* + (U3*|V)U3*

dove

=1-140-i4+0-2i40-3v/5=

=1-140-940-2i+0-3v5=1
. O 1i\,
) = (0 0)1 (5 su5)) =
=0-144-i+0-2i+0-3V5 =

=0-1—i-i+0-21+0-3V5=—i2=1

) = (o 152)1 (5 gu5))-

—-0. 0-720.94 1424 —
=0-1+0-i+0-2i+ 12 35 =

:0~1+0.¢+0~2i+1\—/§i-3\/3:: (1 — 2i)

Quindi

Py (v) =ur* +u2*+3(1—2i)uz* =

(o o)+ (o o) +3a-20(;

o
—

13



1 i =2 9

[7]StaA=| i -1 —2i 0

-1 —i 2 0

Si trovino una decomposizione QyRg-non-normalizzata ed una decomposizione
QR-normalizzata per A.

Poniamo

1 1 -2 97
Vi = s Vo — —1 5 V3 = —21 5 V4 = 0
-1 —1 2 0

e applichiamo ’algoritmo di Gram-Schimdt a {vy1,va,vs,va}.

Otterremo 4 vettori, u;, uz,us, uy. Per sapere se alcuni degli u; saranno
nulli, e in tal caso quali, troviamo innanzitutto una forma ridotta di Gauss U
di A: le eventuali colonne libere di U corrisponderanno agli u; nulli.

1 i -2 9 By (1) B (i) 1 i -2 9
A=|i -1 -2 0 00 0 9]—
-1 =i 2 0 00 0 9

E32(—94)E2(1/9)

Poiche U ha come colonne libere la 2% e la 3%, applicando 'algoritmo di
Gram-Schimdt a {vy1,va,vs, va} otterremo uz = 0 = us.

14



Uz = V2 — (rjaUg,

U2 = V2 — Qj2U1 =

:sziu;l:

Ug = V3 — (;j3ug — QiggUz =

:V3+2u1 =
-2 1
= -2t +2 ) = O:u3
2 -1

Ug = V4 — (rjgU1 — QiggU2 — (i34U3,

=i+i+i=3i
(u1|u1) = ulHul = (1 —1 71)

=1+1+1=3

— [en=wa=t

(111|V3) = lllHV3 = (1 —1 —1)

=-2-2-2=-6
— | =—-6/3=-2]

m=0 —

-2
—2i

94

=9



9% 1 67
114:V473Z‘U1: 0 -3 ) = 3 = Uyg
0 -1 3%

Poniamo

1 0 0 67

QO = (111 Uz Uusg 114) = ) 0 0 3
-1 0 0 3¢
1 12 (13 Q14 1 ¢+ -2 3

R, — 0 1 Q23 Qg4 . 0 1 0 0
°~ 1o 0 1 au] |00 1 0
0 0 0 1 00 0 1

A = QyRo ¢ una decomposizione QyRo-non-normalizzata per A.

Sia Q, la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto
(II), togliendo tutte le (eventuali) colonne nulle di Qq. In questo caso Qg ha
due colonne nulle, la 2% e la 3%, quindi

1 6:
Ql = (ll]_ 114) = ) 3
-1 3

Sia Ry la matrice che si ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (IT),
togliendo le righe di Rg che corrispondono alle colonne che sono state tolte da
Qo per ottenere Q. In questo caso, poiche per ottenere Q sono state tolte da
Qo la 2% e la 3% colonna, allora per ottenere Ry si toglie da Rg la 2% e la 3¢

riga. Dunque
1 4 -2 3i
R. = (0 0 0 1> '

Costruiamo la matrice diagonale D che ha sulla diagonale la norma
euclidea delle colonne di Q; (ossia delle colonne non nulle di Qg), e calcoliamo
D'

Poiche

lurllz = v/(u1fug) = V3,

67
lugllz = /(ualug) = VugFug = | (=60 3 —=3i) | 3| =
31

— V367970 = 5,

16



allora

po (Il 0 _ (V3 0
0 luall2 0 V54)"
Quindi
0
D_1:<\/§ 1>.
0 7=
Poniamo
1 6 .
1 6i 1 /3 ¢
- : 5 0 ARG |
R (A (” ﬁ) 5y
-1 3 54 -7 =
B (V3 0 1 i =2 3\ _ (V3 V3i
R_DR1_<0 vsi)\o 0 0 1) \o o0 0

Allora A=QR ¢ una decomposizione QR-normalizzata di A.

SianoO#vERm,aeRedA(a)

(a) una decomposizione QyRg-non-normalizzata per A (a);

(v av) . Si trovino:

(b) una decomposizione QR-normalizzata per A ().

(a) Poniamo v; = v e vg = av e applichiamo 'algoritmo di Gra
a {vi,va}.

u; =V =V

Uz = Vg — (joUsp,

_ (uilva) _ (v]av) _ (vlv) _
w#0 = o= (Rl = nn = O = O
Uy =Vg —ajougp =av—av=_0

. 1 ago

Poniamo Qg = (uy  uy)

— (v 0)edR0:<O 1):(

1

A=QRa=(v 0) (g

per A.

—2v/3 3v3i

V54

).

m-Schimdt

1 «
0 1

).

AN . .
1) e una decomposizione QyRo-non-normalizzata

(b) Sia Q; la matrice che si ottiene dalla matrice Qg, ottenuta al punto
(II), togliendo tutte le (eventuali) colonne nulle di Qq. In questo caso Qg

17



ha un’unica colonna nulla, la 2%, quindi Q; = v. Sia R; la matrice che si
ottiene dalla matrice Rg, ottenuta al punto (I7), togliendo le righe di Rg che
corrispondono alle colonne che sono state tolte da Qg per ottenere Q. In
questo caso, poiche per ottenere Q; ¢ stata tolta da Qg la 2% colonna, allora
per ottenere R; si toglie da Rg la 2% riga. Dunque Ry = (1 a) . Q si ottiene

da Q; normalizzando v, per cui Q = 7 ed R = |[v[2Ry = (IIvllz  afv]2) -
A=QR = 7" (Ivllz «al[v]l2) & una decomposizione QR-normalizzata
per A.
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