G. Parmeggiani, 13/1/2020 Algebra Lineare, a.a. 2019/2020,

Scuola di Scienze - Corsi di laurea: Statistica per ’economia e 'impresa
Statistica per le tecnologie e le scienze

Studenti: numero di MATRICOLA PARI

Svolgimento degli Esercizi per casa 12 (seconda parte)

Sia  A(a) = (3 ;) , doveaeC.

(a) Per quali @ € C si ha che di A(a) & unitariamente diagonalizzabile ?

(b) Per quali o € C si ha che di A(«) ¢ diagonalizzabile ?

(c) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo o = 2. Si trovi una
diagonalizzazione unitaria A = UDU® per A.

(d) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo o = 2. Si scriva A nella
forma A = APy + A2Ps, con Ay e Ay autovalori di A, e Py e Py matrici di
proiezione su Fa (A1) ed Ea(\2) rispettivamente.

(e) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo «a = 2. Posto z; = (2+14)3%
e zo = (2 —1)390 si scriva A3% in funzione di 21 e 2o.

(a) A(a) ¢ unitariamente diagonalizzabile <= A(a) ¢ normale <=

— A(0)A(0)? = A() A(a).

Calcoliamo A («)H:

Calcoliamo ora A(a)A(a)? ed A(a)?A(a):



awaar = (2 (% 7))
- (;f;z _12_2:;;0[) - (Zifai I%iug) 7
armae = (% )0 4)-

A+l 2i—da) 5 2i — i
T\ 2i4ai l4+aa)  \-2i+a@ 1+]|a?)’

Imponendo 1'uguaglianza A (a)A(a)? = A(a)? A(a) otteniamo:

Al)A()f = A(0)fA(0) — 2it+ia=2i—ia <+ ata=

Scrivendo « in forma algebrica:

a=a+ib con a,beR,

abbiamo che @ = a — ib per cui

ata=(a+ib)+(a—ib)=2a=4 <= a=2 <= a=2+ib conbeR.

In conclusione,

A(a) & unitariamente diagonalizzabile <= a =2+ 1ib con b € R.

(b) Poiché A(a) €& una matrice 2 x 2 NON SCALARE, allora A(«a) &
diagonalizzabile se e solo se ha i (due) autovalori distinti.

INFATTI: Sia A 2 x 2. Allora pa(x) ha grado 2.

e caso 1: pa(x) = (z — A1)(x — Ag) con A\ # A2 . A ¢ diagonalizzabile.

e caso 2: pa(w) = (z — \)?. A ¢ diagonalizzabile se e solo se dimEa (\) = 2.
Dal momento che Ea(A) = N(A — ML), in questo caso

A ¢ diagonalizzabile <= rk(A—MA3) =0 <= A—-)\, =0 < A =)L.



Quindi se A € 2 x2 NON SCALARE, allora A & diagonalizzabile se e
solo se i suoi due autovalori sono distinti.

11 polinomio caratteristico di A(a) é:

Pa) () = Det(A(a) — 1) = Det (2ix aix> _
=(2-2)(a—1)—i*=
=20 —axr—2x+a>+1=
=22 — (a+2)x+ (2a+1).

Quindi gli autovalori di A(«) sono:

A\ = at+2+4/(a+2)2-4(2a+1) _ g424voPtdtda—8a—4 _ at+2+Va?—4da
- 2 - 2 - 2

[§]

)\2 _at2—y/ (a+2)2—4(2a+1) _ at2—Va?2+44+40—8a—4 _ at+2—Va2—4a
- 2 - 2 - 2 .

Quindi

M#X <= Va2 —4a#0 <= o’ —4a#0 <= o ¢{0,4},

e concludiamo che

A(a) @ diagonalizzabile < «a ¢ {0,4},

2 1
. 2
diagonalizzabile (percheé 2 = 2 4 ib con b = 0 € R). I suoi autovalori (calcolati
in (b)) sono:

(c) Sia A = A(2) = Abbiamo visto in (a) che A & unitariamente

_ 2424VA=8 _ A+V/—4 _ 442i _ .
AL = 2 =y =5 =241

24248 _ 4—/—4 _ 4-2i _ o .
)\2 = 2 = ) =5 = 2 1.

con molteplicita algebriche e geometriche uguali a

m1=d1:7712:d2:1.

Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.



Ea(M)=FEa(2+i)=NA - (2+4i)L).
Dauna E.G.su A — (24 1)1,

i Bay(—) B () _
A—(2+i)12:(.Z Z.) e (1 1),

(3 —1

segue che

Ea(M) = Ba(2+4) = N( (é _01> )={ (Z) hec},
e quindi {vl - G) } & una base di Ea(\) = Ea (2 +1).

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {vy } & gia una base ortogonale di Ea (2+1).
Per ottenere una base ortonormale di Fa (2 + i), “normalizziamo”vy.

|vl||2—m_m_m_ﬁ

{vafnz B <§> }

¢ una base ortonormale di Fa (A1) = Ea(2 +1).

per cui

Ea(X2) = EA(2—i) = N(A - (2—i)Ly).
Dauna E.G.su A —(2—-9)I,

. i Ba1 (=) Er (1) 11
(2T, = Ty
A-Q2-)L <z z) (0 0)’

segue che
Ea(ho) = Ea(2 —i) = N( <(1) é) ) - { (hh) ‘h c cc},
e quindi {v2 - <_11> } & una base di Ea(\2) = Ea(2 — 9).

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {va} ¢ gia una base ortogonale di Ea (2—1).
Per ottenere una base ortonormale di E (2 — i), “normalizziamo” va.



|V2”2mmmﬁ

{Fvals = <_f ) j

¢ una base ortonormale di Fa(A2) = Ea(2 — ).

per cui

Dunque se a = 2, una diagonalizzazione unitaria di A = A(2) &:

A =UDU? con
/A 0\ (240 0
D_(o )\2)_< 0 2—i> ed

1

_ v v _ ﬁ
U= (rn wm) = <1
V2

(d) Al punto (¢) abbiamo visto:

gli autovalori di A = A(2) = <

{::.f(

(=
[vall2
1

Posto Q; = 72— = (@), la matrice di proiezione Py su Fa (A1) = Ea(2+1)

? ;) sono Ay =2+ie X =2—1;

S-S

) } ¢ una base ortonormale di Fa (A1) = Ea(2+ 1);

&\Hﬁ\p

> } ¢ una base ortonormale di Ea (A2) = Ea(2 —1).

L7 Jivall

V2
e

H 1
P, =QQff = . L=
[vill2 [lvall2 7



_1
Analogamente, posto Qy = 92— = ( ) la matrice di proiezione Py su

REYP
Ea(M2) =Ea(2—1) ¢

- Q,Qf = 2. Vo' (7 (_L L):
T vallz vl v V2 V2

N.B.: Siccome A ha due soli autovalori, allora Py =1— P;.

Dunque

2+1 (1 1 2—1 (1 -1
A=MPi+X+Py= 3 (1 1>+ 5 <1 1>.

e) Al punto (¢) abbiamo visto che A = A(2) = 2 ') ha una diagonaliz-
i 2

zazione unitaria

A =UDUY con D(2—H 0.) ed U(

SSI-
&\%iH
N——

0 2—1
Allora
A3OO (UDUH)SOO UD300UH —_
1 1 . 1 1
_ (v TvE) () 0 Vi3 -
1 1 0 (2 _ Z-)?,oo 11
V2 V2 V2 V2
1 1 -1 0 1 1\
2\1 1 O 2o -1 1)
—2’2 1 _
1 1)
21+ 22 21— 22
21— 29 21+ 22
—2 21 0
Sia A(a)=12i 24« 0|, doveacR
0 0 o



(a) Per quali @ € R si ha che di A(a) ¢ unitariamente diagonalizzabile ?

(b) Per quali o € R si ha che di A(a) ¢ diagonalizzabile ?

(¢) Sia A = A(—4) la matrice che si ottiene ponendo o = —4. Si trovi una
diagonalizzazione unitaria A = UDU¥ per A.

(d) Sia A = A(—4) la matrice che si ottiene ponendo o = 2. Si scriva A nella
forma A = A\1P1 + AP 4+ A3P3, con A, A, A3 autovalori di A, e Py, Py, P3
matrici di proiezione su Ea (A1), Fa(A2), Ea()3) rispettivamente.

(a) A(«) & unitariamente diagonalizzabile <= A(«a) & normale <=
= A()A(0)? = A(a)T A(a).

Calcoliamo A («)H, tenendo conto del fatto che da o € R segue @ =

-2 2 0 —2 -2t 0
AP=12i 2Fa 0|=|-2i 2+a 0
0 0 a 0 0 o
Calcoliamo ora A (a)A(a)? ed A(a)? A(a):
—2 21 0 —2 -2t 0
AA@T =2 2+a 0] |-2 2+a 0=
0 0 « 0 0 o
8 8t + 2ix 0
=|-8—-2iac 4+2+a)* 0],
0 0 a?
—2 —2¢ 0 —2 21 0
Al@)fA(q) =[-2i 2+a 0 2t 24a 0] =
0 0 « 0 0 «
8 -8t — 2ix 0
= |8 +2ia 4+(2+a)? 0
0 0 a?

Imponendo 1'uguaglianza A (a)A(a)? = A(a)? A(a) otteniamo:

Al@)A()? = A(0)PA(a) <= 8i+2ia=-8 —2iac <+—= a=—4

(b) A(«) & diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha le due molteplicita,
algebrica e geometrica, uguali tra loro. Calcoliamo gli autovalori di A(«) e le
loro molteplicita.



Il polinomio caratteristico di A(«) &:

—2—x 21 0
PA(a)(z) = Det(A(a) — zI3) = Det 24 24+a—x 0 =
3t 0 a—1

= (=1)*"3(a — x)Det (_2%_ c +iii I) -
=(a—2)[(-2-2)2+a—z) -4’ =
=(a—2)(—4-2r—-2a—ar+2x+2%+4) =
2

= (a—z)(z® — ar — 2a).

Qundi gli autovalori di A(«) sono:

a+vVa?+ 8a ) oa— Va2 +8a
arvaer T oo R S

AM=a, A= B € D)

Dal momento che

AM=X <= 20a=a+Va?2+8ax <— a=+va?+8ax <— a=0,
M=) < 20=a—Va?+8a +— a=—-—Va*+8a <— a=0,

Ae=XA3 <= Va?+8a=0 < ac{0,-8},

abbiamo:
Dunque:
e se o ¢ {0, —8} la matrice A(«) ¢ diagonalizzabile.

ee A(0) sarebbe diagonalizzabile solo se fosse dy =dim(Ea )(0)) = m3 = 3.

N.B.: Se fosse dim(E4 (0)(0)) = 3 sarebbe Ex(g)(0) = C?, e quindi A(0) = O.

-2 2t 0
Dunque, essendo A(0) = | 2¢ 2 0| # O, A(0) non & diagonalizzabile.
0 0 O

e e e A(—8) ¢ diagonalizzabile <=  dy = dim(Ea_g)(—4)) =mz =2



matrice autovalori molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(Oé) )\1 =« my = 1 d1 =
a g {0,-8} | Ay = abvartie |y = dy =1
Ay = 2G|y =1 ds =
A(O) )\1—0 m1—3 1<d'1<3
A(—8) )\1 =-8 mq = 1 d1 =1
Ay = —4 mo = 1<dy <2

[numero di colonne di A(—8) + 4I3] — rk(A(—8) +4I3) =

=3 — rk(A(—8) + 4I3)

Da una E.G. su A(—8) + 4I3:

o o -

In conclusione abbiamo:

-2 2 0 2 2 0 Bor (—2i)Er (%)
Al)+2I3=|2¢ —6 0 |+4I3=(2¢ -2 0 _
0 0 0o 0 —4
0 Ez(—%)Ezs 1 2 0
—_— 00 1],
—4 0 00
per cui rk(A(—8) + 4I3) = 2, e quindi
dy = dim(Ea(_g)(—4)) =3 -2 = 1.
Dunque A(—8) non ¢ diagonalizzabile.
A(a) e diagonalizzabile < «a ¢ {0,-8}.




-2 2t 0

(¢) Abbiamo visto in (a) che A = A(—4) = [ 2¢ -2 0 | & unitariamente
0 0 -4

diagonalizzabile. I suoi autovalori (calcolati in (b)) sono:

/\1205274

AQ _ a+\/§2+8a _ —4+ (_;1)2""8(_4) _ 74+2\/716 — —4;—41' _ 72+ 22,

_ a—va?18a _ —4—V(=4P48(—4) _ —4—/=06 _ —4-4i _ _o _ o
Az = 2 = 2 = 2 =—5 =—2-2,

ciascuno con molteplicita algebrica e geometrica uguali ad 1.

Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

Ea(M) = Ea(—4) = N(A +413).
Da una E.G.su A +4I3

2 21 0 Ba(3)Bay (—20)Er (3) 1 2 0
A+4I3=(2¢ 2 0 01 0},
0 0 O 0 00
segue che
1 ¢ 0 0
Ea(\)=Ea(-9)=N([0 1 o))={[0 ‘he(C},
0 00 h
0
e quindi {wl =10 } ¢ una base di Ea(A1) = Ea(—4).
1

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {w1} & gia una base ortogonale di Fa (—4).
Inoltre, essendo ||w1q |2 = 1, non occorre “normalizzare”wq: {w1} ¢ gia una base
ortonormale di Ea(—4).

Ea(X2) = Ea(—2+2i) = N(A + (2 — 2i)I3).
Da una E.G.su A+ (2-—2i)I3

9 2 0 Ba(Z4) ExBan (—20E1 3y (1 —1
A+(2-20)Is=( 20 -2 0O 0 0
0 0 -2-2 0 0

10

O = O



segue che

1 -1 0 h
Ea(\s) = A(—2+2i):N( 0 0 1 ):{ h ‘he(C},
0 0 O 0
1
e quindi {W2 =11 } e una base di Ea(A\2) = Ea(—2+ 2i).
0

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {wz} ¢ gia una base ortogonale di Fa (—2+
2i). Per ottenere una base ortonormale di Fa(—2 + 2i), “normalizziamo” w.

1
Iwalls = Vwaws = [(1 1 0) 1] =vIFi=V2
0

per cui

=55
——

(vl =
vl

¢ una base ortonormale di Fa(\2) = Fa(—2 + 2i).

Ea(A3) = Ea(—2—2i) = N(A + (24 20)I3).
Dauna E.G.su A+ (2+2i)I;

20 21 0 Eo(— Y)Y Eys oy (—2i) B (— 34) L 10
A+(2+20)I3= |20 20 0 00 1
0 0 —-242 0 0 O
segue che
1 1 0 —h
Ea(\) = Ea(—2-20)=nN( [0 0 1)) ={| » ‘he(c},
0 0 O 0
-1
e quindi {W3 =11 } & una base di Ea(A\3) = Ea(—2 — 2i).
0

11



N.B.: Poiché ha un unico elemento, {ws} & gia una base ortogonale di Ea (—2—
2i). Per ottenere una base ortonormale di Fa(—2 — 2i), “normalizziamo” ws.

-1
lwslls = VwsAws = [(=1 1 0)[ 1 | =viFi=V2
0

per cui

()]
[wsll2 V2
¢ una base ortonormale di Ea(\3) = Ea(—2 — 2i).

Dunque se @ = —4, una diagonalizzazione unitaria di A = A(—4) é:

A =UDU? con

MO0 40 0
D=[0 » o|=[0 —2+20 o0 od
0 0 X 0 0 —2-2
v [ F i
U= (Wl Twals nwfuz) =10 %5 »
1 0 0

(d) Al punto (¢) abbiamo visto:

-2 23 0
gli autovaloridi A=A(—4)=1|2f —2 0 | sonoX\ =—-4,Ao=-2+2ie
0 o0 -4
A3 = —2 — 2;
0
{H"“”Vﬁ =10 } & una base ortonormale di Ea (A1) = Ea(—4);
1
1
V2
{Hv“’:’ﬁ = % } ¢ una base ortonormale di Fa(\2) = Ea(—2+ 29).
0
1
2
{Hv‘yﬁ = % } ¢ una base ortonormale di Fa(\3) = Fa(—2 — 2i).
0

12



Posto Q) = 7ot— =

= Twilz , la matrice di proiezione P su Fa (M) = Ea(—4) &

= o O

w wiH 0 0 0 O
P,=QQf=—""——F—=[0](0 0 1)=(0 0 0
[willz (w12 1 00 1
1
\/5
Posto Q, = HV‘:’V722H2 = % , la matrice di proiezione Py su Ea (A2) = Ea(—2+
0
2i) &
1
W2 W2 1 1 1
P2:Q2Q527'7: 7 (ﬁ 72 0):, 1 1 0
[wallz  [lw]l2 3 2\0 0 0
_ 1
V2
Posto Q3 = oy = % , la matrice di proiezione P3 su Ea(A3) =
0
Ea(—2—2i) ¢
H W3 W3H _1% 1 1 1 ! I
SR T G () R R
S I T P e P v A A
Dunque
A =)\Pi+ X +Py+ AP35 =
0 00 110 1 -1 0
=—410 0 O)+=32 (1 1 0| +=32|-1 1 0
0 01 0 0O 0 0 O
0 0 -3¢
@ Sia  A(a) = 0 -3 0 |, dove a¢é un numero reale non
—3iae 0 0

positivo.
(a) Per quali o numeri reali non positivi si ha che di A(a) & unitariamente

diagonalizzabile ?
(b) Per quali o numeri reali non positivi si ha che di A(«) ¢ diagonalizzabile ?

13



(¢) Sia A = A(—1) la matrice che si ottiene ponendo o« = —1. Si trovi una
diagonalizzazione unitaria A = UDUX per A.

(a) A(a) & unitariamente diagonalizzabile <= A(a) ¢ normale <

— A()A(0) = A() A(a).

Calcoliamo A («)H, tenendo conto del fatto che da o € R segue @ =

0 0 =3ia 0 0 3ia
A= 0 =3 0 |=|0 -3
—3i 0 0 3t 0 0

Calcoliamo ora A(a)A(a)f ed A(a)?A(a):

AA@E =] 0 -3 0 0 -3 0 |=
~3ia 0 0/ \3 0 0
9 0 0
=(o 9 o],
0 0 9a2
0 0 3ia 0 0 -3
A(@)HA() =|0 -3 0 0 -3 0 |=
3 0 0/ \=3ia 0 0
902 0 0
=0 90
0 0 9

Imponendo 'uguaglianza A(a)A (o) = A(a)? A(a), e tenendo conto che o &
non positivo, otteniamo:

A()A() = A(@)PA(a) <= ad’=1 <= a=-1.

(b) A(«) & diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha le due molteplicita,
algebrica e geometrica, uguali tra loro. Calcoliamo gli autovalori di A(«) e le
loro molteplicita.

I1 polinomio caratteristico di A(«) é:

14



PA(a) ()

= Det(A(a) — zI3) = Det

= (=1)272(=3 — z)Det <

—x 0 —31
0 -3—x 0 =
e 0 —x
—-r =3\
—3ia —x )

(=3 — z)(2? — 9i%a) =

(=3 — 2)(2® + 9a).

Quindi gli autovalori di A(«) sono (a € R con a < 0):

A = -3,

Dal momento che o ¢ un numero reale non positivo, allora

A =+vV—-9a=3vV—-a e

A3 = —V—9a = —3v/—a.

>\1 7é )\Qa
A= )\3 <~ a=—1,
Ao = A3 < a=0
matrice autovalori molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(a) )\1 =-3 my = 1 d1 =1
ag{O,—l} )\2:3\/—05 mo = d2:1
/\3 = —3\/ — ms 1 d3 =1
A(O) )\1 =-3 my = 1 d1 =1
/\2:0 m2—2 1§d2§2
A(—l) )\1:—3 m1—2 1§d1<2
AQ = 3 mo 1 d2 = 1

Quindi se a ¢ {0, —1} allora A(«a) & diagonalizzabile.

15




Anche A = A(—1) & diagonalizzabile: abbiamo visto in (a) che & addirittura
unitariamente diagonalizzabile (quindi & vero, e non occorre verificarlo, che d; =

dim(EA(,l)(—3)) =my = 2)

Inoltre:

A(0) e diagonalizzabile <= dy = dim(Ex)(0)) = ma = 2.

dy = dim(Ex((0)) = dim(N(A(0)) =
= [numero di colonne di A(0)] — rk(A(0)) =
= 3 —rk(A(0))

Da una E.G. su A(0):

0 0 =3 B2(Li)Bi(—3)E1s 010
A0)=10 -3 0 00 1],
0 0 0 0 0 0
per cui rk(A(0)) = 2, e quindi
dy = dim(Ea(0)(0)) =3 -2 = 1.
Dunque A(0) non & diagonalizzabile.
In conclusione (essendo « reale non positivo):
A(a) e diagonalizzabile <= a€Rcona<D0.
0 0 -3
(¢) Abbiamo visto in (a) che A = A(-1)= [ 0 -3 0 | & unitariamente
3t 0 0
diagonalizzabile. T suoi autovalori (calcolati in (b)) sono:

)\1:—3 e )\2:3

con molteplicita algebriche e geometriche uguali a

Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

16



EA()\I) = EA(—?)) = N(A + 313).
Dauna E.G.su A + 3I3

0 0 =3 3 0 —3i E31(—31) E1(3)
A+3I;3=(0 -3 0 +3I;3=(0 0 O _—
3 0 0 33 0 3
1 0 —i
~1lo 0 o],
0 0 O
segue che
1 0 —i ik
EA(/\I):EA(—S):N( 00 0 ):{ h ‘h,ke@},
0 0 O k
i 0
e quindi {vlz 0];va={1 }éunabasediEA()\l):EA(—?)).
1 0

N.B.: In questo caso non occorre applicare l'algoritmo di G.S. a {vi;va}:

viflvy = 0, per cui

{v1;va} & gia una base ortogonale di Ex(—3)

Per ottenere una base ortonormale di Fa(—3), “normalizziamo”vy e va.

i
[villo = Vvilva= | (=i 0 1)[0]=viFi=V2
1

0
IVzllz—\/W_\(o 1 o)[1]=vi=1
0
per cui
1 .
Vi ‘/§Z Vo 0
- (9) w0
vl 1) vallz
V2

17



¢ una base ortonormale di Fa (A1) = Ea(—3).

Ea(X2) = Ea(3) = N(A — 3I3).
Da una E.G.su A —3I3

-3 0 —31 Ez(*é)E31(73i)E1(f%) 1 0 =9
A-3I;=10 -6 0 01 0},
3i 0 -3 0 0 0
segue che
1 0 4 —ih
EA(AQ):EA(3):N( 010 ):{ 0 hec},
0 0 0 h

—1
e quindi {Wl =10 } e una base di Ea(A\2) = Ea(3).
1

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {wy} ¢ gia una base ortogonale di Fa(3).
Per ottenere una base ortonormale di Ea (3), “normalizziamo” wy.

—1

Iwil = Vwifiwi= [(i 0 1)| 0| =viti=v2

1
per cui
_ 1
W1 \/52
T
[wall2 1
V2
¢ una base ortonormale di Ep(\2) = Ea(3).
Dunque se @ = —1, una diagonalizzazione unitaria di A = A(—1) é:
A =UDU"” con
A 000 -3 0 0
D=0 X O0|=({0 -3 0 ed
0 0 X 0 0 3
1. 1.
ﬁl 0 7EZ
U= (- 22 @)= 0 1 0
vl llvallz [[wallz 1 1
z 0 n

18



Siano
1 i =2 9
A=|4i -1 -2¢ 0 e b=
-1 - 2 0

= o O

Si trovino le soluzioni ai minimi quadrati del sistema Ax = b.
(Si noti che A ¢ la matrice considerata nell’esercizio 7 degli “Esercizi 10”.)

Le soluzioni ai minimi quadrati del sistema Ax = b sono le soluzioni del sistema
delle equazioni normali A7 Ax = Afb.

Nell’esercizio 7 degli “Esercizi 10”abbiamo calcolato una decomposizione QR-
normalizzata A = QR per A, trovando

1 6 .
—0= 1
Q- BTG w R (V3 VBi —2V3 3V3i
Ve e “\o0o o 0 V54 )
V3 Vet

Dal momento che il sistema A Ax = A b & equivalente al sistema Rx = Qb,
risolviamo Rx = QHb. Da

1 1, 1 0 _1 _ 1
Qb= (Jéi o _s/§> 0= <_¥5> = <_“§>
V51 V51 V5d 1 V51 V6

otteniamo, facendo una E.G. sulla matrice aumentata del sistema:

. - 1
mop Q= (T A )
0 0 0 VBl | e
EQ(\/éj)El(%) 1 i —2 3 | _% B U d
00 0 1 | —%i =(U | 4

Il sistema Rx = Qb ¢ equivalente al sistema Ux = d, che & una scrittura
compatta per

xr1 + iI’Q — 21’3 + 32174 = 7%
T4 :7178 Z

Poiche d & libera ed U ha esattamente due colonne libere (la 2% e la 3%), Ux = d
ha 0o? soluzioni.
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Scegliamo come parametri le variabili corrispondenti alle colonne libere di U e
con la sostituzione all’indietro otteniamo:

X2 =h
X3 =k
— 1 .
Xy __ﬁl
@1 = —iwy + 205 — 3wy — 3 = —ih+ 2% —3i- (— 5 i)~ § =

=—ih+2k—}—%+=—ih+2k—1

0
Dunque 'insieme delle soluzioni ai minimi quadrati Ax = |0 | ¢
1
—ih+2k —

h

I |h,k e C

1 .

—Li
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