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Statistica per le tecnologie e le scienze

Studenti: numero di MATRICOLA PARI

Svolgimento degli Esercizi per casa 5 (prima parte)

(prima parte): Si provi che l'insieme delle matrici simmetriche comp-
lesse di ordine n & un sottospazio vettoriale di M, (C).

Sia Wi = {A € M,(C)|A = A"} l'insieme delle matrici simmetriche (comp-
lesse) di ordine n.

(i)  Opxn € Wyi: OF

nxn — On><n

(i) ABeW, = A+BeW

AcW, = A e M,(C)

Be W, = B e M,(C)

= A+B el
AeW;, = A=AT
— (A+BT=AT+B"=A+B

BeW, — B=B"T

(i) a€C,AeW, = aAecW,

AcW, —= A e M,(C)= aA € M,(C)

= aAeW;
AcW, = A=A" = (cA)T =aAT =aA

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & un suo sottospazio:

=) o=
()20}
)by

Wy

W3




e Per vedere se W, & o non & un sottospazio di R? occorre stabilire se le
seguenti condizioni sono soddisfatte:

(’L) 0ec W,

(#i) u+ v € Wy per ogni u,v € Wy,

(7i1) cu € W1 per ogni u € Wi ed ogni scalare a.

(i)0:<8)€W1 perché 0 —2-0 = 0.

(i7) Se u = <zl), v = (;2) € Wy, allora
1 2

$1—2y1:0
$272y2:0

Di conseguenza

(1 +22) = 2(y1 +y2) = (¥1 — 2y1) + (2 — 2y2) =0+ 0 =0,
. 1+ 22
e quindiu+v= e Wi.
E <y1 + y2> !
(#4i) Se u = ; € Wy, allora x — 2y = 0. Ne segue che per ogni scalare

a € Rsiha
ar —2ay=a(z—2y)=a-0=0,

e quindi au = « (x) = (ax) e Wi.
Yy ay

Dunque W; & un sottospazio di R2.

e Per vedere se W5 & o non ¢ un sottospazio di R? occorre stabilire se le
seguenti condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0 Ws,

(i7) u+ v € W per ogni u,v € Wa,
(#9i) au € W3 per ogni u € Wy ed ogni scalare a.

(1) 0= <8) € Wy perche 02 —2-0 = 0.

(7) Seu= (21), v = (xQ) € Wy, allora
1

Y2

2
71 —2y1 =0

xr1 + X9

Perchée u +v =
(yl + 2

) appartenga a Wy occorre che sia soddisfatta la

condizione:
() (z1 + 22)* — 2(y1 + 32) = 0.



Da (*) segue
(21 +22)> = 2(y1 +1y2) = aF + a3 +2z120 — 2(y1 + 1) =
(a2 - 21) + (23 — 292) + 2m12 2 2012,

per cui prendendo
T 7& 0
) 75 0

2
x
n=%5
x

Y2 = F

W)

si ha che (%) & soddisfatta, ma (**) no, ossia u = <§1 , V= (?) € W5, ma
1 2

u+v = (Il +x2> ¢ Wy (ad esempio, con u = v = (}) € Wy si ha che
2

Y1+ Y2
2u=u+v-= G) ¢ Ws). Quindi W5, non soddisfacendo la condizione (i7),
non & un sottospazio di R2.

e Per vedere se W3 ¢ o non & un sottospazio di R? occorre stabilire se le
seguenti condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0 e Ws,
(#4) u+ v € W3 per ogni u,v € Ws,
(#91) cu € W3 per ogni u € W3 ed ogni scalare a.

(i)0:<8)¢W3perché0—2-():07é1.

Dunque W3, non soddisfacendo la condizione (i), non & un sottospazio di R?.
Sia A € M, (C). Si provi che i tre seguenti sottoinsiemi di M, (C) sono
sottospazi vettoriali di M,,(C):

W, = {B € M,(C)|AB = BA};
Wy = {B € M, (C)|AB ¢ scalare};
W3 = {B € M, (C)|AB = B”}.

Wy & un sottospazio di M, (C):
(i) Opxn € Wit Opyy € My (C) e AO =0 = OA.

(i) B,CeW, == B+CeW;
Be W, = B e M,(C)
= B+ C e M,(C)
CeW, = Ce M,(C)

BeW; — AB = BA

— A(B+C)=AB+AC=BA+CA=(B+C)A

CeW, = AC=CA




= B+CeWln

(ii)) a€C,BeW, == aoBeW,

BeW, = Be M,(C) = aB € M,(C)
= aB e W,
B e W, = AB = BA — A(aB) = a(AB) = o(BA) = (aB)A

Ws & un sottospazio di M, (C): poiche
BeW,; < B e M,(C) ed 0 € C|AB = ipl,,

e poiche M, (C) ¢ uno spazio vettoriale (per cui la somma di due matrici di
ordine n ed il prodotto di una matrice di ordine n per uno scalare sono matrici
di ordine n) ¢ sufficiente verificare che

(1)  AO,x, = O = 0I,, per cui esiste o € C tale che AO = dpl, (si
prenda o = 0).

(74)  Se B e C sono matrici di ordine n tali che esistano dg, dc € C per cui
AB = gl,, ¢ AC = icl,,, allora

AB+C)=AB+ AC =0l, +cl, = (0B + 5c)In.

Quindi esiste dprc € C tale che A(B + C) = dpycl,: si prenda dgic =
oB + dc.

(#i1) Se a € C e B ¢ una matrice di ordine n per cui esista g € C tale
che AB = gl,, allora

A(aB) = o(AB) = a(dsl,) = (adB)I,.
Quindi esiste d,p € C tale che A(aB) = §,B1L,: si prenda d,5 = adp.

W35 & un sottospazio di M, (C):

(i) Opnxn € W3: Opxpn € M, (C) eAO = 0 = O
(i) B,CeWs; == B+CcWs

BeW; = B e M,(C)
— B+ Ce M,(C)
CeW; = Ce M,(C)

B e W; — AB =BT
— AB+C)=AB+AC=B' +c'=B+0C)7

CeW; = AC=cCT



(i) acC,BeWs; == oBeW;

BeW; = Be M,(C) = oaB € M,(C)
= aB € W3
B € W; — AB = B” — A(aB) = a(AB) = aB” = (aB)”

Sia V = R? (sp. vett. reale). Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di
V' & un sottospazio vettoriale di V:

e S ; & un sottospazio vettoriale di V: 1'unico elemento di & ; & il vettore

0= <8),60+00€ Si1ea0=0¢€ 8 per ogni scalare o ( 81 ¢ il
sottospazio nullo di R?).
e S5 non ¢ un sottospazio di V: contiene e; = 1) ma non contiene

ez + ez = 2ep (d’altra parte nessun sottoinsieme finito di uno spazio vettoriale
W che contenga un elemento non nullo w # 0 puo essere un sottospazio di W:
se U e un sottospazio di W che contiene w # 0, allora U deve contenere l'insieme
infinito di vettori {aw|« scalare }, per cui U stesso deve essere infinito).

e Per vedere se & 3 ¢ o non e un sottospazio di V occorre stabilire se le
seguenti condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0e S 3,
((i) u+ve Szperogniu,ve S s,
(79i) au € 8 3 per ogni u € S 3 ed ogni scalare a.

(7) esistono a,b € R tali che (0> = (a z 2

0 ): si prenda a = 2 e b = 0, quindi
0e S ;.



(ii) Se u,v € 8 3 esistono a1, by, a2,bs € R tali che
o a1—2 o a2—2
2= () e = (7))
a3—2
ut+ve §3 <— 3 a3,b36Ru+v:( b )
3

Poiche u+ v = <a1b— 2) + (aQb_ 2) = (a1 +az = 4), basta prendere az =
1 2

b1 + b2
a1 +as —2 e by = by + bs.

inoltre

. . -2\ . .
7ii) Se u € 8 3 esistono a,b € R tali che u = “ , inoltre per ogni
b

scalare o € R

ou€e §3 <= 3 c,dER|au:<c;2>.

Poiche au = o (a g 2) = (aaa—b2a>’ basta prendere ¢ = aa—2a+2 e d = ab.

Dunque & 3 € un sottospazio di V.

e Per vedere se & 4 € o non e un sottospazio di V occorre stabilire se le
seguenti condizioni sono soddisfatte:

(Z) 0e S 4,
(i) u+v € 84 perogniuve Sy,
(#i1) cu € 8 4 per ogni u € S 4 ed ogni scalare a.

(i) Percheé 0 appartenga a 8 4 occorre che esista a € R tale che (8) =

a—2 C e .
(a n 1). Poiche il sistema

a—2=0

a+1=0

nell’incognita a non ha soluzioni, allora & 4 non € un sottospazio di V.



