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Studenti: numero di MATRICOLA PARI

Svolgimento degli Esercizi per casa 5 (seconda parte)

(seconda parte): Si provi che l'insieme delle matrici anti-hermitiane
(complesse) di ordine n non & un sottospazio vettoriale di M, (C).

Sia Wy, = {A € M,(C)|A" = —A} linsieme delle matrici anti-hermitiane
(complesse) di ordine n.

(1)  Opxn € Wy: 07 =0=-0

(i) ABeW, == A+BeW,

AcWy,=— A e M,(C)

= A+B e M,(C)
BeW, = B e M,(C)

AcW,= AT = _A
— (A+B) =AY tBY=-A+(-B)=—-(A+B)
BeW,— B =_B

= A+BeW,

(iil) acC,AeW, = aAecW,

AcWy—=— A e M,(C)= aA € M,(C)

AcW,= A" = —A = (aA)! =aA” =a(-A) = —aA
Non ¢ vero che A € W5 per ogni scalare a ed ogni A € Ws:
prendendo A # Osi ottiene che

aA = oA <= a=a < a€R

/l\

poiche A # O



Quindi se O # A € W5 e a ¢ R (ad esempio se A & la matrice n x n con 1 al
posto (1,n), —1 al posto (n,1) e 0 altrove, ed « = 7) allora A ¢ Wh.

Dunque W5 non ¢ un sottospazio dello spazio vettoriale M, (C).

Sidicase
Wi={i-vlveR"}e
Wo={2-vlveC"}

sono sottospazi di C™.

Per vedere se W 1 € o non € un sottospazio di C" occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(i)0e Wy,
(i4) ug + ug € W1 per ogni uz,ug € W 1,
(7i1) cou € W 1 per ogniu € W ed ogni a € C.

(i) esiste v € R™ tale che 0 =4 - v: si prendav=0. Quindi0 € W ;
(#4) Se ug,uz € W esistono vy, ve € R™ tali che uy =i-vy ed ug =i-va.
inoltre

uptur € Wy, <= I vzeR"|u;s+us=1i-vs.

Poicheé uy +ug =i-vy +i-ve =1i-(vy+va), basta prendere vz = vq + va.

(7i1) Se u € W 1, esiste v € R™ tale che u = i - v, inoltre per ogni scalare
aeC
oue Wy, << IweR"|au=i-w.

Poiche cu=a - (i-v) =i (a-v),
au€ W, Yue Wi,aeC <<= w=a-veR" VYWweR" aecC.
Prendendo ad esempio v =e; € R" ed a =i € C, si ha che av=1i-e; ¢ R"

(quindiu =i-e; € W 1 mentre au = i>-e; = —e; ¢ W 1, non esistendo
z € R" tale che —eq =i - z).

Concludendo, W 1 non e un sottospazio vettoriale di C™.
Per vedere se W 5 € o non & un sottospazio di C™ occorre stabilire se le seguenti
condizioni sono soddisfatte:

(i)OG W o,
(#i) ug +ug € W 5 per ogni uz,uz € W o,
(7i1) cu € W o per ogniu € W 5 ed ogni a € C.

(7) esiste v € C™ tale che 0 =2 -v: si prenda v=0. Quindi0 € W .

(i4) Seuy,ugz € W 5 esistono vy, ve € C" tali che uy = 2-vq ed ug = 2-vs.
inoltre

u; +ux e Wo <~ = V3E(Cn|u1+u2=2-V3.



Poicht u; +uz =2-vy +2-vy =2-(vy + va), basta prendere vy = vy + va.

(73i) Se u € W o, esiste v € C™ tale che u = 2 - v, inoltre per ogni scalare
aecC
oau€e Wy < IwelC'lau=2 -w.

Poiche cu=a-(2-v) =2 (a- V),
au€ Wy Yue Wo,aeC <= w=a-veC" VYWweC"acC.

Dal momento che C” & uno spazio vettoriale, allora av € C™ per ogni v € C"
ed ogni a € C.

Concludendo, W 3 & un sottospazio vettoriale di C™.



