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Studenti: numero di MATRICOLA PARI

Svolgimento degli Esercizi per casa 6

SiaW = { (Oa 8) la € R} I'insieme delle matrici reali anti-simmetriche

di ordine 2. Si provi che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale
reale Ms(R) e si dica quali dei seguenti sottoinsiemi di M3(R) & un insieme di

gencratori per IV 51:{((1) _01>;<_02 3)}
s {(% 00 )
s {(% 1)

Proviamo prima che W & un sottospazio vettoriale dello spazio vetto-
riale reale M3 (R).

19 MODO | (i) Ogx2 € W: Ogys € Ma(R) e OF,5 = Ogy5 = =0y
(i7)
AcW = A e M(R)

B € W = B € M>(R)

AcW=—AT=-A
— A+BT=AT+B"=-A-B=-(A+B)
Bew=—B"=_-B

= A+BeW.



(tii)) ae€C,AeW = aAeW

A eW = A € M3(R) = aA € M(R)
= aAeW
AcW=A"T=-A—= (@A) =aAT =a(-A) = —aA

2° MODO | (i) esiste a € R tale che (8 8) = <_Oa 8): si prenda a = 0.

(i4) Se A, B € W esistono a,b € R tali che
0 a 0 b
s () e (G
A+BeW <+« 3 c€IR<|A+B(_OC C).

A—l—B:(—Oa 8>+<—Ob 8):<—(a0+b) agb>’

basta prendere ¢ = a + b.

inoltre

Poiche

(73i) Se A € W esiste a € R tale che A = (_O 8) , inoltre per ogni scalare
a€eR
aAeW << 3J beR|aA= (Ob 8)
Poiche

0 a 0 aa
aA—a(_a 0>_<—aa 0)’
basta prendere b = aa.

Dunque W & un sottospazio di Ma(R).

Vediamo ora quale tra & 1, S 2 e S 3 € un insieme di generatori
di w.

S 1: Dal momento che ogni elementodi & 1 = {<(1) _01> ; (_02 (2)>}

e un elemento di W, per stabilire se & 1 € 0 non € un insieme di generatori di
W, spazio vettoriale reale, occorre stabilire se per ogni A € W esistono a;
ed oo numeri reali tali che

(0 1 0 2\ ([ 0  —ai+2a
AO‘1<1 0)*”(—2 O><a1—2a2 0 )



Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = (_Oa 8) , il problema diventa

stabilire se per ogni a € R il sistema

—a1 + 200 = a
(*) {oq — 200 = —a

nelle incognite reali a;, as ha soluzione. (x) & equivalente all'unica equazione
a1 — 200 = —a
che ha soluzioni per ogni a € R (si prendano ad esempio as =0 ed oy = —a).

Dunque & ; & un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale.

... (1 0 _ 0 1)} (1 0 N
S 5:  Poiche (0 0)¢W,allora 82—{(_1 0),<0 0>}noneun

insieme di generatori per W.

S 3:  Dal momento che <_03 g) € W, per stabilirese S 3 = {<_03 (3))}

¢ o non ¢ un insieme di generatori per W come spazio vettoriale reale occorre
stabilire se per ogni A € W esiste « € R tale che

0 3 0 3a
A_O‘<—3 0>_(—3a 0>

Poiche per ogni A € W esiste a € R tale che A = <Oa 8) , il problema diventa

stabilire se per ogni a € R il sistema

() { 3a=a

—3a=—-a

nell’ incognita reale « ha soluzione. Poiche (#x) ha soluzione per ogni a € R
(¢ = a/3), allora 8 3 ¢ un insieme di generatori per W come spazio vettoriale
reale.

Si dica se

1 3 1
S =<Xvi=|-1]|;vea=|—-4]|;vz=| 2
2 8 —4

¢ un insieme di generatori di R3.



Per stabilire se & & o non & un insieme di generatori di R? occorre stabilire se

a
per ogni | b | € R? esistono ay, as, as € R tali che
c
a 1 3 1 a1 + 3as + ag
b = 1 V1+aoVet+Q3Vvy == -1 “+a —4 “+as 2 = —Q] — 4&2 + 20[3

2 8 —4 2ar1 + 8ag — dag
ossia che il sistema lineare

a1 +3as+az3 =a
(*) —Q] — 40[2 + 20[3 =b
201 + 8as — 4dag =c¢

nelle incognite a, as, a3 ha soluzione qualunque siano a, b, c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si
ottiene

1 3 1 | a E31(72)E21(1) 1 3 1 | a
-1 -4 2 | b _ 0 -1 3 | a+b]|—
2 8 -4 | ¢ 0 2 —6 | ¢c—2a
Faa(—2)Ea(—1) 13 1 | a
_ 01 -3 | —a-—b

00 0 | 2+4c

Poiche esistono a,b, ¢ € R tali che 2b+ ¢ # 0 (si prendano ad esempio a = b =0

e ¢ = 1), allora (x) non ha soluzione qualunque siano a,b,c € R, per cui 8 non
¢ un insieme di generatori di R3.

1 3 1
Sianovy = [2]|;va=|[6] evg = ]3] ed eg € R3. Si dica per quali
0 0 4

x € R Vinsieme di vettori & () = {v1;Vva;Vvs;x-e3} & un insieme di generatori
di R3.

S (x) = {v1;Vva;Vv3;z-e3} & un insieme di generatori di R? se e solo se per

a
ogni | b | € R3 esistono ai,as, a3, ay € R tali che
c

a
b| =avitovetasvgtas - z-e3=
c
1 3 1 0 a1+ 3as + as
=a1 |2 +azx 6] +a3 |3 +as-z|0]| = (201 + 6as + 3a3
0 0 4 1 das + aux



ossia se e solo se il sistema lineare

a7 +3042 + a3 =a
(*) 20[1 + 60&2 + 30&3 =b
das +oux = ¢

nelle incognite a, ag, a3, ay ha soluzione per ogni a,b,c € R.

Facendo una eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si
ottiene

1 310 | a\ pysy (1310] a

26 30| b] —=> (0010 | b-2a]—
00 4 z | ¢ 0 0 4 z | c

E32(74) ]. 3 ]. O | a

E— 001 0 | b—2a = (B(z) | c(=x))

0 00 z | c—4b+2a
Sex#0
(B(z) | c(x)) —— 0010 | b-2a]=(Ux) | d=)
O O O 1 | Cf4g+8a

Poiche d(x) ¢ libera per ogni a,b,c € R, allora 8 (z) ¢ un insieme di
generatori di R3.

Sex=0

0 | a
0 | b—2a =(U(0) | d(0))
0 | ¢c—4b+8a

O = =

1 3
(B(0) | c(0))=10 0
0 0
Poiche esistono a,b,c € R per cui d(0) & dominante (ad esempio si prendano
a=b=0ec=1),allora & (0) non & un insieme di generatori di R3.
Concludendo, & (z) ¢ un insieme di generatori di R? se e solo se x # 0.

Si dica quale dei seguenti sottoinsiemi di R? & linearmente indipendente:

2

0 4
V2 = 6 Vg = -1 ’
2

<

=

I
o

1
wi=(4];w2=|0[;wsg=|~-1];
2



(1)  Per stabilire se {v1; va; vs} sia linearmente indipendente o linearmente
dipendente, occorre stabilire se gli unici numeri reali oy, as, ag per cui a3 vy +
Vg + agvy = 0 siano a; = as = az = 0, oppure no. Poiche, dati oy, as,
asz € R, si ha

0 4 2 40[2 —+ 20&3
1Vy + QaVg + a3vg = 4 =+ Qo 6] + Q3 -1 = 40[1 + 60(2 — Qa3 ],
0 2 1 200 + a3
0
allora ayvy + asve +a3vg =0 = | 0 | se e solo se
0
dag + 203 =0
(*) 4041 + 60[2 — Q3 = 0
20[2 + a3 = 0
Il problema diventa quindi stabilire se il sistema (x) (nelle incognite a1, as, as)
0
abbia un’unica soluzione (e quindi la soluzione nulla | 0 |), oppure no. La
0
04 2 | 0
matrice aumentata di (x) & |4 6 -1 | 0
02 1 | O
Facendo un’eliminazione di Gauss si ottiene:
04 2 | 0 Ey(3)Ers 1 3/2 -1/4 | 0
4 6 -1 | O _— 0 4 2 | 0] —
02 1 | 0 0 2 1 | 0
Esa(—2)Ea(3) 1 3/2 —1/4 | 0
———— 0 1 /2 ] 0] = (U \ 0) .
0 0 0 | 0

Poicheé non tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x) ha co soluzioni.
In particolare (*) ha una soluzione non nulla, e quindi {vy,va,vs} & linear-
mente dipendente (ad esempio, poiche () & equivalente a

o1+ 32as— a3 =0
g + %053 =0
prendendo a3 = 1 con la sostituzione all’indietro si ottiene

1 3 L3, 1
Qo = 9 (§] o] = 20&2 4a3—4 4—,



1
ossia | —
1
combinazione lineare nulla di vq,va,vs con coefficienti non tutti nulli).

% ¢ una soluzione non nulla di (*) e vq — %vz +vsg = 0 ¢ una

(2)  Per stabilire se {wq;wq;w3} sia linearmente indipendente o linear-
mente dipendente, occorre stabilire se gli unici numeri reali oy, as, az per cui
a1W1 + aowsg + agwg = 0 siano oy = as = az = 0, oppure no. Poiche, dati aq,
g, as € R, si ha

0 1 1 Qg + as
a1W1 +aowg +aswg =aq 4] +a2 |0 +a3 | —1) = | 41 — ag
0 2 1 2000 + a3
0
allora aywq + aowg + az3wg =0 = [ 0] se e solo se
0
o + a3 = 0
(**) 40[1 — Q3 = 0
2000 + a3 =0

Facendo un’eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata di (*x) si ottiene:

0 1 1 | 0 E1(%)E12 1o 71/4 ‘ 0 E33(—2)
40 -1]0 —"% fo1 1 |o =5
02 1 | 0 02 1 |0
10 —1/4 | 0\ ey (1 0 —1/4 | 0
Slo1 1 Jo] —= (o1 1 |o|l=(U | o0
00 -1 | 0 00 1 |0

Poiche tutte le colonne di U sono dominanti, allora (x%) ha come unica
0
soluzione la soluzione nulla | 0 |, ossia

0
a1W1 +aswg +agwzg =0 — o] =as=a3=0~0.

Quindi {wy,wz,ws} ¢ linearmente indipendente.

Sia W linsieme delle matrici anti-simmetriche reali di ordine 2. W &
uno spazio vettoriale reale, essendo un sottospazio di M»(R) (si veda ’esercizio
1). Si considerino i suoi sottoinsiemi & 1, 8 2 e & 3 definiti nell’esercizio 1.
Per ciascuno di essi si dica se e linearmente indipendente oppure linearmente
dipendente.



S 1 @ Per stabilire se & 1 sia linearmente indipendente o linearmente
dipendente, occorre stabilire se gli unici numeri reali a; ed ay per cui

(1 o) el 0) = 600)

siano a; = ag = 0, oppure no. Poiche, dati a1, as € R, si ha

0 -1}, 0 2\ 0 —on + 209
1\ 0 29 0) 7 \og - 200 0
0 —1 0 2 0 0
a\y g )T o) =0 o

() {—a1+2a2:0

allora

se e solo se

041—2042:0

Poiche (x) & equivalente all’unica equazione

— Q1 +20&2 =0

che ha una soluzione non nulla (si prenda ad esempio s = 1 e con la sostituzione

- C L (2
all’indietro si ottiene oy = 2, per cui (1

(Y )+ (% 8)=( o)

€ una combinazione lineare nulla degli elementi di & ; con coefficienti non tutti

) ¢ una soluzione non nulla di (x) e

nulli).
Quindi 8 ; e linearmente dipendente.
S5 S 5 non & un sottoinsieme di V.

La domanda se & 5 sia o non sia linearmente indipendente ha senso non
nello spazio vettoriale W, ma in tutto My (R).

Per stabilire se 8 5 sia linearmente indipendente o linearmente dipendente
(in M>(R)), occorre stabilire se gli unici numeri reali a; ed as per cui

(G o) el 8) =600



siano a; = as = 0, oppure no. Poiche, dati a1, as € R, si ha

01+ 1 0y _[(a o
{1 0/ 7 0 0) Ty 0
0 1 10 00
“al_y o)t 2o o) = \o o

a1:a2=O,

allora

se e solo se

Quindi 8 , ¢ linearmente indipendente in Ms(R).

-3 0 0 0
0 3\ (0 0
*“\=3 o)~ \o o)’

S 5 ¢ linearmente indipendente.

S 3:  Essendo ( 0 3) =+ (O O) , 'unico o € R per cui si abbia

¢ a =0, per cui



