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Studenti: numero di MATRICOLA PARI

Svolgimento degli Esercizi per casa 7 (prima parte)

Sia V = {a + bz + cx?|a,b,c € C} lo spazio dei polinomi a coefficienti
complessi di grado minore od uguale a 2. Si provi che B = {2+a%;2—2%; 142}
¢ una base di V.

Per provare che B ¢ una base di V occorre provare che B ¢ un insieme di
generatori di V e che B ¢ linearmente indipendente (L.I.).

Per provare che B C V e un insieme di generatori di V' occorre provare che
per ogni a + bz + cx® € V esistono scalari «, 3,8 € C tali che

a+ b+ cx? = a2+ 2?) + Bz — %) + 5(1 + z),

ossia che il sistema lineare

20+0 =a
(%) B+d6=0>
a—fB=c

nelle incognite «, B e § ha soluzione qualunque siano a,b, ¢ € C. Facendo una
eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

2 0 1 | a\ myeome (10 3 | % Es2(1)
o1 1| b] ——— [o 1 1 | b —
1 10 | ¢ 0 -1 —5 | c—5
10 5 | F] B5(2) 1o 5 | s

— |0 1 1 | b — [0 1 1 | b =(U
00 % | c—2+0 00 1 | 2c—a+2b

Poiche d ¢ libera qualunque siano a, b, ¢ € C, allora (x) ha soluzione per ogni
a,b,c € C, e quindi B & un insieme di generatori di V.

Per provare che B e L.I. occorre provare che I'unica combinazione lineare nulla
di suoi elementi ha tutti i coefficienti nulli, ossia che

a@+2)+Bx—22)+6(1+2)=0 = a=p=5§=0.



Da
0=a@2+2%) +px—2*)+061+2)=2a+d)+ (B+ 6z + (a— B)2?

si ottiene il sistema lineare nelle incognite «, 3 e §

204+6 =0
(k) B+6=0
a—0p=0

Dal momento che (xx) si ottiene da (*) ponendo a = b = ¢ = 0, una forma
ridotta di Gauss della matrice aumentata di (**) si ottiene da quella trovata
per (%) ponendo a =b=c=0:

1oL 1030
01 1 | b =01 1 | 0)]=(U | 0)
0 01 | 2¢—a+2b 001 | 0
Poiche I'ultima colonna di (U | 0) ¢ libera, (#*) ha soluzioni, e poiche

I'ultima colonna di (U | O) ¢ nulla, tra le soluzioni di (x*) c’¢ quella nulla
o} 0

(ossia [ 8] = [0]). Inoltre, dal momento che tutte le colonne di U sono
] 0

dominanti, (*x) ha un’unica soluzione.

Dungque 'unica soluzione di (xx) & quella nulla, per cui B ¢ L.L

Si provi che

o fmm (Y (2 e 0 D)

€ una base dello spazio vettoriale V' delle matrici complesse triangolari inferiori
2 x 2.

Per provare che B ¢ una base di V occorre provare che B ¢ un insieme di
generatori di V' e che B ¢ linearmente indipendente (L.I.).

Per provare che B C V & un insieme di generatori di V' occorre provare che

per ogni A = <Z 2) € V esistono scalari a, 3,9 € C tali che

a 0 1 0 2 0 0 0
(b C) —OLB1+ﬂB2+5B3—a(1 1>+ﬂ<1 1>+§<1 O)—

[ a+2B 0
S \a+f+6 at+p)’



ossia che il sistema lineare

a+28=a
(%) a+pB+d=0>
a+pf=c

nelle incognite «, 3 e d ha soluzione qualunque siano a,b,c € C. Facendo una
eliminazione di Gauss sulla matrice aumentata del sistema si ottiene

120 | a E31(—1)Ea1(—1) 1 2 0| a E32(1)E2(—1)
111 b e 0 -1 1 | b—a _
1 10| ¢ 0 -1 0 | c—a
1 2 0 | a Bs(—1) 12 0 | a
—-10 1 -1 | a=b] —— |01 =1 | a=b|=(U | d).
0 0 -1 | ¢—b 00 1 | b—c

Poiche d ¢ libera qualunque siano a, b, ¢ € C, allora (*) ha soluzione per ogni
a,b,c € C, e quindi B & un insieme di generatori di V.

Per provare che B ¢ L.I. occorre provare che I'unica combinazione lineare
nulla di suoi elementi ha tutti i coefficienti nulli, ossia che

aB1+0B2+B3=0 = a=0=§=0.
Da

0 0 1 0 2 0 0 0
(0 0) —emitomaroma=a(y V)es(} 1)+o() 0)-

[ a+2B 0
S \a+B+0 a+p)’

si ottiene il sistema lineare nelle incognite «, 3 e §

a+28=0
() a+B+6=0
a+p4=0

Dal momento che (xx) si ottiene da (*) ponendo a = b = ¢ = 0, una forma
ridotta di Gauss della matrice aumentata di (**) si ottiene da quella trovata
per (%) ponendo a =b=c=0:



Poiche I'ultima colonna di (U | 0) & libera, (*x*) ha soluzioni, e poiche 'ultima

colonna di (U | 0) & nulla, tra le soluzioni di (+*) ¢’ quella nulla (ossia
o 0
81 =10]). Inoltre, dal momento che tutte le colonne di U sono dominanti,
0 0

(%) ha un’unica soluzione.
Dunque 'unica soluzione di (x+) & quella nulla, per cui B ¢ L.L

Sia W lo spazio vettoriale reale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche.
L’insieme
0 2 2 3 1 1
s =1 Cl_<2 2)’02_<3 0>’C3_(1 0)’

C4:<(1) (;);05:(0 8>;06:((1) D}

¢ un suo insieme di generatori (non ne ¢ richiesta la verifica). Si trovi una base
di W contenutain S .

o

“Restringiamo”un insieme di generatori di W.

1° passaggio. Esistono in & vettori che siano combinazioni lineari degli
altri vettoridi & 7

Cs = (8 8) ¢ senz’altro combinazione degli altri:

Cs5 =0 =0C; +0C; +0C3 4+ 0C4 + 0Cg,

per cui togliamo subito Cs (togliamo comunque subito tutti gli eventuali
vettori di & che siano nulli), e poniamo

0 2 2 3 1 1
81:{ C:1:(2 2>7C2:(3 0)703:<1 O)a
1 0 0 1
e (o 1):ee=(0 )}

20 passaggio. S | ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in
S 1 vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettoridi & 1 ?

Poiche
C, =2Cg =0C3 +0C3 4+ 0C4 + 2C¢g
ma anche

1 1
Ce = §C1 = 501 +0C2 +0C3 + 0C4

4



possiamo togliere da 8 1 il vettore Cy, oppure possiamo togliere da 8 1 il vet-
tore Cg, ottenendo ancora un insieme di generatori di W. Dunque, guardiamo
se tra i vettori di & ; ci siano coppie di vettori di cui I’uno &€ multiplo
dell’altro, e per ciascuna di queste eventuali coppie togliamo uno dei
due vettori. In questo caso abbiamo individuato la coppia Cy, Cg e scegliamo
di togliere Cj.

Poniamo

forn( Yo e Y0 D)

3" passaggio. & , ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in
S 5 vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettoridi & o ?

Sia a1Co + a3C3z + a3C4 + a4Cg = O una combinazione lineare nulla dei
vettori di & 5. Allora da

0 0 2 3 11 10 0 1
(0 8) =G 0 reao)reolo el h)-

_ 2000 + o + g 31 +as + ay
3a1 + as + ay a3 + oy

si ottiene il sistema lineare, nelle incognite o, ae, ag, ay

201 + as + a3 =0
3o +as+a4 =0
az+ag =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ha:

[\]
—
—_
N[
DN

0 0 E21(=3)E1(3) 1 0 0 By (-2
3101 0] —— |0 -2 -3 1] 0] —
0 0 1] 0 0 0 1 110
1
1 3 0 | o0
- |01 3 =2 | of,
00 1 1 |0

per cui il sistema e equivalente al sistema

Ozl-i-%ag—f—%ag:o
(*) ag + 3az —2a4 =0
az+ag =0



il cui insieme delle soluzioni ¢

—2h
E};L |heR
h
—2
Prendendo una sua soluzione non nulla, ad esempio 1 (si ponga h = 1), si
1

ottiene
—2C5+5C3 —C4+ Cg =0,

per cui Co,C3, C4 e Cg sono combinazioni lineari degli altri elementi di S 5 e
ciascuno di loro pué essere scelto come elemento da eliminare da 8 ».

Scegliamo di togliere da 8 5 la matrice Co (combinazione lineare degli altri
elementi di 8 2) e poniamo

s3={03=<1 é);04=(é (f)?c‘*:(? D}

49 passaggio. S 3 ¢ ancora un insieme di generatori di W. Esistono in
S 3 vettori che siano combinazioni lineari degli altri vettoridi & 3 ?

Sia a1 C3 + a2 Cy4 + a3Cg = O una combinazione lineare nulla dei vettori di
S 3. Allora da

0 0 _ 1 1 + 1 0 + 0 1 _ [oa + a2 o1+ a3
0 0)" 1 0)"* 0 1)1 1) " \a14+0as aztas
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a, ag, ag

a1 +as =0
a1 +ag3=0
as +az3 =0

Facendo una E.G. sulla sua matrice aumentata si ottiene:

110 [0 Eay(—1) L1 0 | 0\ pmyuenm-y
1o1]o0o] —% o110 27
0110 01 1] 0
11 0 |0\ me (11 0 |0

~ lo1 -1 0] —/% fo1 110
00 2 | 0 00 1 | 0

L’unica soluzione del sistema & quella nulla, per cui 8 3 € linearmente in-
dipendente, ed ¢ una base di W contenuta in S .



Qual & la dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali
simmetriche 7

Poiche dall’esercizio 3 sappiamo che

iefen(t Jhen(@ et )

¢ una base dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche, allora la
dimensione dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2 reali simmetriche ¢ 3 (ossia
il numero di elementi di una sua qualsiasi base).



