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1 Sia v ∈ Rn. Si provi che ∥v∥∞ = ∥v∥1 se e solo se v è un multiplo di una
colonna di In.

Sia v =


v1
v2
...
vn

. Allora

∥v∥1 = |v1|+ |v2|+ · · ·+ |vn| e

∥v∥∞ = |vi| dove i ∈ {1, . . . , n} è tale che |vi| ≥ |vj | ∀j ̸= i.

Si ha:
∥v∥∞ = ∥v∥1 ⇐⇒ |vi| = |v1|+ |v2|+ · · ·+ |vn|

⇐⇒ |vj | = 0 ∀j ̸= i

⇐⇒ vj = 0 ∀j ̸= i

⇐⇒ v = viei.

2 Sia A = (aij) una matrice complessa quadrata di ordine n tale che A =

AH = A2 e siano b1, b2, . . . . . . ,bn ∈ Cn le colonne di A. Si provi che
∥bi∥22 = aii per ogni i = 1, . . . , n.

Poiché bi = Aei, allora

∥bi∥22 = ∥Aei∥22 = (Aei)
HAei = ei

HAHAei.

Da A = AH = A2 segue che

ei
HAHAei = ei

HAAei = ei
HAei = ei

H


a1i
a2i
...

ani

 = aii,
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quindi in conclusione abbiamo:

∥bi∥22 = aii.

3 Sapendo che la posizione (.|.) : M2(C)×M2(C) → C

((
a1 a2
a3 a4

)
|
(
b1 b2
b3 b4

))
=

4∑
i=1

aibi.

definisce un prodotto interno, si consideri la norma ∥.∥ : M2(C) → R≥0 da esso
indotta. Si trovino tutte le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che
∥A∥ = 2

√
2.

La norma ∥.∥ : M2(C) → R≥0 indotta dal prodotto interno è definita da:∣∣∣∣∣∣ (a1 a2
a3 a4

) ∣∣∣∣∣∣ =

√((
a1 a2
a3 a4

) ∣∣∣(a1 a2
a3 a4

))
=

√∑4
i=1 ai · ai =

=
√∑4

i=1 |ai|2 ∀
(
a1 a2
a3 a4

)
∈ M2(C).

Una matrice A =

(
a1 a2
a3 a4

)
∈ M2(C) è scalare se e solo se a2 = a3 = 0 ed

a1 = a3 = α per un opportuno α ∈ C, ossia se e solo se

∃α ∈ C |A =

(
α 0
0 α

)
Dal momento che

∣∣∣∣∣∣ (α 0
0 α

) ∣∣∣∣∣∣ = 2
√
2 ⇐⇒

√
|α|2 + |0|2 + |0|2 + |α|2 = 2

√
2

⇐⇒ |α|
√
2 = 2

√
2

⇐⇒ |α| = 2,

le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ∥A∥ = 2
√
2 sono tutte e sole

le matrici del tipo (
α 0
0 α

)
con α ∈ C tale che |α| = 2.

N.B. I numeri complessi α tali che |α| = 2 sono tutti e soli quei numeri
complessi che corrispondono ai punti nel piano di Gauss che stanno sulla circon-
ferenza di centro 0 e raggio 2. In particolare, ci sono infiniti numeri complessi
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α tali che |α| = 2, per cui ci sono infinite matrici complesse scalari A di ordine
2 tali che ∥A∥ = 2

√
2.

4 Sapendo che la posizione (.|.) : C2 × C2 → C definita da((
x1

x2

) ∣∣∣(y1
y2

))
= x1y1 + 2x2y2

definisce un prodotto interno, siano ∥.∥ : C2 → R≥0 la norma da esso indotta
ed u = e1 + e2.

(a) Si trovino tutti i vettori x =

(
x1

x2

)
tali che ∥x∥ = ∥x∥2.

(b) Si calcolino cos(ê1u) e cos(ê2u).

La norma ∥.∥ : C2 → R≥0 indotta da (.|.) è definita da

∣∣∣∣∣∣ (x1

x2

) ∣∣∣∣∣∣ = √((
x1

x2

) ∣∣∣(x1

x2

))
=

√
x1x1 + 2x2x2 =

√
|x1|2 + 2|x2|2.

(a) Sia x =

(
x1

x2

)
. Essendo ∥x∥ =

√
|x1|2 + 2|x2|2 e

∥x∥2 =
√
xHx =

√(
x1 x2

)(x1

x2

)
=

√
x1x1 + x2x2 =

√
|x1|2 + |x2|2,

allora
∥x∥ = ∥x∥2 ⇐⇒

√
|x1|2 + 2|x2|2 =

√
|x1|2 + |x2|2

⇐⇒ |x1|2 + 2|x2|2 = |x1|2 + |x2|2

⇐⇒ |x2|2 = 0

⇐⇒ x2 = 0.

Dunque {
x ∈ C2

∣∣∣ ∥x∥ = ∥x∥2
}
=

{(
α
0

) ∣∣∣α ∈ C
}
= ⟨e1⟩.
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(b) Essendo

∥e1∥ =
∣∣∣∣∣∣ (1

0

) ∣∣∣∣∣∣ = √
|1|2 + 2|0|2 = 1,

∥e2∥ =
∣∣∣∣∣∣ (0

1

) ∣∣∣∣∣∣ = √
|0|2 + 2|1|2 =

√
2,

∥u∥ =
∣∣∣∣∣∣ (1

1

) ∣∣∣∣∣∣ = √
|1|2 + 2|1|2 =

√
3,

e

(e1|u) =
((

1
0

) ∣∣∣(1
1

))
= 1 · 1 + 2 · 0 · 1 = 1,

(e2|u) =
((

0
1

) ∣∣∣(1
1

))
= 0 · 1 + 2 · 1 · 1 = 2,

allora

cos(ê1u) =
(e1|u)

∥e1∥∥u∥ = 1√
3

cos(ê2u) =
(e2|u)

∥e2∥∥u∥ = 2√
2·
√
3
=

√
2
3 .
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