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Studenti: numero di MATRICOLA PARI

Svolgimento degli Esercizi per casa 9

Sia v € R™. Si provi che [|v|« = [[V[[1 se e solo se v & un multiplo di una
colonna di I,,.

U1

V2
Siav=| . |. Allora

IUH
[vlle = [or] + Jva| 4 - -+ [on| e

[[V]loo = |vs| dove i € {1,...,n} & tale che |v;| > |v;| Vj #i.

Si ha:
Vo = IVl = |vi| = v1] + [v2| 4 -+ - + |vg]

= |vj|=0 Vj#i
= v, =0 Vj#i
<~ V = v;€;.
Sia A = (a;;) una matrice complessa quadrata di ordine n tale che A =

A" = A? e siano by, by, ... ... ,by, € C" le colonne di A. Si provi che
||sz% =a; perognii=1,...,n.

Poiché b; = Ae;, allora
b3 = [|[Ae;3 = (Ae;)" Ae; = e, A" Ae;.
Da A = A" = A? segue che
aiq
a2

eiHAHAe,- =e;TAAe; = e; Ae; = ;7 . = ay;,

Qng



quindi in conclusione abbiamo:

[bil3 = aii-

Sapendo che la posizione (‘|) : Ma(C) x M3(C) — C

a; a b1 b -
1 2 1 2 o
( ((13 a4) | (b3 b4) ) - ;albz

definisce un prodotto interno, si consideri la norma ||| : M2(C) — R>¢ da esso
indotta. Si trovino tutte le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che

1Al =2v2.

La norma ||| : M2(C) — R>¢ indotta dal prodotto interno & definita da:
ap az _ ay ag ai as . \/477 _
H <a3 a4) H a \/< (aB CL4) ‘ (a3 a4>) =\ 2= @i 0i =

R G )

as

ap a2

Una matrice A = ( ) € M5(C) & scalare se e solo se as = a3 = 0 ed

az Qg4

a1 = az = « per un opportuno a € C, ossia se e solo se

3a€C|A(a 0)
0 «a

Dal momento che

«

I(5 9)ll-22 = VRFFOEFErETar-2v2
= |aV2=2V2

= o] =2,
le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A|| = 21/2 sono tutte e sole
le matrici del tipo

(a 0) con « € C tale che |a] = 2.
0 «

N.B. I numeri complessi « tali che |a] = 2 sono tutti e soli quei numeri
complessi che corrispondono ai punti nel piano di Gauss che stanno sulla circon-
ferenza di centro 0 e raggio 2. In particolare, ci sono infiniti numeri complessi



a tali che |a| = 2, per cui ci sono infinite matrici complesse scalari A di ordine
2 tali che [|A| = 2/2.

Sapendo che la posizione (*|') : C?> x C2 — C  definita da

T Y1 ) = 9%
( (Iz) ‘ (yz) T1Y1 + 2T2y2

definisce un prodotto interno, siano [|'|| : C2 — Rx¢ la norma da esso indotta
ed u=e; +es.

(@) Si trovino tutti i vettori x = (§1> tali che [|x]| = ||x]|2.
2
(b) Si calcolino cos(€ru) e cos(ezu).

La norma ||| : C* — R>¢ indotta da (*|') & definita da

L2

|G II= (G () = vemreomm = vimr s
To X2

(a) Sia x = (il> Essendo x| = /|z1|> + 2]x2|> e
2

_ _\ [z — —
Ix|l2 = vxfx = (acl xg) (x;) =VT1x1 + Tozo = V/|21]% + |22)2,

allora
Il = lIxll2 <= Ve +2J22? = V/]a1 2 + 22
= w1 + 20z = |1 + |22
— |22 =0
<—— 19 =0.
Dunque

fxee?|Ixi = e} = { (5) |a €} = 0



(b) Essendo

1
lell = 1(0) | = VAP +20P =1,

ol = | (7) | = v 2P = v2.

ot = | (3) | = Vi = v

allora

cos(equ) = T

(ez ‘u) —

cos(ezu) = llez([[lull — f\f




