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Svolgimento degli Esercizi per casa 11

Sapendo che la posizione (*|") : M2(C) x M3(C) — C
a a by b .

1 a2 1 2}y _Nx"

( (ag 04) | (bg b4) ) - ;albz.

definisce un prodotto scalare, si consideri la norma ||| : M2(C) — R>¢ da esso
indotta. Si trovino tutte le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che

JA] =2v2.

La norma ||| : M2(C) — R>( indotta dal prodotto scalare ¢ definita da:
ap as _ ap as a1 a9 . \/f B
H <a3 a4) H - \/< (aB CL4) ‘ (a3 a4>) =\ Xim @i ai =

R G )

as

ay Qg

Una matrice A = (
a3 Gy

) € M5(C) & scalare se e solo se as = a3 = 0 ed

a1 = ag = « per un opportuno a € C, ossia se e solo se

aae<C|A:<O‘ 0)
0 «

Dal momento che

15 )ll=22 = VRFFOFTErTar=2v2

«

“— |0¢|\/§:2\/§

= |a| =2,



le matrici complesse scalari A di ordine 2 tali che ||A|| = 21/2 sono tutte e sole
le matrici del tipo

(a 0) con « € C tale che |a] = 2.
0 «

N.B. I numeri complessi « tali che |a] = 2 sono tutti e soli quei numeri
complessi che corrispondono ai punti nel piano di Gauss che stanno sulla circon-
ferenza di centro 0 e raggio 2. In particolare, ci sono infiniti numeri complessi
a tali che || = 2, per cui ci sono infinite matrici complesse scalari A di ordine
2 tali che ||A[| = 2v/2.

@ Sapendo che la posizione (-]') : C2 x C2 — C definita da

o ‘ o ):f +27
(<x2> <y2> 1Y1 2Y2

definisce un prodotto scalare, sia ||| : C*2 — Rxq la norma da esso indotta. Si

trovino tutti i vettori x = il tali che [|x]| = ||x]|2-
2

La norma ||| : C? — R>¢ indotta da (*|') & definita da

| () = (<x) | (x)) Y g (e e o
o) Z2

T2

Sia x = <i1> Essendo x| = /|z1|> + 2]x2|?> e
2

_ _ X — —
[x[ls = VxHx = [(z1 72) <x;) = VT1x1 + Taza = V/|21]? + |22/,

allora

x| =lIxll2 <= V]z1[?+ 222 = /|z1[? + |22

= [z ? 4+ 20za? = |21 * + |2
— [22]2 =0
—

l‘2=0.



Dunque

{xee |l = Ixlz} = { (§) [a e} = (e

Si trovi una base ortonormale del sottospazio

7 -1 1 0
-1 —1i 0 0
V7< i -1 11] |2 >
-1 —1 0 0
di C*.
Costruiamo dapprima una base di V: poniamo
) -1 1 0
= —i o 0
W1 = i ) W2 = -1 3 W3 = 1 ) W4 = %
-1 —1 0 0
e calcoliamo una base di C'(A) dove A = (Wl Wg W3 w4) .
¢t —1 1 0
_1 —7/ O O E41(1)E31(72‘)E21(1)E1(7’L‘)
A= wa Wy wa)= |y,
-1 — 0 0
1 ¢+ — O 1 ¢+ —¢ O
0 0 —i 0 E3(—34)E42(i) E2(4) 00 1 0
7 oo o 2 00 0o 1|=Y
0 0 —¢ O 00 0 O

Poiche U ha come colonne dominanti la 1%, la 3% e la 4%, allora una base di
C(A) =V & {wi;w3;wa}.

Troviamo una base ortogonale di V applicando l'algoritmo di Gram-
Schmidt a

) 1 0
Vi = W1 = 71 Vo = W3 — 0 Vg = Wy — 0
A 117 24
-1 0 0



Uz = V2 — 2y,

Uz = Vg — QpaU1 =

= Vo =+ %iul =
1 7 1
T2t i | T2
0 —1 —1

ug = vz — ;p3u; — QigzUsg,

u #0 = ap= (u1|v)
(u1fuq)
1
0 .
(ui|ve) =u1ve = (—z -1 —3 —1) 1= —24
0
1
. _ . 1
(uiuy) =ur"u; = (—z -1 — —1) = 4
-1
21 1
—— 1o = 71 = 751
u 7’5 0 — 13 = (U1‘V3)
(u1fuq)
0
0
(ui|vs) =u1vg = (—z -1 —3 —1) 9i | = 2
0
(111\111) = u1Hlll =
. 2 1
« = - = —
13= 775
uz #0 = ag3= (uz|vs)
(uzluz)



ug = vz — Q3ug — Qo3Uz =

1 1;
:V3—§u1—§zu2:

0 7 1 —1
Tl 2 2 ) 2 1 )
0 -1 —1 0
Dunque
) 1 1
NI 0
u; = i ,U2—2 1 yug = i
-1 —1 0

€ una base ortogonale di V.

Costruiamo base ortonormale di V normalizzando la base ortogonale
trovata al punto , ossia dividendo ciascun elemento della base ortogonale
trovata in per la propria norma euclidea.

Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di uy, ug ed us :

[l = v/(us]uy) = VA =2
[zl = v/(uzluz) = vVi=1

lusls = luslus) = (i 0 —i oY |=viTi=v2



Allora

) 1 )
B:{ uq . U2 . us }: 1 *1 1 —1 L O
oallo ol sl ) 2| 0 P2 | L JTVR

— —1

¢ una base ortonormale di V.

E Si consideri il sottospazio
1 0 1 2 0 1
W<(0 0)’(0 0)’(0 1+2i)>
di M5(C). Si trovi una base ortonormale di W rispetto al prodotto scalare
(']') : M2(C) x M2(C) — C definito nell’esercizio .
Il prodotto scalare su M3 (C) definito nell’esercizio| 1 |e: (-|') : M2(C)x M2 (C) —
C con .
ay as bl b2 o —
(<a3 a4> ‘ (bg b4)) B ;albl
e la norma da esso indotta &: [|'|| : M2(C) — Rx>g con
G a)ll =y (e )l (e a))=
as a4 B as as) | \az as)/)
= VI e =

= /T P V(“l a2>€M2(C)-

a3 Qa4

. 10 1 2 0 1
Siano vq = 0 0)/:V2=1og o)eVs=\p 149 )

Poiche & = {vi;va;vs} & un insieme di generatori di W,
troviamo una base B di W contenuta in S .
Esistono elementi di & che siano combinazioni lineare dei rimanenti ?

Sia a1vy + agva + a3vy = 0 una combinazione lineare nulla dei vettori di
S . Allora da



0 0 o 1 0 + 1 2 + 0 1 _ [oa + a2 210[2 “+ a3
00/ %o 070 0)"\0 142i) "\ 0  (1+2)as
si ottiene il sistema lineare, nelle incognite a1, as, as,
o1 + o = 0

2ia2 + a3 = 0
(1 + 2i)a3 =0

che ha come unica soluzione quella nulla (ossia a; = @y = a3 = 0).

Dunque & e L.I., percui B = & & una base di W.

troviamo una base ortogonale di W applicando a B = {vy;va;vs}
Palgoritmo di Gram-Schmidt (dove il prodotto scalare

(‘') : M2(C) x M3(C) —» C

& definito sopra).

1 0
I.I]_:V]_:(O O)

Uz = V2 — Q22U

up 7& 0 — 12 = (u1]va)

~ (uzfui)
(lva) = (5 0)1(5 '
hu) = (g ) 1(g p)=T-1+0-0+

1
04122121

1 2 1 0 0 2

U2 = V2 — (1201 = Vg — Uy = 0 0 — 0 0 = 0 0
0 2
=0 5)

0+0-0=1-14+0-2i+0+0=1

<l

20+

o
~_
S~—

Il
=
—

+
Sl
[N}

0+0-0=1-1+04+0+0=1

<l

Uz = vz — (;j3ug — QigzU2

u #0 = a3 = 7531!3%



(u1|V3):((1 O)|<8 L )):1~0+O-1+0-O—|—0~(1+2i):1-0—1—0-
14040 (1+2i)=0

13 = (e = U

u#0 — a23=£3§‘|:2§

0 2\, (0 1
(“2|"3)_((0 0> 0 1+2i
0-2i-14+0+0-(142i)=—2i

)) =0-042-140-0+0-(1+2i) =

(ua|uz) — (<8 %) | <8 20’>) —0.0+%-2040-040-0=0—42+0+0 =
—4i2 = —4(-1) =4

=23

_ _1i
Q23 = 14 2

. 0 1 . (0 21 0 0
Uz = Vg—Q3U1 —Qg3U2 = Vz+iUuz = 0 142 + 0 o) \o 112

(00
37\0 1+2

(IR

Dunque

5 /1oy (o (0o o0
" ={0 o/ o 0)'" " \o 142

€ una base ortogonale di W.

Costruiamo base ortonormale di W normalizzando la base ortogonale

B, trovata al punto , ossia dividendo ciascun elemento di B | per la
propria norma (dove la norma & quella indotta dal prodotto scalare).

Cominciamo con il calcolare la norma di uy, us ed us :

lus] = /(uafur) = vi=1
luz] = /(uzluz) = v =2

lus :\/m:\/(@ 14?22')'(8 1+02i)):

:\/6-0+6-0+6-0+(1+2z‘)-(1+2z‘):
=v/0+0+0+(1-2)(1+2i)=+/1-(20)2=vVI+4=15




Allora

¢ una base ortonormale di W.

Siano

0 1 i 1 0
. ) -1 0 1
Vl:<;>eV2:<1’ i ’1’0>
i -1 0 1
Si trovino basi di Vit e Vit.
0
(a) Se A = (i | allora C(A) =V} e Vi* = C(A)L = N(AF).
2

Facendo un’eliminazione di Gauss su A? otteniamo:
u ) By (4)
A"=(0 —-i 2) —— (01 2)=U
Poiche N(A#) = N(U) e
dim(N(U)) = numero delle colonne diU —rango di U=3-1=2,

una base di Vi ha 2 elementi (d’altra parte dimVy=1 e dimC*=3, per cui a
priori potevamo dedurre che dimV;t = dimC? — dimV; = 3 — 1 = 2).

x1
x= |z | e NAT)=N(U) = 23+2i25=0
x3
quindi
h
N@U) ={ | —2ik | |h,keC
k
Una base di Vi- &
1 0
0l -2
0 1



(b) Se A = , allora C(A) = Vy e Vit = C(A) = N(AY).

S = S
I
—_
O = O =
—_ o = O

Facendo un’eliminazione di Gauss su A™ otteniamo:

1 —i 1 =i 1 —3 1 —i
" - -1 —i -1 Bs1(=1) B2 (2) 0 0 0 0 Exs
A 1 0 1 0 0 72 0 ¢
0 1 0 1 0 1 0 1

1 - 1 —i 1 —i 1 —i

R 0 ¢« 0 1 Baz (=1 E2(—1) 0 1 0 1 U
P—
0 0 0 O 5 0 0 0 O
01 0 1 0 0 0 0

Poiche N(A®) = N(U) e
dim(N(A)) = numero delle colonne di U —rango di U =4 —2 = 2,

una base di V5* ha 2 elementi.

il T — 1Ty +x3—1x4 = 0
X = xQ e N(AT)=N(U) —
3 To + T4 = 0
T4
Quindi
—h
v =N@am = | lnkec
k
ed una sua base e
-1 0
0 -1
11’10
0 1

@ Siano W e (‘|') : My(C) x My(C) — C come nell’esercizio 4] Si trovi il
complemento ortogonale W+ di W in My(C) rispetto al prodotto scalare (-|").

10



Il complemento ortogonale di W in M»(C) ¢

Wt ={veMQO)lalv)=0 YwecW}.
Dal momento che

/1oy (1 2\ [0 1
Vi=lo 027 o 0/)'V3 7 \0 142

¢ un insieme di generatori di W, allora

Wt ={ve My(C)|(vs]v) =0 peri=1,2,3}.

Sev = (a1 a2> € M5(C),

a3 Q4

10 - _ _ _
talv) :((0 0)(2 Zi))=1'a1+0'a2+0'a3+0'a4=

=1l-a1+0-a2+0-a3+0-a4 =

1 2 a; a - — _ _
=1-a1—2t-a2+0-a3+0-a4 =

= a; — Qiag

0 1 a; a — - — -
(vaiv) :(<o 1+2¢>|(a§ ai))20'a1+1'a2+0'a3+1+22'a4=

:0~a1+1-a2+0~a3+(1—2i)-a4:
:a2+(1—2i)a4

Dunque

WJ_

{<a1 az) € My(©)]ar = a1 —2iaz = a> + (1~ 2i)ay = o} _
)

az Qa4

ayp a2
a3z a4

{(8 0)facct.

S MQ(C)‘G& = Qa2 = Q4 = O} =

11



27

Si calcoli la proiezione ortogonale di v = gf sul sottospazio
10
i 81 7i
1 0 -1
v=(lo]5| S5 i ])
0 1 1
di C3.
Troviamo una base ortonormale di U.
Poniamo
7 81 71
w 1 Wo = 0 W3 = -1
1— 0 b 2 — _Z k) 3 — 4
0 1 1

T & T
1 0 =1 E21(—1)E1(—19)
A:(Wl Wo W3): 0 i i
0 1 1
1 8 7 1 8 7
0 -8 -8 E42(—1)E32(i)E2(—3) 01 1
“lo —i —i 00o0|~Y
0 1 1 0 0 O

Poiche U ha come colonne dominanti la 1* e la 2%, allora una base di C(A) = U
e {W]_; Wz}.

Applichiamo ora ’algoritmo di Gram-Schmidt a

Vi =W1 = V2 = W2 =

O O = S,
|
~

per trovare una base ortogonale di U.

12



O O = .

u; =Vy =
uz = Vg — a2Uy, u #0 = app= (uava)
(u1fuy)
81
) 0
(ui|ve) =ur"ve = (—z 1 0 O) il = (—=9)8 =8
i
(uilug) =wy"uy=(=i 1 0 0) (1) =(—i)i+1=2
0
8
- 12 = 5 =4
Uz = V2 — Qi2U3 =
= Vg — 4111 =
8 i 44
0 1 —4
ol T I Y Bl
1 0 1
i 43
1 —4 R .
Dunque ¢ u; = oliwz=1_; ¢ una base ortogonale di U.
0 1
Costruiamo base ortonormale di U normalizzando la base ortogonale {uj;uz},
ossia dividendo ciascun suo elemento per la sua norma euclidea.
Cominciamo con il calcolare la norma euclidea di u; ed us :
[uilla = /(wm|w) = V2
44
. . —4
[ugle = V(uzluz) = [(-4 —4 ¢ 1) [=v16+16+1+1=+34
1

13



Allora

) 47
u uz 111 1 —4
B ={u*= jug” = ={ — ;= !
[ PSR e P 62 K R B
0 1
¢ una base ortonormale di U.
2i
La proiezione ortogonale di v = gf suU e
10
Py(v) = (ur*|v)ur” + (uz*|v)uz”
dove
2i
* * _6
(ur*lv) = (uz )vaﬁ(—z 1 0 0) gi | =
10
= L((~i)2i - 6) = -
21
. X , . —6
(uz*|v) = (ug )HV:\/%(—éll -4 i 1) g | =
10
= i (—4i2i — 4(—6) + i8i + 10) = /34
Quindi
i 4
4 s Yy A1 | 4]
0 1
i 4i 2i
1 —4 —6
= 2o T | T
0 1 1

ﬂ Siano W e (‘') : M2(C) x M3(C) — C come nell’esercizio . Si calcoli la
proiezione ortogonale Py (v) di

1 i
V= <2i 3\£> € My(C)
su W rispetto al prodotto scalare (*]).

14



Nell’esercizio abbiamo trovato che

L (1 0\ . (0 i\ ., (0 0
ul_Ooau2_007u3_01\-;§z

¢ una base ortonormale di W (rispetto al prodotto scalare (-|') ed alla norma
da esso indotta su Mz(C)).

L . 1 i .
La proiezione ortogonale di v = (2i 3 \/5> suW e

Py (v) = (ur*|[v)ur” + (ug"[v)uz” + (uz"|v)us”

dove

=1-14+0-i4+0-21+0-3v/5=1

o) <5 )14 e

=0-144-i+0-2i+0-3V5 =

=0-1—i-i+0-2+0-3V65=—i2=1

) = (o 152)1 (5 gu5))-

=0-140-i+0-2i+ 22 .3/5 =

:0-1+0-i+0-2i+1\_/?~3\/3::3(1—2i)

Quindi

Py (v) =ur* +u2*+3(1—2i)ug* =

; 0
= ((1) 8) + (8 é) +3(12i)<
B 1 _i ) i\ (1 )
=10 3(1—2\1/5()1-5-21) =\o 37% = \o 3\/3

o
—
Sib

~—
I

—_

15



@ Sia

1 i 2\ /9
W= < =1, [ =2i). [0 >
1) \ =i 2 0

(a) Si calcoli la matrice di proiezione su W.

(b) Si calcoli la matrice di proiezione sul complemento ortogonale W+ di W in
C3.

(a) La matrce di proiezione P su W & la matrice P = QQ* dove Q ¢ una
matrice le cui colonne siano gli elementi di una base ortonormale di W.

Troviamo una base B di W.

Poniamo
1 7 —2 9
Wi = ) s Wo = -1 5 W3 — —21 5 Wy = 0
-1 —1 2 0

1 i =2 9
A=(wy w2 wg wg)=|idi -1 =2 0],
-1 —i 2 0

ossia una matrice tale che C'(A) = W.

Es31(1)Eg1(—i) 1 ¢ =2 95

A ——— (00 0 9]
00 0 9
Es2(—9i)Ex(1/9) 1 i -2 95

— 00 0 1|=U
00 0 O

Dunque B ={wj,wy} & una base di W.

Troviamo una base ortogonale B 5 di W: poniamo vi = Wy € Vo = Wy €
applichiamo ’algoritmo di Gram-Schimdt a {vy,va}.

16



1
U3 =Vy = ]
-1

Uz = Vg — oy, u #0 = ap=

=9
(u1|u1) = ll]_H'lll = (1 —1 —1)

—1+141=3
— a1 =9i/3=3i

Uz = V2 — QU1 =

= Vo — 3iu1 =
9% 1 67
=(o]=3i|i]|=[[3]=u
0 -1 31

Dunque B 3 = {uj,uz} & una base ortogonale di .
Troviamo una base ortonormale B di W normalizzando gli elementi di

B .
Poiche

lurlle = v/(uifuy) = V3,

67
luzlls = /(uzluz) = Vusfug = | (=6i 3 —=3i) (3 | =
31
=V36+9+9 =54,
allora B = {u},u}}, dove
1 67

« u; 1 K * uz 1

ut = = i e ul= = 3
! HU1||2 \/g —1 2 HU2H2 \/54 3

17



¢ una base ortonormale di W.

Costruiamo una matrice Q che abbia come colonne gli elementi di B :

4 6
3 Vb
RPN

1w
V3 s

wr- .

La matrice di proiezione P su W e:

4 1, 1

Nk

ot W
(o]
Sl

1 6
= =1
3 VB4 1 1, L
_ H _ I 3 V3 3 3 _
P =QQ" = V3! 54 —_6 { —ii -
S B V54 V54 V514
V3 /b4
1, 36 1., 18 1, 18
3t5 —3t+ 540 3t 51
2 0 O
B FPRRNTY 1,09 PR | i
= | 3 mat 3t 51 si—5gt| =320 1 —
0 ¢ 1
1, 18 1., 9. 1,9
—3t 5 3¢+ 540 3t5

1 00 1 2 0 0 1 0 0 O
I;-P=|0 1 0 3 0 1 — =3 0 1 =
0 01 0 ¢« 1 0 —

18



