G. Parmeggiani 31/5/2019
Algebra e matematica discreta, a.a. 2018/2019, parte di Algebra

Scuola di Scienze - Corso di laurea: Informatica

Svolgimento degli Esercizi per casa 12 (1* parte)

Si calcoli il determinante delle seguenti matrici:

i 10 A 011
A= 2 1+i 3], B=|-11 2 |, C=

. - S 111 0

¢ Lot 1 1 0 144

Conviene sviluppare Det(A) rispetto alla riga o alla colonna che contengono
pit zeri. In questo caso conviene svilupparlo ripetto alla 1¢ riga oppure alla 3¢
colonna. Facciamolo in entrambi i modi, per esercizio.

Rispetto alla 1¢ riga:

Det(A) = (2 —)(~1)"*'Det (“1” ‘;)>+(—1)1+2Det (f i’):
2D +i-3)—(2-3) = (2—i)(-2+14)—243i=

=—4420+2—i?—2+3i=-5+T7i

Rispetto alla 3 colonna:

2—1 1 2—1 1
—_ 2(_1)2+3 _1)3+3 —
Det(A) = 3(—1)*"Det ( ; 1) + (=1)°"Det ( 5 1 Z) =

=-302—i—i)+[2-i)(1+i)—2] =
=-32-2i)+2—i+2i—i?—-2=

=—6+60+2—-74+21+1-2=-5+T1

Sviluppiamo Det(B), ad esempio rispetto alla 1% colonna:



+(=1)(=1)>+'Det C 1T2)+¢(—1)3+1Det G 1‘2”> -

= i(1 =20+ 1 —i(1+d)]+i2— (1+4)] =
== 2241 —i— 2+ 2%—i—i2=
=241 —i+14+2—i41=

=5+14

Infine sviluppiamo Det(C) ad esempio rispetto alla 3% riga:

N 1
DetC=Det [ | | | =(=13*"Det [1 2 1 |+
110 1+ 1.0 143
01 1 01 1
F(=132Det [2 2 1 |+ (=1)3Det [2 1 1
10 144 11 144

Sviluppiamo il primo addendo rispetto alla 2¢ colonna, mentre il secondo ed il
terzo addendo rispetto alla 1% riga.

1 1 1 1
_(_1\142 _1\242 _
= (=1)"**Det (1 1 Z) +2(=1)*"*Det (1 1 z) =

= —(l4i-1D)4+21+i—1)=—i+2i=i

1 1
Det|1 2
1 0 ;

?

1
1
1+

01 1
Det ({2 2 1 | =(-1)"2Det G 1Jlri>+(—1)1+3Det G §>:
1 0 1+

= [204i)—-1]+(0-2)=—(2+2i—-1)—2=-1-2—2=—-3—2i

0 1 1 2 1 2 1
Det [2 1 1 | =(-1)*"2Det (1 14 > + (=1)13Det <1 1> =
11 1434 !

=20 4i)—1+2-1=—2+2—-1)+1=-1-2i+1=-2



Quindi

Det(C) =i — (—3 — 2i) — 2i =i+ 34 2i — 2i = 3+ 1.

2 0 0 1
@Sia Ala) = 2 ozcil 8 } , dove aeR.
0 2 Ja—1 1

Si dica per quali @ € R si ha che A(a) ¢ non singolare (sugg.: si calcoli il
determinante Det(A (o)) di A(«)).

2 0 0 1
0 a 0 1
(1) Det(A(a)) = Det 4 a—1 0 | =
0 2 Ja—1 1
2 0 1
= (=1)3**(B3a —1)Det | 0 o 1| =
4 a—1 1

(30— 1)[(_1)1+12Det <a‘i ) D + (=1)"+3Det (Z Of 1)] -

= —(Ba—1) [2(a —a+1)— 404} = —2(3a — 1)(1 - 2)

Poiche A («) & non singolare se e solo se Det(A(«)) # 0, dal punto (1) otteniamo
che

A(a) € non singolare <<= —2Ba—-1)(1—-2a)#0 <<= oa#

b

W
NN

. 0 -2
SlaA:(Zi OZ).

Si calcolino:
— gli autovalori di A,
— le loro molteplicita algebriche e
— le loro molteplicita geometriche.

Il polinomio caratteristico di A e:



—x —21

pa(z) = Det(A — zI5) = Det (22. o

) = () — (—2) - 2 = 2? + 4% =
=22 — 4.

Gli autovalori di A sono gli zeri del polinomio carattaristico pa (x) di A, ossia le
soluzioni dell’equazione pa (z) = 0. Dal momento che le soluzioni dell’equazione

22 —4=0
sono —2 e 2, gli autovalori di A sono:

)\1:—2 (§] /\222.

Siano mj ed mo le molteplicita algebriche e d; e dy le molteplicita geometriche
di A1 e Ay rispettivamente. Da

pa(@) =a? — 4= (0 +2)(w—2) = (z = )™ (@ — \o)™
otteniamo:
mi=1 e mo=1.
Infine, da 1 < d; < m; =1 per i = 1, 2, otteniamo:

d1:1 (§] d2:1.

-2 0 2
SaA=[0 -8 0
20 0 6

Si calcolino:
— gli autovalori di A,
— le loro molteplicita algebriche e
— le loro molteplicita geometriche.

Il polinomio caratteristico di A e:



—2—z 0 24
pa(z) = Det(A — zI3) = Det 0 -8 —x 0 =
24 0 —6—z

— (~1)%*2(—8 — z)Det (‘221._ vl x) -
(-8 = a)[(~2 - 2)(~6 — ) — 47] =
=(-8—a)(12+6x+ 2z +2%+4) =

= (-8 —z)(z% + 8z + 16) =

= (-8 —x)(z +4)2

Gli autovalori di A sono gli zeri del polinomio caratteristico pa (z) di A, ossia le
soluzioni dell’equazione pa (z) = 0. Dal momento che le soluzioni dell’equazione

(-8 —z)(x+4)*=0
sono —8 e —4, gli autovalori di A sono:

/\12—8 (§] /\22—4.

Siano mj ed mo le molteplicita algebriche e d; e dy le molteplicita geometriche
di \1 e \p rispettivamente. Da

pa@) = (=8 = 2)(~4 - 2)* = (1 — )™ (hp — )™

otteniamo:

Infine, da 1 < d; < m; =1 per i = 1, 2, otteniamo:

d1:1 (§] 1§d2§2

dy = dim(Fa(A2)) = dim(Ea(—4)) = dim(N(A +413)) =
= [numero delle colonne di (A + 4I3)] — [rk(A + 41I3)] =
— 3~ [rk(A + 41,)].

Da una E.G. su A +4I3 otteniamo:



2 0 2 E31(=20)E1(5) L0

A+dl; =0 -4 0 N -4 0] —
2 0 =2 0 0 O
E‘Z—%) 1 0 ¢
 — 01 0],
0 0 0
per cui
1 0 ¢
rk(A+413):rk( 010 ):2
0 0 O
e quindi
dyo=3-2=1

Si trovino basi degli autospazi delle matrici considerate negli esercizi 3 e 4.
Le matrici considerate negli esercizi 3 e 4 sono:

) -2 0 2

A@ _021) e B=[0 -8 0

26 0 —6

ed abbiamo calcolato:

matrice | autovalori molteplicita geometriche
A )\1:—26)\2:2 d1:d2:1
B )\1:—86/\2:—4 d1:d2:1

In particolare, ciascuno degli autospazi Fa(A;) ed Eg(\;) per i = 1,2 ha di-
mensione 1, per cui una sua base ha un unico elemento.



Ea(M) = Ea(=2) = N(A +2I,) = N( <22z _22i) )

_9; E21(—2i)E1(3) _4
Dauna E.G.su A +2I, : (221 222> - (1 Z) , segue

a3 2)-4( - ((@ped)
e quindi { G) } & una base di Ea(\) = Ea(—2).
Ea(lo) = Ea(2) = N(A — 2I,) = N( (‘.2 _%) )

2t =2

_9 _9; E21(—2i)E1(—3) ;
Dauna E.G.su A-2I, : (222 22) : ((1) 8) , segue

-2

2 =v((50 3)) =~ o)) ={ (") [rech

e quindi { <_12> } ¢ una base di Ea(A2) = Ea(2).

6 0 2
EB()\l):EB(—8):N(B+813):N( (0 0 0))
0 2

Da una E.G.su B + 8I3

6 0 2 E31(—20)E1(§) 10 %Z E3(8)E23 L0 %Z

0 0 0 _— 0 0 O _ 00 1],

2 0 2 00 % 00 0
segue che

0

e quindi { (1) } ¢ una base di Eg(\) = Ep(-38).
0



Dauna E.G.su B +4I3

2 0 21 Es1(—2i) By (1) 1 0 = Ba(—1) 1 0 ¢
0o 4 0| — 2 o -4 0] —5 |01 0,
2% 0 -2 0 0 0 00 0
segue che
2 0 2 10 i —ih
EB(—4)=N( 0 -4 0 ):N( 01 0 ):{ 0 ‘he(C},
2% 0 -2 00 0 h

e quindi { 0 } & una base di Ep(\s) = Ep(—4).

1
-1 0 3
@ Sia A(a)=|1 a -1], doveacC.
7 0 =5

(a) Per ogni a € C si calcolino gli autovalori di A(a) e le loro molteplicita
algebriche e geometriche.

(b) Siano A = A(2) e B = A(—8) le matrici che si ottengono ponendo o = 2
ed a = —8 rispettivamente. Si trovino basi degli autospazi di A e di B.

(a) Gli autovalori di A(a) sono gli zeri del suo polinomio caratteristico. Il
polinomio caratteristico di A(a) &:

PA(a) () = Det(A(a) —2I3) =
—1—=z 0 3

= Det 1 a—T -1 =
7 0 —5—=x

:(—1)2+2(a—x)Det(_17_x 3 ):

—5—x
=(a—2)[(-1-=z)(-d—-=)-21] =
=(a—z)b+br+a+2*-21) =
= (o — 2)(2% + 62 — 16).

L’equazione @ — x = 0 ha un’unica souzione: a.



L’equazione 22 + 62 — 16 = 0 ha due soluzioni distinte: —8 e 2.

Quindi otteniamo:

matrice autovalori | molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(Oé) /\1 =-8 my = 1 d1 =1
Oé¢{*8,2} )\2:2 mo = d2:1
)\3 =« ms 1 d3 =1
A:A(2) )\1:—8 ml—l d1:1
)\2:2 m2—2 1§d2§2
B:A(—g) )\1:—8 m1—2 1§dl§2
Ay =2 moy 1 dg =

Per finire di rispondere alla domanda (a) resta da calcolare:

dove

dy = dim(Ea ) (As)) = dim(Ex (2))

€

dy = dim(Ea(_g)(\)) = dim(Eg(—8)).

Ea(2) = N(A — 2I3) = N(

Da una E.G.su A —2I3
-3 0 3
1 0 -1
7T 0 -7

segue che

30
1 0 -1 )
70 -7
By (=T)Eay (1) By (=) Lo -1
00 o],
00 0




d2 = dlm(EA(Q)) = dnn(N(A — 213) =

= [(numero di colonne di A — 2I3) —rk(A —2I3)]|=3-1=2.

7 0 3
EB(—8):N(B+813):N( 10 -1 )

7 0 3
Da una E.G.su B +8I3
70 3 E31(—7)E21(—7)E12 Lo -1 E32(_10)E2(%) L0
1 0 -1 0 0 10 _ 0 0
7 0 3 0 0 10 0 0
segue che

dy = dim(Ep(~8)) = dim(N(B + 8I3) =

= [(numero di colonne di B 4 8I3) — rk(B 4+ 8I3)] =3 —2=1.

(b) Al Punto (a) abbiamo visto che la matrice A = A(2) ha autovalori A\ = —8
e Ao = 2 con molteplicita geometriche d; =1 e dy = 2.

70 3
EA(fS):N(AwLSIg):N( 1 10 -1 )
70 3
Da una E.G.su A + 8I3
70 3\ mynEacomd) (10 2\ my (103
1 10 -1 010 -¥) —— (o1 -1
70 3 0 0 0 00 0
segue che
70 3 10 2 ~3h
Ea(-8)=N([1 10 —1])=n(fo 1 =4])={[ 0 ||pec},
70 3 00 0 h

10



per cui

@

Ea(2) :{ (E) ’hJc c cc} { (g) ; ((}) } & una base di Ea (2).

Al punto (a) abbiamo anche visto che la matrice B = A(—8) ha autovalori

A1 = —8 e Ay = 2 con molteplicita geometriche dy =1 e ds = 1.
-3 0 3

EB(Q):N(B—ng):N( 1 —10 -1 )
7 0o -7

Da una E.G.su B —2I3

-3 0 3 E31(=7)E21(-1)E1(—3 1 0 -1 Ex(—15)
1 —-10 -1 0 —-10 O —_—
7 0 -7 0 0 0

segue che

EB(Q)ZN(<; —Eo ;))zN( (é 2 81)>:{(§) nec},

1
e{ 0 }éunabasediEB(Q).
1

Al punto (a) abbiamo visto che




per cui

0 0
Eg(-8) = h|lheC;} e 1 ¢ una base di Eg(—38).
(eee) - (1))
$+1 S 0
Sia Aa) = 5 $+1 0|, doveacC.
0 0 o

(a) Per quali o € C si ha che 3 ¢ un autovalore di A(a) ?

(b) Per quali o € C la matrice A(a) ha due autovaori uguali ? In questi casi
dire se A(«) & o non ¢ diagonalizzabile.

(a) 11 polinomio caratteristico di A(«) é:

PA(a)(®) = Det(A(a) —2I3) =

S+l—-x g 0
= Det S S+l-x 0 =
0 0 a—x

=(a—z)1—-2z)(a+1—2x).

Gi autovalori di A(c) sono gli zeri del polinomio caratteristico pa () (z), ossia
le soluzioni dell’equazione:

(a—z)(1—2z)(a+1—2)=0,

cioe 1, v ed o+ 1.

Dunque

3 & autovalore di A(a) <~ «a=3 oppure a+1=3

<~ «a=3 oppure «a=2.

12



(b) Dai conti svolti in (a), otteniamo che

A(a) ha due autovalori uguali <~ «a=1 oppure a+1l=1
<~ a=1 oppure a=0.

Studiamo i casi @« = 1 ed a = 0. Abbiamo:

matrice | autovalori | molteplicita algebriche | molteplicita geometriche

A(l) )\1—1 m1—2 1<dl<2
)\2 2 mo 1 d2_]_
Ay =1 mo =2 1<dy<2

Dal momento che una matrice ¢ diagonalizzabile se e solo se ciascun suo auto-
valore ha le due molteplicita, algebrica e geometrica, uguali tra loro, abbiamo:
A(1) & diagonalizzabile = dy =dim(Ea1)(1)) =my =2

A(0) ¢ diagonalizzabile =  do =dim(Ea()(1)) =m2 = 2.

di = dim(Ea)(1)) = dim(N(A(1) - I3) =
— [numero di colonne di A(1) — Ig] — rk(A(1) — I3) =
— 3 1k(A(1) — )

dy = dim(Ea()(1)) = dim(N(A(0) - I3) =
= [numero di colonne di A(0) — T3] — rk(A(0) — I3) =
— 3 1k(A(0) - I)

Da una E.G. su A(1) —Is:

13



% é 0 % % 0 E21(—3)E1(2) L 10
Al)-Is3=(5 5 0)-Is=|5 5 O _ 0 0 0],
0 0 1 0 00 0 0 0
per cui rk(A(1) —I3) = 1, e quindi
dl = dlm(EA(l)(l)) =3-1=2.
In conclusione, A(1) & diagonalizzabile.
Da una E.G. su A(0) — Is:
1 00 0 0 O F1(—1)Ers 0 01
AO)-L;={0 1 0| -L;=(0 0 o0 ", |0 o0 o],
0 0 O 0 0 -1 0 0 O

per cui rk(A(0) — I3) = 1, e quindi

dy = dim(Ea(g)(1)) =3 — 1 = 2.

In conclusione, anche A(0) ¢ diagonalizzabile.

Si dica se le matrici considerate negli esercizi 3 e 4 sono diagonalizzabili
oppure no.

Le matrici considerate negli esercizi 3 e 4 sono:

. 2 0 2
A:(Q()i 022) e B=(0 -8 0],
2% 0 -6

ed abbiamo calcolato:

Ogni autovalore di A ha molteplicita algebrica e geometrica uguali (A ha auto-
valori distinti, per cui ogni suo autovalore ha molteplicita algebrica uguale ad 1
e conseguentemente, essendo

1 < molteplicita geometrica < molteplicita algebrica (= 1)

anche molteplicita geometrica uguale ad 1).
Dunque A ¢ diagonalizzabile.

La matrice B ha un autovalore (l'autovalore Ao = —4) in cui la molteplicita
algebrica (mgy = 2) ¢ diversa dalla molteplicita geometrica (dg = 1).

14



matrice | autovalori

molteplicita algebriche

molteplicita geometriche

A )\1——2 m1—1 d1:1
)\2_2 mo 1 d2:1
B )\1——8 m1—1 d1:].
/\2:—4 mao 2 d2:1

Dunque B non e diagonalizzabile.

@ Sia A(«) la matrice considerata nell’esercizio 6. Per quegli a € C per cui
A(a) & diagonalizzabile, si trovi una diagonalizzazione di A («).

La matrice considerata nell’esercizio 6 ¢

dove a € C, ed abbiamo calcolato:

matrice autovalori | molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(a) /\1 = -8 my = 1 d1 =1
a¢{—8,2} A2:2 mo = d2:1
)\3 = ms 1 d3 =1
A:A(Q) /\1—78 ml—l d1:1
)\2 =2 mo 2 d2 =2
B:A(78) )\1—78 m1:2 d1:1
)\2 =2 mo = d2 =1
Solo per a = —8 la matrice A(

molteplicita algebrica (m;4
Quindi

a) = A(—8) = B ha un autovalore (A\; = —8) con
) diversa dalla molteplicitd geometrica (dy = 1).

15




A(a) ¢ diagonalizzabile <= «a # —8.

Troviamo una diagonalizzazione per A(a) per ogni o # —8.

caso o ¢ {—8,2} :‘

7 0 3
EA(Q)()q)ZEA(Q)(—8)ZN(A(O‘)+8I3):N< 1 a+s -1 )
7 0 3
Da una E.G.su  A(a) + 8I3
7 0 3 E31(=7)E21(—1)E1 (%) 1 0 7
1 at8 —1 0 a+8 -] -
7 0 3 0 0 0
a#—8  E(zig) 10 %0
0 1 —sams |-
0 0 0
segue che
70 3 1o 2
Ea(a)(—8) :N( 1 a+8 -1 )=N< 0 1 7% ):
70 3 00 0
3
ik
:{ Wh ’heC},
h
_3
7
e quindi {Vl = ﬁ } é una baSe dl EA((X) ()\1) - EA(O()(ig)
1
-3 0 3
EA(Q)()\Q):EA(Q)(Q):N(A(Q)—ZIP,):N( 1 a-2 —1 )
7 0 -7

Da una E.G. su  A(a) — 213

16



—3 0 3 E31(=7)E21(~1)E1(—3) 1 0 -1

1 a—-2 -1 0 a—2 0| —
7 0 -7 0 0 0
aF#2: Eg(ﬁ 1 0 -1
01 0],
0 0 O
segue che
-3 0 3 1 0 -1 h
EA(Q)(Q):N( 1 a—2 -1 ):N( 01 0 ):{ 0 ’he(C},
7 0 -7 0 0 O h

1
e quindi {V2 =10 } ¢ una base di Fa(q)(A2) = Ea(a)(2).
1

—1—a 0 3
EA(a)(A3) = Ep(ay(a) = N(A(a) — al3) = N( ( ; 8 5_1 ) )

Da una E.G.su A(a) —al3

“l-a 0 3 Ei2 1 0 -1 E31(=7)E21(1+a)
1 0 -1 s —1—-—a O 3 -
7 0 55—« 7 0 —5—-a

1 0 -1 a#2:  Eap(—2+0)Ex(zi 10 -1
- 10 0 2—« 00 1,
00 2-a 0.0 0
segue che
—1—a 0 3 10 -1
Baw(e) =N(| 1 0 =1 |)=n({0 0 1])=
7 0 -5—a 00 O

0
=\ ey

17



0
e quindi {V3 =11 } ¢ una base di Fa(q)(A3) = Ea(a)(a).
0

Dunque se a & {—8,2}, una diagonalizzazione di A(«a) &:

A0 0 -8 0 0
D=0 X 0]=10 2 0 ed
0 0 A3 0 0 «
-2 10
S(a)=(vi vz vs)= 7(;38) 0 1
1 10

Posto A = A(2), nell’Esercizio 8 degli “Esercizi per casa 10”abbiamo

visto che
_3
7
{v1 = 4 }é una base di Ea (A1) = Ea(-8) e
1
1 0
{Wl =|0];we= 11 }é una base di Ea(A2) = Ea(2).
1 0

Dunque se a = 2, una diagonalizzazione di A = A(2) &:

A =SDS™ ! con

A0 0 -8 0 O
D=0 X 0]=[0 20 ed
0 0 X 0 0 2

210
S = (Vl W1 Wz) = % 0 1
1 1 0

N.B.: Per ogni o # —8, una diagonalizzazione di A(«) &:

18



-8 0 0 -z 10
D(a) 0 2 0| ed S(@)=|sary 0 1
0 0 « 1 10

Sia  A(a) = <3 é) , dove aeC.
Per quali & € C si ha che di A(«) & diagonalizzabile ?
Poiche A(a) & una matrice 2 x 2 non scalare, allora A(«) ¢ diagonalizzabile

se e solo se ha i (due) autovalori distinti (percheé solo in tal caso ciascun suo
autovalore ha molteplicita algebrica e geometrica uguali).

11 polinomio caratteristico di A () é:

Pa(e)(z) = Det(A(a) — zI,) = Det (2293 aiz> —
=2-2)(a—1z)—i®=
=20 —ar—2rx+22+1=
=22~ (a+2)x+ (2a+1).

Quindi gli autovalori di A(«) sono:

A\ = at+2+4/(a+2)?—4(2a+1) 449+ Fdftda—8a—4 _ a+2+Va—da e
- - 2 - 2

2

AQ o a+2—/(a+2)2—4(2a+1) _ a+2—vVac2+4+4a—-8a—4 _ a+2—Va2—4da
- 2 - 2 = 3 .

Quindi

M#d <= Va2—4a#0 < o’ —4a#0 < o ¢{0,4},

e concludiamo che

A(a) e diagonalizzabile <  «a ¢ {0,4},

19



-2 27 0
Sia A(a)=|(2i 24+a 0], doveacR
0 0 o

Per quali o € R si ha che di A(«) ¢ diagonalizzabile ?

A (@) & diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha le due molteplicita,
algebrica e geometrica, uguali tra loro. Calcoliamo gli autovalori di A(«a) e le
loro molteplicita.

Il polinomio caratteristico di A(«) &:

—2—=x 21 0
PA(a)(z) = Det(A(a) — zI3) = Det 24 24+a—x 0 =
3t 0 a—1

—2—z 27
— (—1)31t3(y — =
= (=1)*"3(a — z)Det ( 9 9 4+ o — :c>

(@ —a)l(-2 - )2+ @ - 2) - 4% =
=(a—2)(—4-2r—-2a—ar+2r+2%+4) =

2

= (a—z)(z® — ar — 2a).

Qundi gli autovalori di A(«) sono:

a+vVa? -+ 8a ) oa— Va2 +8a
arvaer T oo R S

AM=a, A= B € D)

Dal momento che

AM=X <= 20a=a+Va?2+8ax <— a=+va?+8ax <— a=0,
M=) < 20=a—Va?+8a +— a=—Va*+8a <— a=0,

Ae=XA3 <= Va?+8a=0 < ac{0,-8},

abbiamo:
Dunque:
e se o ¢ {0, —8} la matrice A(«) ¢ diagonalizzabile.

ee A(0) sarebbe diagonalizzabile solo se fosse dy =dim(Ea )(0)) = m3 = 3.

20



matrice autovalori molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(Oé) )\1 =« my = 1 d1 =
a @ {0,—8} | Ag = abveiiia |y, =] dy =1
A3 = 4=va-Tea (;2+8a m3 =1 d3 =1
A(O) )\1—0 m1—3 1<d1<3
A(—S) )\1 =-8 mq = 1 d1 =1
Ao =—4 mo = 2 1<dy <2

N.B.: Se fosse dim(E4 0)(0)) = 3 sarebbe Ex(g)(0) = C?, e quindi A(0) = O.

-2 2t 0
Dunque, essendo A(0) = | 2¢ 2 0] # O, A(0) non ¢ diagonalizzabile.
0O 0 O

e e e A(—8) ¢ diagonalizzabile <=  dy = dim(Ea_g)(—4)) =mz =2

= [numero di colonne di A(—8) + 4I3] — rk(A(—8) +4I3) =

=3 — rk(A(=8) + 4I;)

Da una E.G. su A(—8) + 4I3:

-2 2 0 2 0 Ear (—2i)Br(3)
A(l) +2I3=12¢ -6 O +4I3=12¢ -2 O _—
0 0 -8 0 0 —4
1 ¢+ 0 Ba(—1)Eas 1 4 0
— 10 0 ey 0 0 1},
0 0 —4 0 0 O

per cui rk(A(—8) 4 4I3) = 2, e quindi

dg = dim(EA(,g)(—él)) =3—-2=1.
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Dunque A(—8) non & diagonalizzabile.

In conclusione abbiamo:

A(a) ¢ diagonalizzabile <= o ¢ {0,—8}.

0 0 =3
Sia  A(a) = 0 -3 0 |, dove«aeé un numero reale non
—3Jiae 0 0

positivo.
Per quali o numeri reali non positivi si ha che di A(«) ¢ diagonalizzabile ?

A (a) & diagonalizzabile se e solo se ciascun suo autovalore ha le due molteplicita,
algebrica e geometrica, uguali tra loro. Calcoliamo gli autovalori di A(«) e le
loro molteplicita.

11 polinomio caratteristico di A(«) é:

—x 0 -3t
PA(a)(®) = Det(A(a) — 2I3) = Det 0 —-3—2 0 =
*32‘05 0 —X

-3 —x

- (1)2+2(31:)Det< e _3i> -
= (-3 —2)(2? — 9i%a) =

= (=3 —a)(z? + 90).

Quindi gli autovalori di A(«) sono (« € R con a < 0):

M=-3, X=v-9%=3vV—-a e A3=—V-9a=-3vV—qa.

Dal momento che o ¢ un numero reale non positivo, allora

)\1 7é )‘27
AL = A3 < a=-—1,

Ay = A3 <~ a=0.
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matrice autovalori molteplicita algebriche | molteplicita geometriche
A(Oé) )\1 =-3 my = 1 d1 =1
a¢{0,—1} )\2:3\/—05 mo = d2:1
)\3:—3\/—0é m3=1 d3=1
A(O) )\1 =-3 my = 1 dl =
Ao =0 mo = 2 1<dy <2
A(—l) )\1:—3 m1—2 1<d]<2
/\2 =3 meo 1 d2 =

Quindi se « ¢ {0, —1} allora A(a) & diagonalizzabile.

Anche A = A(-1) ¢ diagonalizzabile: abbiamo visto in (a) che & addirittura
unitariamente diagonalizzabile (quindi € vero, e non occorre verificarlo, che d; =
dim(EA(_l)(—S)) =my1 = 2)

Inoltre:

A(0) ¢ diagonalizzabile <= dy = dim(Ex)(0)) = ma = 2.
dQ = dlm(EA(O)(O)) = dlm(N(A(O)) =

= [numero di colonne di A(0)] —rk(A(0)) =

=3 —rk(A(0))
Da una E.G. su A(0):

0 0 —3i Ba(30) By (— 1) B 0 10
0 0 0 00 0

per cui rk(A(0)) = 2, e quindi

(12 = dlm(EA(O)(O)) =3-2=1.

Dunque A(0) non ¢ diagonalizzabile.
In conclusione (essendo « reale non positivo):
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A(wo) ¢ diagonalizzabile <= a€Rcona<0.

Sia  A(a) = (2 Zy) , dove a € C (si veda 'esercizio )

7

(a) Per quali @ € C si ha che di A(«) & unitariamente diagonalizzabile ?

(a) A(«) ¢ unitariamente diagonalizzabile <= A(«a) & normale <=
< A()A(0)? = A(a)f A(a).

Calcoliamo A (a)?

A(a)f = (

Da-( D)

Calcoliamo ora A(a)A(a)? ed A(a)?A(a):

A(o) - (? a) ( Ofi> -
— (;j;l _1212204) - (Qi ’ ai _12i+0472a> ’
armae = (% )0 8)-

A+l 2i—da) 5 2i — ia
T\ —2i+ai 1+aa) \-2i+a@ 1+a?)’

Imponendo I'uguaglianza A (a)A(a)? = A(a)? A(a) otteniamo:

Al@)A()f = A(0)fA(0) — 2it+ia=2i—ia <+ ata=
Scrivendo « in forma algebrica:

a=a+1ib con a,beR,

abbiamo che @ = a — ib per cui
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ata=(a+ib)+(a—ib)=2a=4 <= a=2 <= a=2+ib conbeR.

In conclusione,

A(a) & unitariamente diagonalizzabile <= a =2+ 1ib con b € R.

-2 21 0
Sia A(a)=|[2 2+a 0|, doveacR (sivedal’esercizio ).
0 0 o

(a) Per quali @ € R si ha che di A(a) ¢ unitariamente diagonalizzabile ?

(a) A(a) ¢ unitariamente diagonalizzabile <= A(«a) ¢ normale <=

— A(0)A(0)? = A(a)T A(a).

Calcoliamo A (a)*, tenendo conto del fatto che da o € R segue @ = a:

2 2% 0 -2 =2 0
AP =12 2F¥a 0|=|-2i 2+a 0
0 0 « 0 0 o

0 0 o 0 0 o

8 —8i —2iac 0
8+ 2 4+ (2+a)? 0
0 0 a?

-2 24 0 -2 =2t 0
A@A@)? =[2i 2+a 0 -2i 24+a 0] =
0 0 o 0 0 o
8 8i + 2ic 0
=[-8i—2ia 4+2+a)? 0],
0 0 a?
-2 -2t 0 —2 27 0
A(@)HA(a) =|-2i 24a 0] [2 2+a 0=
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Imponendo 1'uguaglianza A (a)A(a)? = A(a)? A(a) otteniamo:

Al@)A()f = A(0)PA(a0) < 8i+2ia=-8—2ia +—= a=—4

0 0 -3
Sia  A(a) = 0 -3 0 |, dovea ¢ un numero reale non
—3iav 0 0

positivo (si veda 'esercizio ).
(a) Per quali o numeri reali non positivi si ha che di A(a) & unitariamente
diagonalizzabile 7
(a) A(«) & unitariamente diagonalizzabile <= A(«) ¢ normale <=
— A()A(0) = A(a)T A(a).

Calcoliamo A (a), tenendo conto del fatto che da o € R segue @ = a:

0 0 =3ia 0 0 3ia
A= 0 =3 0 |=|0 -3
-3 0 0 3t 0 0

AA@? =] 0 =3 0 0 -3 0 |=
~3ia 0 0 ) \3i 0 0
9 0 0
={0 9 o],
0 0 9a2
0 0 3ia 0 0 -3
A(@)HA(@) =|0 -3 0 0 -3 0 |=
3 0 0) \=3ia 0 0
9a% 0 0
=0 90
0 09

Imponendo 'uguaglianza A (a)A(a)f = A(a)? A(a), e tenendo conto che o &
non positivo, otteniamo:

AA@)T = A(@)A(0) = a*=1 — a=-1
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