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Algebra e matematica discreta, a.a. 2018/2019, parte di Algebra

Scuola di Scienze - Corso di laurea: Informatica

Svolgimento degli Esercizi per casa 12 (2 parte)

Sia  A(a) = (2 ;) , dove a € C (si veda l’esercizio )

7

(a) Per quali @ € C si ha che di A(a) ¢ unitariamente diagonalizzabile ?

(b) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo o = 2. Si trovi una
diagonalizzazione unitaria A = UDU# per A.

(¢) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo o = 2. Si scriva A nella
forma A = APy 4+ A3Ps, con Ay e Ay autovalori di A, e Py e Py matrici di
proiezione su Fa (A1) ed FEa()\2) rispettivamente.

(d) Sia A = A(2) la matrice che si ottiene ponendo a = 2. Posto z; = (2+1)3%
e zp = (2 —1)39 si scriva A3% in funzione di 21 e 29.

(a) A(a) ¢ unitariamente diagonalizzabile <= A(«a) ¢ normale <=
— A(0)A(0)? = A() A(a).

Calcoliamo A (a)?

Calcoliamo ora A(a)A(a)? ed A(a)?A(a):

swaw =(70)(% )~
i« a
[ 4+1 24w 5 -2+
T \2i—ai 14+aa ) \2i—ai 1+]a? )’
2 )
sorae = (% ) (0 0)-
_ 441 21 —ia 5 2t — i
T\ 2i4ai l4+aa) \-2i+a@ 1+]|a?)’



Imponendo 1'uguaglianza A (a)A(a)? = A(a)? A(a) otteniamo:

Al@)A()? = A(0)PA(a) = 2it+ia=2i—ia <+ ata=

Scrivendo « in forma algebrica:
a=a+ib con a,b€eR,
abbiamo che @ = a — ib per cui
ata=(a+ib)+(a—ib)=2a=4 <= a=2 < a=2+ib conbeR.

In conclusione,

A () & unitariamente diagonalizzabile <= a =2+ b con b € R.

2 g
Yk
diagonalizzabile (percheé 2 = 2 4 ib con b = 0 € R). I suoi autovalori (calcolati
nell’Esercizio 4 degli Esercizi 8) sono:

(b) Sia A = A(2) = Abbiamo visto in (a) che A & unitariamente

A = 2+2+2\/m S Ve 2 =240 e

2

_ 24248 _ 4—/—4 _ 4-2i _ o _ ;
)\2 = 3 = ) =5 = 2 1.

con molteplicita algebriche e geometriche uguali a

my =dy =mp =dy =
Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

Ea(M)=FEa(2+1) = N(A - (2+19)Iy).
Dauna E.G.su A —(2+9)I,

5 E21(=i)E1 (i) _
A—(2+i)12—(_2 z'> ey <1 1>7

2 —1

segue che



Ea(M) = Ba(2+4) = N( (é ‘01> )={ (Z) hec},
e quindi {v1 = G) } & una base di Ea(\) = Ba(2 +i).

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {vy} ¢ gid una base ortogonale di Ea (2+1).
Per ottenere una base ortonormale di Ea (2 + 4), “normalizziamo”vy.

|V1||2=m=mzm:\/§

Ul = (i) }

¢ una base ortonormale di Fa (A1) = Ea(2 +1).

per cui

Ea(A2) = Ea(2—1) = N(A - (2—i)Iy).
Dauna E.G.su A —(2—-19)I,

) i i Eo1(—i)E1(—1i) 1 1
A—(2—’L)IQ— (Z Z) _— (0 0),
segue che
. 1 1 —h
EA()\Q)ZEA(Q—Z)—N<<O o)) - { ( , ) ‘he(C},
o -1 N . )
e quindi {V2 = ( 1 ) } ¢ una base di Fa(A2) = Ea(2 —1).

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {va} € gia una base ortogonale di Fa (2—1).
Per ottenere una base ortonormale di E (2 —4), “normalizziamo” va.

[valls = Vvalva = [ (-1 1) (—;) CTT =3

per cui

{Fvals = <_f ) j



¢ una base ortonormale di Fa(\s) = Fa(2 —i).

Dunque se a = 2, una diagonalizzazione unitaria di A = A(2) &:

A =UDU? con

(A 0\ [24i 0
D_(o Ag)_<0 2—i> ed

1 1
U= (9 ~a) - (“15 ﬁ) :
i v

(¢) Al punto (b) abbiamo visto:

gli autovalori di A = A(2) = <2 Z) sono Ay =2+ie gy =2—1;

i 2

1
{“’—1 = (@) } ¢ una base ortonormale di Fa (A1) = Fa(2+ 14);

[vill2 ™

_1
{"—2 = ( f@) } ¢ una base ortonormale di Fa(\2) = Ea(2 —1).

1
Posto Q; = H\Yﬁ = (@), la matrice di proiezione Py su Ea (A1) = Fa(2+14)
V2

H 1
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Analogamente, posto Qy =
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N.B.: Siccome A ha due soli autovalori, allora Py =1 — P;.



Dunque

2417 (1 1 2—1 (1 -1
Aonp, o (D)2 (1T,

(d) Al punto (b) abbiamo visto che A = A(2) = <3 ;) ha una diagonaliz-

zazione unitaria

. I
A =UDU" con D=(2“ Oi) ed U:<%§ 1@)

0 2 — %5 7
Allora
ASOO (UDUH)JOO UD3OOUH _
1 1 . 1 1
(v ") (@) 0 oA N
1 1 0 (2 _ Z‘)SOO _1r 1 =
V2 V2 2 V2
(1 -1 0 1 1\
201 1 O 29) \—=1 1)
_ —Zz Ly _
= 1 )=
21+ 29 21— 29
21— 29 21+ 22
—2 2% 0
Sia A(a)=1[2 2+a 0], dovea€R (sivedalesercizio ).
0 0 «

(a) Per quali @ € R si ha che di A(a) & unitariamente diagonalizzabile ?

(b) Sia A = A(—4) la matrice che si ottiene ponendo o« = —4. Si trovi una
diagonalizzazione unitaria A = UDUX per A.

(¢) Sia A = A(—4) la matrice che si ottiene ponendo o = 2. Si scriva A nella
forma A = AlPl + AQPQ + A3P3, con Al, )\27 )\3 autovalori di A, € Pl, PQ, P3
matrici di proiezione su Ea (A1), Fa(A2), Ea(A3) rispettivamente.

(a) A(«) ¢ unitariamente diagonalizzabile <= A(«a) & normale <=

< A()A(0)? = A(a)f A(a).



Calcoliamo A(a)H, tenendo conto del fatto che da o € R segue @ =

-2 2 0 —2 -2t 0
A@fP=12i 2Fa 0|=|-2i 2+a 0
0 0 a 0 0 o
Calcoliamo ora A (a)A(a)® ed A(a)? A(a):
—2 21 0 -2 -2t 0
Al@)A()f =2 2+a 0 -2i 24a 0] =
0 0 o 0 0 o
8 81 + 2 0
= -8 —2a 4+((2+a)? 0|,
0 0 a?
—2 -2t 0 —2 21 0
Al@)HA(@) =|-2 24a 0] |20 24a 0=
0 0 « 0 0 o
8 -8 — 2ix 0
=|8i+2ia 4+(2+a)? 0
0 0 a?

Imponendo I'uguaglianza A (o)A (a)? = A(a)? A(a) otteniamo:

Al@)A()f = A(0)PA(0) <= 8i+2ia=-8 —2iac <+—= a=—4

-2 20 0
(b) Abbiamo visto in (a) che A = A(—4) = | 2¢ -2 0 | & unitariamente
0o 0 -4

diagonalizzabile. I suoi autovalori (calcolati nell’esercizio 5 degli Esercizi 8)

Sono:

A1:QZ—4

Ay = a+\/32+8a _ T4+ (*;1)2+8(*4) _ —4+2\/—16 — A 949

— —a - - —4 — _ —A4—4q .
Ag = & \/32+80¢ VA ;1)2+8( 49 _ -4 2\/ 6 _ = 4i _ 9 _ 9

ciascuno con molteplicita algebrica e geometrica uguali ad 1.



Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

Ea(M) = Ea(—4) = N(A + 413).
Da una E.G.su A +4I3

2 2i 0 Ba(3)Eay (—20)Er (3) 1 ¢ 0
A+dl;= {2 2 0 01 0],
0 0 0 0 0 0
segue che
1 2 0 0
EA()\l):EA(—ZL):N( 01 0 ):{ 0 ‘he(c},
0 00 h
0
e quindi {wl =10 } ¢ una base di Ea(A1) = Ea(—4).
1

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {w4} & gia una base ortogonale di Fa(—4).
Inoltre, essendo ||w1 |2 = 1, non occorre “normalizzare” wy: {wy} € gid una base
ortonormale di Ea(—4).

Ea(M\2) = Ea(—2+2i) = N(A + (2 — 2i)I3).
Dauna E.G.su A+ (2—-2i)I;

2 9 0 Ba(5) By Bar (—20E1(3) (1 —1 0
Ar(2-20); = [ 20 —2i 0 00 1
0 0 99 0 0 0

segue che

-1 0 h
o L) ={{n] ey

S O =

Ea(ho) = Ea(—2+2i) = N(

1
e quindi {w2 - |1 } & una base di Ea(\s) = Ea(—2 + 2i).
0

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {wz} ¢ gia una base ortogonale di Ea (—2+
2i). Per ottenere una base ortonormale di Fa(—2 + 2i), “normalizziamo” w.



1
0

{pvale =
vl

¢ una base ortonormale di Ea(\2) = Ea(—2 4+ 2i).

per cui

o §l-sl-
——

Ea(X3) = Ea(—2—2i) = N(A + (2+ 2i)I3).
Da una E.G.su A+ (2+2i)I3

20 21 0 Eo(—H2) Eyg oy (—2i) E1 (— 34) L 10
A+(2+420)I5= |20 2 0 00 1
0 0 —242 0 0 O
segue che
1 1 0 —h
EA(Ag):EA(—2—2i):N( 00 1 ):{ h ‘he(C},
0 00 0

e quindi {Wg =11 } ¢ una base di Ea(A3) = Ea(—2 — 2i).
0

N.B.: Poiche ha un unico elemento, {wg} ¢ giad una base ortogonale di Fa (—2—
2i). Per ottenere una base ortonormale di Ea(—2 — 2i), “normalizziamo” wg.

~1
[wala = VwsHws = [(-1 1 0)[ 1 | =viti=Vv2
0
per cui
1
(e - 2 )
[wsl|2 \65



¢ una base ortonormale di Fa(\3) = Fa(—2 — 2i).

Dunque se a = —4, una diagonalizzazione unitaria di A = A(—4) &:

A =UDU? con

A0 O —4 0 0
D=0 X 0]=[0 -2+4+2 0 ed
0 0 X3 0 0 —2-2
1 1
U= (Wl Twalz HW3H2) =0 5 ©
1 0 0
(¢) Al punto (b) abbiamo visto:
-2 25 0
gli autovaloridi A =A(—4)=[ 2 -2 0 |sonoX =—4, Aa=—-2+2ie
0 0 4
A3 = —2 — 2;
0
{H"“”Vﬁ =10 } ¢ una base ortonormale di Ea (A1) = Ea(—4);
1
1
V2
{H"“”Vﬁ = % } ¢ una base ortonormale di Ea (A2) = Ea(—2 + 2i).
0
1
\/5
{Hv“’:’ﬁ = \% } ¢ una base ortonormale di Ea (A3) = Ea(—2 — 2i).
0
0
Posto Q; = i = | 0], la matrice di proiezione Py su Ex(M)=FEa(-4) ¢
1
w wiH 0 0 00
P,=QQ=—" .t __ o]0 0 1)=(0 0 0
HW1||2 HWIHQ 1 0 0 1

Posto Qg = 72— =

lwall2

, la matrice di proiezione Pg su Ea(X2) = Ea(—2+

ok

2i) @



e 110
H V2 1
Wo Wo 1 1 1
P, =Q,Qf = : &) (5 H ) =51 10
T walle flwalla 2 va Vi 2\, o0 o
1
V2
Posto Q3 = oo = % , la matrice di proiezione P3 su Ea(A3) =
0
Ea(—2—2i) ¢
—75 1 -1 0
w3 W3 1 11
P; = Q,Q) = : =| L (_7 L 0): 1 1 0
S wsllz w2 v V2 V2 2lo 0 o
Dunque
A =MPi+ XA +Py+\P3=
0 0 O 1 1 0 1 -1 0
=—410 0 O)+=32(1 1 0| +=32|-1 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 -3
Sia  A(a) = 0 -3 0 |, doveaé un numero reale non
—Jiae 0 0

positivo (si veda 'esercizio ).
(a) Per quali o numeri reali non positivi si ha che di A(a) ¢ unitariamente
diagonalizzabile ?

(b) Sia A = A(—1) la matrice che si ottiene ponendo o = —1. Si trovi una
diagonalizzazione unitaria A = UDU® per A.

(a) A(«) ¢ unitariamente diagonalizzabile <= A(«a) & normale <=
= A()A(0)? = A(a)T A(a).

Calcoliamo A (), tenendo conto del fatto che da a € R segue @ =

0 0 —3ia 0 0 3ix
A =0 =3 0 |=([0 -3
3 0 0 3i 0 0
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Calcoliamo ora A (a)A(a)? ed A(a)? A(a):

AA@E =] 0 -3 0 0 -3 0 |=
~3ia 0 0 /) \3 0 0
9 0 0
=(o 9 o],
0 0 9a2
0 0 3ia 0 0 -3
A@HA(@) =0 =3 0 0 -3 0 |=
3. 0 0) \=3ia 0 0
902 0 0
=0 90
0 0 9

Imponendo 'uguaglianza A (a)A (o) = A(a)? A(a), e tenendo conto che o &
non positivo, otteniamo:

0 0 =3
(b) Abbiamo visto in (a) che A = A(-1)= [0 -3 0 | & unitariamente
3t 0 0

diagonalizzabile. I suoi autovalori (calcolati nell’esercizio 6 degli esercizi 8) sono:

)\1:—3 e )\2:3

con molteplicita algebriche e geometriche uguali a

mi=2=d; e mg=1=ds.

Cerchiamo basi ortonormali degli autospazi di A.

Ea(M) = Ea(=3) = N(A + 313).
Dauna E.G.su A +3I3

11



0 0 —31 3 0 -3 E31(—37L)E1(%)
A+3I3=10 -3 0 |+3I3=(0 0 O B
i 0 0 33 0 3
1 0 —
- 10 0 0],
0 0 0
segue che

1 0 — ik
EA()\I):EA(—:S):N( 00 0 ):{ h ‘h,ke(c},
0 0 O k
i 0
e quindi {vlz 0];va={1 }éunabasediEA()\1):EA(—3).
1 0

N.B.: In questo caso non occorre applicare l'algoritmo di G.S. a {vi;va}:

vifva =0, per cui

{v1;va} & gia una base ortogonale di Ex(—3)

Per ottenere una base ortonormale di Fa(—3), “normalizziamo”vy e va.

)
[Vills = Vvafvi= |(=i 0 1) 0] =vIFi=v2
1
0
[vall = /veHva= [(0 1 0)[1|=Vi=1
0
per cui
1
\2! 2! Vg 0
P A R TP
V2

¢ una base ortonormale di Ez (A1) = Ea(—3).

Ea(X2) = EA(3) = N(A - 3Iy).

12



Da una E.G. su

A - 31,
-3 0 —31 Ez(fé)E31(73i)E1(f%) 1 0 =9
A-33=10 -6 0 01 0]},
33 0 =3 0 0 0
segue che

1 0 ¢ —1ih
Ea(X) = Ea(3) = N( 010 )={ 0 nech,

—1
e quindi {Wl =|0 } & una base di Ea(A2) = Ea(3).
1

N.B.: Poich¢ ha un unico elemento, {w;} ¢ gid una base ortogonale di Ea (3)
Per ottenere una base ortonormale di Ea (3), “normalizziamo” wy.

—1
Wil = Vwifwy = ]

i 0 Dfo]=vitri=Vv2
1
per cui
1 .
W1 \/EZ
rA
[wall2 a1
V2
¢ una base ortonormale di E(A\2) = Ea(3).
Dunque se o = —1, una diagonalizzazione unitaria di A = A(—1) &
A =UDU" con
A0 0 -3 0 0
D=0 X O0)=(0 -3 0 ed
0 0 X 0 0 3

.

1
w2

o vi Vo w o
U—Qmmwmm )—

S =8
o = O
Sl oyl
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