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ESERCIZIO TIPO 18

Sia A(α) =

α 0 0
0 α− 1 0
α α+ 1 α− 1

 dove α ∈ R.

Per ogni α ∈ R, si trovino:

– gli autovalori di A(α),
– le loro molteplicità algebriche,
– le loro molteplicità geometriche,
– basi degli autospazi di A(α).

Per ogni α ∈ R, la matrice A(α) è una triangolare, per cui i suoi autovalori sono
i suoi elementi diagonali

λ1 = α e λ2 = α− 1

con molteplicità algebriche

m1 = 1 e m2 = 2.

(Infatti, il polinomio caratteristico di A(α) è: pA(α)(x) = (α− x)(α− 1− x)2.)

Siano d1 e d2 le molteplicità geometriche di λ1 e λ2. Da 1 ≤ di ≤ mi = 1 per
i = 1, 2, otteniamo:

d1 = 1 e d2 ≤ 2.

EA(α)(λ1) = EA(α)(α) = N(A(α)− αI3) = N
(0 0 0

0 −1 0
α α+ 1 −1

)

Da una E.G. su A(α)− αI3 :

caso α = 0 :

0 0 0
0 −1 0
0 1 −1

 E2(−1)E21(1)E13

−−−−−−−−−−→

0 1 −1
0 0 1
0 0 0

 ,
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caso α ̸= 0 : α ̸= 0 =⇒

0 0 0
0 −1 0
α α+ 1 −1

 E2(−1)E1(
1
α )E13

−−−−−−−−−−→

1 α+1
α − 1

α
0 1 0
0 0 0

 ,

segue che

caso α = 0 : d1 = 1 e
{1

0
0

}
è una base di EA(α)(λ1)

caso α ̸= 0 : d1 = 1 e
{ 1

α
0
1

}
è una base di EA(α)(λ1).

N.B.: Per ogni α ∈ R si ha che
{1

0
α

}
è una base di EA(λ1).

EA(α)(λ2) = EA(α)(α− 1) = N(A(α)− (α− 1)I3) = N
(1 0 0

0 0 0
α α+ 1 0

)
Da una E.G. su A(α)− (α− 1)I3 :1 0 0

0 0 0
α α+ 1 0

 E21E31(−α)

−−−−−−−−−−→

1 0 0
0 α+ 1 0
0 0 0

 ,

caso α = −1 : EA(α)(λ2) = N
(1 0 0

0 0 0
0 0 0

)

caso α ̸= −1 : EA(α)(λ2) = N
(1 0 0

0 1 0
0 0 0

)
.

Concludiamo che

caso α = −1 : d2 = 2 e
{0

1
0

 ;

0
0
1

}
è una base di EA(α)(λ2)

caso α ̸= −1 : d2 = 1 e
{0

0
1

}
è una base di EA(α)(λ2).
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